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Thomas Markwig

Algebraische Strukturen

Abgabetermin: Montag, 18/01/2010, 10:00
Aufgaben Nummer 43 und 44 sind Prasenzaufgaben und brauchen nur von den
Fernstudenten zur Korrektur eingereicht zu werden.

Aufgabe 41: Ist die formale Potenzreihe f = Y ;7 2% . t* eine Einheit R[[t]] fir
R = Q bzw. fur R = Z? Begriinde Deine Antwort und finde ggf. das Inverse von f.

Aufgabe 42: Sei S ein kommutativer Ring mit Eins, R C S ein Unterring und b € S.

a. Wir definieren .
f(b)=> ax-b* €S

k=0
far f = | ,ax - t* € R[t]. Zeige, daf3 die Abbildung

@y : R[t] — S: f— f(b)
ein Ringhomomorphismus* ist.

b. Zeige, wenn b Nullstelle des Polynoms g = t™ + o, 1 -t™ '+ ...+ o1 - t + otg € R[t]
ist, so ist

Im(¢p) = {ao+ar-b+a-b*+...+an-b™" | ao,...,an1 € R}.
Wir bezeichnen diesen Unterring' von S mit R[b] = Im(gy).

c. Gib mit Hilfe von Teil b. eine méglichst effiziente Darstellung fiir den Ring Z [i]
an, wobei i = /—1 € C die imaginare Einheit ist.

Hinweis, in Teil b. sollte man fiir die Inklusion von Im(¢yp) in der rechten Seite zunédchst mit Induktion zeigen, da b¥
far alle k € IN in der rechten Seite enthalten ist, und dann, daf die rechte Seite abgeschlossen beziiglich endlicher R-

Linearkombinationen ist.

Aufgabe 43: Zeige, dafl die Abbildung

x:Z[A — Zs:x+y-i— X2yl
ein Ringhomomorphismus ist.
Aufgabe 44:

a. Es sei R ein kommutativer Ring mit Eins, der genau zwei Ideale besitzt.
Zeige, R ist ein Korper.

b. Zeige, daf3 Zs ein Korper ist.

c. Ist Z¢ auch ein Korper?

Hinweis zu Teil a., flir a € Rist das Erzeugnis von a gerade die Menge (a)gr ={x- a|x € R}ist!

*Eine Abbildung ¢ : R — S zwischen zwei Ringen R und S ist ein Ringhomomorphismus, wenn
@(a+b)=¢(a)+ ¢(b) und @(a-b) = @(a) - ¢(b) far alle a,b € R sowie ¢(1r) = 1s gelten.

'Es braucht nicht gezeigt, zu werden, dafl Im(¢y) ein Unterring von S ist. Dies gilt fiir Bilder von
Ringhomomorphismen immer.



