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Aufgabe 20 ist eine Präsenzaufgabe und braucht nicht zur Korrektur eingereicht
zu werden.

Aufgabe 17: Ist n ∈ Z>0 eine positive ganze Zahl, so definieren wir für x, y ∈ Z

x ≡ y :⇐⇒ x− y ist ein Vielfaches von n.

(a) Zeige, daß ≡ eine Äquivalenzrelation ist.

(b) Zeige, es gibt genau die n paarweise verschiedenen Äquivalenzklassen 0, 1, . . . , n− 1.

(c) Zeige, die Definitionen
x+ y := x+ y

und
x · y := x · y

hängen nicht von den Repräsentanten der Äquivalenzrelationen x und y ab.
Man sagt, die Addition und das Multiplikation sind wohldefiniert.

(d) Zeige, die Menge der Äquivalenzklassen Zn := {0, . . . , n− 1} ist mit der Addition
aus Teil (c) eine abelsche Gruppe.

(e) Zeige, wenn n eine Primzahl ist und x nicht von n geteilt wird, dann ist die
folgende Abbildung bijektiv

f : Zn −→ Zn : y 7→ x · y.

(f) Zeige, wenn n eine Primzahl ist, dann ist Zn mit den Operationen aus Teil (c)
ein Körper.

Aufgabe 18: Sei K ein Körper und x ∈ K mit x2 = 1. Zeige, dann gilt x ∈ {−1, 1}.

Aufgabe 19: Sei K ein angeordneter Köper, x, y ∈ K mit 0 ≤ x, y und 0 < n ∈ N.
Zeige, genau dann gilt x < y, wenn xn < yn gilt.

Aufgabe 20: Überprüfe für die folgenden Relationen zwischen N und N jeweils,
ob sie reflexiv, antisymmetrisch oder transitiv sind. Welche der Relationen ist eine
Ordnungsrelation? Ist diese dann ggf. auch eine Totalordnung?

(a) R :=
{
(x, y) ∈ N×N

∣∣ x teilt y
}
.

(b) R := {(x, y) ∈ N×N | T(x) ⊆ T(y)}, wobei T(n) die Menge der Primteiler von n ist.


