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Aufgabe 5:
a. Zeige, in einem metrischen Raum ist der Durchschnitt beliebig vieler kompak-

ter Mengen kompakt.

b. Sei M = RN = {(an)n∈N | an ∈ R} der R-Vektorraum der reellen Zahlenfolgen
und für A = (an)n∈N, B = (bn)n∈N ∈M sei

d(A,B) =

∞∑
k=0

1

2k
· |ak − bk|

1+ |ak − bk|
.

Zeige, eine Folge (An)n∈N in M mit An = (ank)k∈N ist genau dann konvergent,
wenn alle Komponentenfolgen (ank)n∈N konvergieren.

Aufgabe 6: Es seien (M,d) ein metrischer Raum, A ⊆ M kompakt und x ∈ M.
Begründe, weshalb das Minimum

d(x,A) := min{d(x, a) | a ∈ A}

existiert und zeige, d(x,A) = 0 genau dann, wenn x ∈ A.

Aufgabe 7: Sei V = C([0, 1],R) der Vektorraum der auf dem Intervall [0, 1] stetigen
Funktionen und es sei

||f||L2 =

√∫ 1
0

f2(x) dx

die euklidische L2-Norm auf V aus Beispiel 22.5.
Zeige, V ist nicht vollständig bezüglich der euklidischen L2-Norm.

Hinweis: Man betrachte die Funktionenfolge (fn)n≥1 mit

fn(x) =


0 für x ∈ [0, 12 −

1
n ]

1
2n
(
x− 1

2

)
+ 1
2 für x ∈ ( 12 −

1
n ,

1
2 +

1
n)

1 für x ∈ [ 12 +
1
n , 1]

.

Aufgabe 8: Zeige, ist A ∈ Matn(R) symmetrisch, so ist

||fA|| = max
{
|λ|
∣∣ λ ist Eigenwert von A

}
die Operatornorm von fA : Rn −→ Rn bezüglich der euklidischen Norm auf Rn.


