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Aufgabe 29: Sei U ⊆ R
n offen und beschränkt und f : U → R

n sei stetig auf U.

Zeige, ist f auf U ein lokaler Diffeomorphismus, so besitzt die Funktion

g : U → R, x 7→ ‖f(x)‖

ein globales Maximum und dieses wird auf dem Rand ∂U angenommen.

Aufgabe 30: Welcher Punkt in der Verschwindungsmenge V(x21 + x22 − x3) hat den

kleinsten Abstand vom Punkt
(

1, 1, 1
2

)t
∈ R

3?

Aufgabe 31: Sei S = {(x, y, z) ∈ R
3 : x2 + y2 + z2 = 1} die Einheitskugel und sei

f : R3 −→ R : (x, y, z)t 7→ a2x2 + b2y2 + c2z2 − (ax2 + by2 + cz2)2,

mit a > b > c > 0. Zeige:

a. max
{
f(x, y, z)

∣

∣ (x, y, z)t ∈ S
}
= 1

4
(a− c)2.

b. min
{
f(x, y, z)

∣

∣ (x, y, z)t ∈ S
}
= 0.

Hinweis: Betrachte die folgenden Fälle separat: 1) zwei Variablen sind 0, 2) eine Variable ist 0, 3) keine Variable ist 0.

Aufgabe 32: [Spektralsatz für symmetrische Matrizen]

Sei A ∈ Matn(R) eine symmetrische Matrix und f : Rn −→ R : x 7→ xt ◦A ◦ x = 〈Ax, x〉.

Für Y ⊆ Rn setzen wir

M(Y) =
{
x ∈ Rn

∣

∣ ||x||2 = 1, 〈x, y〉 = 0 ∀ y ∈ Y
}
.

a. Zeige, für i = 1, . . . , n gibt es yi ∈ M(y1, . . . , yi−1) mit λi := f(yi)
!
= max

x∈M(y1,...,yi−1)
f(x).

b. Zeige, es gilt λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λn.

c. Zeige Ayi = λiyi für i = 1, . . . , n mit Hilfe der Lagrange Multiplikatoren.

d. Bestimme alle lokalen Extrema von f unter der Nebenbedingung ||x||2 = 1.


