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Im Folgenden seht ihr die eingeführten Begri�e no
hmal graphis
h dargestellt.

A B

A ∩ B

A B

A ∩ B

A B

A ∪ B

A B

A \B

BA

B \ A

1.2 Re
henregeln für Mengen

1.6 Satz

Seien A, B und C Mengen. Dann gelten folgende Re
henregeln für Mengen:

(a) Kommutativgesetz: A ∩ B = B ∩ A und A ∪B = B ∪ A

(b) Assoziativgesetz: A ∩ (B ∩ C) = (A ∩B) ∩ C und A ∪ (B ∪ C) = (A ∪ B) ∪ C.

(
) Distributivgesetz:







A ∩ (B ∪ C) = (A ∩ B) ∪ (A ∩ C)

A ∪ (B ∩ C) = (A ∪ B) ∩ (A ∪ C)

Beweis. Der Beweis ergibt si
h einfa
h aus den entspre
henden Regeln für �und�

und �oder�:

a.

A ∪ B
Def
= {x

∣
∣ x ∈ A oder x ∈ B}

= {x
∣
∣ x ∈ B oder x ∈ A}

Def
= B ∪A

Das zweite Glei
hheitszei
hen folgt dabei aus der Wahrheitstabelle.
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1.11 Bemerkung (Vollständige Induktion)

Bevor wir den Satz beweisen s
hauen wir uns eine in der Mathematik geläu�ge

Beweismethode an, die vollständige Induktion. Sei z ∈ Z und jedem n ∈ Z mit

n ≥ z sei eine Aussage X(n) zugeordnet. Ziel ist es, die Gültigkeit von X(n) für alle

n ≥ z zu zeigen. Dazu bedarf es zweier Beweiss
hritte:

a. Induktionsanfang : X(z) ist ri
htig

b. Induktionss
hritt : Unter der Annahme, dass X(n) ri
htig ist für alle

z ≤ m ≤ n, wird die Ri
htigkeit von X(n+ 1) gezeigt.

Satz 1.10. Setze z = 0, X(n) : Ist
∣
∣A
∣
∣
=n, so ist

∣
∣P(A)

∣
∣ = 2n

a. Induktionsanfang

X(0) ist ri
htig, das heiÿt es ist zu zeigen:

Ist

∣
∣
A

∣
∣
=0, so ist

∣
∣P(A)

∣
∣ = 20 = 1. Dies ist klar, da A = ∅ und

∣
∣P(∅)

∣
∣ =

∣
∣{∅}

∣
∣ = 1

b. Induktionss
hritt :

Annahme: X(m) ist ri
htig für alle 0 ≤ m ≤ n. Das heiÿt für alle Mengen B

mit

∣
∣B
∣
∣
= n , dann gilt

∣
∣P(B)

∣
∣ = 2n.

Bleibt zu zeigen: Ist A eine Menge mit

∣
∣A
∣
∣
=n+1

∣
∣P(A)

∣
∣ = 2n+1

. Sei nun

A={a,b,
,. . . } mit

∣
∣A
∣
∣
=n+1. Dann ist A 6= ∅.

Sei a ∈ A beliebig und setze A′ = A \ {a}. Dann ist

∣
∣A′

∣
∣
=n.

Betra
hten wir nun eine beliebige Teilmenge B von A, so unters
heiden wir 2

vers
hiedene Fälle:

1.Fall : a ∈ B ( wir sagen B ist vom Typ 1). Dann hat B die Gestalt:

B = {a}∪B′
, wobei B′ = B \{a} ⊆ A′

. Ist andererseits C ⊆ A′
, so ist C ∪{a}

eine Teilmenge von A vom Typ 1. Dabei gilt :

Sind B1, B2 vom Typ 1 mit B1
′ = B2

′
, so ist B1 = B2.

Sind C1, C2 ⊆ A′
mit C1 ∪ {a} = C2 ∪ {a}, so ist C1 = C2.

Also ist die Anzahl der Teilmengen von A vom Typ 1 glei
h der Anzahl der

Teilmengen von A', mit 2|A| = 2n.

2.Fall : Sei a /∈ B (wir sagen dann B ist vom Typ 2).

Dann gilt o�ensi
htli
h a /∈ B ⇔ B ⊆ A. Also ist die Anzahl der Teilmengen

von A vom Typ 2 glei
h

∣
∣(A′)

∣
∣ = 2n.

Insgesamt ergibt si
h dann:

∣
∣P(A)

∣
∣ =

∣
∣(Teilmengen vom Typ 1)

∣
∣ ∪̇
∣
∣(Teilmengen vom Typ 2)

∣
∣ = 2n +2n =

2 ∗ 2n = 2n+1.

Der Punkt über dem Vereinigungszei
hen bedeutet, dass die Vereinigung dis-

junkt ist.
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(2) Gilt m ∼ m′
, so gilt au
h m′ ∼ m.(Symmetrie)

(3) Gilt m ∼ m′
, m′ ∼ m”,so gilt au
h m ∼ m”.(Transitivität)

1.16 Beispiel

Sei M = N. Dann wird dur
h R = {(m,m)
∣
∣ m ∈ M}, also dur
h die Glei
hheit eine

Äquivalenzrelation de�niert, das heiÿt �∼ �= �= �.

1.17 Satz

Sei M eine Menge.

(a) Sei ∼ eine Äquivalenzrelation auf M . Ist m ∈ M , so de�nieren wir

T (m) = {m′
∣
∣m′ ∈ M,m′ ∼ m}.

Dann gilt: M =
⋃

m∈M

T (m).Ferner ist

T (m) ∩ T (m′) =







0, für m′ /∈ T (m)

T (m) = T (m′), für m′ ∈ T (m)

Die Mengen T (m) heiÿen Äquivalenzklassen in M zu ∼. Wählen wir aus jedem

T (m) ein Element m′
und nennen wir die so gebildete Menge V , so gilt:

M = ˙⋃

m′∈V

, mit der Eigens
haft T (a) ∩ T (b) = ∅ für a, b ∈ V und a 6= b.

M ist also die disjunkte Vereinigung der T (m′)mit m′ ∈ V . Daran erkennen

wir, dass ∼ eine Zerlegung von M liefert.

(b) Sei M = ˙⋃

j∈J

Mj mit Mj 6= ∅. Setze nun m ∼ m′
, falls m und m′

in demselben

Mj liegen. Dann wird dur
h ∼ eine Äquivalenzrelation auf M de�niert.

Beweis. (a) Sei m ∈ M

Wegen m ∼ m ist m ∈ T (m) 6= ∅. Daher gilt: M ⊆
⋃

m∈M

T (m) ⊆ M. Also gilt

M =
⋃

m∈M

T (m).

Sei nun m′ ∈ T (m), dann gilt na
h De�nition m′ ∼ m.

Sei nun m0 ∈ T (m′), das heiÿt m0 ∼ m′
. Wegen der Transitivität gilt dann

au
h m0 ∼ m, das heiÿt m0 ∈ T (m). Daraus folgt dann T (m′) ⊆ T (m). Aus

Symmetriegründen gilt aber au
h m ∼ m′
. Daher folgt analog T (m) ⊆ T (m′)

und es ergibt si
h T (m) = T (m′).

Sei nun m′ /∈ T (m). Angenommen, es existiert ein m0 ∈ T (m) ∩ T (m′). Analog

zum ersten Teil folgt aber dann T (m) = T (m0) = T (m′) ∋ m′.

(b) Diese Aussage lässt si
h ganz einfa
h na
hre
hnen und ist dem Leser als Übungs-

aufgabe überlassen.
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2.4 Beispiel

(a) Die Abbildung f aus 2.2 a) ist surjektiv.

Die Abbildung f aus 2.2 b) ist ni
ht surjektiv.

(b) De�niere f ∈ Hom(Q,Q) dur
h f(a) = 2a+ 3 für a ∈ Q

f ist injektiv :

Sei

f(a1) = f(a2)

2a1 + 3 = 2a2 + 3

a1 = a2

f ist surjektiv :

Sei b ∈ Q. Dann ist natürli
h au
h

b
2
− 3

2
∈ Q.

Daraus folgt dann: f( b
2
− 3

2
) = 2 ∗ ( b

2
− 3

2
) = b

Aus dieser Re
hnung ergibt si
h dann die Surjektivität und damit ist f bijektiv.

(
) Betra
hte nun die Abbildung f ∈ Hom(Q,Q) de�nitert dur
h f(a) = a2

Dann ist f ni
ht injektiv, da f(1) = 12 = (−1)2 = f(−1). f ist aber au
h ni
ht

surjektiv, da es kein Element a ∈ Q gibt mit a2 = −1.(Man bea
hte, dass a ∈ Q

sein muss, denn wir werden später bei der De�nition der komplexen Zahlen

sehen, dass wir eine Lösung für diese Glei
hung �nden können.)

2.5 De�nition (Komposition von Abbildungen)

Sei f ∈ Hom(A,B) und g ∈ Hom(B,C). Dann heiÿt g ◦ f ∈ Hom(A,C) die

Komposition oder Hintereinanderausführung von f mit g. Die Komposition ist

dann de�niert dur
h (g ◦ f)(a) = g(f(a)) für alle a ∈ A. Die graphis
he Darstellung

soll die Komposition weiter verdeutli
hen:

A
f

// B
g

// C

a //

g◦f

11f(a) // g(f(a))

2.6 Beispiel

Sei f ∈ Hom(Z,Q) de�niert dur
h f(a) = a2 und g ∈ Hom(Q,R) de�niert dur
h

g(b) = b+ 1.

Dann ist g ◦ f ∈ Hom(Z,R) mit (g ◦ f)(a) = g(f(a)) = g(a2) = a2 + 1
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(a) Es existiert genau dann eine Abbildung g ∈ Hom(A,B) mit g ◦ f = idA, wenn

f injektiv ist.(f hat dann eine Linkskuve)

(b) Es existiert genau dann eine Abbildung h ∈ Hom(B,A) mit f ◦ h = idB, falls f

surjektiv ist.(f hat eine Re
htskurve)

(
) Es existiert genau dann eine Abbildung g ∈ Hom(B,A) mit g ◦ f = idA, f ◦ g =

idB, wenn f bijektiv ist .Die Abbbildung g ist dabei dur
h f eindeutig bestimmt

und sie ist bijektiv. g heiÿt dann au
h die zu f inverse Abbildung oder nur

Inverse und wird mir f−1
bezei
hnet.

Beweis. (a) • Es gebe nun g ∈ Hom(A,B)mit g◦f = idA. Sei nun f(a1) = f(a2)

mit a1, a2 ∈ A.

Zu zeigen ist nun, dass dann a1 = a2. Nun gilt:

a1 = idA(a1) = (g ◦f)(a1) = g(f(a1)) = g(f(a2)) = (g ◦f)(a2) = idA(a2) =

a2

• Sei nun f injektiv. Wir müssen nun g ∈ Hom(B,A) �nden mit g ◦f = idA.

Da f injektiv ist, gibt es zu b ∈ B hö
hstens ein a ∈ A mit f(a) = b. Wir

de�nieren nun eine Funktion g :

g : B 7→ A dur
h g(b) =







a, fallsb = f(a) ∈ Bildf

a0, fallsb /∈ Bildf mit a0 ∈ A beliebig

Sei nun a ∈ A. Dann ist (gf)(a) = g(f(a)) = a = idA Also ist gf = idA.

(b) • Es gebe nun ein h ∈ Hom(B,A) mit fh = idB.

Sei nun b ∈ B beliebig. Dann gilt b = idB(b) = (fh)(b) = f(h(b)) ∈ Bildf .

Also ist f surjektiv.

• Sei f nun surjektiv. Dann existiert zu jedem b ∈ B ein a ∈ A mit f(a) = b.

De�niere nun h ∈ Hom(B,A) dur
h h(b) = a mit obigem a.

Dann ist aber (fh)(b) = f(h(b)) = f(a) = b = idB(b).

Also ist fh = idB.

(
) • Es gebe nun ein g ∈ Hom(B,A) mit gf = idA, fg = idB. Na
h a) und b)

ist f dann surjektiv und injektiv und daher f bijektiv.

• Es sei nun f bijektiv. Na
h a) existiert ein g ∈ Hom(B,A) mit gf = idA

und na
h b) existiert ein ∈ Hom(B,A) mit fh = idB. Dabei gilt dann :

g = g ∗ idB = g(fh) = (gf)h = idA ∗ h = h:

Man sieht au
h, dass g dur
h f eindeutig bestimmt ist und g na
h a) und

b) bijektiv ist.
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(1) Jedem (a, b) ∈ G × G ist genau ein Element c ∈ G zugeordnet. Wir

s
hreiben: c = a ◦ b, ” ◦ ” heiÿt die Verknüpfung (oder Produkt) auf G

(später: a ◦ b = ab oder a+ b).

(2) Für alle a, b, c gilt

(a ◦ b) ◦ c = a ◦ (b ◦ c)

(3) Es gibt e ∈ G mit

i. e ◦ a = a für alle a ∈ G

ii. Zu jedem a ∈ G gibt es ein b ∈ G mit b ◦ a = e

b. gilt auÿer (1),(2),(3) au
h

(5) a ◦ b = b ◦ a für alle a, b ∈ G, so heiÿt G abels
h. (N.A. Abel, 1802-1829)


. Ist G eine endli
he Menge, so nennen wir |G| die Ordnung von G.

d. Wird nur (1) und (2) gefordert, so heiÿt G eine Halbgruppe.

3.2 Beispiel a. Jede Menge Z,Q,R bildet bezügli
h der Addition + eine Gruppe

(abels
he Gruppe). Diese Gruppen bezei
hnen wir mit Z+,Q+,R+
.

b. Die Menge der natürli
hen Zahlen N ist bezügli
h + keine Gruppe: (aber

Halbgruppe) Es gibt kein e ∈ N mit e+ 1 = 1.


. Setze R× = {r | r ∈ R, r 6= 0} und verwende als Verknüpfung die Multiplika-

tion. (abels
he Gruppe)

d. Genauso ist Q×
eine abels
he Gruppe

e. Sei M 6= ∅.

Setze: S(M) = {f ∈ Hom(M,M) | fbijektiv}. Sind f, g ∈ S(M), so de�niere

fg wie in 2.5. Na
h 2.7 ist 3.1.a.(1) erfüllt. 3.1.a.(2) ist ebenfalls na
h 2.7 erfüllt.

Na
h 2.10 sind f−1, g−1 ∈ S(M). 3.1.a.(3) wird erfüllt mit e = idM . Enthält

M mindestens 3 elemente, so ist S(M) ni
ht abels
h. (Seien (m1, m2, m3) drei

vers
hiedene Elemente aus M :

De�niere f, g ∈ S(M) dur
h:

f(m1) = m2, f(m2) = m1, f(m3) = m3

g(m1) = m1, g(m2) = m3, g(m3) = m2

und f(m) = g(m) = m für alle m ∈ M� {m1, m2, m3}

(fg)(m1) = f(g(m1)) = f(m1) = m2

(gf)(m1) = g(f(m1)) = g(m2) = m3

Also: fg 6= gf
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b. Ist M = {a, b, c, . . . }, so s
hreibe au
h 〈M〉 = 〈a, b, c, . . . 〉 und setze 〈M1 ∪

· · · ∪Mk〉 = 〈M1, . . . ,Mk〉

4.5 Satz

Sei G eine Gruppe und M ⊆ G. Setze M−1 = {m−1|m ∈ M}. Dann: 〈M〉 =

{e, x1 · · · · · xn|xj ∈ M
⋃
M−1, n ∈ N}.

Beweis. Sei U = {e, x1 · · · · · xn|xj ∈ M ∪M−1, n ∈ N}. O�ensi
htli
h ist das Pro-

dukt zweier Elemente aus U wieder in U und (x1 · · · · · xn)
−1 = x−1

n · · · · · x−1

1 ∈ U .

Also ist M ⊆ U ≤ G und demna
h 〈M〉 ≤ U . Sei u = x1 · x2 · · · · · xn ∈ U . Dann

ist xi ∈ M
⋃
M−1 ⊆< M >. Also u = x1 · · · · · xn ∈ 〈M〉. Damit ist U ≤ 〈M〉 und

somit U = 〈M〉.

4.6 De�nition

Sei G eine Gruppe und U ≤ G. Ist g ∈ G, so setze gU = {gu|u ∈ U} die Linksne-

benklasse von g na
h U und entspre
hend Ug = {ug|u ∈ U} die Re
htsnebenklasse

von g na
h U . Dabei ist gU = U ⇔ g ∈ U , denn

⇒ Sei gU = U . Dann ist g = ge ∈ gU = U

⇐ Sei g ∈ U . Klar: gU ⊆ U . Sei u ∈ U . Dann ist g−1u ∈ U und somit

u = g · (g−1u) ∈ gU . Also U ⊆ gU .

4.7 De�nition

Sei G eine Gruppe und U ≤ G. Sind g, h ∈ G, so s
hreibe g ∼ h ⇔ g−1h ∈ U ⇔

h ∈ gU . ∼ ist eine Äquivalenzrelation auf G denn:

a. g ∈ gU . Also g ∼ g ⇒ g−1g = e ∈ U .

b. Sei g ∼ h. Dann ist h ∈ gU . Das heiÿt h = gu mit u ∈ U . Dann ist au
h

u−1 ∈ U und h · u−1 = g. Es ist also g ∈ gU = h · u−1U = hU . Also h ∼ g.


. Sei g ∼ h, s ∼ k. Dann ist h ∈ gU und k ∈ hU . Etwa h = gu1 und k = hu2

mit u1, u2 ∈ U . Also ist k = (gu1)u2 = g u1u2
︸︷︷︸

∈U

. Also k ∈ kU = gu1u2U = gU .

Also ist g ∼ k.

Die zugehörigen Äquivalenzklassen sind T (g) = {h ∈ G|h ∼ g} =

{h ∈ G|h ∈ gU} = gU . Na
h 1.8 gilt gU ∩ hU =







∅ , falls h /∈ gU

gU = hU , falls h ∈ gU

Wähle aus jeder Äquivalenzklasse gU genau ein Element und bilde aus diesen

Elementen eine Menge L. Dann ist G =
⋃

l∈L

· lU .
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a. Sei e′ das Einselement von H .

Dann: e′(αe) = αe = α(e2) = (αe) · (αe)

Na
h 3.4: αe = e′.

b. (αg−1) · (αg) = α(g−1g) = αe = e′ (na
h 1.)

(αg) · (αg−1) = α(gg−1) = αe = a′ (na
h 1.)

Also: (αg−1) = (αg)−1
wegen der Eindeutigkeit der Inversen.


. Sei αg1, αg2 ∈ Bild(α), g1, g2 ∈ G.

αg1αg2 = α(g1g2) ∈ Bild(α) ⇒ (αg1)
−1 = α(g−1

1 ) ∈ Bild(α)

Also: Bild(α) ≤ H .

d. Seien g1, g2 ∈ Kern(α), d.h. αg1 = αg2 = e′.

α(g1g2) = α(g1)α(g2) = e′e′ = e′, d.h g1g2 ∈ Kern(α).

α(g−1) = (αg1)
−1 = (e′)−1 = e′, d.h. g−1

1 ∈ Kern(α).

Also: Kern(α) ≤ G.

Seien nun g1, g2 ∈ G und x ∈ Kern(α), d.h. αx = e′.

α(g−1xg) = αg−1 ·αx·αg = (αg−1)(e′)(αg) = α(g−1)α(g) = α(g−1g) = αe = e′

Also: g−1xg ∈ Kern(α).

e. • Sei Kern(α) = {e}:

Sei αg1 = αg2. Dann: e′ = (αg1)
−1(αg2) = (αg−1

1 )(αg2) = α(g−1

1 g2).

Also: g−1

1 g2 ∈ Kern(α) = {e}, also: g−1

1 g2 = e ⇒ g1 = g2.

• Sei α injektiv:

Dann gibt es nur ein y ∈ G mit αy = e′, nämli
h y = e (na
h 1.).

Also: Kern(α) = {e}.

5.5 Motivation

Wir wollen nun versu
hen, Gruppen auf einfa
here Gruppen zurü
kzuführen. Dafür

benötigen wir zunä
hst die Struktur der Normalteiler, und später dann die soge-

nannten Faktorgruppen.

5.6 De�nition (Normalteiler)

Sei G eine Gruppe.

a. Für a, b ∈ G setze:

ab := b−1ab.

Nenne a konjugiert zu ab vermöge b.
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b. Ist M ⊆ G, so setze:

M b = {mb | m ∈ M}

.


. Sei N ≤ G. N heiÿt Normalteiler von G, falls

g−1Ng = Ng ≤ N ∀g ∈ G.

S
hreibe: N � G,N � G.

5.7 Beispiel

In den folgenden Beispielen stellen wir einige typis
he Normalteiler vor:

a. {e} � G, G � G

b. Ist G abels
h, so ist jede Untergruppe von G Normalteiler von G.


. Ist α : G → H Homomorphismus, so ist Kern(α) � G. (na
h 5.4.4.)

5.8 Satz

Sei U ≤ G. Dann sind äquivalent:

a. U � G, d.h. g−1Ug ⊆ U für alle g ∈ G.

b. ∀g ∈ G ist g−1Ug = U .


. ∀g ∈ G ist Ug = gU .

d. Jede Linksnebenklasse von U in G ist eine Re
htsnebenklasse von U in G.

e. Jede Re
htsnebenklasse von U in G ist eine Linksnebenklasse von U in G.

f. ∀g1, g2 ∈ G ist (g1U)(g2U) eine Linksnebenklasse.

g. ∀g1, g2 ∈ G ist (g1U)(g2U) = (g1g2)U .

Beweis.

• 1. ⇒ 2.:

Na
h Vorr.: g−1Ug ⊆ U ∀g ∈ G.

Also au
h: gUg−1 ⊆ U .

U = (g−1g)U(g−1g) = g−1(gUg−1)g ⊆ g−1Ug ⊆ U .

Also: g−1Ug = U .
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multiplikativen neutralen Elements angibt, das dem additiven neutralen Element

entspri
ht.

7.1 De�nition

Eine Menge K mit zwei Verknüpfungen + und · heiÿt ein Körper, falls

a. K ist bzgl. + eine abels
he Gruppe mit neutralem Element 0

(Nullelement von K) . (Diese Gruppe heißt die additive Gruppe K+
von K.)

(1) K ist ni
ht leer.

K 6= ⊘ (I.16)

(2) Es gilt das Assoziativgesetz: Für alle a, b, c ∈ K

(a+ b) + c = a + (b+ c) (I.17)

(3) Es gibt ein Element 0, dem Nullelement in K

0 + a = a ∀ a ∈ K (I.18)

(4) Zu jedem a ∈ K gibt es b ∈ K mit

a+ b = 0 (I.19)

S
hreibe: b = −a invertierbar

(5) Es gilt das Kommutativgesetz: Für alle a, b ∈ K

a+ b = b+ a ∀ a, b ∈ K (I.20)

b. K\ {0} ist bzgl. · eine abels
he Gruppe mit neutralem Element 1

(Einselement von K) . (Diese Gruppe heißt die multiplikative Gruppe K

X

von K.)

(1) K \ {0} ist ni
ht leer.

K \ {0} 6= ⊘, (I.21)

d.h. jeder Körper: |K| ≥ 2

(2) Es gilt das Assoziativgesetz: Für alle a, b, c ∈ K

(a · b) · c = a · (b · c) (I.22)

(3) Es gibt ein Element 1 6= 0, dem Einselement in K

1 · a = a ∀ a ∈ K \ {0} (I.23)
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(

a1 b1

−b1 a1

)

·

(

a2 b2

−b2 a2

)

:=

(

a1a2 − b1b2 a1b2 + a2b1

− (a2b1 + a1b2) −b1b2 + a1a2

)

∈ C

(I.56)

Dann ist C ein Körper mit

Nullelement :=

(

0 0

0 0

)

und Einselement :=

(

1 0

0 1

)

b. Die Abbildung f mit

f (a) =

(

a 0

0 a

)

(I.57)

ist ein Isomorphhismus von R auf den Unterkörper

{(

a 0

0 a

)

| a ∈ R

}

(I.58)

von C:

f (a1 + a2) =

(

a1 + a2 0

0 a1 + a2

)

=

(

a1 0

0 a1

)

+

(

a2 0

0 a2

)

= f (a1) + f (a2)

(I.59)

f bijektiv: klar. Also:

R ∼=

{(

a 0

0 a

)

| a ∈ R

}

(I.60)


. Setze:

i :=

(

0 1

−1 0

)

(I.61)

Somit erhält man bei der Multiplikation von i mit si
h selber:

i2 =

(

0 1

−1 0

)

·

(

0 1

−1 0

)

=

(

−1 0

0 −1

)

= −

(

1 0

0 1

)

(I.62)
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(
) Sind A
U

und A
V/U

Monomorphismen, so ist au
h A ein Monomorphismus.

Analoges gilt au
h für Epimorphismen und Isomorphismen.

(d) Ist dimK V < ∞ und ist A ein Isomorphisms, so sind au
h A
U

, A
V/U

Isomor-

phismen.

Beweis. (a) Das folgt sofort dur
h Na
hre
hnen der erforderli
hen Eigens
haften.

(b) Wir zeigen die Wohlde�niertheit von A
V/U

:

Seien v1, v2 ∈ V beliebig mit v1 + U = v2 + U. Dann gilt, da v2 − v1 ∈ U:

Av2 − Av1 = A(v2 − v1) ∈ U.

Also folgt Av1 + U = Av2 + U. Auÿerdem ist A
V/U

linear, denn es gilt

A
V/U

((v1 + U) + (v2 + U)) = A
V/U

((v1 + v2) + U)

= A(v1 + v2) + U = Av1 + Av2 + U = (Av1 + U) + (Av2 + U)

= A
V/U

(v1 + U) + A
V/U

(v2 + U)

sowie für alle λ ∈ K :

A
V/U

(λ(v + U)) = A
V/U

(λv + U)

= A(λv) + U = λ(Av) + U

= λ(Av + U)

= λ(A
V/U

(v + U)).

(
) Seien A
U

und A
V/U

Monomorphismen. Sei v ∈ KernA. Dann gilt Av = 0 und

somit:

U = 0 + U = Av + U = A
V/U

(v + U).

Daraus folgt also, dass v + U ∈ KernA
V/U

= {U}. Somit ist v + U = U, d.h.

v ∈ U . Weiterhin gilt nun

0 = Av = A
U

v, also v ∈ KernA
U

= {0}. Folgli
h ist v = 0 und da v beliebig

gewählt war KernA = {0}. Damit ist A ein Monomorphismus.

Seien nun A
U

und A
V/U

Epimorphismen und sei v ∈ V.

Da A
V/U

ein Epimorphismus ist, gibt es v1 ∈ V mit v + U = A
V/U

(v1 + U) =

Av1 + U.

Somit ist v − Av1 ∈ U.

Ananlog dazu gibt es, da A
U

ein Epimorphismus ist, ein u ∈ U mit
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Beweis. a. Na
h Satz 2.10.
. gibt es genau ein B mit BA = E
V1

und AB = E
V2

. Es

bleibt zu zeigen, dass B linear ist. Seien ν2, ν
′
2 ∈ V2. Dann gilt:

A (B(ν2 + ν ′
2)) = (AB)(ν2 + ν ′

2)

= ν2 + ν ′
2

= (AB)ν2 + (AB)ν ′
2

= A(Bν2) + A(Bν ′
2)

= A(Bν2 +Bν ′
2).

Da A injektiv ist, folgt zusätzli
h

B(ν2 + ν ′
2) = Bν2 +Bν ′

2.

Mit den glei
hen Argumenten gilt für ν2 ∈ V2 und k ∈ K:

A (B(kν2)) = (AB)(kν2)

= kν2

= k ((AB)ν2)

= k (A(Bν2))

= A (k(Bν2)) .

Mit der Injektivität von A folgt

B(kν2) = k(Bν2).

b. Die Aussage gilt o�ensi
htli
h.

1.9 De�nition (reguläre Matrizen, general linear group)

a. Ist A ∈ HomK(V, V) ein Automorphismus, d.h. A−1
existiert na
h Satz 1.8, so

heiÿt A regulär oder invertierbar. Ist A ni
ht regulär, so heiÿt A singulär. In

diesem Fall ist A ein Endomorphismus.

b. Setze Gl(V) = {A ∈ HomK(V, V) |A regulär}. Dann ist Gl(V) bezügli
h der auf

HomK(V, V) de�nierten Multiplikation eine Gruppe, die sogenannte general li-

near group, da alle Gruppeneigens
haften erfüllt werden:

a. Seien A,B ∈ Gl(V). Na
h Satz 1.8 gilt AB ∈ Gl(V) und somit ist die

Gruppe abges
hlossen.

b. Die Assoziativität (AB)C = A(BC) gilt bereits in HomK(V, V) und über-

trägt si
h direkt auf Gl(V).



86 KAPITEL II. LINEARE ALGEBRA 1

und n Spalten sj =









a1j

a2j
.

.

.

amj









, j = 1, . . . , n

mit Koe�zienten aij ∈ K.

Als Kurzform s
hreiben wir (aij), wobei i der Zeilenindex und j der Spaltenindex

ist. Die Menge aller Matrizen vom Typ (m,n) heiÿt (K)m,n (oder Km×n
).

Ist m = n, so heiÿt (aij) quadratis
h. In diesem Fall s
hreiben wir au
h (K)n statt

(K)n,n.

Als Hauptdiagonale einer quadratis
hen Matrix bezei
hnen wir die Einträge

a11, a22, . . . , ann, wel
he na
hfolgend fett gedru
kt sind.









a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

am1 am2 . . . amn









Ferner wollen wir drei Spezialfälle vorstellen.

a. Bei einer unteren Dreie
ksmatrix sind gilt aij = 0 für alle Einträge mit i < j.

Die mit ∗ gekennzei
hneten Einträge sind beliebig.











∗ 0 . . . 0 0

∗ ∗ . . . 0 0
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

∗ ∗ . . . ∗ 0

∗ ∗ . . . ∗ ∗











Eine untere Dreie
ksmatrix kann beispielsweise folgendermaÿen aussehen:






1 0 0

8 2 0

7 6 5






b. Analog sind bei einer oberen Dreie
ksmatrix für i > j alle Einträge aij = 0.











∗ ∗ . . . ∗ ∗

0 ∗ . . . ∗ ∗
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 0 . . . ∗ ∗

0 0 . . . 0 ∗










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k = 1, . . . , n3. Daraus folgt:

(AB)νj = A(Bνj)

= A

(
n2∑

i=1

bijωi

)

=

n2∑

i=1

bij(Aωi)

=
n2∑

i=1

(

bij

(
n3∑

k=1

akiµk

))

=
n3∑

k=1

(
n2∑

i=1

bijaki

)

µk

=

n3∑

k=1

ckjµk

wobei wir im letzten S
hritt ausnutzen, dass bijaki = akibij und somit

∑n3

k=1
akibij = ckj gilt.

2.6 De�nition

Seien (aki) ∈ (K)l,m, (bij) ∈ (K)m,n. Dann:

(aki)(bik)(ckj) ∈ (K)l,n

mit ckj =
∑m

i=1
akibij .

Mit dieser De�nition gilt in Satz 2.5.b.:

L3
(AB)L1

= L3
AL2L2

BL1
.

2.7 Beispiel

(

1 2 3

0 1 2

)





1

0

1




 =

(

1 · 1 + 0 · 2 + 1 · 3

1 · 0 + 0 · 1 + 1 · 2

)

=

(

4

2

)

(

1 2 3

0 1 2

)





1 1 0

2 0 1

3 1 2




 =

(

1 · 1 + 2 · 2 + 3 · 3 1 · 1 + 0 · 2 + 1 · 3 0 · 1 + 1 · 2 + 2 · 3

1 · 0 + 2 · 1 + 3 · 2 1 · 0 + 0 · 1 + 1 · 1 0 · 0 + 1 · 1 + 2 · 2

)

=

(

14 4 8

8 2 5

)
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hat die Matrix bezügli
h der Basen B1 und B2 folgende Form:

A
B1 B2

=

(

a11 a12 a13

a21 a22 a23

)

b. Gelten folgende Glei
hungen,

Av1 = w1

Av2 = 3w1 − w2

Av3 = w2

dann erhalten wir für die Matrix A bezügli
h der Basen B1 und B2 :

A
B1B2

=

(

1 3 0

0 −1 1

)

3.5 Bemerkung

Au
h an dieser Stelle ist der Unters
hied zwis
hen einer Menge von Vektoren und

einem System von Vektoren wesentli
h. Umnummerieren der Basen aendert im All-

gemeinen die zugehörigen Matrizen.

Als Beispiel betra
hten wir dafür jetzt die Glei
hungen wie in Beispiel 3.4 2) und

nummerieren unsere Basiseinträge wie folgt um :

v′i = vi mit i = 1, 2, 3

w′
1 = w2 und w′

2 = w1.

Dann gilt:

Av′1 = w′
2

Av′2 = −w′
1 + 3w′

2

Av′3 = w′
1







⇒ A
B

′

1B

′

2

=

(

0 −1 1

1 3 0

)

Die zugehörige Matrix bezügli
h der Basen B

′
1 und B

′
2 hat andere Einträge als die

Matrix in Beispiel 3.4.

3.6 Satz a. Seien V, W K-Vektorräume mit Basen B1 = (v1, . . . , vn) und B2 =

(w1, . . . , wn). Die Abbildung :

f
B1B2

: Homk(V,W) → (K)m,n

mit f
B1B2

A = A
B1 B2

ist ein K-Vektorraum-Isomorphismus.

Homk(V,W) und (K)m,n sind also isomorph zueinander. (kurz ges
hrieben:

Homk(V,W) ∼= (K)m,n)
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Na
h Satz 3.18 gilt (bkl) regulär und (bkl)
−1 = (E

W

)

B2B

′

2

. Damit erhalten wir:

A
B

′

2B

′

1

= (E
W

AE
V

)

B

′

2 B

′

1

= (E
W

)

B

′

2B2

A
B2 B1

(E
V

)

B

′

1B

′

1

= (bkl)
−1 A

B2B1

(aij)

Wobei die 2 Glei
hung aus De�nition 3.7 folgt.

b. folgt sofort aus 1.


. Sei B1 = (v1, . . . , vn) Basis von V und B2 = (w1, . . . , wm) Basis von W. Ausser-

dem sei B = (bjk).

De�niere A ∈ Homk(V,W) dur
h Avk =
∑m

j=1
bjkwj. Dann ist aber klar dass:

A
B2B1

= B.

Sei jetzt : X−1 = (x̄ij) und Y = (yij).

Ausserdem sei

v′j =
n∑

i=1

yijvi

mit j = 1, . . . , n und

w′
l =

m∑

k=1

x̄klwk

mit l = 1, . . . , m.

Setzen wir jetzt: B

′
1 = (v′1, . . . , v

′
n) und B

′
2 = (w′

1, . . . , wm), dann gilt :

A
B

′

2B

′

1

=
a
(X−1)−1 A

B2B1

Y = XBY

3.23 Bemerkung a. Seien V und W endli
h dimensionale K-Vektoräume und sei

A ∈ Homk(V,W).

Problemstellung:

Wie kann man Basen B1 und B2 von V beziehungsweise W so wählen, dass A
B2B1

eine mögli
h einfa
he Gestalt hat? (In Spra
he der Matrizen: Sei eine Matrix

B gegeben, dann su
hen wir invertierbare Matrizen X , und Y derart, dass

XBY mögli
hst einfa
he Gestalt hat.

b. Sei A ∈ Homk(V,W) und dimkW < ∞.

Problemstellung:
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Ist πi ≤ i für i = 1, . . . , r, so ist πi = i für i = 1, . . . , r.

Induktionsanfang: r = 1: π1 ≤ 1, folgli
h also π1 = 1

Induktionss
hritt: Sei gezeigt:

πi = i für i ≤ r − 1

πi ≤ i für i = r

}

Daraus folgt: πr = r

Also: Ist π 6= id, so gibt es ein io ∈ {1, . . . , n} mit πi0 > i0

Dann gilt: ai0,πi0
= 0

und damit: det A = a11 · · · ann +
∑

π 6=id

sgnπ · a1,π1
· · · an,πn

︸ ︷︷ ︸

=0

= a11 · · · ann

5.3 Lemma

Sei A = (aij) ∈ (R)n und A′
die Transponierte von A. (siehe 12.19)

Dann gilt: det A =det A′
.

Beweis. Sei A′ = (bij), also bij = aji für i, j = 1, . . . , n.

det A′ =
∑

π∈Sn

sgn π · b1,π1
. . . bn,πn

=
∑

π∈Sn

sgn π · aπ1,1 . . . aπn,n

Zu j ∈ {1, . . . , n} gibt es genau ein k ∈ {1, . . . , n} mit πk = j.

Dabei gilt: k = π−1

j also folgli
h au
h: aπk,k = aj,π−1

j
.

Und da R kommutativ ist, ergibt si
h die Glei
hung:

det A′ =
∑

π∈Sn

sgn π · a
1,π−1

1

. . . an,π−1
n

Bea
hte auÿerdem: sgn π· sgn π−1 = sgn π · π−1 = sgn id = 1

Womit gezeigt wäre, daÿ: sgn π = sgn π−1
Fortführend können wir nun zeigen:

det A′ =
∑

π∈Sn

sgn π−1 · a
1,π−1

1

. . . an,π−1
n

(setze: π−1 = τ)

=
∑

τ∈Sn

sgn τ · a1,τ1 . . . an,τn

= det A

5.4 Lemma(a) Sei A = (aij) ∈ (R)n. Sei i 6= j und es gelte zi = zj für die zwei

Zeilen zi und zj von A. Dann gilt: det A = 0.

(b) Analog für zwei glei
he Spalten.

Beweis. (a) Sei τ = (i, j) ∈ Sn. Na
h 6.6 gilt, daÿ Sn = An

⋃
Anτ

det A =
∑

π∈Sn

sgn π · a1,π1
· · · an,πn

=
∑

α∈An

(sgn α · a1,α1
· · · an,αn

+ sgn ατ · a1,ατ1 · · · an,ατn)

Dabei gilt: sgn ατ = sgn α · sgn τ = 1 · (−1) = −1

det A =
∑

α∈An

(a1,α1
· · · an,αn

− a1,ατ1 · · ·an,ατn)

=
∑

α∈An

(
a1,α1

· · · ai,αi
· · · aj,αj

· · · an,αn
− a1,α1

· · · ai,αj
· · · aj,αi

· · ·an,αn

)
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hi := c2

n∏

j=2,j 6=i

fj für i ≥ 2

g = 1− c1f1 = 1 + h1f1

g = c2f2 · · · fn = hifi für i ≥ 2

2.20 De�nition

Sei R ein kommutativer Ring mit 1.

(a) Sei �i ∈ R, �i 6= ∅. �i heiÿt ein Ideal von R, falls:

� Ist f1, f2 ∈ �i, so ist f1 ± f2 ∈ �i

� Ist f ∈ �i, g ∈ R, so ist f · g ∈ �i

Beispiel:

(a) Ist R = Z und n ∈ Z, dann ist �i = nZ ein Ideal von Z.

(b) Ist R = K[x] und f ∈ K[x], dann ist �i = fK[x] ein Ideal von K[x].

(b) Gibt es ein f ∈ R mit �i = fR = {fr | r ∈ R}, so heiÿt �i ein Hauptideal von

R.

Ist jedes Ideal eines Rings ein Hauptideal, so nennen wir den RingHauptidealring.

2.21 Satz

K[x] ist ein Hauptidealring.

Beweis. Ist �i = {0}, so ist �i = 0 ·K[x] ein Hauptideal.

Sei also �i 6= {0}. Betra
hte M = {Grad f | 0 6= f ∈ �i} ⊆ N ∪ {0}. O�ensi
htli
h

ist M 6= ∅. Sei n = Grad g ein kleinstes Element aus M mit g ∈ �i und f ∈ �i

beliebig. Dur
h Anwenden des Euklidis
hen Algorithmus (17.6) folgt f = gq+ r mit

Grad r < Grad g. Daraus folgt

r = f
︸︷︷︸

∈�i

− gq
︸︷︷︸

∈�i

∈ �i,

aber Grad r /∈ M , da Grad r < Grad g. Also gilt r = 0 und f = gq. Damit ergibt si
h

f ∈ gK[x] ⊆ �i. Da die umgekehrte Inklusion klar ist, erhalten wir �i = gK[x].

Anmerkung: Genauso ergibt si
h: Z ist ein Hauptidealring. Ersetze dazu Grad

dur
h | · |.
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(d) Sei A = (K)n. Dann ist αA : K[x] → A mit

αA(a0+a1x+...+anx) = a0E+a1A+...+anA
n
einK-Algebrenautomorphismus.

Sei αA(f) = f(A), K = {0, 1} ein Körper, f = x2 − x ∈ K[x] und

A =

(

0 0

1 0

)

∈ A. Dann ist f(A) = A2 − A = −A 6= 0.

(e) Seien K[x] und K[y] Polynomringe. Dann gilt: K[x] ∼= K[y] als K-Algebren

und αy : K[x] → K[y] ist ein K-Algebrenautomorphismus mit Inverse αx.

3.3 De�nition

Sei f ∈ K[x], L ein Körper mit K ≤ L und b ∈ L. Ist f(b) = 0, so heiÿt b eine

Nullstelle von f in L.

3.4 Satz

Sei f ∈ K[x].

(a) Seien b1, ..., bn paarweise vers
hiedene Nullstellen von f und bi ∈ K. Dann

gibt es ein g ∈ K[x] mit f = (x− b1) · · · (x− bn) · g.

(b) Ist Grad f = m ≥ 0, so hat f in K hö
hstens m Nullstellen.

(
) Ist Grad f ≥ 2 und hat f eine Nullstelle, so ist f ni
ht irreduzibel.

Beweis. (a) Na
h (17.6) gibt es q, r ∈ K[x] mit f = (x− b1)q + r und

Grad r < Grad (x− bn) = 1. Wegen 0 = f(b1) = r(b1) folgt also r = 0. Das

zeigt die Behauptung für n = 1.

Sei nun bereits für k < n gezeigt: f = (x − b1) · · · (x − bk)gk mit gk ∈ K[x].

Dann haben wir

0 = f(bk+1) = (bk+1 − b1)
︸ ︷︷ ︸

6=0

· · · (bk+1 − bk)
︸ ︷︷ ︸

6=0

·gk(bk+1).

Damit folgt gk(bk+1) = 0. Also gk = (x− bk+1)gk+1 mit gk+1 ∈ K[x].

(b) Seien b1, ..., bm paarweise vers
hiedene Nullstellen von f . Na
h (a) gilt

f = (x− b1) · · · (x− bm)g

mit Grad f = 1 + ... + 1
︸ ︷︷ ︸

m−mal

+ Grad g ≥ m.

(
) Sei f(b) = 0mit b ∈ K. Na
h (a) gilt f = (x−b)g mit 2 ≤ Grad f = 1+Grad g,

also Grad g ≤ 1. Daraus folgt, dass g keine Einheit ist. Also ist f reduzibel.


