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Im Folgenden seht ihr die eingefiihrten Begriffe nochmal graphisch dargestellt.

ANB ANB AUB

A\ B B\ A

1.2 Rechenregeln fiir Mengen

1.6 Satz
Seien A, B und C Mengen. Dann gelten folgende Rechenregeln fiir Mengen:

(a) Kommutativgesetz: ANB=BNAund AUB=BUA
(b) Assoziativgesetz: AN (BNC)=(ANB)NC und AU(BUC)=(AUB)UC.

AN(BUC)=(ANB)U(ANC)
AU(BNC)=(AUuB)N(AUC)

(¢) Distributivgesetz:

Beweis. Der Beweis ergibt sich einfach aus den entsprechenden Regeln fiir ,und“

und ,,oder*:

AU BD:ef{x‘xerdeerB}
= {z| = € B oder x € A}

2Xipua

Das zweite Gleichheitszeichen folgt dabei aus der Wahrheitstabelle.
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1.11 Bemerkung (Vollstindige Induktion)

Bevor wir den Satz beweisen schauen wir uns eine in der Mathematik gelaufige
Beweismethode an, die vollstindige Induktion. Sei z € Z und jedem n € 7 mit
n > z sei eine Aussage X (n) zugeordnet. Ziel ist es, die Giiltigkeit von X (n) fiir alle

n > z zu zeigen. Dazu bedarf es zweier Beweisschritte:

a. Induktionsanfang: X (z) ist richtig

b. Induktionsschritt: Unter der Annahme, dass X (n) richtig ist fiir alle
z <m < n, wird die Richtigkeit von X (n + 1) gezeigt.

Satz 1.10. Setze z =0, X(n) : Ist |A|=n, so ist |P(A4)] = 2"

a. Induktionsanfang
X(0) ist richtig, das heift es ist zu zeigen:
Ist |[A|=0, so ist |P(A)| = 2° = 1. Dies ist klar, da A =  und |P(0)| =
(0} =1

b. Induktionsschritt:
Annahme: X (m) ist richtig fiir alle 0 < m < n. Das heift fiir alle Mengen B
mit |B|=n , dann gilt |P(B)| = 2"
Bleibt zu zeigen: Ist A eine Menge mit |A|=n+1 |P(A)| = 2" Sei nun
A={a,b,c,...} mit }A}:n—o—l. Dann ist A # (.
Sei a € A beliebig und setze A" = A\ {a}. Dann ist }A’ }:n.
Betrachten wir nun eine beliebige Teilmenge B von A, so unterscheiden wir 2
verschiedene Félle:
1.Fall: a € B ( wir sagen B ist vom Typ 1). Dann hat B die Gestalt:
B ={a}UB’, wobei B' = B\ {a} C A’ Ist andererseits C C A’, so ist C'U{a}
eine Teilmenge von A vom Typ 1. Dabei gilt :
Sind By, B, vom Typ 1 mit B’ = B/, so ist B; = Bs.
Sind Cy,Cy C A" mit Cy U {a} = Cy U {a}, soist C; = Cy.
Also ist die Anzahl der Teilmengen von A vom Typ 1 gleich der Anzahl der
Teilmengen von A’, mit 214 = 27,
2.Fall: Sei a ¢ B (wir sagen dann B ist vom Typ 2).
Dann gilt offensichtlich a ¢ B < B C A. Also ist die Anzahl der Teilmengen
von A vom Typ 2 gleich }(A’)} = 2",
Insgesamt ergibt sich dann:
|P(A)| = |(Teilmengen vom Typ 1)| U |(Teilmengen vom Typ 2)| = 2" + 2" =
2 % 2" = ot
Der Punkt iiber dem Vereinigungszeichen bedeutet, dass die Vereinigung dis-

junkt ist.
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(2) Gilt m ~ m/, so gilt auch m’ ~ m.(Symmetrie)

(3) Gilt m ~m/, m' ~m” so gilt auch m ~ m”.( Transitivitat)

1.16 Beispiel
Sei M = IN. Dann wird durch R = {(m, m)| m € M}, also durch die Gleichheit eine

14

Aquivalenzrelation definiert, das heift ,~ “=  — “

1.17 Satz
Sei M eine Menge.

(a) Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf M. Ist m € M, so definieren wir
T(m) ={m/|m’" € M,m’ ~ m}.

Dann gilt: M = |J T(m).Ferner ist
meM

0, firm' ¢ T'(m)
T(m)="T(m'), fir m'eT(m)

Die Mengen T(m) heifen Aquivalenzklassen in M zu ~. Wihlen wir aus jedem

T(m)NT(m') =

T(m) ein Element m’ und nennen wir die so gebildete Menge V', so gilt:
M = \J ., mit der Eigenschaft T(a) NT(b) = 0 fiir a,b €V und a # b.

m'eV
M ist also die disjunkte Vereinigung der T'(m')mit m' € V. Daran erkennen

wir, dass ~ eine Zerlequng von M liefert.

(b) Sei M = | M; mit M; # (0. Setze nun m ~ m/, falls m und m' in demselben
jed
M; liegen. Dann wird durch ~ eine Aquivalenzrelation auf M definiert.

Beweis. (a) Sei m € M
Wegen m ~ m ist m € T(m) # (. Daher gilt: M C |J T(m) C M. Also gilt
meM
M= | T(m).

meM
Sei nun m’ € T'(m), dann gilt nach Definition m’ ~ m.

Sei nun my € T(m'), das heifst mg ~ m’. Wegen der Transitivitédt gilt dann
auch mg ~ m, das heift my € T'(m). Daraus folgt dann T'(m’) C T'(m). Aus
Symmetriegriinden gilt aber auch m ~ m/. Daher folgt analog T'(m) C T'(m/)
und es ergibt sich T'(m) = T'(m’).

Sei nun m’ ¢ T'(m). Angenommen, es existiert ein mg € T'(m) N T (m’). Analog

zum ersten Teil folgt aber dann T'(m) = T'(mg) =T (m') > m'.

(b) Diese Aussage lisst sich ganz einfach nachrechnen und ist dem Leser als Ubungs-

aufgabe iiberlassen.

O
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2.4 Beispiel

(a)

(b)

Die Abbildung f aus 2.2 a) ist surjektiv.
Die Abbildung f aus 2.2 b) ist nicht surjektiv.

Definiere f € Hom(Q, Q) durch f(a) = 2a + 3 fiir a € Q
f ist injektiv :
Sei

flar) = f(az)
201 +3=2a2+3

a1 = Qg

f ist surjektiv :

Sei b € Q. Dann ist natiirlich auch g — % € Q.

Daraus folgt dann: f(2 —2)=2x (2 —-3)=0p

Aus dieser Rechnung ergibt sich dann die Surjektivitat und damit ist f bijektiv.

Betrachte nun die Abbildung f € Hom(Q, Q) definitert durch f(a) = a?

Dann ist f nicht injektiv, da f(1) = 12 = (—1)? = f(—1). f ist aber auch nicht
surjektiv, da es kein Element a € @ gibt mit > = —1.(Man beachte, dass a € Q
sein muss, denn wir werden spéter bei der Definition der komplexen Zahlen

sehen, dass wir eine Losung fiir diese Gleichung finden konnen.)

2.5 Definition (Komposition von Abbildungen)

Sei f € Hom(A,B) und ¢ € Hom(B,C). Dann heifit g o f € Hom(A,C) die
Komposition oder Hintereinanderausfiihrung von f mit g. Die Komposition ist
dann definiert durch (go f)(a) = g(f(a)) fiir alle a € A. Die graphische Darstellung

soll die Komposition weiter verdeutlichen:

2.6 Beispiel

Sei f € Hom(Z,Q) definiert durch f(a) = a* und ¢ € Hom(Q, R) definiert durch
g(b) =b+ 1.

Dann ist go f € Hom(Z,R) mit (go f)(a) = g(f(a)) = g(a®) = a®> + 1
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(a) Es ezistiert genau dann eine Abbildung g € Hom(A, B) mit g o f = ida, wenn
f injektiv ist.(f hat dann eine Linkskuve)

(b) FEs existiert genau dann eine Abbildung h € Hom(B, A) mit foh = idg, falls f
surjektiv ist.(f hat eine Rechtskurve)

(¢) FEs existiert genau dann eine Abbildung g € Hom(B, A) mit go f =ids, fog =

1dg, wenn f bijektiv ist .Die Abbbildung g ist dabei durch f eindeutig bestimmt

und sie ist bijektiv. g heifst dann auch die zu f inverse Abbildung oder nur

Inverse und wird mir = bezeichnet.

Beweis.

(a) e Esgebenun g € Hom(A, B) mit gof =id4. Seinun f(a;) = f(az)
mit ay,as € A.

Zu zeigen ist nun, dass dann a; = ay. Nun gilt:

ar = ida(ar) = (go f)(a1) = g(f(a1)) = g(f(az)) = (go f)(az) = ida(az) =
a2

Sei nun f injektiv. Wir miissen nun g € Hom(B, A) finden mit go f = id 4.
Da f injektiv ist, gibt es zu b € B hochstens ein a € A mit f(a) = b. Wir
definieren nun eine Funktion g :

a, fallsb= f(a) € Bildf

ag, fallsb & Bildf mit ag € A beliebig

Sei nun @ € A. Dann ist (gf)(a) = g(f(a)) = a =id Also ist gf = ida.

g: B~ Adurch g(b) =

Es gebe nun ein h € Hom(B, A) mit fh = idp.

Sei nun b € B beliebig. Dann gilt b = idg(b) = (fh)(b) = f(h(b)) € Bildf.
Also ist f surjektiv.

Sei f nun surjektiv. Dann existiert zu jedem b € B ein a € A mit f(a) = b.
Definiere nun h € Hom(B, A) durch h(b) = a mit obigem a.

Dann ist aber (fh)(b) = f(h(b)) = f(a) = b =idg(b).

Also ist fh = idp.

Es gebe nun ein g € Hom(B, A) mit gf = ida, fg = idg. Nach a) und b)
ist f dann surjektiv und injektiv und daher f bijektiv.

Es sei nun f bijektiv. Nach a) existiert ein ¢ € Hom(B, A) mit gf = ida
und nach b) existiert ein € Hom(B, A) mit fh = idg. Dabei gilt dann :
g=gx*idg =g(fh) = (gf)h=1ids*h = h:

Man sieht auch, dass g durch f eindeutig bestimmt ist und ¢g nach a) und

b) bijektiv ist.
U
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(1) Jedem (a,b) € G x G ist genau ein Element ¢ € G zugeordnet. Wir
schreiben: ¢ = aob, ” o” heift die Verkniipfung (oder Produkt) auf G
(spéter: a o b = ab oder a + b).

(2) Fiir alle a, b, ¢ gilt
(aob)oc=ao(boc)

(3) Es gibt e € G mit

i. eca=afiralleac G

ii. Zu jedem a € G gibt es ein b € G mit boa =e
b. gilt auker (1),(2),(3) auch
(5) aob=boa fiir alle a,b € G, so heikt G abelsch. (N.A. Abel, 1802-1829)
c. Ist G eine endliche Menge, so nennen wir |G| die Ordnung von G.
d. Wird nur (1) und (2) gefordert, so heifst G eine Halbgruppe.

3.2 Beispiel a. Jede Menge Z, Q, R bildet beziiglich der Addition + eine Gruppe
(abelsche Gruppe). Diese Gruppen bezeichnen wir mit Z*, Q1 , R™.

b. Die Menge der natiirlichen Zahlen IN ist beziiglich + keine Gruppe: (aber
Halbgruppe) Es gibt kein e € N mit e + 1 = 1.

c. Setze R* = {r|r € R,r # 0} und verwende als Verkniipfung die Multiplika-
tion. (abelsche Gruppe)

d. Genauso ist Q* eine abelsche Gruppe

e. Sei M # ().
Setze: S(M) = {f € Hom(M, M) | fbijektiv}. Sind f,g € S(M), so definiere
fgwiein 2.5. Nach 2.7 ist 3.1.a.(1) erfiillt. 3.1.a.(2) ist ebenfalls nach 2.7 erfiillt.
Nach 2.10 sind =1, g7 € S(M). 3.1.a.(3) wird erfiillt mit e = idy,. Enthilt
M mindestens 3 elemente, so ist S(M) nicht abelsch. (Seien (my, mg, m3) drei

verschiedene Elemente aus M:
Definiere f,g € S(M) durch:

f(my) = ma, f(ma) = my, f(ms) =my

g(m1) = ma, g(ma) = ms, g(ms) = my

und f(m) = g(m) = m fiir alle m € M\ {my, ma, ms}
(fg)(m1) = f(g(m1)) = f(m1) = mo

(9.)(m1) = g(f(m1)) = g(mz) = my

Also: fg# gf

my

my
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b. Ist M = {a,b,c,...}, so schreibe auch (M) = (a,b,c,...) und setze (M; U

4.5 Satz
Sei G eine Gruppe und M C G. Setze M™' = {m~'m € M}. Dann: (M) =

Beweis. Sei U = {e,zy -+~ - Ty|z; € M UM n e IN}. Offensichtlich ist das Pro-

dukt zweier Elemente aus U wieder in U und (zq - - - - - ) t=at 7' eU.
Also ist M C U < G und demnach (M) < U. Sei v = x1 - x9 -+ - z, € U. Dann
ist i; e MUM ' C< M > Alsou=uzy - x, € (M). Damit ist U < (M) und
somit U = (M). O

4.6 Definition

Sei G eine Gruppe und U < G. Ist g € G, so setze gU = {gu|u € U} die Linksne-
benklasse von g nach U und entsprechend Ug = {ug|u € U} die Rechtsnebenklasse
von g nach U. Dabei ist gU = U < g € U, denn

= Sei gU =U. Dann ist g = ge € gU =U

< Sei g € U. Klar: gU C U. Sei u € U. Dann ist g7'u € U und somit
u=g-(g7'u) € gU. Also U C gU.

4.7 Definition
Sei G eine Gruppe und U < G. Sind g,h € G, so schreibe ¢ ~ h & gth € U &

h € gU. ~ ist eine Aquivalenzrelation auf G' denn:

a. gegU. Alsog~g=glg=ecU.

b. Sei g ~ h. Dann ist h € gU. Das heift h = gu mit u € U. Dann ist auch
vleUund h-u't=g Esistalsoge€gU="h-uU=hU. Also h ~ g.

c. Sei g ~ h,s ~ k. Dann ist h € gU und k € hU. Etwa h = gu; und k = hus
mit uy, ug € U. Also ist k = (guy)ug = gujug. Also k € kU = gujusU = gU.

eu
Also ist g ~ k.

Die zugehorigen Aquivalenzklassen sind 7T(g9) = {heGlh~g} =
falls h ¢ gU
gU = hU falls h € gU
Wihle aus jeder Aquivalenzklasse gU genau ein Element und bilde aus diesen
Elementen eine Menge L. Dann ist G = ) IU.

leL

{h € Glh € gU} = gU. Nach 1.8 gilt gU N hU =
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€.

Sei ¢’ das Einselement von H.
Dann: ¢'(ae) = ae = a(e?) = (ae) - (ae)
Nach 3.4: ae=¢.

Sei agy, ags € Bild(a), g1,92 € G.
agiagy = a(gig) € Bild(a) = (ag) '=a(g;') € Bild(a)
Also:  Bild(a) < H.

Seien g1, g2 € Kern(a), d.h. ag; = ags = €.

a(g192) = a(g1)al(ge) = €'¢ =€, d.h gigo € Kern(a).

alg™h) = (ag) ' = ()P =¢, dh. g;' € Kern(a).

Also:  Kern(a) < G.

Seien nun g1, g2 € G und = € Kern(a), d.h. az = €.

a(glzg) = ag™t-az-ag = (ag ) () (ag) = a(g )alg) = alg ') =ae=¢
Also: g lzg € Kern(a).

e Sei Kern(a) = {e}:
Sei agr = age. Dann: ¢ = (agi) ' (ag) = (agr)(ag2) = algr ' g2)-

e/
Also: g;'gs € Kern(a) = {e}, also: g/'lgo=€¢ = g1 =go.

e Sei « injektiv:
Dann gibt es nur ein y € G mit ay = €/, namlich y = e (nach 1.).
Also:  Kern(a) = {e}.

5.5 Motivation
Wir wollen nun versuchen, Gruppen auf einfachere Gruppen zuriickzufiihren. Dafiir

benétigen wir zunéchst die Struktur der Normalteiler, und spiter dann die soge-

nannten Faktorgruppen.

5.6 Definition (Normalteiler)
Sei GG eine Gruppe.

a. Fiir a,b € G setze:

a’ = b tab.

b

Nenne a konjugiert zu a” vermoge b.
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b. Ist M C G, so setze:
M ={mb | me M}

c. Sei N < G. N heifst Normalteiler von G, falls
g 'Ng=N'<N VYged.

Schreibe: N <G, N < G.

5.7 Beispiel

In den folgenden Beispielen stellen wir einige typische Normalteiler vor:

a. {e} G, GLG
b. Ist G abelsch, so ist jede Untergruppe von G Normalteiler von G.
c. Ist « : G — H Homomorphismus, so ist Kern(a) < G. (nach 5.4.4.)

5.8 Satz
Sei U < G. Dann sind dquivalent:

a. UL G, d.h. g7'Ug C U fiir alle g € G.

b. Vge G ist g-tUg="U.

c. Vge GistUg=gU.

d. Jede Linksnebenklasse von U in G ist eine Rechtsnebenklasse von U in G.
e. Jede Rechtsnebenklasse von U in G ist eine Linksnebenklasse von U in G.

[ V1,92 € G ist (1U)(g2U) eine Linksnebenklasse.

9. Yg1,92 € G ist (¢1U)(g2U) = (9192)U.

Beweis.

o .= 2.
Nach Vorr.: ¢ 'UgC U VgeQG.
Also auch: ¢gUg ! CU.
U=(9"'9)U(g7'9) =g (gUg g C g 'UgCU.
Also: ¢ 'Ug="U.
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multiplikativen neutralen Elements angibt, das dem additiven neutralen Element

entspricht.

7.1 Definition
Eine Menge K mit zwei Verkniipfungen + und - heifst ein Kdrper, falls

a. K ist bzgl. 4 eine abelsche Gruppe mit neutralem FElement 0
(Nullelement von K) . (Diese Gruppe heiit die additive Gruppe K+ von K.)

(1) K ist nicht leer.
K #© (I.16)

(2) Es gilt das Assoziativgesetz: Fiir alle a,b,c € K
(a+b)+c=a+ (b+c) (L.17)
(3) Es gibt ein Element 0, dem Nullelement in K

O+a=a Vae K (I.18)

(4) Zu jedem a € K gibt es b € K mit
a+b=0 (I.19)

Schreibe: b = —a invertierbar

(5) Es gilt das Kommutativgesetz: Fiir alle a,b € K

a+b=b+a VabeK (1.20)

b. K\ {0} ist bzgl. - eine abelsche Gruppe mit neutralem Element 1
(Einselement von K). (Diese Gruppe heiit die multiplikative Gruppe K*
von K.)

(1) K\ {0} ist nicht leer.
K\ {0} # o, (I.21)
d.h. jeder Korper: |K| > 2
(2) Es gilt das Assoziativgesetz: Fiir alle a,b,c € K

(a-b)-c=a-(b-c) (1.22)
(3) Es gibt ein Element 1 # 0, dem Einselement in K

lra=a VYaeK)\ {0} (1.23)
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ai bl ) as b2 o aiay — blbg a1b2 + a2b1 c C
b1 a —by ay | — (agby + a1be) —biby + ajas

(1.56)
Dann ist C ein Korper mit
Nullelement := 00 und Einselement := 1o
00 01
b. Die Abbildung f mit
a 0
)= ( ) 157
0 a

ist ein Isomorphhismus von R auf den Unterkorper

{(g 2>|aeR} (1.58)

f(a1+a2):<a1+a2 0 )

0 a; + as

:<a1 0>+<a2 0) (1.59)
0 ay 0 a2
f

R%“{(g 2>|aeR} (L.60)
. 0 1
1= ( 4 0) (I.61)

Somit erhélt man bei der Multiplikation von i mit sich selber:
2 0 13\ 0 1
-1 0 -1 0
-1 0
= [.62
() 162)

von C:

f bijektiv: klar. Also:

c. Setze:
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(c) Sind Ay und A?I)/Ul Monomorphismen, so ist auch A ein Monomorphismus.

Analoges gilt auch fiir Epimorphismen und Isomorphismen.

(d) Ist dimg W < 0o und ist A ein Isomorphisms, so sind auch AUZ7A10/UZ Isomor-

phismen.

Beweis. (a) Das folgt sofort durch Nachrechnen der erforderlichen Eigenschaften.

(b) Wir zeigen die Wohldefiniertheit von Apay:
Seien vq, vy € W beliebig mit v; + U = vy + U. Dann gilt, da vy — vy € U:

A’U2 — A’Ul = A(’UQ — Ul) el
Also folgt Avy + U = Avy + U. Aufserdem ist A?I)/Ul linear, denn es gilt

Agu((vr +U) + (v2 +U)) = Apgy((v1 + v2) +U)
= A(v; + v2) + U= Avy + Avg + U = (Avy +U) + (Avg + Ul)
= AW/Ul(vl +U) + Aw/vl(?}z +U)

sowie fur alle A € K :

A?U/Ul()‘(v +U)) = AlO/UZ()‘U +U)
= A(\v) + U= NNAv) +U
= MAv +1U)
= A Ay (v +U)).

(c) Seien Agy und Ay Monomorphismen. Sei v € KernA. Dann gilt Av = 0 und
somit:

M:O+u:AU+M:A'ZO/Ul(U+Ul).

Daraus folgt also, dass v + U € KernAlg/Ul = {U}. Somit ist v + U = U, d.h.
v € U. Weiterhin gilt nun

0= Av = Ay, also v € KernAy; = {0}. Folglich ist v = 0 und da v beliebig
gewéhlt war KernA = {0}. Damit ist A ein Monomorphismus.

Seien nun Apy und AQU/UZ Epimorphismen und sei v € N.

Da A?ﬂ/Ul ein Epimorphismus ist, gibt es v; € W mit v + U = A?I)/Ul(vl +U) =
Avy + UL

Somit ist v — Av; € U.

Ananlog dazu gibt es, da Ajy ein Epimorphismus ist, ein u € U mit
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Beweis. a. Nach Satz 2.10.c. gibt es genau ein B mit BA = Ey und AB = Ey . Es

bleibt zu zeigen, dass B linear ist. Seien vy, v € . Dann gilt:
A(B(vz +14)) = (AB)(v2 + 1)
=1y + U
= (AB)vs + (AB)vs
= A(Bry) + A(Bvy)
= A(Bvy + Bus).

Da A injektiv ist, folgt zusétzlich
B(vs + vy) = By + Buj,.
Mit den gleichen Argumenten gilt fiir 5 € Th und k € K:

A(B(kvs)) = (AB) (k1)
= ko
= k(AB)w)
=k (A(Br))
= A(k(Bw)).

Mit der Injektivitdt von A folgt

B(kvy) = k(Bus).

b. Die Aussage gilt offensichtlich.

1.9 Definition (regulidre Matrizen, general linear group)

a. Ist A € Homg (W ein Automorphismus, d.h. A~ existiert nach Satz 1.8, so
heifst A requldr oder invertierbar. Ist A nicht regulér, so heifst A singuldr. In

diesem Fall ist A ein Endomorphismus.

b. Setze GI(N) = {A € Homg (W, W) | A reguldr}. Dann ist GI(W) beziiglich der auf
Homy (N, M) definierten Multiplikation eine Gruppe, die sogenannte general li-

near group, da alle Gruppeneigenschaften erfiillt werden:

a. Seien A, B € GI(N). Nach Satz 1.8 gilt AB € GI(N) und somit ist die
Gruppe abgeschlossen.

b. Die Assoziativitit (AB)C = A(BC) gilt bereits in Hom g (N, M) und iiber-
triagt sich direkt auf GI().
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und n Spalten s; =

mit Koeffizienten a;; € K.

Als Kurzform schreiben wir (a;;), wobei i der Zeilenindex und j der Spaltenindex
ist. Die Menge aller Matrizen vom Typ (m,n) heilt (K),,, (oder K™*™).

Ist m = n, so heikt (a;;) quadratisch. In diesem Fall schreiben wir auch (K),, statt
(K ).

Als Hauptdiagonale einer quadratischen Matrix bezeichnen wir die Eintrige

a11, G922, - - . , App, welche nachfolgend fett gedruckt sind.
ai; a2 Ce A1n
G21 Q22 ... A2
Am1 Am2 ... An

Ferner wollen wir drei Spezialfille vorstellen.

a. Bei einer unteren Dreiecksmatriz sind gilt a;; = 0 fiir alle Eintrdge mit ¢ < j.

Die mit * gekennzeichneten Eintrége sind beliebig.

* 0 ... 00
* %k 0
* x ... % 0

Eine untere Dreiecksmatrix kann beispielsweise folgendermafsen aussehen:

~N 0o ~—
S N O
oo O

b. Analog sind bei einer oberen Dreiecksmatriz fiir i > j alle Eintrage a;; = 0.



90 KAPITEL II. LINEARE ALGEBRA 1

k=1,...,n3. Daraus folgt:

(AB)v; = A(Bv;)

i=1

no ns

= Z (sz (Z akiﬂk))
i=1 k=1
ns ne

= Z <Z bijaki> 7
k=1 \i=1
n3

= Z Cljlk
k=1

wobei wir im letzten Schritt ausnutzen, dass b;jar; = ag;b;; und somit
EZ?’:I akibl-j = Ckj gllt
O

2.6 Definition
Seien (a/ﬂ) S (K)l,ma (b”) S (K)m,n Dann:

(@) (bir)(crj) € (K)in
mit Ckj = Z:il akibij.
Mit dieser Definition gilt in Satz 2.5.b.:

L3 (AB)l:l = £3A£2E2 Bl:l .

2.7 Beispiel

(11 4+ 02 4+ 1:3) (4
V10 2 01+ 1-2) |2
[ 11+2-243-3 1-140-2+1-3 0-1+1-2+2-3
10421432 1-040-14+1-1 0:04+1-1+2-2

(14 4 8
{8 25

N = O = O =
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hat die Matrix beziiglich der Basen J; und 4, folgende Form:
A — ail a2 G13
D1 D, a1 Ag2  d23
b. Gelten folgende Gleichungen,

A’Ul = W1
A’U2 = 311)1 — W2

A’Ug = W2

dann erhalten wir fiir die Matrix A beziiglich der Basen &7 und & :
1 3 0
A =
s 0 -1 1

Auch an dieser Stelle ist der Unterschied zwischen einer Menge von Vektoren und

3.5 Bemerkung

einem System von Vektoren wesentlich. Umnummerieren der Basen aendert im All-

gemeinen die zugehorigen Matrizen.

Als Beispiel betrachten wir dafiir jetzt die Gleichungen wie in Beispiel 3.4 2) und

nummerieren unsere Basiseintrige wie folgt um :

v = v mit i =1,2,3
w; =wy  und wy = w.
Dann gilt:
Avl = ),
0 -1 1
Avy = —wi + 3wy p = A =
T ¥ \1 3 0
Avg = w

Die zugehorige Matrix beziiglich der Basen &) und £, hat andere Eintriige als die
Matrix in Beispiel 3.4.

3.6 Satz a. Seien N, 0) K-Vektorraume mit Basen &, = (vq,...,v,) und dy =
(w1, ..., wy,). Die Abbildung :

f i Homp(W0) — (K)mn
D1y,

mit f A= A st ein K-Vektorraum-Isomorphismus.
szlszg ‘ffl ‘f&

Homp(WW) und (K)y, sind also isomorph zueinander. (kurz geschrieben:
Homy,(W,00) = (K)mn)
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Nach Satz 3.18 gilt (b) reguldr und (by)~' = (Epy). Damit erhalten wir:
Do 0,
, = (EgpAEy)
1 b i
= (Egp) , A (Ep)
B8, DDy g
= (b -1 A Q4
(brt) 5 i’;( ;)

21

b

=

Wobei die 2 Gleichung aus Definition 3.7 folgt.
b. folgt sofort aus 1.

c. Sei &y = (v1,...,v,) Basis von Wund by = (wy,...,w,,) Basis von 0N Ausser-
dem sei B = (bjy).
Definiere A € Homy(W, M) durch Avy = 77" bjzw;. Dann ist aber klar dass:

A =B.
B2 dn
Sei jetzt : X1 = (Z;;) und Y = (y;).

Ausserdem sei

1=1

mit j =1,...,n und
wl/ = ijlwk

k=1
mit [ =1,...,m.
Setzen wir jetzt: B} = (vi,...,v.) und b}, = (w}, ..., wy,,), dann gilt :

A =(XH1' AY=XBY
byd @ By 8

O

3.23 Bemerkung a. Seien N und 00 endlich dimensionale K-Vektordume und sei
A € Homy(W,00).

Problemstellung:

Wie kann man Basen §; und 5, von U beziehungsweise 0§ so wihlen, dass A
20J1
eine moglich einfache Gestalt hat? (In Sprache der Matrizen: Sei eine Matrix

B gegeben, dann suchen wir invertierbare Matrizen X, und Y derart, dass
X BY moglichst einfache Gestalt hat.

b. Sei A € Homy (N M) und dim;Ih< co.
Problemstellung:
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Ist ;; <ifiiri=1,...,r,s0istm; =i firi=1,...,r.
Induktionsanfang: r=1: m <1, folglich also 7 =1
Induktionsschritt:  Sei gezeigt:

m=1 fir 1<r—1
T Daraus folgt: m, = r
m <4 fir i=r

Also: Ist m # id, so gibt es ein 7, € {1,...,n} mit m;, > ig

Dann gilt: a;o -, =0

und damit: det A = a1 -+ Gpp + Y SGOT - Q1 7y -+ Ay, = Q11 ** * Ay

———

w#£id
=0

5.3 Lemma
Sei A = (a;j) € (R), und A" die Transponierte von A. (siche 12.19)
Dann gilt: det A =det A’.

Beweis. Sei A" = (b;;), also bj; = aj; firi,j=1,...,n.
det A= > sgn 7 -bigy ... bpm, = >, SGU T -Gy 1...0x, 0
7T€Sn 7T€Sn

Zuje{l,...,n} gibt es genau ein k € {1,...,n} mit 7, = j.

Dabei gilt: k = 7rj_1 also folglich auch: a,,  =a, -1

jyﬂ-; :
Und da R kommutativ ist, ergibt sich die Gleichung:
det A’ = 2 SEN T Ay =1 Gy

TESK

Beachte aukerdem: sgn 7 sgn 7!

=sgnm-7m ! =sgnid=1

Womit gezeigt wire, daf: sgn m = sgn 7! Fortfiihrend kénnen wir nun zeigen:

I -1 Ry
det A" = ZS S (setze: 771 =17)
TESR
= > SgN T A1 -..Qnr,
TESn
=det A

O

5.4 Lemma(a) Sei A = (a;;) € (R),. Seii # j und es gelte z; = z; fiir die zwei
Zeilen z; und z; von A. Dann gilt: det A = 0.

(b) Analog fiir zwei gleiche Spalten.

Beweis. (a) Sei 7 = (i,7) € S,. Nach 6.6 gilt, dak S,, = A, |J A7

det A= > sgnm-ayp - annr,
TESn
= Y (sgn @i, Gna, + 580 OT - A10m *  Gnar,)
acAn,
Dabei gilt: sgn ar =sgna -sgn7=1-(-1) = —1
det A == Z (aLOél e anpgn - a’l,af’rl e an,OéTn)
acAn

— Z (aLOél e ai’ai e aj,Oéj “ e aln’an — a17041 e ai’aj e aj@éi “ e an7an)
acAn
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hi::CQ H fjfurlZQ

=25

g=l—-cfi=1+nfi

g=caforfn=hif; fiiri >2

2.20 Definition

Sei R ein kommutativer Ring mit 1.

(a) Sei# € R, # # 0. # heift ein Ideal von R, falls:

— Ist f1, fo €x,s0ist f1 £ fo €x

—Ist fes,ge R, soist f-ger
Beispiel:

(a) Ist R =7 und n € Z, dann ist # = nZ ein Ideal von Z.
(b) Ist R = K[z] und f € K|[z|, dann ist # = fK|[z] ein Ideal von K|z].

(b) Gibtesein f € Rmit4# = fR = {fr | r € R}, so heifit # ein Hauptideal von
R.

Ist jedes Ideal eines Rings ein Hauptideal, so nennen wir den Ring Hauptidealring.

2.21 Satz
K|[z] ist ein Hauptidealring.

Beweis. Ist # = {0}, so ist # = 0 - K|[x] ein Hauptideal.
Sei also # # {0}. Betrachte M = {Grad f| 0 # f € #} C INU {0}. Offensichtlich
ist M # (. Sei n = Grad g ein kleinstes Element aus M mit g € # und f € #
beliebig. Durch Anwenden des Euklidischen Algorithmus (17.6) folgt f = gg+ r mit
Grad r < Grad g. Daraus folgt
r=_f —w91 €7
=~
<4 <4

aber Grad r ¢ M, da Grad r < Grad g. Also gilt r = 0 und f = gq. Damit ergibt sich
f € gK[x] C #. Da die umgekehrte Inklusion klar ist, erhalten wir # = gK[z]. O

Anmerkung: Genauso ergibt sich: 7Z ist ein Hauptidealring. Ersetze dazu Grad
durch | -|.
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(d) Sei = (K),. Dann ist ay : K[z] — 0 mit
aa(aptaiz+...4ap,x) = agE+a; A+...4+a, A" ein K-Algebrenautomorphismus.
Sei a4(f) = f(A), K ={0,1} ein Korper, f = 2> — x € K[z| und

Az(? 8) €. Dann ist f(A) = A2 —A=—-A#0.

(e) Seien K[z| und K[y| Polynomringe. Dann gilt: K[z] = K][y| als K-Algebren

und oy, @ K[z] — K]y] ist ein K-Algebrenautomorphismus mit Inverse .

3.3 Definition
Sei f € Klz|, L ein Korper mit K < L und b € L. Ist f(b) = 0, so heift b eine
Nullstelle von f in L.

3.4 Satz
Sei f € KJz].

(a) Seien by, ...,b, paarweise verschiedene Nullstellen von f und b; € K. Dann
gibt es ein g € K[x] mit f = (x —by)---(x —b,) - g.

(b) Ist Grad f =m >0, so hat f in K hichstens m Nullstellen.

(c) Ist Grad f > 2 und hat f eine Nullstelle, so ist f nicht irreduzibel.

Beweis. (a) Nach (17.6) gibt es ¢, € K[z] mit f = (z — b1)q + r und
Grad r < Grad (x —b,) = 1. Wegen 0 = f(b;) = r(by) folgt also » = 0. Das
zeigt die Behauptung fiir n = 1.
Sei nun bereits fiir & < n gezeigt: f = (z —by) -+ (x — bg)gx mit g € K[x].
Dann haben wir

0= f(brt1) = (bks1 —b1) -+~ (brg1r — k) -gr(brs1)-

J J

40 0

Damit folgt gi(br+1) = 0. Also g, = (¥ — by41) g1 mit gri1 € Klz].

(b) Seien by, ..., b, paarweise verschiedene Nullstellen von f. Nach (a) gilt

f=(x=b)--(x=bn)g

mit Grad f =1+ ... +1 + Grad g > m.
|
(c) Sei f(b) = 0mit b € K. Nach (a) gilt f = (z—b)g mit 2 < Grad f = 1+Grad g,
also Grad g < 1. Daraus folgt, dass g keine Einheit ist. Also ist f reduzibel.

O



