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Kommutative Algebra
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Aufgabe 1: Sei0#f=3} 1 ;a.x* € R[x,...,x,] der Polynomring tiber dem Ring R.
Wir erinnern uns,
deg(f) := max{|o | a, # 0}

ist der Grad von f, wobei deg(0) = —oco. Zeige flr f, g € R[xq,..., x4l
a. deg(f + g) < max{deg(f),deg(g)},
b. deg(f-g) < deg(f) + deg(g),
c. deg(f-g) = deg(f) + deg(g), wenn R ein Integritatsbereich ist.

Beachte, R ist ein Integritatsbereich, wenn r- v/ = 0 fir r,v/ € R stets r = 0 oder r’ = 0 impliziert.

Aufgabe 2: Sei K ein Ring, d € N und

KX1y ooy Xnla = E Qo - X7 xpt [ ag € K

lo|=0¢1 +..cton=d

Wir nennen die Elemente von K[xy,...,x,]q homogen vom Grad d.

a. Zeige, daf jedes Polynom 0 # f € Klxi,...,x,] vom Grad d eine eindeutige
Zerlegung f = fy 4 ...+ fqg mit f; € K[x;,...,x,]; besitzt. Wir nennen die f; die
homogenen Bestandteile von f.

b. Ein Ideal [ <K][x4,...,x,] hei3t homogen, wenn fir jedes f € I auch seine homo-
genen Bestandteile in I liegen. Zeige, I ist genau dann homogen, wenn I von

homogenen Elementen erzeugt wird.

Aufgabe 3: [Der Korper K{{t}}]

a. Wir nennen A C R geeignet, wenn A abzdhlbar unendlich und nach unten

beschrankt ist und keinen Haufungspunkt hat. Zudem bezeichne
A:={A C R| Aist geeignet}

die Menge der geeigneten Teilmengen von R.

Zeige fur A,B € A:

A+B:=AUBeA und AxB:={a+blacA,beB}ec A



b. Fur einen beliebigen Korper K betrachten wir die Menge
K{{th={f: R=K[FJAcA : fla) =0V ax g A}
Wir definieren zwei zwei-stellige Operationen auf K{{t}}:
f+g:R—-K:a— fla)+ g(a)

und
f*g:R—)K:O(HZf(OL—‘Y)-g(‘Y),

YER
beachte dabei, fiir ein festes « sind nur endlich viele Summanden nicht null!

Zeige, dap3 (K{{t}}, +, ) ein Korper ist.

Hinweis fiir Teil b., zeige zunachst, daf (K{{t}}, +) eine Untergruppe von (KE,+) ist. Der schwierige Teil besteht darin, zu
zeigen, daf jedes Element in K{{t}}, das nicht null ist, ein Inverses besitzt. Dazu betrachte man zunachst den Fall f(«) = 0

fiir x < 0 und f(0) = 1, und verwende dann die geometrische Reihe.

Bemerkung

Fur eine Folge (o, )nen € RN reller Zahlen schreiben wir
Xy 00 = (&n)nen ist streng monoton wachsend und unbeschrankt,
und setzen A = {(a)new € RY | o, 7 o0}. Die folgende Abbildung ist bijektiv:
O:A— A: (tn)nen — {on | € N}

FUr (o )nen € A und (an)nen € KN definieren wir eine Funktion

o0

Qn, WeNnn « = o,
E ant* R — K:a— w ’
= 0, sonst.

Wir verwenden die “Reihe” also, um die Werte einer Funktion in einfacher Weise
zu speichern; der Wert der Funktion an Stelle «, ist gerade der Koeffizient vor t*.
Damit gilt dann

K{{t}}:{f:IRHK|E|ocn/‘oo  f(x) =0V & & {ot [ n € N}}

n=0
Seiennun f =) > a,-t*™,g=) >7 b, -tPr € K{{t}} gegeben.

a. fx g= Zio:() (foi+ﬁjzvn ai - b]) -, wobei (Vn)ne]N = q)i] ((D(((Xn)ne]N) * (D((Bn)nelN))-

ocn/oo,aneK}.

b. f + g= Zio:() (fh/n) + Q(Yn)) 'tyn9 WObei (Yn)ne]N - ®4 (q)((‘xﬂ)ne]N) + q)((ﬁn)ne]N))-

c. Wenn g =0und ap =1, dann gilt ' =3 2 (- ¥ 2, ac-t9)".



