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Aufgabe 25: Sei M ein R-Modul und ¢ : M — M eine R-lineare Abbildung. Zeige:
a. Ist M noethersch und ¢ surjektiv, so ist ¢ ein Isomorphismus.
b. Ist M artinsch und ¢ injektiv, so ist ¢ ein Isomorphismus.
Hinweis: Betrachte den Kern bzw. den Kokern von ¢™ fiir n € IN.
Aufgabe 26: Welche der folgenden Ringe R; sind noethersch?
a. Ry = {£ € Quot(C[x]) | h(z) # 0 fiir |z| = 1}.
b. R, = {f € C{x}| f hat unendlichen Konvergenzradius}.

c. Ry={fe Cx| 25(0) =0 furi=1,...,k}, k fest.
Aufgabe 27: Sei () C K eine Korpererweiterung mit dimg(K) < co und R ein Unter-
ring von K, der Z enthalt, sodass [ N Z # {0} fiir jedes Ideal 0 # I < R. Zeige, dass R
noethersch ist.

Hinweis: Zeige zuerst, dass dimy,,z(R/pR) < dimg(K) fiir jede Primzahl p. Folgere dann, dass fiir 0 # m € 1N Z die Menge
R/mR (und damit I/mR) per Induktion nach der Anzahl der Primfaktoren von m = p;---px, pi Primzahl, endlich ist. —

Anmerkung: Mit etwas Korpertheorie kann man zeigen, dass die Voraussetzung I N Z # {0} immer erfullt ist.

Aufgabe 28: Seien R C R’ C R” Ringe, R” = Rlay,...,a,] endlich erzeugt als R-
Algebra und R” endlich erzeugt als R’-Modul. Zeige: Ist R noethersch, so ist R’
endlich erzeugt als R-Algebra und noethersch.

Erinnerung: Rlaj,...,an] = {f(ai,...,an) | f € Rlxy,...,xnl} ist die Menge aller polynomialen Ausdriicke in aj,...,an mit
Koeffizienten in R. Hinweis: Ist R” = (bj,...,bm)r/, so schreibe a; und b; - b; als Linearkombinationen tiber die by und

betrachte die R-Algebra, die durch die Koeffizienten erzeugt wird.

Prisenzaufgabe 15: Zeige, dass C[x,yl/I mit [ = (x> —x?,x*y+2x%, xy—y,y*+2y) ein
artinscher Ring ist und stelle diesen als direkte Summe zweier lokaler artinscher

Ringe dar.

Prasenzaufgabe 16: Ist K(x) = Quot(K[x]) ein noetherscher K[x],-Modul?



