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Kommutative Algebra

Die Aufgaben des Übungsblattes werden nicht mehr in den Übungen besprochen.

Aufgabe 50: [Eine Bewertung auf dem Körper K{{t}}]

Sei K{{t}} der Körper aus Aufgabe 3.

a. Zeige, dass ord : (K{{t}}∗, ∗) → (R,+) : f 7→ min{α ∈ R | f(α) 6= 0} eine Bewertung
ist.

b. Rord ist nicht noethersch und damit ist ord nicht diskret, aber dim(Rord) = 1.

c. Sind (α1, . . . , αn) ∈ Rn algebraisch unabhängig über Q, so sind (tα1 , . . . , tαn)

algebraisch unabhängig über K. Insbesondere ist trdegK
(
K{{t}}

)
= ∞.

Hinweis zu b.: Beachte, dass mRord = 〈tα | α > 0〉, wobei für tα : R→ R gilt, dass tα(α) = 1 und tα(β) = 0 für β 6= α.

Aufgabe 51: Sei K ein Körper und α = (α1, . . . , αn) ∈ Rn eine unabhängige Menge
reeller Zahlen. Zeige:

a. ϕα : K(x1 . . . , xn) → K{{t}} : f
g
7→ f(tα1 ,...,tαn )

g(tα1 ,...,tαn )
ist ein K-Algebramonomorphismus.

b. v : K(x1, . . . , xn)∗ 7→ R : h 7→ (ord ◦ϕα)(h) ist eine Bewertung von K(x1, . . . , xn).

c. 1 = dim(Rv) < trdegK
(
K(x1, . . . , xn)

)
− trdegK

(
Rv/mRv

)
= n für n ≥ 2.

Beachte: ord : K{{t}}∗ → R ist die Bewertung von K{{t}} aus Aufgabe 50.

Aufgabe 52: Sei R ein Dedekindring und 0 6∈ S ⊂ R multiplikativ abgeschlossen.
Zeige, dass entweder S−1R = Quot(R) gilt oder S−1R ein Dedekindring ist.

Aufgabe 53: [Chinesischer Restsatz]
Seien R ein Dedekindring und I1, . . . , In � R.

a. Zeige, dass die folgende Sequenz exakt ist.

R
ϕ

−→ n⊕
i=1

R/Ii
ψ

−→⊕
i<j

R/(Ii + Ij)

Dabei ist ϕ(x) = (x+ I1, . . . , x+ In) und ψ(x1 + I1, . . . , xn + In) = (xi − xj + Ii + Ij)i<j.

b. Seien x1, . . . , xn ∈ R. Zeige, dass es ein x ∈ R derart gibt, dass genau dann x ≡ xi
(mod Ii) für i = 1, . . . , n gilt, wenn xi ≡ xj (mod Ii + Ij) für i 6= j ist.

Hinweis zu a.: Lokalisiere bezüglich maximaler Ideale! – Beachte, dass 1.12 durch b. verallgemeinert wird.

Präsenzaufgabe 28: Ist der Ring C[x, y]/〈x2 − y2 − y3〉 ein Dedekindring?

Präsenzaufgabe 29: Ist der Ring C[x, y]/〈x− y2 − y3〉 ein Dedekindring?


