Theorie und Visualisierung

algebraischer Kurven und Flachen

(Fortbildung fiir Mathematiklehrer)

Stephan Klaus
Oliver Labs
Thomas Markwig

Mathematisches Forschungsinstitut
Oberwolfach

Vortragsausarbeitung

Marz 2009



INHALTSVERZEICHNIS

1. 'WAS IST ALGEBRAISCHE GEOMETRIE? 1
2. KEGELSCHNITTE 30
3. DIE PROJEKTIVE EBENE 31
4. DER SATZ VON BEzOUT 55
5.  SINGULARITATEN 76
6. ENUMERATIVE GEOMETRIE 77
7. ANGEWANDTE ALGEBRAISCHE GEOMETRIE 112
8. SURFEX 128

LITERATUR 129



Kapitel 1: Was ist algebraische Geometrie?

1 WAS IST ALGEBRAISCHE GEOMETRIE?

(VON THOMAS MARKWIG)

Das ist algebraische Geometrie ....
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A) Implizite Darstellungen versus Parametrisierungen

Ich habe in einer Veranstaltung mit dem Titel Elemetarmathematik vom hoheren
Standpunkt aus angehenden Lehrern die Frage gestellt, was eine Gerade ist. Folgende

Antworten habe ich erhalten:

e Eine Gerade ist eine Aneinanderreihung von Punkten.
e Eine Gerade ist eine Linie.
e Fine Gerade ist wie eine Strecke, nur ohne Ende.

e Eine Gerade ist durch eine Gleichung der Form y = m - x + n gegeben.

Keine der Antworten ist falsch, und zugleich erklért keine der Antworten zufrieden-
stellend, was eine Gerade ist. Dabei handelt es sich bei einer Geraden doch um ein
wirklich elementares geometrisches Objekt, von dem jeder eine recht klare Vorstel-
lung hat. Es ist bezeichnend, dafl es uns schwer fallt, diese klare Vorstellung in klare
Worte zu fassen, selbst nach einigen Semestern Mathematikstudium. Ich will mich
deshalb selbst an einer Definition versuchen, an deren Ende zwei mogliche Beschrei-
bungen stehen, die ein erstes Gefiihl dafiir geben sollen, was algebraische Geometrie
ist und weshalb sie hilfreich ist.

Der Geometrieunterricht (der Mittelstufe) beruht heute noch genauso wie vor zwei-
hundert Jahren auf Euklids Elementen [Euk91], und Euklid fihrt unmittelbar nach
dem Punkt den Begriff der Geraden ein als:

FEine Gerade ist breitenlose Linge.

Nach meinem Verstdandnis ist diese Definition weder exakter noch hilfreicher als die
oben angefiihrten. Thnen allen ist gemein, dafl sie gewisse Eigenschaften angeben, die
Geraden erfiillen sollen; ihnen allen fehlt aber eine wichtiger Aspekt, den zweifellos
alle ungesagt unterstellen:

Fine Gerade ist eine Menge, deren Elemente wir Punkte

nennen, und die gewisse Eigenschaften hat.

Erst wenn wir wissen, dafl eine Gerade eine Menge ist, kénnen wir versuchen Ei-
genschaften zu spezifizieren, die die Punkte dieser Menge erfiillen sollen, so daf die

Menge eine Gerade wird.

Nun wollen wir Eigenschaften festlegen, die die Punktmenge erfiillen muf}, um eine
Gerade genannt zu werden. Diese hdngen letztlich vom Standpunkt ab, den man

einnehmen mochte.

In der axiomatischen Geometrie gibt man sich einen umgebenden Raum als Punkt-
menge vor sowie gewisse Teilmengen dieses Raumes, die die Geraden werden sollen.
Dann fordert man einige naheliegende Eigenschaften, etwa, dafl je zwei Punkte auf
genau einer Geraden liegen. Auf diese Weise wird Euklids Geometrie mit Hilfe der
mathematischen Sprache des 19. Jahrhunderts préazisiert und alle elementaren Ei-
genschaften der ebenen Euklidischen Geometrie lassen sich mit Euklids Beweisen
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zeigen. Zudem entstehen auch ganz andere Geometrien, die der Entwicklung der
Mathematik wesentliche Impulse gegeben haben. Unser Standpunkt wird ein ganz
anderer sein.

In seiner Schrift Discours de la Méthode aus dem Jahr 1637 fithrte René Descartes
die Idee ein, Punkte in der Ebene durch die Angabe von zwei Koordinaten zu be-
schreiben. Damit machte er es moglich, in der Geometrie die Methoden der Algebra
zur Beschreibung und Untersuchung von geometrischen Objekten einzusetzen, die
Algebraische Geometrie war geboren. Auch der letzte der oben angefiithrten Definiti-
onsversuche des Begriffs Gerade macht sich diesen Umstand zunutze. Etwas préziser
gefafit lautet er:

Eine Gerade ist eine Teilmenge der reellen Zahlenebene R?, deren Punkte

genau die Losungsmenge einer Gleichung der Form
a-x+b-y+c=0 (1)
fiir geeignete reelle Zahlen a,b,c € R mit (a,b) #£ (0,0) bilden.

Diese etwas allgemeinere Form der Gleichung schlieffit Geraden ein, die parallel zur
y-Achse sind. Die Gerade legt dabei die Gleichung nur bis auf ein skalares Vielfaches
fest.

2x—4y—1=0

Geraden, die wir auf diesem Weg einfiihren, erfiillen auch die in der axiomatischen
Geometrie geforderte Eigenschaft, dafl durch je zwei Punkte genau eine Gerade geht.
Geben wir uns zwei Punkte P = (p1, p2) und Q = (g1, q2) in der reellen Zahlenebene
vor, dann suchen wir reelle Zahlen a,b,c € R derart, daf§ die Gleichungen

a-pr+b-pr+c=0
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und
a-gqi+b-gqx+c=0

erfiillt sind. Der Umstand, dafl die Punkte verschieden sind, sorgt dafiir, daf3 die
Koeffizientenmatrix des Gleichungssystems

p1 p2 1
dr qz 1

den Rang zwei hat. Man findet also einen eindimensionalen Losungsraum, der eine
Losung (a,b,c) mit (a,b) # (0,0) enthélt.

Ausgehend von zwei Punkten P = (p1,p2) und Q = (q1,q2) kann man sich die
Algebra und Koordinaten aber auch auf andere Weise nutzbar machen, um eine
Gerade zu beschreiben. Dazu fassen wir die Punkte der reellen Zahlenebene als
Vektoren auf und erlauben es, sie zu addieren, zu subtrahieren oder mit Skalaren zu
multiplizieren. Die Differenz P— Q = (p1— g1, p2— q2) liefert uns einen Vektor, der
in Richtung der Geraden zeigt, und wir kénnen den Begriftf der Geraden dann auch
einfithren als:

Eine Gerade ist eine Teilmenge der reellen Zahlenebene R? der Form

{(Q+t- (P—Q)[teR} (2)

wobei P und Q zwei verschiedene Punkte der reellen Zahlenebene sind.

Unser Ziel ist es, geometrische Objekte, die mit Hilfe algebraischer Mittel beschrie-
ben wurden, zu wisualisieren. In dieser Hinsicht sind die beiden Beschreibungen
einer Geraden in (1) und (2) von fundamental unterschiedlicher Qualitét. (2) ist die
bei weitem geeignetere Darstellung, da man durch schlichtes Einsetzen von Werten
fiir den Parameter t eine beliebige Anzahl von Punkten auf der Geraden bestim-
men kann. Wir sprechen deshalb von einer Parametrisierung der Geraden. Etwas
mathematischer ausgedriickt, haben wir die Gerade als Bild folgender Abbildung
dargestellt:
F:R— R*:t—Q+t-(P—Q).
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Da von uns nicht mehr verlangt wird, als Werte in eine Gleichung einzusetzen,
um Punkte zu bestimmen, sprechen wir bei der Parametrisierung auch von einer
expliziten Darstellung. (1) stellt weit hohere Anforderungen, auch wenn dies bei
einer Geraden auf den ersten Blick noch nicht offensichtlich ist. Um Punkte (x,y)
auf der Geraden zu finden, miissen wir eine Gleichung l6sen, sprich versuchen, eine
der Veranderlichen in Abhéngigkeit der anderen darzustellen. Das ist an sich schon
ein groferer Aufwand. Aber um dem Leser gleich jede Illusion zu nehmen, es ist im

allgemeinen gar nicht moglich, oder méchten Sie die Gleichung
(x* +y?)? +3x*y —y> =0 (3)
nach einer der beiden Variablen auflosen miissen? Wir sprechen im Fall einer Dar-

stellung durch eine oder mehrere Gleichungen wie im Fall (1) von einer impliziten

Darstellung.
Die Gleichung (3) liefert ein dreiblittriges Kleeblatt und die Kurve besitzt eine recht

ABBILDUNG 1. Kleeblatt (x* +y?)? 4 3x*y —y3> =0

L 3 -3t t*—3t?
(T+1t2)2" (1+12)2 )

Wir werden etwas spéter sehen, wie man die Parametrisierung in diesem Fall aus der

einfache Parametrisierung:

Gleichung gewinnen kann bzw. umgekehrt die Gleichung aus der Parametrisierung.
Das Bild des Kleeblattes ist aus der impliziten Gleichung erstellt worden mit Hilfe
des Raytracers Surf [EHO08]. Schauen wir uns die etwas kompliziertere Gleichung

(x*+y")’=x%y> (x+y) =0

an, so versagt der Raytracer jedoch seinen Dienst und liefert das unkorrekte Bild in
Abbildung 2, wihrend die Parametrisierung

13 P4t
t ,
(T+t4)27 (1 4+ 1)2

mit Hilfe von Maple das weit bessere Ergebnis bringt (siehe Abbildung 3). Die Pro-

bleme, in die der Raytracer hier lduft, haben mit dem Begriff der Singularitit zu

tun, den wir uns in Kapitel 5 ndher anschauen werden.
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/1

»

ABBILDUNG 2. Implizit: (x* + y“)2 —x3y3 (x+y)=0

ABBILDUNG 3. Parametrisiert: (x*+ y4)2 —x3y? - (x+y) =0

Da die implizite Darstellung fiir die Visualisierung die herausforderndere ist und da
Parametrisierungen ohnehin in den interessanten Féllen nicht existieren, werden wir

uns im Folgenden auf implizite Darstellungen konzentrieren.

Nach diesen einfithrenden Bemerkungen kénnen wir beantworten, womit sich die

algebraische Geometrie beschéftigt:

In der algebraischen Geometrie werden die Lisungsmengen polynomialer

Gleichungssysteme sowie die Bilder rationaler Abbildungen untersucht.

Polynomial bedeutet in diesem Zusammenhang, dafl die Terme der Gleichungen Po-
lynome in den Verédnderlichen sein miissen, und rational, dafl die Komponentenfunk-
tionen der Parametrisierung Briiche von Polynomen sind. Es sind keine analytischen

Ausdriicke wie etwa cos(x) oder e* zugelassen.

Da es unser Ziel ist, die geometrischen Objekte, die entstehen, visualisieren zu

kénnen, werden wir uns in unseren Beispielen darauf beschranken, Polynome in zwei
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oder in drei Verénderlichen zu betrachten, so daf§ die Losungsmengen von Gleichun-
gen oder Ausschnitte selbiger entweder in der Ebene R? oder im Anschauungsraum
R3 dargestellt werden konnen. Die Terminologie, die wir benétigen, sowie die Er-
gebnisse der algebraischen Geometrie, die wir besprechen wollen, werden wir z.T.
aber in groflerer Allgemeinheit formulieren, um Wiederholungen zu vermeiden.

Wenden wir uns nun ersten Beispielen zu. Wir empfehlen dem Leser dabei, zunéchst
ohne Zuhilfenahme von Rechnern zu entscheiden, wie die Lésungsmenge der gege-

benen Gleichung oder das Bild der gegebenen Parametrisierung aussieht.

Beispiel 1.1 (Kurven in der reellen Zahlenebene)
Wie sehen die Losungsmengen folgender Gleichungen im R? aus?

a.y—x?>=0.

b.y—x*+1=0.

c. y>—x2=0.

d. x> —y3>=0.

e. y?—x>—x3=0.

f. (x?+y?)® —4x*y?=0.
Welches Bild gehort zu welcher Gleichung?

KN
(Y X

Beispiel 1.2 (Flachen und Kurven im Anschauungsraum)
Wie sehen die Losungsmengen folgender Gleichungen im R3 aus?

a. x2—y3>=0.

b. z—x?—y?=0.

c. Z2—x*—y?=0.

d. z2—x*—y?>=0und z>—1=0.

e. xz=0und yz =0.

f.x2+y?+2z2—1=0.
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Welches Bild gehort zu welchem Gleichungssystem?

Beispiel 1.3 (Parametrisierungen von Kurven und Fléchen)
Wie sehen die Bilder folgender Parametrisierungen aus?

a. t— (t3,t%).
b. t— (t,t%).
c. te (2—1,2—1).

d. t— (5= )

2 1’t2+1

e. (s,t)— (s,t,s —i—tz).
£ (s,t) — (t2—1 T e B )

2+1 0 241 241 s2+10 241

Bis auf den Kreis

finden sich alle Bilder bereits oben!

B) Koérper und Polynome

Nachdem wir erste Beispiele von Kurven und Fléchen, d.h. Beispiele von sogenann-
ten algebraischen Varietdten, kennen gelernt haben, wollen wir die grundlegenden
Begriffe der algebraischen Geometrie etwas exakter einfithren. Wie bereits angedeu-
tet erlauben wir dabei mehr als drei Dimensionen. Dafiir gibt es gute Griinde. Wie
wir in Kapitel 7 sehen werden, tauchen polynomiale Gleichungssysteme in vielen
Anwendungen auf, und die Zahl der Verénderlichen kann dabei leicht hundert und
mehr betragen.
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In unseren Beispielen oben sind wir immer davon ausgegangen, dafl wir Losungen in
den reellen Zahlen suchen. Von dieser Sichtweise wollen wir uns fiir die Einfithrung
der Theorie und miissen wir uns fiir einige Ergebnisse verabschieden. Selbst fiir die
Anwendungen ist hier eine allgemeinere Sicht unabdingbar, wie wir spéter sehen
werden. Wir wollen die reellen Zahlen durch einen beliebigen Kdrper ersetzen.

Arbeitsdefinition 1.4
Ein Korper ist eine Menge K zusammen mit zwei Operationen “+” und “”, so dafl

die iiblichen Rechengesetze gelten, die wir fiir rationale Zahlen kennen.

Beispiel 1.5

a. Die Menge
a

Q:{B | a,beZ,b;&O}
der rationalen Zahlen ist ein Korper.
b. Die Menge R der reellen Zahlen ist ein Korper.
c. Die Menge
C={a+i-b|a,beR}
der komplexen Zahlen ist ein Kérper, wobei 12 = —1 gilt.

d. Die Menge IF, = {0, 1} wird ein Korper, wenn wir die Addition und Multiplikation
durch folgende Tabellen definieren:

+lo1 o
ojo 1 o0f00
1110 1]01

Bei der Multiplikation gibt es keinerlei Uberraschungen, bei der Addition ist nur
die Regel 1+ 1 = 0 gewohnungsbediirftig. I, ist ein Beispiel fiir einen endlichen
Korper, und wenn man die Zahlen 0 und 1 mit den Zustanden inaktiv bzw. aktiv
fiir Bits interpretiert, dann liegt es nahe, daf§ dieser Korper fiir die Beschreibung
von Vorgéngen der Informatik und Elektrotechnik durchaus sehr interessant ist.

Fiir unsere Betrachtungen innerhalb der algebraischen Geometrie gilt fiir die Ver-
wendung der Korper die folgende Philosophie:

e Fir Rechnungen verwenden wir die rationalen Zahlen Q.
o Alle Graphiken zeichnen wir iber den reellen Zahlen R.

e Die Theorie funktioniert am Besten tiber den komplexen Zahlen C.

Wir wollen nun definieren, was wir unter einem Polynom in n Verédnderlichen ver-

stehen. Dazu fithren wir zunéchst folgende Notation ein.
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Notation 1.6
Fiir einen Vektor o« = (xq,..., ®n) € IN™ setzen wir

ol = o1 + ... + &n,

und fiir x = (x1,...,%n) definieren wir

&

K :X;X] ...X_(x“

n °

Wir nennen einen Ausdruck der Form x* ein Monom, und die Menge der Monome in
den Verdnderlichen x;, ..., X, bezeichnen wir mit Mon(x). Auf dieser Menge kénnen
wir eine Multiplikation einfithren durch

x® - xP = x*tP

wobei
(X—I_B - (OC],...,OCn)‘i‘(B],...,Bn) - (“1 —I_B])"')(xn—l_ﬁn)'

Definition 1.7
Ein Polynom in den Verdnderlichen x4, ..., X, iiber einem Korper K ist ein Ausdruck
der Form

D xS

|x|=0,..., d
xceIN™

wobei d € IN eine natiirliche Zahl ist und a, € K. Wir nennen die a, die Koeffizi-
enten des Polynoms und

deg | ) aq-x* | =sup{lal| ax # 0}

Kx1, ..., %0 = Z ay-x*|deN,a, € K
|x[=0,..., d
xelNn
und nennen sie den Polynomring iiber K in den Verdnderlichen xq,...,Xq.

Bemerkung 1.8

Wir kénnen auf dem Polynomring eine Addition definieren, indem wir einfach die
Koeffizienten der Polynome addieren, und wir kénnen die Multiplikation auf Mon(x)
unter Verwendung des Distributivgesetzes auf den Polynomring fortsetzen. Wenn wir
dies tun, so gelten die iiblichen Rechengesetze, die wir von den ganzen Zahlen her
kennen. Der Polynomring ist ein kommutativer Ring mit Eins.

Im Fall n = 2 bezeichnen wir die Veranderlichen meist mit x und y statt x; und x;,
und im Fall n = 3 verwenden wir meist x, y und z entsprechend.
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Beispiel 1.9
Fiir die Polynome f = xy + 3x € Q[x,y] und g = 2y> + x € Q[x, y] gilt

f4+g=2y>+xy +4x
und

fog=(xy+3x) (2y’+x)
=xy -2y +xy - x +3x - 2uy> + 3x - x = 2xy* + x%y + 6xy°> + 3x°.

C) Der affine Raum und affine Varietéiten

Nach diesen Vorbereitungen sind wir in der Lage, Kurven, Fldchen und allgemein

algebraische Varietédten zu definieren.

Definition 1.10
Ist K ein Korper, so nennen wir die Menge

AR =K"={a=(aj,...,a,) | a; € K}
den affinen Raum der Dimension n.
Fiir Polynome fyq, ..., fx € K[x1,...,Xn] bezeichnen wir mit
V(ty,...,fi) ={a € Ag [ fi(a) = ... =fx(a) =0}
die Losungsmenge des Gleichungssystems:

f](X],...,Xn) =0
fZ(X1)"')Xn) =0

fk(X],...,Xn) =0
Eine Teilmenge V C A} heifit eine affine algebraische Varietit, wenn es Polynome
f1,...,fx € K[x1,...,x,] gibt, so daf3

V=V(f,..., ).

Ist f € K[xq,...,%xn] \ K ein nicht-konstantes Polynom, so nennen wir V(f) die durch
f definierte affine Hyperfliche. Ist n = 2, so nennen wir V(f) eine affine ebene Kurve,
und ist n = 3, so heifit V(f) entsprechend eine affine Fliche im Raum.

Beispiel 1.11
Wir haben in Beispiel 1.1 Beispiele affiner ebener Kurven gesehen, und die ersten drei
Beispiele in Beispiel 1.2 sind Flachen im Raum. Das fiinfte Beispiel in Beispiel 1.2

V(xz,yz) = V(xz) N V(yz) = V(x,y) U V(z)

ist die Vereinigung der z-Achse mit der xy-Ebene.
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Bemerkung 1.12

Offenbar ist V(0) = A} der ganze affine Raum und fiir ein konstantes Polynom
0 # a € K, das nicht das Nullpolynom ist, ist V(a) = () die leere Menge. Diese
beiden affinen Varietdten nennt man die trivialen affinen algebraischen Varietéten.

Gibt man sich mehrere nicht-konstante Polynome fy, ..., fx € K[x1,...,xn] \ K vor,
so ist

k
V(fy,...,fi) = VIf)
der Durchschnitt der von den f; definierten Hy;érﬂéichen. Insbesondere ist jede nicht
triviale affine algebraische Varietdt Durchschnitt von endlich vielen Hyperflachen.
Sind f, g € K[x1,...,xn] zwei Polynome, so gilt
V(f-g) =V(f)uV(g),
da (f-g)(a) =f(a) - g(a) genau dann null wird, wenn f(a) = 0 oder g(a) = 0 gilt.

D) Erste Schritte in Singular und Visualisierung mit Surf

Um eine algebraische Kurve zu visualisieren, ist der Raytracer Surf [EHO08] ein
geeignetes Mittel. Wir werden dieses Programm von SINGULAR aus starten, da wir
im weiteren Verlauf ohnehin die Syntax von SINGULAR in ihren Grundziigen ler-
nen miissen. SINGULAR [GPS05] ist ein Computeralgebrasystem, das speziell fiir
Rechnungen in Polynomringen im Rahmen der algebraischen Geometrie und der
Singularitétentheorie entwickelt worden ist. SINGULAR ist eine freie Software, die
man kostenlos unter dem folgenden Link erhélt:

http://www.singular.uni-kl.de

Wenn man SINGULAR gestartet hat, erhélt man je nach Programmversion folgende

Information:
SINGULAR /
A Computer Algebra System for Polynomial Computations /  version 3-1-0
0<
by: G.-M. Greuel, G. Pfister, H. Schoenemann \  Aug 2008

FB Mathematik der Universitaet, D-67653 Kaiserslautern \
>

Das Zeichen > ist die Eingabeaufforderung, kurz Prompt genannt. Wenn die letz-
te Zeile des Programms dieses Zeichen zeigt, konnen Befehle eingegeben werden,
ansonsten ist das Programm sehr wahrscheinlich noch am Rechnen.

Wenn wir in SINGULAR Polynome verwenden wollen, dann miissen wir SINGULAR
zunéchst mitteilen, welchen Grundkorper und welche Verédnderlichen wir verwenden

wollen. Dies tun wir, indem wir etwa mit folgendem Befehl den Polynomring Q[x, y]
definieren:

> ring r=0, (x,y),dp;
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Die Bedeutung des Befehls ist wie folgt: ring bedeutet, dafl wir eine Variable vom
Typ ring definieren wollen; sie erhilt den Namen r; die Null bedeutet, dal die
Koeffizienten aus dem Korper der rationalen Zahlen @ stammen;® (x,y) legt fest,
daf} als Variablen x und y erlaubt sind; der Zusatz dp legt fest, wie die Polynome

intern repréasentiert werden, ist aber fiir unsere Belange nicht wesentlich.
Wichtiger Hinweis: in SINGULAR schliefit jeder Befehl mit einem Semikolon ab!

Wenn wir SINGULAR unseren Grundring mitgeteilt haben, dann kénnen wir ein
Polynom definieren. Das Polynom f = y? — 5 - x2 — x3 teilen wir SINGULAR durch
folgenden Befehl mit:

> poly f=y~2-5*x"2-x"3;

Analog zur Definition eines Ringes fithren wir durch diesen Befehl eine Variable f

ein, die vom Typ poly, also ein Polynom, ist, und weisen Ihr den Wert y? —x? — x>
zu.

Wollen wir die zugehérige Kurve mit Surf zeichnen, so miissen wir zunéchst eine
Bibliothek in SINGULAR laden, die das Aufrufen von Surf erméglicht:

> LIB "surf.lib";
Dann konnen wir die Kurve zeichnen lassen mit dem Befehl plot:

> plot(f);

ABBILDUNG 4. Ein Newtonscher Knoten y? — 5x% — x> =0

In der Gesamtheit sieht unsere SINGULAR Sitzung wie folgt aus:

SINGULAR /
A Computer Algebra System for Polynomial Computations /  version 3-1-0
0<
by: G.-M. Greuel, G. Pfister, H. Schoenemann \  Aug 2008

FB Mathematik der Universitaet, D-67653 Kaiserslautern \

I'Der Koérper der rationalen Zahlen Q ist der Primkoérper der Charakteristik null. Ersetzt man
die Zahl null durch eine Primzahl p, so legt man statt dessen den Primkérper I, = Z/pZ der
Charakteristik p als Grundkorper fest.
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> ring r=0, (x,y),dp;

> poly f=y2-x2-x3;

> LIB "surf.lib";

// ** loaded /usr/local/Singular/3-1-0/LIB/surf.lib (1.28,2007/07/13)
> plot(£);

Press q to exit from ’surf’

Die Kurve erscheint in einem neuen Fenster. SINGULAR kann erst dann weiterver-
wendet werden, wenn Surf geschlossen wurde. Dazu driickt man die Taste q im Surf
Fenster. Surf wird geschlossen und in SINGULAR erhalten wir wieder einen Prompt.
Wir kénnten nun auch andere Polynome definieren und zeichnen lassen, ggf. auch
einen neuen Ring definieren mit anderen Verdnderlichen. Man beachte dabei, dafl
nur Polynomringe mit zwei oder drei Verdnderlichen zugelassen sind. Andernfalls ist
eine Visualisierung aus naheliegenden Griinden nicht moglich.

Man beachte bitte auch, dafi man stets nur einen Ausschnitt der affinen al-
gebraischen Kurve oder Fliche sieht, dessen Mittelpunkt standardmdfsig der
Ursprung der affinen Ebene A% oder des affinen Anschauungsraumes A3
ist. Um zu erfahren, wie man die Gréfle des Ausschnitts oder den Mittel-

punkt verandern kann, sollte man das das Handbuch von Surf konsultieren

(siehe [EHOT08] ).

E) Parametrisierungen und Elimination

Als néchstes wollen wir den Begriff der Parametrisierung einfithren. Die Parameter
werden wir in der allgemeinen Form mit t; bezeichnen. Wenn nur ein Parameter
vorkommt, nennen wir ihn gemeinhin t, bei zweien nennen wir sie s und t. Als
Komponentenfunktionen einer Parametrisierung wollen wir Quotienten é von Poly-
nomen zulassen. Dann diirfen wir natiirlich nur noch Werte einsetzen, die nicht in
V(g) liegen, d.h. Werte t, fiir die g(t) nicht null ist.

Definition 1.13
Sind fq,...,fn, g1,...,9n € K[ty,...,t;n] Polynome. Die Abbildung

f o
FiATA\V(gr--gn) — A%t = (..t (g—:(;),...,g—m)

wird eine rationale Parametrisierung genannt, wenn V(g --- gn) # AR

Die Menge
Graph(F) = {(t,F(t)) € AZ™ |t € AZ\ V}

nennen wir den Graphen der Parametrisierung.
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Die Bedingung V(gi, ..., gn) # A ist recht naheliegend, da der Definitionsbereich
von F sonst leer wére.

Bemerkung 1.14
Ist F: AR\ V — AR eine Parametrisierung und ist

7T Am+n_>An (a1,...,am,b1,...,bn) — (b],...,bn)

die Projektion auf die letzten n Komponenten, so stimmen das Bild Im(F) von F
und die Projektion des Graphen von F iiberein, d.h.

Im(F) ={F(t) |t e Ag\V}= 7':( Graph(F)).

Beispiel 1.15
Die Abbildung

1—t2 2t
. 1 2.
F'ARHAR'tH(H—tZ’m)

ist eine Parametrisierung, und der Graph von F ist die Menge

42
Graph(F) = {(t, F(t)) ]teR}:{( :+J’E2’1+t2) ‘tE]R}

Es handelt sich dabei um eine Kurve im Raum, die auf der Oberfléche eines Zylinders
liegt. Die Koordinaten des Raumes sind t, x und y, und die Achse des Zylinders ist
die t-Achse. Projiziert man die Kurve in die xy-Ebene, so erhélt man einen Kreis.
Dieser ist das Bild der Parametrisierung. Die Parametrisierung, ihr Graph und die
Projektion sind dargestellt in Abbildung 5.

Graph(F

\_1__
X 7'[
t /
gy~
I+

ABBILDUNG 5. Die schwarze Kurve auf dem Zylinder ist der Graph(F).

t

Dieser Zusammenhang zwischen dem Graphen einer Parametrisierung und ihrem
Bild kommt uns zugute, da der Satz 1.18 uns sagt, wie wir das Bild einer Varietét
unter einer Projektion berechnen konnen. Allerdings bendtigen wir begrifflich ein
wenig Vorbereitung.
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Definition 1.16
Sind fq, ..., fx € K[x1, ..., %] Polynome, so nennen wir die Menge

<f1>---)fk> ={g1-fi+...+ao-filgn...,0k €Klxy,...,xnl}
der Linearkombinationen von fy,..., fi das von fy,..., fy erzeugte Ideal.

Bemerkung 1.17
Sind fyq,...,fx € K[x1,...,%n] Polynome und ist I = (fy,...,fy) das von den f;
erzeugte Ideal, dann gilt

aeV(fy,...,frx) <& g(a)=0 firallegel.

Will man eine affine algebraische Varietdt beschreiben, so kann man statt der endlich
vielen Gleichungen

fi(Xh...,Xn):O, i:],...,n,

auch die unendlich vielen Gleichungen
g(X1,...,Xn):O, QEI,

betrachten. Auf den ersten Blick scheint man sich das Leben damit schwerer gemacht
zu haben. Das Gegenteil ist aber der Falll Ideale haben gute Eigenschaften und
erlauben es uns die Methoden der kommutativen Algebra und der Computeralgebra
effizient zum Studium von affinen algebraischen Varietdten einzusetzen.

Im folgenden Satz beachten wir, daf jedes Polynom in den Verénderlichen x4,..., Xy
auch als ein Polynom in den Verédnderlichen tq,...,ty, X1,..., X, aufgefalit werden
kann, bei dem die Verénderlichen t; nicht auftauchen. Damit ist der Polynomring
K[x1,...,%xn also eine Teilmenge des Polynomrings K[ty, ..., tm, X1,...,Xnl.

Satz 1.18

FEs seien hq, ..., hy € Klty, ..., tym,X1,...,Xn] Polynome, I = (hq,..., hy) sei das
von den hy erzeugte Ideal und V- = V(hy,...,h) C AP"™ sei die durch die h;
definierte affine algebraische Varietit. Dann gelten die folgenden Aussagen:

a. Es gibt Polynome p1,...,p1 € Klx1,...,%Xnl, so dafS der Schnitt

IﬂK[x1,...,xn] :<p1,...,p1)

von I mit K[xq,...,xn] das von den p; erzeugte Ideal in K[xq, ..., xn] ist.

b. Ist w: AR — A} die Projektion auf die letzten 1 Komponenten, so liegt
das Bild 7t(V) von V unter der Projektion 1 dicht in der von den pi gegebenen
affinen algebraischen Varietdit V(p1,...,p1).

Bemerkung 1.19
Um den Begriff dicht mathematisch sauber einzufiithren, miiiten wir an dieser Stelle
von der Zariski-Topologie affiner algebraischer Varietéten sprechen. Darauf méchten
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wir verzichten. Uns reicht, dal die Aussage “mt(V) liegt dicht in V(p1,...,p1)” be-
deutet, dafl auf alle Falle

m(V) € V(p1,...,p1)
gilt und dafl die beiden Mengen im wesentlichen auch gleich sind. D.h., das was
zur Gleichheit fehlt ist vernachlassigbar klein (siehe Beispiel 1.23). Wir kénnen also
sagen:

(V) =V(p1,...,pJ".

Bemerkung 1.20
Ist

g1 ’gn

eine Parametrisierung wie in Definition 1.13, so geniigen die letzten n Koordinaten

Fo AT\ V(1o 0n) — ARt = (b, t) (f—‘(t),... f—“(z))

eines Punktes (g, F( g)) € Graph(F) im Graphen von F den Bedingungen

fila) .
i=———, i=1,...,n,
gi(a)
und damit den Bedingungen
Xl'gi(g):fi(g)) 1:1)»11

Ahnlich wie beim Bild einer Projektion ist der Graph der Parametrisierung F dann
dicht in der affinen algebraischen Varietdt V(xq-g1—f1,...,Xn - gn— o) C AP,
d.h. im wesentlichen gilt

“Graph(F) = V(x1- g1 —f1,...,xn - gn — ).

Verkniipfen wir dieses Ergebnis mit den Ergebnissen von Bemerkung 1.14 und von

Satz 1.18, so erhalten wir im wesentlichen folgende Gleichheit:
“Im(F) = 7t( Graph(F)) =nt(V(x1- g1 —f1,...,Xn - gn — n)) = V(p1,...,p0)",
wenn die Polynome pq,...,p, Erzeuger des Ideals
(x1-91—"f1,- ..y Xn - gn— ) NKXq, ..., x0]

sind. Solche Polynome kénnen wir aber mit Hilfe von Variablenelimination und
Computeralgebra ausrechnen.

Mit Hilfe von Elimination kénnen wir fir jede Parametrisierung Gleichun-
gen ihres Bildes ausrechnen. Wir konnen also jede explizite Darstellung in

eine implizite Darstellung tiberfihren.

Wir wollen dies nun an einem Beispiel illustrieren. Dabei verwenden wir das Com-

puteralgebrasystem SINGULAR.
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Beispiel 1.21
Wir wollen die Parametrisierung

2 2 2 _ ,

FrAZ — A :(s,t) ((3+22+:) -:2+:,<3+22+:) -tf+t1,sf+s1>
betrachten. Mit den Notationen von Bemerkung 1.20 gilt dann:

f :(3-(sz+1)+(sz—1))-(tz—l)

g1 =(s*+1)- (t*+1)

f=3-(s*+1)+(s*—1))-2-t

g2 =(s*+1)- (t*+1)

f3=2-s

g3 =s"+1

Wir miissen also das Ideal

(g1-x—"f1,02-x—"f2,03-x—f3) =
(P41 (+1) x— 3 (s*+ 1)+ (s*=1)) - (t* = 1),
(P4 1) (tP+1) - y— 3 (s*+ 1)+ (s*=1)) -2,
(s*+1)-z—2-5) CR[s, t,x,y,2]

mit dem Polynomring R[x,y, z] schneiden. Dies geschieht mittels folgender SINGU-
LAR -Kommandos:

SINGULAR /
A Computer Algebra System for Polynomial Computations /  version 3-0-4
0<
by: G.-M. Greuel, G. Pfister, H. Schoenemann \ Nov 2007

FB Mathematik der Universitaet, D-67653 Kaiserslautern \

> ring r=0,(s,t,x,y,2),dp;

> poly f1=(3*(s"2+1)+(s72-1))*(t"2-1);

> poly gl=(s"2+1)*(t"2+1);

> poly £2=(3*(s72+1)+(s"2-1))*2%t;

> poly g2=(s"2+1)*(t"2+1);

> poly £3=2x*s;

> poly g3=s"2+1;

> ideal I=gl*x—-f1l,g2*xy-f2,g3%z-£3;

> ideal J=eliminate(I,st);

> J;

J[1]=x4z2+2x2y222+y4z2+2x22z4+2y2z4+26+8x4+16%x2y2
+8y4-4x22z2-4y2z2+24z4-160x2-160y2+192z2+512

In dieser Sitzung definieren wir zunéchst wieder einen Polynomring und teilen SIN-
GULAR dadurch mit, welche Verdnderlichen wir verwenden wollen. Dann definieren
wir die Polynome f; und g; fiir i = 1,2, 3 sowie das Ideal L. Letzteres ist eine Variable
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vom Typ ideal und wir weisen Thr als Wert die Erzeuger des Ideals zu. Dann rufen
wir die SINGULAR Prozedur eliminate auf. Sie erwartet als erste Eingabe ein Ideal
und als zweite Eingabe ein Produkt von Verédnderlichen, die eliminiert werden sollen.
Dabei bezeichnen wir den Vorgang des Schneidens mit R[x,y, z| als Elimination von
s und t. Das Ergebnis ist, wie wir wissen, wieder ein Ideal. Um es weiter verwenden
zu konnen, speichern wir es in einer neuen Variablen mit dem Namen J. Durch das
Kommando J; konnen wir uns den Wert der Variablen, das heifit in diesem Fall die
Erzeuger des Ideals, anzeigen lassen. Wir erhalten das Polynom

p=x"224+2 - xy2 +ut? + 2 - x% H 2 yRt 204+ 8 xT 16 - xPY?
+8-yt—4-x%22—4.y*2*+24 -2 —160 - x* — 160 - y> + 192 - 22 + 512,

so dafl das Bild unserer Parametrisierung gerade die Fliache V(g) ist. Wir konnen sie
nun von Surf zeichnen lassen, indem wir in unserer SINGULAR Sitzung fortfahren:

> LIB "surf.lib";
> plot(J[1]);

Man kann dem plot Befehl auch Parameter angeben, die eine Skalierung und Dre-
hung der Fliache bewirken. Fiir unser Beispiel sind folgende Parameter gut:

> LIB "surf.lib";
> plot(J[1],"scale_x=0.4;scale_y=0.4;scale_z=0.4;rot_x=2;");

Durch diese Skalierung und Drehung erhalten wir das Bild in Abbildung 6, das einem

Fahrradschlauch dhnelt und in der Mathematik gemeinhin als Torus bekannt ist.

ABBILDUNG 6. Der Torus

Wir fiihren unsere Rechnungen mit SINGULAR wieder iber Q durch, die
Theorie sagt uns aber, daf$ das Ergebnis beim Prozef$ der Elimination dann

auch iber R korrekt ist.
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Da der Torus uns in Form einer Parametrisierung gegeben ist, konnen wir natiirlich
auch Visualisierungsprogramme fiir Parametrisierungen verwenden, um das Bild zu
erhalten, etwa das kostenlose Programm k3dsurf (siehe Abbildung 7). Man gibt hier

Parametric | IsoSurface | Hall | Options Pov |4 Pj Parametric (OpenGL ON) 1 IsoSurface (OpenGL ON)

Function Def:

Examples: | Klein bl

xeftu B 2L 2 L) K

Y=gluw)| I( U 241) ) 2%l

z=ntuv[ZFajiu=2 L]

P P

[ i | ‘ Calculate ‘ [ New Win |
—_| Activate CND {xy.z,t} :
Second System : 2 __
Z7n = Fleyt) ¢ e

4D HyperObject; R |

Spherical Coordinates ;: R™n = Fluwt)

Cylindrical Coordinates : R™n = Flu.zt)
5ra’win’g”0’p’t’ic’m:

L] Mesh x| Box tne [ T<[>
% Axes Xl Infos Colu (Il
% Exter | | Morm Grid af | ED

Animation And Morph:————————————
| Anim(Rotation) "I Morph {use "t") ‘

‘VHVErdVWETE ;E\CCE"ETEUUI'\ i
| (Leave ON for max speed )

ABBILDUNG 7. k3dsurf

die Parametrisierung mit Parametern u und v ein, spezifiziert den Wertebereich der
Parameter und erhilt ein Bild. Der Torus ist nicht geschlossen, da wir recht kleine
Wertebereiche fiir die Parameter gewéhlt haben. Wahlt man groflere Bereiche, ist
das Ergebnis jedoch stark verzerrt. Das diirfte daran liegen, dafl das Programm fiir
eine feste Anzahl an Werten von u und v die Bildpunkte berechnet und diese Werte
aquidistant auf den gewéhlten Intervallen verteilt. Anschliefend werden die so er-
haltenen Punkte verbunden. Das kann in unserem Beispiel nur zu einem miserablen
Ergebnis fithren, da die Bildpunkte fiir betragsméaflig grofie w und v sehr dicht bei-
einander liegen, wihrend sie im Bereich um null weit auseinander liegen. Wir sehen
daran, dafl Parametrisierungen nur dann besser geeignet sind zur Visualisierung als
implizite Darstellungen, wenn man das Verhalten der Parametrisierung untersucht

und sein Vorgehen diesem Verhalten anpafit!

Wir haben anfangs behauptet, daf§ nicht jede affine algebraische Varietéit parame-
trisiert werden kann. Den Sachverhalt ndher zu untersuchen, fithrt an dieser Stelle

zu weit. Aber merken sollten wir thn uns schon.

Nicht jede affine algebraische Varietit kann parametrisiert werden!
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Beispiel 1.22
Ist a € R\ {0, 1}, so besitzt die affine algebraische Kurve

V(y?—x-(x—1)-(x—a)) C Ag
keine rationale Parametrisierung.

Fiir den Beweis benotigt man die Primfaktorzerlegung im Polynomring C[t] (vgl.
Bemerkung 1.28). Die Details sind ausgefiithrt in [Rei92, Theorem (2.2)] und die
Argumente sind ohne weitere Vorkenntnisse verstandlich.

Beispiel 1.23
Betrachten wir die affine algebraische Varietét

V(t-x—1) C A

und die Projektion
i AR — Af (1, x) = X

auf die zweite Komponente. Die Gleichung tx — 1 = 0 beschreibt eine Hyperbel

und ihre Projektion auf die x-Achse ergibt alle Punkte der x-Achse aufler dem Null-
punkt, d.h.

n(V(tx —1)) = R\ {0}.

Schneiden wir das Ideal (tx — 1) aber mit dem Ring RI[x], so erhalten wir nur das

Nullpolynom und
V(0) =R.

Dies ist ein Beispiel dafiir, daf§ die Projektion einer affinen algebraischen Varietét
nicht gleich der Varietédt sein mufl, die durch die Erzeuger des Eliminationsideals
definiert wird. Es fehlt allerdings nur ein einziger Punkt, so dafl die beiden im

wesentlichen ubereinstimmen.

Allgemein gilt, daf$ sich das Bild einer affinen algebraischen Varietit unter
einer Projektion nur durch eine Teilmenge niederer Dimension von der af-
finen algebraischen Varietit unterscheidet, die durch das Eliminationsideal
definiert wird.
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F) Dimension und der Krullsche Hauptidealsatz

Zum Abschlufl dieses Kapitels wollen wir noch einige Begriffe der algebraischen

Geometrie thematisieren, die im weiteren Verlauf immer wieder auftauchen.

Bemerkung 1.24 (Dimension)

Wir werden darauf verzichten, den Begriff der Dimension exakt zu fassen. Statt
dessen appellieren wir an die Intuition des Lesers. Ein Punkt sollte nulldimensional
sein, eine Gerade eindimensional, eine Ebene zweidimensional und der affine Raum

AR n-dimensional. Der leeren Menge ordnen wir die Dimension —oo zu.

Es ist natiirlich etwas Vorsicht geboten. Der Raum A} = R ist die reelle Zahlengera-
de und hat Dimension eins. Entsprechend sollte A, = C als “komplexe Zahlengera-
de” die Dimension eins haben. Wir sind es aber gewohnt, die komplexen Zahlen als
Menge mit der reellen Zahlenebene R? zu identifizieren, die doch zweidimensional

ist. Wie pafit das zusammen?

Die Dimension ist ein Begriff, der von dem Grundkérper abhdngt, tiber dem

man arbeitet, und wir fordern dimg(Ay) =n/

Das paft auch mit unserer Erfahrung im Bereich der linearen Algebra zusammen,
wo wir analog dimg(K™) = n haben. Um bei der Analogie zu bleiben, betrachten

wir ein homogenes lineares Gleichungssystem

ann-x1+...+tam-xqpn = 0

Qmi X1+ ...+ amn-Xn = 0
mit m Gleichungen und n Unbekannten. Wir wissen dann, dafl die Dimension des
Losungraumes mit jeder Gleichung um hochstens eins sinkt, sprich dafl die Dimensi-
on mindestens n — m ist. Eine entsprechende Aussage hétten wir auch gerne in der
algebraischen Geometrie. Es ware schon, wenn V(fy,...,f) € AR mindestens die
Dimension n—m hétte. Das ist zuviel verlangt. Schon bei einem linearen Gleichungs-
system geht dies schief, wenn wir auf der rechten Seite Inhomogenitdten ungleich

null zulassen. Die Losungsmenge kann auf einmal leer sein.

Die Situation ist etwas besser, wenn wir uns nur eine Gleichung vorgeben und iiber

dem Korper der komplexen Zahlen arbeiten.

Satz 1.25 (Krullscher Hauptidealsatz)
Ist f € C[x1,...,Xnl] ein nicht-konstantes Polynom, so hat die Hyperfliche V(f) die
Dimension dimg (V(f)) =n—1.

Dieser Satz ist eine Verallgemeinerung des Hauptsatzes der Algebra. Starten wir mit
einem nicht-konstanten Polynom f € C[x] in nur einer Verdnderlichen, so sagt der
Krullsche Hauptidealsatz lediglich, dafl f Nullstellen besitzt.
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Satz 1.26 (Hauptsatz der Algebra)
Ist f € C[x] ein nicht-konstantes Polynom vom Grad deg(f) = d, so hat f genau d

Nullstellen, wenn wir diese mit ihrer Vielfachheit® zihlen.

Uber den reellen Zahlen ist das leider nicht mehr richtig. Der Grad eines Polynoms in
einer Verdnderlichen ist dort nur noch eine obere Schranke fiir die mégliche Anzahl

an Nullstellen.

Beispiel 1.27
Betrachten wir das Polynom f = x? +y2 +1 =0, so gilt

{(x,y) € R? | f(x,y) = 0} =,

wahrend

i-(t2—1) 2-1-t
{(X,u)GCZIf(X,U):O}:{(l 21 ,tzjr]) ’teC}

eine Kurve ist und die komplexe Dimension eins besitzt.

Der Hauptsatz der Algebra ist der wesentliche Grund dafiir, daf$ die Theorie
der algebraischen Geometrie iiber C besser funktioniert als tiber R.

G) Irreduzible Komponenten

Bemerkung 1.28 (Irreduzible Komponenten)

Wir nennen ein nicht-konstantes Polynom f € K[xq,...,x.] #rreduzibel oder auch
prim, wenn es sich nicht als Produkt von zwei nicht-konstanten Polynomen schreiben
1aBt. So wie sich jede ganze Zahl als Produkt von Primzahlen schreiben 148t, kann
jedes Polynom als Produkt von irreduziblen Polynomen geschrieben werden. Dies
ist die Aussage eines Satzes von Gaufl. Wir erhalten also eine Primfaktorzerlegung
fiir Polynome.

AuBlerdem nennen wir ein Polynom f quadratfrei, wenn es nicht vom Quadrat eines
nicht-konstanten Polynoms geteilt wird. In der Primfaktorzerlegung eines quadrat-
freien Polynoms kommt jeder Primfaktor also nur einmal vor. Quadratfreie Poly-
nome sind deshalb fiir uns interessant, weil V(f?) = V(f) gilt. Es reicht also die
Hyperflachen aller quadratfreien Polynome zu kennen, um alle Hyperflachen zu ken-

nermn.

Betrachten wir eine Hyperfliche V(f) C AR, die durch ein nicht-konstantes, qua-
dratfreies Polynom f mit Primfaktorzerlegung f = p; - - - py definiert wird

V(f) =V(p1)U...U V(pu).

2Fiir eine genauere Betrachtung des Hauptsatzes der Algebra siche Bemerkung 4.2.
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Wir nennen die V(p;) die irreduziblen Komponenten von V(f). Sie selbst lassen sich
nicht mehr als endliche Vereinigung echt kleinerer affiner algebraischer Varietédten

schreiben.

Man kann den Begriff entsprechend verallgemeinern, so daf§ etwa die Vereinigung
der z-Achse mit der xy-Ebene

V(xz,yz) = V(x,y) U V(z) C A}
aus Beispiel 1.2 aus den beiden irreduziblen Komponenten V(x,y) und V(z) besteht.

Beispiel 1.29
Ist f =x*—y? = (x —y) - (x +y), so ist

V(f) =V(x—y)UV(x+y)

die Vereinigung der beiden Winkelhalbierenden. Sie sind die irreduziblen Kompo-
nenten von V/(f).

Im Gegensatz zur Elimination ist die Frage nach den irreduziblen Kompo-

nenten abhdngig vom Grundkorper!

H) Familien von Varietéiten

Bemerkung 1.30 (Familien von Varietéten)
Sehr oft wollen wir in der algebraischen Geometrie die Koeffizienten einer Gleichung
variieren und schauen, wie sich das auf die Losungsmenge auswirkt. Betrachten wir

etwa die Polynome
fo=x*—y?- (! —y) € Rlx, Y]

fiir verschiedene Werte des Parameters t € R. Fiir t =0, t = % und t = 1 erhalten

wir die Bilder:

e

1
2
Betrachtet man dies fiir alle t € R zugleich, so erhalten wir schlicht die affine alge-

braische Varietit V(x2 —y?-(t? —y)) C A3, indem wir t, x und y als Verénderliche
auffassen:
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Auf der Flache sind schwarz die drei Kurven eingezeichnet, die wir erhalten, wenn
wir fiir t die oben betrachteten Werte einsetzen.

Betrachten wir Gleichungen, deren Koeffizienten von Parametern abhéngen, sowie
die zugehorigen Varietéten, so sprechen wir auch von Familien von Varietdten. Die
Zahl der Parameter kann dabei recht grofl sein, und es ist nicht verlangt, dafl wir
fiir verschieden Parameter auch verschiedene Gleichungen oder Varietdten erhalten.
In obigem Beispiel verwenden wir fiir die Familie der Polynome die Notation

(0 =v? (2 = Y)) e
Ein einfaches, aber zugleich wichtiges Beispiel ist die Familie

(ax* +bxy + cy® + dx + ey +1) (o qener

aller Polynome vom Grad zwei, wobei T = {(a,b,c,d,e,f) € R® | (a,b,c) #
(0,0,0)}. Die zugehorigen affinen algebraischen Varietdten nennt man affine Ke-
gelschnitte oder affine Quadriken.

I) Visualisierung mit Surfex

Bemerkung 1.31

Das Programm Surfex (sieche [HL08|) bietet eine graphische Oberflache, um Fléchen
im Raum sowie Kurven auf Flachen im Raum visualisieren zu kénnen. Man kann
Surfex entweder von SINGULAR aus starten oder unabhéngig davon als eigenstéandi-
ges Programm. Will man Surfex von SINGULAR aus starten, so mufl man zunéchst
die Bibliothek surfex.1ib laden. Der Befehl zum visualisieren der Flache, die durch
das Polnom definiert wird, lautet dann plotRot. Wir fithren dies am Beispiel des
Polynoms f = x? —y? - (t? —y) vor.

SINGULAR /
A Computer Algebra System for Polynomial Computations /  version 3-0-4
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0<
by: G.-M. Greuel, G. Pfister, H. Schoenemann \ Nov 2007
FB Mathematik der Universitaet, D-67653 Kaiserslautern \
> ring r=0, (t,x,y),dp;
> poly f=x"2-y~2x(t"2-y);
> LIB "surfex.lib";
> plotRot(f);

Durch den Aufruf von plotRot wird das Programm Surfex gestartet, es 6ffnen sich

drei neue Fenster (siche Abbildung 8). Im linken Fenster werden die Gleichungen
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ABBILDUNG 8. Surfex

eingegeben; das obere rechte Fenster dient dazu, die Fliache zu drehen und die Grofle
des Ausschnitts zu verédndern; im dritten Fenster wird die Fliche angezeigt.

Wie bei Surf kann man auch bei Surfex mit SINGULAR erst fortfahren, wenn man
Surfex beendet hat. Zudem gibt es eine Besonderheit zu beachten. Wenn man
Surfex von SINGULAR aufruft, dann werden die Variablennamen wie folgt verandert:
die erste Variable in der Ringdefinition in SINGULAR wird zu x umbenannt, die zwei-
te zu y und die dritte zu z. In unserem Beispiel oben wird also t zu x, x zu y und y
zu z. Damit wird aus dem Polynom x? —y?- (t? —y) das Polynom y? — z?- (y? —z).

Wie erwihnt, kann man Surfex auch verwenden, um zwei Fldchen miteinander zu
schneiden und sich den Schnitt der beiden Fléachen auf einer der Flichen anzuzeigen.
Wir fithren dies am Beispiel des Polynoms y?—z?- (y?—z) und der Ebene V(x—1)
vor. Wir haben in Abbildung 9 dem Polynom y? — z? - (y? — z)), das bereits in
Abbildung 8 zu sehen war, das Polynom x — 1 hinzugfiigt, indem wir den Knopf
add eqgn verwendet haben. Die beiden Gleichungen erscheinen im dritten Teil des
Fensters. Die beiden Flidchen sind im linken Teil von Abbildung 10 zu sehen. Man
sieht dort zudem in Schwarz die Schnittkurve der beiden Flidchen. Um diese zu er-
zeugen haben wir den Knopf add curve verwendet. Dadurch wurde uns im vierten
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surfexv. 0.89.07
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ABBILDUNG 9. Der Schnitt von V(y? —z*- (y*—2z)) und V(x — 1)

Teil des Fensters die Moglichkeit gegeben, Zahlen auszuwéhlen. Wir haben die Zah-
len T und 2 ausgewéhlt. Dies bedeutet, dafl auf der Fliache, die durch das Polynom
f1 definiert wird, der Schnitt mit der Fliche abgebildet werden soll, die durch das
Polynom £2 definiert wird. Im rechten Teil von Abbildung 10 sind nur die Fliche
V(y2 — 2% (y?— z)) und die Schnittkurve zu sehen. Dies erreicht man, indem man
in Surfex (Abbildung 9) den Haken vor dem Polynom x — 1 entfernt.

ABBILDUNG 10. Der Schnitt von V(y? —z%- (y? —z)) und V(x —1)

Fiir weitere Hinweise zur Benutzung von Surfex verweisen wir auf Kapitel 8.
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J) Aufgaben

Aufgabe 1.32
Visualisieren Sie die Losungsmengen der folgenden Gleichungen zunéchst ohne Zu-
hilfenahme des Rechners, und dann mit Hilfe von Surf:
a. Y2 —x*+2x2—-1=0.
1 1 _
b. ZX2+§y2—1
c. x3—y?—2z2=0.
Aufgabe 1.33
Visualisieren Sie die Losungsmenge der folgenden Gleichungen mit Surf:
a. (x?2+vy?)? —4x*y? =0.
b. x* +6x’y —y3 =0.
c. 516x*y—340x%y3+57y°—640x*—168x%y2+132y* —384x2y +292y>+1024x* = 0.
Aufgabe 1.34
Visualisieren Sie die Losungsmenge der folgenden Gleichungen mit Surfex:
a. (2-x24+y?+22—-1)3—-1/10-x2- 22 —y?- 22 =0.
b. (1 —=3x—3y —3z) - (xy +yz+ zx) + 5xyz = 0.
c. 256x3 — 128x%z? + 144xy?z + 16xz* — 27y* — 4y?23 = 0.
d x+y+z—1)-x—y—z—1)-(y—x—z—1)-(z—x—y—1)-(x+y+z+
N-x—y—z+1)-(y—x—z+1)-(z—x—y+ 1+ x2>+y?+z2—1)- (x> +
Yy 4+z22-1)- (P +y?+22—-2) (x*+y*+22-2)=0.
Aufgabe 1.35

Visualisieren Sie die Losungsmenge des folgenden Gleichungssystems mit Surfex:

x> 4+y?+2z2=1 und x*%z—y3=0.

Aufgabe 1.36
Visualisieren Sie die Losungsmenge des folgenden Gleichungssystems mit Surfex:
xz—y?=0, y—2z>=0 und x—yz=0.

Aufgabe 1.37
Seien fy,...,fx € K[xq,...,x5] und I = (fy,...,fy) das von den f; erzeugte Ideal.

Beweisen Sie, dafl
aeV(fy,...,fxy) & g(a)=0 firallegel
Aufgabe 1.38

Berechnen Sie die Gleichung des Bildes der Parametrisierung
—t'—6-t*+3 8.t
3-(1+1t2)2 *3-(141t2)2)°

FZAR—)AIZRItH(

und visualisieren Sie diese mit Surf.
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Aufgabe 1.39
Berechnen Sie die Gleichung des Bildes der Parametrisierung
41 th+t
F:Agp — A% t— | ——, ——
A R (t4—|—1’t4—|—1)’

und visualisieren Sie diese mit Surf.

Aufgabe 1.40
Berechne die Gleichung des Bildes der Parametrisierung

—2483 4+ 1252 —2s+1 2483+ 12524+ 2s + 1
1654 + 2452 + 1 T 1684+ 2452 + 1

und visualisieren Sie diese mit Surf.

F:AR—)AIZRZSH(

Aufgabe 1.41
Berechnen Sie die Gleichung des Bildes der Parametrisierung

F: AR — A : (s,t) — (s%,st, %)
und visualisieren Sie diese mit Surf oder mit Surfex.

Aufgabe 1.42
Berechnen Sie die Gleichung des Bildes der Parametrisierung

F: AR — Af: (s, 1) = (2 —st, s —st, 2 — s7)
und visualisieren Sie diese mit Surf oder mit Surfex.

Aufgabe 1.43

Visualisieren Sie die Familie von Kurven die durch die Familie von Polynomen
fi=xy—y>+t>-x°, teR,

gegeben ist mit Surfex, und zeichnen Sie auf dieser Familie die Kurven fiir t = 0,

t =1 und t = 2 ein. Visualisieren Sie diese Kurven auch mit Surf.



30 2.) KEGELSCHNITTE

2 KEGELSCHNITTE

(VON OLIVER LABS)

Siehe Olivers Skript.
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3 DIE PROJEKTIVE EBENE

(VON THOMAS MARKWIG)

A) Die Konstruktion der projektiven Ebene

Wir haben unsere Betrachtungen mit der Frage begonnen, was eine Gerade ist, und
die Frage hat uns zu einer Beschreibung von Geraden in der affinen Ebene gefiihrt.
Die Geraden werden es nun auch wieder sein, die uns von der affinen Geometrie
wegfiihren. Zwei (verschiedene) Geraden in der affinen Ebene konnen sich schneiden
oder sie konnen parallel sein. Ein derartig inkonsistentes Verhalten ist unbefriedi-
gend!

Beispiel 3.1
Betrachten wir die Geraden

G =V(x—y-—1)

und
G,=V(x+y—1)

so schneiden sie sich im Punkt
G1 N G2 ={(1,0)],
wahrend die Gerade G mit der Geraden
Gs3=V(x—y+1)

keinen Schnittpunkt hat; die beiden sind parallel zueinander.

ViR
N =

ABBILDUNG 11. Schnittverhalten von Geraden in der affinen Ebene

Wir wollen die affine Ebene deshalb erweitern, neue Punkte hinzunehmen. Wére
es nicht schon, wenn wir fiir jede Parallelenschar von Geraden einen neuen Punkt
hinzufiigen konnten, in dem sich die Geraden der Parallelenschar schneiden? Er-
staunlicherweise 143t sich dies recht einfach und effizient realisieren. Das Ergebnis

nennen wir die projektive Ebene. Dieser wollen wir uns nun schrittweise néhern.
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Konstruktion 3.2 (Projektive Ebene)

Wir betten die affine Ebene A% zunichst in den dreidimensionalen Anschauungs-
raum R3 ein, indem wir die Punkte mit z-Koordinate eins betrachten (siehe Abbil-
dung 12):

A@ZR = {(X>y)1) € R3 ’ X,y € R}: E
Etwas mathematischer ausgedriickt bedeutet dies, dafl die Abbildung
Q: A%R — IR'S . (X>y) — (X>y> 1)

eine injektive Abbildung mit Bild Im(¢) = E ist (siehe Abbildung 12).

N

ABBILDUNG 12. Die affine Ebene eingebettet im R mit Koordinatenkreuz

Durch den Ursprung O = (0,0,0) € R? des Anschauungsraumes und einen Punkt
P € E der Ebene E geht genau eine Gerade Gp, und fiir zwei verschieden Punkte
P # Q von E erhalten wir zwei verschiedene Geraden Gp # Gq (siehe Abbildung
13).

ABBILDUNG 13. Die Punkte P und Q in E mit den Geraden Gp und Gg
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Wir kénnen die Punkte von E (und damit die Punkte der affinen Ebene AZ) also

mit gewissen Ursprungsgraden in R3 identifizieren:
P:E— P ={LCR?|List Ursprungsgerade} : P — Gp.
Freilich erhalten wir auf diesem Weg nicht alle Ursprungsgeraden im Anschauungs-

raum. Eine Gerade in der xy-Ebene ist parallel zur Ebene E und wird diese nicht

schneiden. Wir haben also noch einige Ursprungsgeraden in der Hinterhand (siehe
Abbildung 14).

—— el

ABBILDUNG 14. Die Ebene E mit zwei parallelen Ursprungsgeraden

Betrachten wir nun die Punkte einer Geraden L C E in der Ebene E, so liegen
die zugehorigen Ursprungsgeraden Gp, P € L, sémtlich in einer festen Ursprungs-
ebene E;. In diesem Sinne kann man eine Gerade L in der Ebene E also mit einer
Ursprungsebene E identifizieren (siehe Abbildung 15).

ABBILDUNG 15. Die Gerade L in E und die Ursprungsebene Ep

Je zwei solcher Ursprungsebenen E; und Ep/ schneiden sich in einer Ursprungsge-
raden. Haben L und L’ in E den Schnittpunkt P, so muf} diese Ursprungsgerade
Gp sein, da eine Gerade durch zwei Punkte festgelegt ist, in diesem Fall durch die



34 3.A) DiIE KONSTRUKTION DER PROJEKTIVEN EBENE

Punkte O und P. Wir kénnen den Schnittpunkt von L und L’ also unmittelbar an
Er und Er/ ablesen (siehe Abbildung 16).

ABBILDUNG 16. P=LNL und ELNE = Gp

Waren L und L’ jedoch parallel, so wird die Schnittgerade G von Ep und E/ eine
Ursprungsgerade sein, die E nicht schneidet. Sie liegt mithin in der xy-Ebene. Der
Richtungsvektor der Schnittgeraden in der xy-Ebene ist der Richtungsvektor der
beiden parallelen Geraden L und L’ in der Ebene E. Da die Schnittgerade G durch
den Punkt O und ihren Richtungsvektor festgelegt ist, liefert der Schnitt von Ep
mit Ep» fiir jede zu L parallele Gerade L” die gleiche Ursprungsgerade G (siche
Abbildung 17).

ABBILDUNG 17. Ef NEp» = G ist eine Gerade in der xy-Ebene

Unsere Identifizierung der Punkte P von E mit gewissen Ursprungsgeraden Gp in
der Menge aller Ursprungsgraden P war strukturerhaltend insofern, als wir dabei
Geraden und Schnittpunkte von Geraden wiederfinden konnten. In IP haben wir aber
mehr “Punkte” zur Verfiigung als in E. Und wir finden auf diese Weise fiir die zu L
parallelen Geraden den gemeinsamen “Schnittpunkt” G in P, einen Punkt, der in E
keine Entsprechung hatte. O
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Wir wollen nun diese Beschreibung der projektiven Ebene als Ursprungsgeraden im
R3 mathematisch priziser fassen. Dabei werden wir uns zugleich Koordinaten in der
projektiven Ebene besorgen, die unabdingbar sind, wenn wir Kurven mit Mitteln der
Algebra beschreiben wollen. Aulerdem werden wir R wieder durch einen beliebigen
Korper K ersetzen.

Definition 3.3 (Die projektive Ebene)
Fiir einen Punkt (0,0,0) # (x,y,z) € K3 bezeichnen wir mit

(x:y:z2)={(A-x,A-y,A-z)| A €K}
die Ursprungsgerade durch den Punkt (x,y,z). Wir nennen die Menge
Pt ={(x:y:2)1(0,0,0) # (x,y,2) € K%}

die projektive Ebene iiber K, und wir nennen (x :y : z) die projektiven Koordinaten
des Punktes.

Bemerkung 3.4
Die projektiven Koordinaten eines Punktes der projektiven Ebene sind nur bis auf
ein skalares Vielfaches eindeutig bestimmt. Z.B.

(1:1:0) ={(A\,A\,0)|A€R}=(2:2:0) € P;.
Bemerkung 3.5 (Die Einbettung der affinen Ebene)
Die Abbildung
@A — PL:(x,y)— (x:y:1)
ist injektiv, d.h. verschiedene Punkte in der affinen Ebene werden auf verschiedene

Punkte in der projektiven Ebene abgebildet. Wir kénnen die affine Ebene also mit
ihrem Bild

E=Tm(e) ={(x:y:1) [ (x,y) € AR}

identifizieren. E fiillt die projektive Ebene fast ganz aus,
PiNE={(x:y:0)|(xy) # (0,0} ={(x:1:0)[x € K}U{(0:1:0)},

es fehlen nur die Ursprungsgeraden, die in der xy-Ebene liegen. Man kann dies mit
Hilfe von Begriffen aus der Topologie auch préziser formulieren: E ist eine offene
dichte Teilmenge der projektiven Ebene. Wir verzichten hier aber wieder darauf
eine entsprechende Topologie auf der projektiven Ebene einzufiihren.

B) Projektive Kurven

Wir moéchten nun auch den Begriff der Geraden oder allgemeiner den Begriff alge-
braischer Kurven in der projektiven Ebene definieren und dabei den Ansatz in der
affinen Ebene imitieren. Eine Kurve sollte also die Losungsmenge einer polynomialen
Gleichung sein. Dabei stoflen wir aber auf Probleme, da die projektiven Koordinaten
nicht eindeutig sind.
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Beispiel 3.6
Ist der Punkt (1:1:1) € P2 eine Losung der polynomialen Gleichung

X —y—z=0?
Setzen wir die Koordinaten ein, so erhalten wir
12—1-1=-1#0.

Die Antwort scheint also nein zu sein. Wir erinnern uns aber, dafl die projektiven

Koordinaten nur bis auf ein skalares Vielfaches bestimmt sind. Also gilt:
(1:1:1)=(2:2:2).
Setzen wir nun diese Koordinaten ein, so erhalten wir
22-2-2=0,
die Gleichung ist erfiillt! Was lernen wir daraus?

Die Frage, ob ein Punkt der projektiven Ebene mit Koordinaten (a : b : c) die
Gleichung x? —y —z = 0 erfiillt, ist keine sinnvolle Frage, sie ist schlicht unzulissig!

Ist unser Ansatz damit gestorben? Nein! Aber wir miissen uns bei der Frage auf
solche Gleichungen beschrianken, die unabhéngig von den gewéhlten Koordinaten
eine Punktes erfiillt oder nicht erfiillt sind! Dazu fithren wir den Begriff des ho-
mogenen Polynoms ein. Wir tun dies fiir Polynome in einer beliebigen Anzahl an

Veranderlichen.

Definition 3.7 (Homogene Polynome)
Ein Polynom 0 # F € K[x1,...,Xn] heiit homogen vom Grad d, wenn es die Form

F= E Ay - X
lo|=d

hat, d.h. wenn jedes Monom von F den Grad d hat. Wir werden im folgenden der
besseren Unterscheidbarkeit halber homogene Polynome meist mit Grobuchstaben
bezeichnen und nicht homogene Polynome meist mit Kleinbuchstaben.

Beispiel 3.8
Das Polynom

F =x*+ 3x*y? — 5xyz® + z*
ist homogen vom Grad 4, da die Monome von f,

4

X, x*y?, xyz?

und  z*,
alle den Grad 4 haben. Hingegen ist das Polynom
g=x"—y—z

nicht homogen, da das Monom x? den Grad 2 hat, die Monome y und z aber den
Grad 1.
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Bemerkung 3.9 (Homogene Polynome)
Ist 0 # F € K[x1,...,Xn] homogen vom Grad d und sind A, cy,...,c, € K, so gilt

FAcryoAicn) =) anr (A-cg)™ o (A cn)™

lod=d
_ A Fedon | A L
= E Qg - A " C co”
o) +...Fan=d
_yd x1 Xn
=\¢. E Qg - C] ceeCh
o +...+on=d

=A% F(cy,...,cn).
Ist A ungleich null, so gilt fiir ein homogenes Polynom also
F(c1,...,cn) =0 <= FA-cq,...,A-cn) =0.

Ist F € K[x,y, z] ein homogenes Polynom, so konnen wir also fragen, ob ein Punkt
der projektiven Ebene mit Koordinaten (a : b : ¢) der Gleichung F(a,b,c) = 0

geniigt, und die Antwort wird nicht von den gew#hlten Koordinaten abhédngen!

Beispiel 3.10
Der Punkt (1:1:1) = (2:2:2) € P% erfiillt die Gleichung

x* + 3x%y? — 5xyz? + z* = 0,
und wir koénnen dazu
1743-1%.17=5-1-1-12+1*=0
testen oder alternativ
2Y43.2%.22-5.2.2.22+2* =0.

Definition 3.11 (Projektive Kurven)
Ist F € K[x,y, z] ein nicht-konstantes homogenes Polynom vom Grad d, so nennen
wir

V(F)={(x:y:z) € ]PZK | F(x,y,z) = 0}

die durch F definierte ebene projektive algebraische Kurve vom Grad d. Ist d =1, so

nennen wir V(F) eine projektive Gerade. Die Gerade V(z) heifit die unendlich ferne
Gerade.

Bemerkung 3.12
Die projektive Ebene

P% =EUV(z)
ist die disjunkte Vereinigung der affinen Ebene E mit der unendlich fernen Geraden.

Wir wollen nun den Zusammenhang zwischen ebenen affinen und projektiven alge-

braischen Kurven betrachten.
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Bemerkung 3.13 (Der projektive Abschlufl einer affinen Kurve)
Ist F € K[x,y, z] ein homogenes Polynom, so nennen wir
Fa" =F(x,y,1) € Kix, ]
die Dehomogenisierung von F. Ist f € K[x,y] ein Polynom, so nennen wir

fh — Zdeg(f) . f <§) %) E K[X,U,Z]

die Homogenisierung von f. f™ist ein homogenes Polynom, und es gilt die algebrai-

sche Beziehung
()™ = und gles(P-deelr) (Famyh _F
Uns interessieren aber weit mehr die geometrischen Beziehungen
V(f)=V(f" ) nE
und
V(F™) = V(F)NE,

wenn wir die affine Ebene AZ mit der Ebene E vermittels der Injektion ¢ aus

Bemerkung 3.5 identifizieren.

Wir kénnen einer affinen algebraischen Kurve V(f) also die projektive al-
gebraische Kurve zuordnen, die durch das Homogenisieren threr Gleichung
entsteht. Im affinen Teil € der projektiven Ebene stimmt diese mit der ur-
spriinglichen Kurve V(f) diberein. Wir bekommen lediglich auf der unendlich

fernen Geraden V(z) weitere Punkte dazu.

Mit den Begriffen der Topologie gilt, daf3 V(fh) der Abschlufl der affinen Kurve
V(f) in der projektiven Ebene ist. Wir nennen V(f") deshalb auch den projektiven
Abschluf$ von V(f).

Man beachte, ist f ein Polynom, so erhilt man f", indem man jedes Monom x*'y’
von f durch Multiplikation mit z4°(Y =5 auf den Grad deg(f) bringt!

Beispiel 3.14
Homogenisieren wir das Polynom f =x —y — 1, so erhalten wir

S R P
z Z

und entsprechend homogenisiert das Polynom g =x —y + 1 zu
gt=x—-y+z

Wollen wir nun den Schnitt der beiden projektiven Geraden V(x —y — z) und
V(x —y + z) berechnen, so miissen wir das lineare Gleichungssystem

x—y—z=0

x—y+z=0
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16sen, und erhalten als Losung die Ursprungsgerade
(1:1:0) ={(A\,A\,0) | A € K} € P&.

In der affinen Ebene waren die beiden Geraden V(f) und V(g) parallel, ihr pro-
jektiver Abschlufl hat den Schnittpunkt (1 : 1 :0). Dabei ist der Vektor (1,1) der
Richtungsvektor der beiden Geraden V(f) und V(g).

Beispiel 3.15 (Projektive Geraden)

Durch je zwei verschiedene Punkte P = (a:b:c¢) und P’ = (a’ : b’ : ¢’) der pro-
jektiven Ebene P% geht genau eine projektive Gerade. Dafl die Punkte verschieden
sind, bedeutet, daf§ die Matrix

a b ¢
A:<a’ b’ c’>

den Rang zwei hat. Das homogene lineare Gleichungssystem

ax+by+cz = 0
ax+by+cz = 0
hat also einen eindimensionalen Losungsraum Ker(A). Ist (0,0,0) # (&, B,y) €

Ker(A) ein vom Nullvektor verschiedener Punkt im Losungsraum, so liegen die
Punkte P und P’ auf der projektiven Geraden

V(ik-x+pB-y+v-z).

Zudem miissen die Koeffizienten jeder Geraden, die durch P und P’ geht, in Ker(A)
liegen. Da Ker(A) eindimensional ist, kann sich die Gleichung von o-x+-y+vy-z =
0 aber nur um ein skalares Vielfaches unterscheiden. Damit stimmen die beiden

Geraden aber iiberein.

Beispiel 3.16
Der projektive Abschluf der affinen algebraischen Kurve V(xy + x*y — y3) schnei-
det die unendlich ferne Gerade in drei Punkten. Um dies zu sehen, berechnen wir

ABBILDUNG 18. Die affine algebraische Kurve V(xy + x*y —y?)

zunéchst die Homogenisierung

' =xyz 4+ x%y —y°
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von f = xy — x?y — y>. Dann miissen wir das Gleichungssystem
xyz+xy—y> =0
z=0

16sen. Da die zweite Gleichung bereits nach z aufgelost ist, konnen wir z in der ersten
Gleichung ersetzen und erhalten das gleichwertige Gleichungssystem:

Xty -y’ =0
z=0
Die linke Seite der ersten Gleichung zerfillt dabei in das folgende Produkt von
Linearfaktoren:
Xy -y =y (x—y)- (x+y)
Wir erhalten als Losung mithin die Ursprungsgeraden
y=0 und z=0
sowie
x=y und z=0
und schlief3lich
x=—y und z=0.

Insgesamt erhalten wir also
V(f"Y) NV(z) ={(1:0:0),(1:1:0),(1:-1:0)}

als den Schnitt des projektiven Abschlusses von V(xy +x?y —y?3) mit der unendlich
fernen Geraden.

C) Visualisierung projektiver Kurven

Das Bild in Abbildung 18 zeigt die affine Kurve V(xy + x*y — y3), oder genauer
gesagt, einen Ausschnitt dieser Kurve. Kénnen wir auch die projektive Kurve in
ihrer Gesamtheit visualisieren? In der Tat konnen wir das!

Beispiel 3.17
Wollen wir die projektive Kurve V(xyz + x?y — y3) C PZ visualisieren, so kénnen
wir statt dessen einfach die Menge

{(x,y,2) e R? | xyz+xy —y> =0} C R?

betrachten. Dies ist eine Fliche im R3, die die Vereinigung von Ursprungsgeraden ist,
und diese Ursprungsgeraden bilden unsere projektive Kurve (siche Abbildung 19).
Sehr erhellend ist dieses Bild jedoch nicht. Schneiden wir diese Fléche mit der Ebene
E = {z = 1}, so erhalten wir das zugehorige affine Bild (sieche Abbildung 20).
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ABBILDUNG 19. Die Fliche xyz 4+ x?y —y3 = 0.

ABBILDUNG 20. Die Fliche xyz + x?y — y> = 0 geschnitten mit E.

Diese Art der Visualisierung ist unbefriedigend. Im ersten Bild sehen wir die projek-
tive Kurve als Fliache. Durch diese zusétzliche Dimension iibersehen wir wesentliche
Eigenschaften. Im zweiten Bild haben wir wieder nur einen affinen Ausschnitt. Wie
kénnen wir die projektiven Kurven eindimensional visualisieren und dennoch alle
Punkte sehen, auch die auf der unendlich fernen Geraden?

Die Punkte der projektiven Ebene sind Ursprungsgeraden im Anschauungsraum.
Wir haben das Gros dieser Ursprungsgraden mit Punkten in der affinen Ebene iden-
tifiziert, indem wir die Ursprungsgeraden mit einer Ebene E geschnitten haben, die
parallel zur xy-Ebene war. Jede Ursprungsgrade, die nicht in der xy-Ebene lag, hat
uns dabei genau einen Punkt in der Ebene geliefert. Allerdings haben einige der
projektiven Punkte, sprich einige Ursprungsgeraden, keinen Punkt in der affinen
Ebene geliefert, weil sie die affine Ebene nicht geschnitten haben. Wir sollten die
Ebene E also durch eine Fléche ersetzen, die von jeder Ursprungsgeraden geschnit-
ten wird! Dafiir miissen wir allerdings die Forderung aufgeben, dafl die Fliche von
jeder Geraden nur einmal geschnitten wird!

Bemerkung 3.18 (Visualisierung projektiver Kurven)
Die Oberfliche der Einheitskugel

82 ={(x,v,2) e R®*|x*+y? +22 =1}
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wird die 2-Sphdre genannt. Den Schnitt mit der xy-Ebene nennen wir den A quator,
die Punkte oberhalb der xy-Ebene die obere Hemisphdre (siehe Abbildung 21).

ABBILDUNG 21. Die 2-Sphére mit Aquator.

Jede Ursprungsgerade trifft die 2-Sphére in genau zwei Punkten, und jede Ur-
sprungsgerade, die nicht in der xy-Ebene liegt, trifft die obere Hemisphére in genau
einem Punkt (siehe Abbildung 22).

ABBILDUNG 22. Die 2-Sphére mit einer Ursprungsgeraden.

Wir koénnen die obere Hemisphére also mit der affinen Ebene identifizieren. Au-
Berdem trifft jede Ursprungsgerade, die in der xy-Ebene liegt, den Aquator in ei-
nem Punktepaar, das punktsymmetrisch zum Ursprung liegt. Wir kénnen einen
Punkt der unendlich fernen Geraden also mit einem solchen Punktepaar identifizie-
ren. Wenn wir dies tun, so kénnen wir die obere Hemisphére der 2-Sphére zusammen
mit dem Aquator als ein Modell fiir die projektive Ebene ansehen. In diesem Modell
konnen wir unsere Kurve V(xyz + x*y —y?) visualisieren (sieche Abbildung 23). Die
Kurve schneidet den Aquator in drei Punktpaaren, die den drei Schnittpunkten der

Kurve mit der unendlich fernen Geraden entsprechen (vgl. Beispiel 3.16).

Man sollte auch das Bild in Abbildung 20 mit der oberen Hemisphére der Abbil-
dung 23 vergleichen. Beides sind Visualisierungen der gleichen affinen Kurve. In
Abbildung 20 sieht man eine Gerade, die von den zwei Zweigen einer Hyperbel ge-
schnitten wird. In Abbildung 23 sehen wir die Gerade als Grofikreis auf der oberen
Hemisphére, und wir sehen auch die beiden Zweige der Hyperperbel. Wir sehen aber
noch mehr. Die Enden des einen Hyperbelzweiges treffen die Enden des anderen Hy-
perbelzweiges im Unendlichen. Die beiden Zweige der Hyperbel sind also nicht mehr
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ABBILDUNG 23. Ein Modell des P% mit der Kurve V(xyz + x?y — y3).

getrennt sondern bilden eine geschlossene Kurve! Dies gilt allgemein fiir projektive
Kurven. Den Fall von Hyperbeln, oder allgemein von Kegelschnitten wollen wir am

Ende dieses Kapitels aber noch mal etwas genauer betrachten.

Projektive Kurven sind immer geschlossen; sie haben keine Enden! Etwas

praziser ausgedrickt, projektive Kurven sind kompakt!

D) Projektive Koordinatentransformationen

Wir haben schon bei der Betrachtung von affinen Kegelschnitten gesehen (siehe
Kapitel 2), dafl es hilfreich sein kann, die Koordinaten zu wechseln, um die struk-
turellen Merkmale einer affinen algebraischen Hyperfliche besser zu sehen. In der
affinen Ebene lassen wir affine Koordinatentransformationen zu, das sind invertier-
bare lineare Abbildungen gefolgt von einer Verschiebung — hierbei ist es geschickter,
Punkte (x,y) in der affinen Ebene A% als Spaltenvektoren

uyrz<x>
Yy

AZK — Ai (va)t = A (X)y)t—l—vt)

zu schreiben:?

wobei

az dax

A= ( an du ) € Gly(K)

eine invertierbare 2 x 2-Matrix* mit Koeffizienten in K ist und v = (v;,v;) € K? ein
Verschiebungsvektor ist.

3Der Exponent ' beim Vektor steht fiir Transponieren.
4F{ir eine positive ganze Zahl n bezeichnet Gl (K) die Menge der inverierbaren n x n-Matrizen
mit Eintrdgen aus K. Diese Menge ist mit der Matrixmultiplikation eine Gruppe, im Englischen

general linear group genannt — daher riihrt das Kiirzel GL
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Bemerkung 3.19 (Projektive Koordinatentransformationen)
Welche Koordinatentransformationen wollen / konnen wir in der projektiven Ebene

zulassen?

Wir miissen bedenken, dafl die projektiven Koordinaten nur bis auf ein skalares
Vielfaches eindeutig bestimmt sind. Die Transformationen, die wir zulassen, miissen
dem Rechnung tragen.

Damit scheiden Verschiebungen der Koordinaten aus, denn (2,2, 2) ist ein Vielfaches
von (1,1,1), aber wenn wir zu beiden Vektoren den Vektor (1,2,3) addieren, so
erhalten wir die Vektoren (3,4,5) bzw. (4,5,6), die keine Vielfachen voneinander
sind.

Transformationen mit invertierbaren 3 x 3-Matrizen

ann a2z ass
A= axn ap apy | €Gl3K)

as; aszz dass

sind hingegen zuléssig, denn aus
(x',y",2') =A-(x,y,2)
folgt unmittelbar
A-(x,y,zZ) ' =AA-(xy,2)"
Dies liegt daran, dal die Multiplikation mit einer Matrix eine lineare Operation ist.

Die Koordinatentransformationen der projektiven Ebene sind also im Prinzip einfa-
cher als die der affinen Ebene!

In der folgenden Definition beachten wir, dafl

ap a2 a3 X an-x+ap-y+a3-z
a ax axzs ||y | =| an-x+ax-yt+axs-z
az; asx ass z as;-x+as-y+asz-z

Definition 3.20 (Projektive Koordinatentransformation)
Ist A € GI3(K) eine invertierbare 3 x 3-Matrix, so nennen wir die Abbildung

CDA:]P§—>IP§: (x:y:z)— Da(x:y:2z)
mit
Da(x:y:z)=(anx+ any + a13z: axx + axpy + azz: azx + asy + azsz)
eine projektive Koordinatentransformation der projektiven Ebene.

Bemerkung 3.21 (PGL;3(K))
Ist A € Gl3(K) eine invertierbare Matrix und 0 # A € K, dann gilt

Da(x:y:z)=Dra(x:y:z)
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fiir alle (x : y : z) € P%. Zwei invertierbare Matrizen, die sich nur um ein skalares
Vielfaches unterscheiden, definieren also die gleiche projektive Koordinatentransfor-
mation. Man kann die projektiven Koordinatentransformationen von P% deshalb
auch mit der Faktorgruppe PGL3(K) = Gl3(K)/D identifizieren, wenn D die Unter-

gruppe

D= 0£AeK

oS o >
o > O
> O O

der Diagonalmatrizen ist.

Bemerkung 3.22 (Affine Koordinatentransformationen im Projektiven)
Welche projektiven Koordinatentransformationen erhalten die affine Ebene und die
unendlich ferne Gerade?

Etwas genauer formuliert, wann gilt
QA(V(z)) CV(z) und @a(E) CE?

Damit @5 die unendlich ferne Gerade V(z) in sich selbst iiberfiihrt, muf fiir das
Polynom F = z insbesondere

az1 = Flasr:az:asz) =F(@a(1:0:0)) =0
und

az =Flaz:ax:as) =F(@a0:1:0)) =0
gelten. Also hat die Matrix A die Gestalt

ap;p a2 aiz
A= axn axp axs
0 0 ass

Da A invertierbar ist, mufl zudem az3 # 0 gelten. Da A und % - A die gleiche
projektive Koordinatentransformation definieren, konnen wir azz3 = 1 annehmen, so
dafl die Matrix die Gestalt

aj;r apz a3

A= ay axp aza
0 0 1

hat. Setzen wir nun v = (a3, a3) € K? und

ay; agz

!

A= ,
az az

dann hat A die Blockgestalt



46 3.D) PROJEKTIVE KOORDINATENTRANSFORMATIONEN

und wegen det(A’) = det(A) # 0 ist A’ € Gl,(K) invertierbar. Multiplizieren wir A
mit einem Vektor der Form (x,y, 1), so erhalten wir

A- (X»U>1)t =A" (X»U)t‘|‘vt-

Die von A induzierte projektive Abbildung ® 5 bildet also automatisch die affine
Ebene E in sich selbst ab, und die Abbildung entspricht dabei der affinen Abbildung,
die durch die Matrix A’ und den Verschiebungsvektor v definiert wird!

Satz 3.23 (Standardkoordinaten)
Sind P, Q, R und S vier Punkte in der projektiven Ebene, von denen keine drei auf

einer projektiven Geraden liegen, so gibt es eine invertierbare Matriz A € Gl3(K),

so dafs

DA(P)=(1:0:0),
QA(Q) =(0:1:0),
DA(R)=(0:0:1),
DA(S)=(T:1:1)

Beweis: Wir wihlen zunichst Punkte p, q,7,s € R3\{(0,0,0)} auf den Ursprungs-
geraden P, Q, R bzw. S. Daf} keine drei der gegebenen Punkte auf einer projektiven
Geraden liegen, bedeutet, dafl je drei der vier Punkte p, q,r,s linear unabhéngig
sind. Insbesondere bilden die Punkte p, q, T eine Basis des K-Vektorraums K3. Damit
ist s als eine Linearkombination in dieser Basis darstellbar, d.h. es gibt Koeffizienten
a,b,c € K, so daB

s=a-p+b-q+c-r.

Da zudem s linear unabhéngig von je zwei der drei Vektoren p, q, 1 ist, miissen alle
drei Koeffizienten ungleich null sein.

Da die Vektoren p, g, 1 linear unabhéngig sind, sind auch die Vektoren a - p, b - q,
¢ - v linear unabhéngig, und die Matrix B, deren Spalten diese Vektoren sind, ist
invertierbar. Die Matrix A = B™! € Gl3(K) bildet a-p auf den ersten Einheitsvektor
e ab, b- g auf den zweiten Einheitsvektor e;, ¢ - auf den dritten Einheitsvektor ez
und s auf den Vektor (1,1,1). Da a - p aber auf der Ursprungsgeraden P liegt und
b-qauf Q und c-r auf R, hat @5 die gewiinschten Eigenschaften. O

Bemerkung 3.24

Eine wichtige Frage ist, wie sich die Gleichung einer ebenen projektiven Kurve unter
einer Koordinatentransformation andert. Ist A € Gl3(K) eine invertierbare 3 x 3-
Matrix und ist F € K[x,y, z] ein nicht-konstantes Polynom, so gilt

(DA(V(F)) = V(F(A_1 : (va»z)t))v
wobei

FIA™" (x,b,2)") = F(brix + b1ay + bysz, barx + bayy + bazz, baix + bsay + bssz)
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wenn die Inverse von A folgende Matrix ist:

b1 bz bz
A= by by by
b3 bz bss

Man sieht dies leicht daran, daf fiir einen Punkt (a:b:c) € P2 gilt:
Fla,b,c) =F(A™"-A-(a,b,c)").
Betrachten wir zum Beispiel die ebene projektive Kurve
V(x3 —y?z)

und die Matrix

dann ist

und
F(A ' (x,u,2)") = (x—y)* — (y—2z)* - z=x> = 3x%y + 3xy> —y® —y’z + 2yz* — 2°.

Also ist
QA(V(F)) = V(x* = 3x*y + 3xy* —y’ —y’z + 2yz* — 2°).

Qualitativ hat sich nichts verédndert (siche Abbildung 24).

ABBILDUNG 24. V(x* —y%z) und @A (V(x? —y?z))
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E) Projektive Quadriken

Definition 3.25 (Projektive Quadriken)
Wir nennen eine ebene projektive Kurve vom Grad 2 auch eine projektive Quadrik.

Bemerkung 3.26 (Projektive Quadriken)
Eine projektive Quadrik wird von einem homogenen Polynom der Form

F=a-x*4+b-y?+c-22+d-xy+e-xz+f-yz

definiert, und dieses kann mit Hilfe von Matrixmultiplikation geschrieben werden als

a % % X
F= (X,U>Z) : % b ; Yy
f
5 5 ¢ z
Dabei ist die Matrix

a 4 ¢

2 2
Q= ‘—21 b g € Mat3(K)

e f
2 2 ¢

eine symmetrische 3 x 3-Matrix. Umgekehrt definiert jede symmetrische 3 x 3-Matrix
auf diese Weise ein homogenes Polynom vom Grad 2. Wenn wir projektive Quadriken
studieren wollen, so konnen wir statt dessen auch symmetrische Matrizen studieren.

Wie wirkt sich eine projektive Koordinatentransformation @ 5 auf eine Quadrik, d.h.

auf die definierende Gleichung oder alternativ auf die symmetrische Matrix aus?

Dazu sollen das homogene Polynom F und die symmetrische Matrix Q wie oben
dargestellt zueinander in Beziehung stehen, und analog soll das Polynom G zur
Matrix Q' = (A™")*- Q - A~ gehéren. Man beachte dabei, daf diese Matrix wieder

symmetrisch ist!
Fiir einen Punkt P = (x:y: z) € P gilt dann:

PeV(F) < (xy,2)-Q (xy,2)'=0
(x,y,z)-At-(A_l)t-Q~A_]-A-(x,y,z)t:O
((x,y,z) - AY) - <( ) Q- A ) A-(x,y,z)'=0
(A xyz")t Q- (A-(x,y,2)") =0
®A(P) € V(G).

IWII@

Die zur Quadrik gehorende symmetrische Matrix Q transformiert sich unter der

projektiven Koordinatentransformation @ 5 also zur symmetrischen Matrix
(A" Q- AT

Diese Uberlegungen gelten soweit iiber jedem Korper K. Arbeiten wir iiber dem
Grundkorper R der reellen Zahlen, dann kénnen wir jede ebene projektive Qua-
drik in eine besonders schone Normalform {iberfithren. Dieser Sachverhalt ist als

Hauptachsentransformation bekannt.
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Satz 3.27 (Hauptachsentransformation)
Ist Q € Matz(R) eine symmetrische 3 x 3-Matriz, so existiert eine invertierbare
Matriz A mit A~ = At, so daf

A0 0
A-Q-AT=| 0 A, 0 |,
0 0 As

wobei A, A2, A3 € R die Eigenwerte der Matriz Q sind.

Bemerkung 3.28 (Hauptachsentransformation)

Eine invertierbare Matrix A mit der Eigenschaft A~ = A' nennt man eine ortho-
gonale Matriz. Thre Spalten bilden eine Orthonormalbasis des R3, d.h. die Spalten
stehen paarweise senkrecht aufeinander und haben jeweils die Lénge eins. Die Wahl
einer solchen Matrix entspricht damit der Wahl eines geeigneten normierten ortho-
gonalen Koordinatensystems.

Der Satz iiber die Hauptachsentransformation sagt nun, dafl wir zu einer gegebenen
Quadrik mit Matrix Q, eine Orthonormalbasis von Eigenvektoren der Matrix wihlen
konnen, so dafl die Gleichung der Quadrik in diesen neuen Koordinaten die Form

A X2 F Ayt FA3-22 =0
haben wird.

Wenn wir die Forderung beziiglich der Lénge der Spaltenvektoren fallen lassen und
Transformationen iiber den komplexen Zahlen C zulassen, so kénnen wir die Glei-
chung sogar noch weiter vereinfachen, indem wir die Basisvektoren strecken oder
stauchen. Dies geschieht durch Multiplikation von A - Q - A' mit der Matrix

d 0 0
0 d, 0 | €Gl;0),
0 0 d;
wobei
4= 1, falls A; = 0,
Y] VAL, falls A #£0.
Setzen wir

s _ ) 0 fallsAi=0,
Y] 1, falls Ay #£0,

so erhalten wir schliefllich

5 0 O
(D-A)-Q-(D-A)!=D-A-Q-A"-D'=| 0 &, 0
0 0 &

Unsere Quadrik wird in den neuen Koordinaten also eine der folgenden Normalfor-

men haben:
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det(Q) ‘ Normalform ‘ Kegelschnitt
3 x? +y?+ 2% =0 | Kreis / Ellipse / Parabel / Hyperbel,
2 x> +y?=0 zwei sich schneidende Geraden,
1 x> =0 eine Doppelgerade.

Erlauben wir projektive Koordinatentransformationen iiber den komplexen Zahlen,
so sind Kreise, Ellipsen, Parabeln und Hyperbeln nicht mehr zu unterscheiden. Dies
sollte uns nicht verwundern, wenn wir uns die Visualisierungen projektiver Ellipsen,
Hyperbeln und Parabeln in Abbildung 25 anschauen.

ABBILDUNG 25. Projektive Kegelschnitte: Ellipse, Hyperbel, Parabel

F) Die Boysche Fliche

Unsere Probleme, die projektive Ebene P3 zu visualisieren, rithren daher, daf sie
als Fldche, d.h. als zweidimensionales geometrisches Objekt, nicht im Anschauungs-
raum R3 enthalten ist. Wir haben uns damit beholfen, daf§ wir die Kugeloberfliiche
als Modell der projektiven Ebene angesehen haben, indem wir einander gegeniiber-
liegende Punkte der Kugeloberfliche miteinander identifizieren. Das ist fiir unsere
Zwecke die sinnvollste Art, die projektive Ebene graphisch zu darzustellen. Den-
noch darf man sich fragen, ob es moglich ist, die projektive Ebene PZ so in den
Anschauungsraum einzubetten, dafl keine Identifikation mehr nétig ist. Etwas ma-
thematischer ausgedriickt suchen wir eine gute Abbildung

. P2 3
L']P]R—>A]R'

Wie gut sollte ¢ sein? Da wir algebraische Geometrie betreiben, wiirden wir uns
wiinschen, dafl v durch rationale Funktionen gegeben wird, wie wir das bei Para-
metrisierungen schon kennen gelernt haben; natiirlich wiinschen wir uns auch, daf
die Abbildung injektiv ist; und es wére schon, wenn die Ableitungen von t sich gut
verhielten, so dafl keine hoherdimensionalen Analoga von Hoch- und Tiefpunkten,
Wendepunkten oder Sattelpunkten vorkommen. Dies alles zusammen ist leider nicht
moglich. Es gibt iiberhaupt keine sinnvolle Abbildung von P% nach A3, die injek-
tiv ist. Schwichen wir diese Bedingung also etwas ab und fordern nur, dafi v fast
injektiv ist, d.h. die Menge der Punkte, fiir die t nicht injektiv ist, ist eine Kurve
in der projektiven Ebene P%. Dann 148t sich unser Ziel in der Tat realisieren, und
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man nennt eine solche Abbildung t eine Immersion der projektiven Ebene in den
Anschauungsraum.

Die projektive Ebene P# kann so in den affinen dreidimensionalen Raum
A3 eingebettet werden, dafy ihr Bild eine Fliche mit Selbstdurchdringung
1st. Man nennt die Fldche dann eine Boysche Fléche.

Unser Ziel ist es nun, eine solche Abbildung und die Gleichung ihres Bildes anzuge-
ben. Dazu wollen wir einige Voriiberlegungen anstellen.

Wenn die Komponentenfunktionen von t durch rationale Funktionen é gegeben sein
sollen, dann mu$ fiir (x,y,z) € R3 und fiir 0 # A € R notwendigerweise

Froys
G )y) _G

gelten. Das legt zunéchst nahe, dafl die Polynome F und G homogen sind, und wir

A-x,A-y,A-2)

fordern zudem, daf sie den gleichen Grad haben. Damit erhalten wir dann

F(}\'X)A'l%)\'z) o )\deg(F)‘F(X)y)z) o F(X,y,Z)
G()\'X,)\'U,)\'Z) B Adeg(G) . G(X,U,Z) B G(X>y>2))

d.h. der Wert der rationalen Funktion ist fiir jedes A # 0 gleich. Damit induziert sie
eine wohldefinierte Funktion auf der projektiven Ebene

F(x,y,2)
Pz — R:(x:y:z)— —2,

R R G )
Die Komponentenfunktionen von t sollen also Briiche von homogenen Polynomen
des gleichen Grades sein. In unserem Fall werden es homogene Polynome vom Grad

vier sein.

ABBILDUNG 26. Die Boysche Fliache aus Satz 3.29
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Satz 3.29 (Boysche Fliche)
Die Abbildung v: P3 — A3, mit

V22 42)- (2 —y? 1V Exz)
3- (2 +y?2+22)- (@ +y?)—3V2y-z (32 —y?)

V2 (¢ +y?) (2xy—V2y-2)

x:y:z) = 3 (2 4y?+22) (2 +y?)—3V2yz (32 —y?)

(< +y?)?
(2 +y?+22)- (02 +y? ) —vV2-y-z (3x2 —y?)

st eine stetig differenzierbare Immersion, und es gilt

mat
F=64-(1—2)3-22—48- (1—2)*- 22 (3-x*+3-y*+2-2%
+12-(1—2)-z- (27-(xz—l—y2)2—24-zz-(x2—|—y2)—|—
36-V2-y-z- (Y2 —3-x%) +4-2%
+(9-x*+9-y*—2-2%) - (=81 (x* +y?)*—
72-22-(xz—i—yz)—i-108-\/§-x-z-(x2—3-y2)+4-z4).

Das Bild von u ist also eine Fliche vom Grad sechs, eine Boysche Flache.

Bemerkung 3.30

Man kann leicht durch Einsetzen in SINGULAR iiberpriifen, dal das Bild von t in
der Fliche V(F) enthalten ist. Aber wir wissen bereits, dafl das Bild einer solchen
Abbildung im allgemeinen nicht abgeschlossen ist, d.h. dafl nicht unbedingt erwartet
werden kann, dafl jeder Punkt von V(F) auch wirklich im Bild von t liegt. Das
Erstaunliche an t ist, dal dies in der Tat der Fall ist; das Bild von t ist die ganze
Flache V(F). Fiir einen Beweis dieser Tatsache sowie fiir eine Darstellung von t
mit Hilfe trigonometrischer Funktionen mittels Kugelkoordinaten, verweisen wir auf
[Apé87, Kap. 2.4, Prop. 2]. Im Prinzip kann man die Gleichung der Fliche mit Hilfe
von Elimination aus der Abbildungsvorschrift fiir ¢ berechnen. Die Rechnungen in
SINGULAR werden aber recht komplex. Die Flédche ist dargestellt in Abbildung 26,
und man kann dort die Selbstdurchdringung der Flache sehr gut erkennen. Das Bild

wurde mit Surfex erzeugt.

G) Der projektive Raum

Bemerkung 3.31 (Der projektive Raum Pg)
Analog zur projektiven Ebene P% kann man den n-dimensionalen projektiven Raum
P% als die Menge der Ursprungsgeraden im K™ definieren und man fiihrt analog

projektive Koordinaten

(xo:%x71:...:%n) ={A-(x0,%X1,...,%Xn) | A € K}
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ein. Dann kann man zu einem gegebenen homogenen Polynom F € K[xg, X1, ..., Xn]
die projektive Hyperfliche

V(F) ={(x0:x1:...:%n) € PY | F(x0,%1,...,%Xn) =0}
definieren.
H) Aufgaben

Aufgabe 3.32
Welche der folgenden Punkte der projektiven Ebene stimmen iiberein?

a. Py =(2:3:1)

b.P,=(=1:1:1)

c. P3=(3:-3:3)

d. Ps=(4:1:1)

e. Ps=(6:9:3)
(

f. Pe=(—4:—6:-2)

Aufgabe 3.33
Beweisen Sie, dafl man die Homogenisierung eines Polynoms f € Kx,y] dadurch
erhilt, da man alle Monome x'y’ von f durch x*yizd&(H=7 ergetzt.

Aufgabe 3.34
Berechnen Sie die Schnittpunkte der projektiven Kurve V(x3z + 2xyz? — 3xz3 +x* —
x3y) mit der unendlich fernen Geraden V(z).

Aufgabe 3.35
Visualisieren Sie mit Surfex ein Modell der projektiven Ebene mit den drei Koor-

dinatenachsen V(x), V(y) und V(z).

Aufgabe 3.36
Bilden Sie den projektiven Abschlufl von drei parallelen affinen Geraden und visua-

lisieren Sie diese dann mit Surfex.

Aufgabe 3.37
Reproduzieren Sie das Bild in Abbildung 27 mit Surfex. Es vereinigt die affine und
die projektive Ansicht einer Geraden.

Aufgabe 3.38
Visualisieren Sie die ebene projektive Kurve V(x%z —y3) mit Surfex.

Aufgabe 3.39
Homogenisieren Sie die folgenden Polynome und visualisieren Sie die zugehorigen

ebenen affinen und projektiven Kurven mit Surf bzw. mit Surfex:

a. x2 —y3.
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ABBILDUNG 27. Affine und projektive Ansicht einer Geraden

b. xy —1.

c. x2—y*.

d y?—x-(x—1)-(x—=2).
Aufgabe 3.40

Dehomogenisieren Sie die folgenden homogenen Polynome und visualisieren Sie die
zugehorigen ebenen affinen und projektiven Kurven mit Surf bzw. mit Surfex :
a. X’z —3xyz +y>.

b. xz +yz + z%

Aufgabe 3.41
Berechnen Sie das Bild des projektiven Abschlusses des Einheitskreises in der affinen
Ebene unter der projektiven Koordinatentransformation, die durch die Matrix

1
A=1]0
1

—_— e O

1
1
1
gegeben wird.

Aufgabe 3.42

Bestimmen Sie die Normalform der Quadrik V/(5x? + 4xy + 4xz + 2y? — 8yz + 2z?)
iiber C und berechnen Sie die Matrix A einer Koordinatentransformation, die die
Quadrik auf die gewiinschte Normalform bringt.
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4 DER SATZ VON BEzOUT

(VON THOMAS MARKWIG)

Wir haben die projektive Ebene eingefiihrt, weil wir der parallelen Geraden iiber-
driissig waren, weil das Schnittverhalten von Geraden in der projektiven Ebene weit
besser ist als in der affinen. In diesem Kapitel werden wir nun sehen, dafl das nicht
nur auf Geraden zutrifft. In der projektiven Ebene existiert fiir allgemeine Kurven
eine verniinftige Schnitttheorie. Dieser Aussage, dem Satz von Bézout, wollen wir

uns schrittweise nahern.

A) Nullstellen und ihre Vielfachheit
Dazu betrachten wir zunéchst einmal Polynome in einer Verédnderlichen und deren
Nullstellen.

Satz 4.1
Ist f € K[x] ein Polynom und ist a € K eine Nullstelle von f, so hat f die Form

f=(x—a)-g

fiir ein geeignetes Polynom g € K[x]. Wir sagen, daff wir die Nullstelle a von f als

Linearfaktor abspalten konnen.

Beweisidee: Im Polynomring kann man wie in den ganzen Zahlen Division mit
Rest durchfithren (vgl. Aufgabe 4.26). Dividieren wir f durch x — a mit Rest, so
schreibt sich f als

f=(x—a)-g+r (4)
fiir Polynome g und v in K[x], wobei der Grad von r echt kleiner als der Grad von

x — a ist. Letzteres bedeutet aber, dafl r ein konstantes Polynom ist. Losen wir die
Gleichung (4) nach r auf, so erhalten wir

r=f—(x—a)-g.

Setzen wir in diese Gleichung auf beiden Seiten den Wert a ein, so bleibt auf der
linken Seite r stehen, da r ein konstantes Polynom ist. Wir erhalten damit

r=f(a)—(a—a)-g(a) =0,

d.h. das konstante Polynome 1 ist das Nullpolynom und wir haben insgesamt f =
(x—a)-g. O

Bemerkung 4.2
Wie viele Nullstellen haben die folgenden Polynome?

a. f] ZXZ—],
b. f, =x3—x,

c. fza=x—2)-(x—1)-x-(x+1)-(x+2),
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d. f4:X2—2X+1,
e. f5 = Xz + 17

Das Polynom f; = (x—1) - (x4 1) hat die beiden Nullstellen 1 und —1, das Polynom
f=x-(x—1)-(x+ 1) die drei Nullstellen —1, 0 und 1, und das Polynom f3 hat
die fiinf Nullstellen —2, —1, 0, 1 und 2. Die Zahl der Nullstellen stimmt in diesen
Beispielen mit dem Grad des Polynoms iiberein.

Dagegen hat das Polynom f; = (x — 1)? nur die eine Nullstelle eins. Spalten wir
sie als Linearfaktor ab, so bleibt ein Polynom iibrig, das die gleiche Nullstelle hat.
Der Linearfaktor zur Nullstelle 1T kommt doppelt in der Primfaktorzerlegung von f
vor. Wir sagen deshalb auch, dal 1 eine Nullstelle der Vielfachheit 2 ist. Zéahlen wir
die Nullstellen von f4 mit ihrer Vielfachheit, so ist das Ergebnis wieder der Grad
des Polynoms. Dies gibt Anlal zur Vermutung, dafl der Grad eines Polynoms mit
der Anzahl seiner Nullstellen iibereinstimmt, solange man sie mit ihrer Vielfachheit

zéhlt. Dabei definieren wir die Vielfachheit von f allgemein wie folgt:

FEine Nullstelle a eines Polynoms f hat die Vielfachheit k, wenn (x — a)®
die hichste Potenz des Linearfaktors x —a ist, die das Polynom f teilt. D.h.
f=(x—a)* g mit gla) #0.

Das Polynom fs macht unsere Hoffnung dann aber zunichte, denn f5 hat in R iiber-
haupt keine Nullstelle! Das ist eindeutig zu wenig. Betrachten wir f5 aber als Poly-
nom in C[x], dann hat f5 = (x —1) - (x +1) die beiden Nullstellen 1 und —1i, wobei i
die imaginédre Einheit bezeichnet. Unsere Vermutung ist also wieder erfiillt, und fiir
Polynome in C[x] ist dies in der Tat stets der Fall. Das ist die Aussage des Hauptsat-
zes der Algebra (vgl. Satz 1.26), und man nennt den Kérper der komplexen Zahlen
deshalb auch algebraisch abgeschlossen. Diese Eigenschaft ist der wesentliche Grund,
weshalb die komplexen Zahlen fiir die algebraische Geometrie weit besser geeignet

sind, als die reellen Zahlen.

Die Zahl der Nullstellen eines nicht-konstanten Polynoms f € C[x] mit kom-
plexen Koeffizienten ist der Grad deg(f) des Polynoms, wenn man die Null-
stellen mat ihrer Vielfachheit zdhlt.

B) Schnittpunkte und ihre Vielfachheit

Wir wollen diese Aussage nun am Beispiel des Polynoms
f=x'—4.x*=x* (x—2)- (x+2)

geometrisch interpretieren.
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Graph(f)

Xx-Achse

ABBILDUNG 28. Nullstellen des Polynoms f = x* — 4x?2.

Eine Nullstelle ist die x-Koordinate eines Schnittpunktes des Graphen von f mit der
x-Achse (vgl. Abbildung 28). Daf} eine Nullstelle doppelte Vielfachheit hat, wie die
Nullstelle 0 in unserem Beispiel, bedeutet, dafl die x-Achse im zugehorigen Punkt
des Graphen die Tangente an den Graphen ist (vgl. Bemerkung 4.4). In diesem Sinne
treffen wir eine Aussage iiber die Anzahl der Schnittpunkte der beiden algebraischen
Kurven
Graph(f) = V(y — x* 4 4x?)
und
V(y) = x — Achse,
und die Zahl der Schnittpunkte ist gleich
4 = deg (y — x* +4x?) - deg(y),

wenn wir sie mit der richtigen Vielfachheit zéhlen, d.h. wenn wir den tangentialen
Schnittpunkt doppelt zéahlen.

Sinnvollerweise sollte man diese Rechnung im Projektiven durchfiithren, indem man
die beiden Gleichungen homogenisiert. Das liefert aber keinen weiteren Schnitt-
punkt, so dafl die Aussage korrekt bleibt.

Beispiel 4.3
Schauen wir uns die Quadriken

Ct:V(XZ—I-t-yz—zz) c P#
und

C'=V(4xy —z%) C P}
an, wobei wir den Parameter t im Intervall [1,4] wihlen. Um die Schnittpunkte von
C, und C’ zu berechnen, l6sen wir die Gleichung 4xy —z? = 0 nach z? auf und setzen
sie in x? + t - y2 — z? = 0 ein. Wir erhalten die Gleichung
x?+t-y?—4dxy =0,

oder alternativ
(x—2y)*=(4—1) -y~
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Durch Wurzelziehen auf beiden Seiten erhalten wir die zwei Losungen
X = (2 + \/ﬁ) ‘Y.
Setzen wir diese in die Gleichung 4xy — z? = 0 ein, so erhalten wir
22 = (8i4-\ﬂﬁt) -y,
und Wurzelziehen auf beiden Seiten liefert dann die vier Losungen

z=4+\/8+4V4_t-y.

Um die projektiven Koordinaten der vier Schnittpunkte zu bestimmen, kénnen wir
y = 1 wahlen und erhalten als Schnittpunkte somit

P]:(z—\/éth:1:\/8—4-\/4Tt>,
Pz:(2+\/E:1:\/8+4-\/E),
p3:<z_\/m;1:—\/8—4.\/m),

P4=(2+\/E:1:—\/8+4-\/E).

Verschieden sind die Punkte aber nur fiir t < 4. Im Fall t = 4 fallen die Punkte
P; und P, zusammen sowie die Punkte P3 und P4. Wir haben dann also nur zwei
Schnittpunkte. In diesem Fall stimmen die Tangenten an C4 und C’ in Py aber
iiberein, und gleiches gilt in P3. Die gemeinsame Tangente an C4 und C’ in Py ist
gegeben durch V(4x + 8y — 16z). Man sollte die Schnittpunkte P; und P3 von C4
und C’ deshalb mit doppelter Vielfachheit zéhlen. (Vgl. Abbildung 29.)

ABBILDUNG 29. C;NC und C4NC’

Unter dieser Pramisse erhalten wir wieder, daf§ die Anzahl der Schnittpunkte mit
Vielfachheit gezihlt gleich dem Produkt der Grade der definierenden Polynome ist.
Dies ist kein Zufall — zumindest nicht, wenn wir den Grundkérper R durch den
Korper C ersetzen!
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Bemerkung 4.4 (Tangenten)
Wie bestimmt man die Tangente an eine ebene projektive Kurve V(F)? Dazu macht

man sich zunutze, dafl man statt der projektiven Kurve auch ihren Kegel
C(F) ={(x,y,2) € A% | F(x,y,2) =0} C A}

im affinen Raum Aj betrachten kann. Dies ist eine Hyperfliche und der Gradient des
Polynoms F in einem Punkt (a, b, c) ist der Normalenvektor der Tangentialebene an
C(F) im Punkt (a,b,c). Diese Ebene ist eine Ursprungsebene und definiert mithin
eine Gerade in der projektiven Ebene, die Tangente an V(F) im Punkt (a: b : c).
D.h. die Tangente hat die Gleichung
ﬁ(a:b:c)~x+ﬁ(a:b:c)~y+ﬁ(a:b:c)-z:o.
0x oy 0z
Das angegebene Verfahren funktioniert natiirlich nur, wenn der Gradient von F im
Punkt (a : b : ¢) nicht (0 : 0 : 0) ist! Ansonsten ist der Begriff der Tangente in
(a : b : c) nicht definiert und wir nennen den Punkt (a : b : ¢) einen singuldiren

Punkt von V(F) (siehe Kapitel 5).

Im obigen Beispiel war die Gleichung F = 4xy — z? gegeben, und wir wollen die
Tangente an V(F) im Punkte P = (2:1:8) € V(F) bestimmen. Der Gradient von F

ist dann

oF OF OoF
—, —,— | = (4y,4x, —2z).
(50 5o 5z) = w22
Werten wir ihn am Punkt (2,1,8) aus, so erhalten wir den Punkt (4,8,—16) und
damit die Tangentialgleichung

4x + 8y — 16z = 0.
C) Der Satz von Bézout in der Ebene

Wenn wir die Vielfachheit, mit der sich zwei ebene projektive Kurven V(F) und V(G)
in einem Punkt P schneiden mit multp(F N G) bezeichnen, so berechnet sich die mit
der Vielfachheit gewichtete Anzahl der Schnittpunkte von V(F) und V(G) aus den
Graden der Polynome F und G. Dabei sollte die Vielfachheit eines Schnittpunktes
eins sein, wenn die beiden Kurven in dem Schnittpunkt verschiedene Tangenten

haben, und sonst sollte sie grofler als eins sein.

Natiirlich ist es wichtig, dafl die Kurven V(F) und V(G) keine gemeinsame Kompo-
nente haben, da die Anzahl der Schnittpunkte sonst nicht endlich wére. Algebraisch
bedeutet dies, dal die Polynome F und G keinen gemeinsamen Teiler besitzen.
Satz 4.5 (Satz von Bézout iiber C)

Sind F, G € C|x,y, z] nicht-konstante homogene Polynome, die keinen gemeinsamen

Teiler haben, so ist die Anzahl der mit Vielfachheit gezdhlten Schnittpunkte von V(F)
und V(G) in P das Produkt der Grade von F und G, d.h.

> multp(FN G) = deg(F) - deg(G).
PeV(F)INV(G)
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Bemerkung 4.6
Fiir zwei verschiedene projektive Geraden sagt der Satz von Bézout aus, daf sie sich

in genau einem Punkt schneiden!

Fiir die Gleichheit im Satz von Bézout ist es wesentlich, daf in den komplexen Zahlen
der Hauptsatz der Algebra gilt, d.h. da} jedes nicht-konstante Polynom in einer
Verinderlichen auch eine Nullstelle besitzt. Uber den reellen Zahlen erhélt man nur
eine Ungleichung, die fiir viele Anwendungen aber bereits hinreichend ist (siehe etwa
den Beweis des Satzes von Pappos 6.7). Die folgende Version des Satzes von Bézout
iiber den reellen Zahlen folgt unmittelbar aus Satz 4.5, da die Nullstellenmengen von
F und G in P als Teilmengen der Nullstellenmengen von F und G in P aufgefafit
werden konnen, und da dann jeder Schnittpunkt in PZ auch ein Schnittpunkt in PZ
ist.

Korollar 4.7 (Satz von Bézout iiber R)

Sind F, G € Rlx,y, z] nicht-konstante homogene Polynome, die keinen gemeinsamen
Teiler haben, so besitzen V(F) und V(G) in P% hdichstens deg(F) - deg(G) Schnitt-
punkte.

D) Schnittvielfachheit mittels Resultanten

Wenn wir Satz 4.5 beweisen oder auch nur wirklich verstehen wollen, miissen wir
den Begriff der Vielfachheit eines Schnittpunktes exakter fassen. Sonst kénnen wir
nicht einmal wirklich Beispiele rechnen. Wir geben im Folgenden eine Definition mit
Hilfe von Resultanten. Es ist auf den ersten Blick vollkommen unklar, weshalb dies
eine sinnvolle Definition sein sollte. Wir werden aber in Beispielen sehen, daf es eine
gute Wahl ist.

Prinzip: Die Vielfachheit, mit welcher sich zwei Kurven in einem Punkt
schneiden, sollte nur vom Verhalten der Kurven in einer kleinen Umgebung
des Punktes bestimmt werden. Wie die Kurven global, d.h. in den dibrigen

Punkten, aussehen, sollte dafiir ohne Belang sein!

Wir kénnen deshalb zunéchst die Schnittvielfachheit zweier affiner Kurven im Ur-
sprung definieren.

Definition 4.8 (Resultante und Schnittvielfachheit)

Sind f = 3 Mjai-yhg =2 b5 -y € Clx,yl mit a;, b; € Clx] zwei Polynome
in den Verénderlichen x und y, die nicht nur von x abhéngen, so nennen wir die

Determinante

Res¢ g = det(S¢,4) € Clx]
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der (n +m) x (n 4+ m)-Matrix

Ao ... ... .. Qm

ap ... ... ... Qm

bo ... ... bn

die Resultante von f und g. Die Matrix hat n Zeilen mit Eintrdgen a; und m
Zeilen mit Eintragen bj, und sie wird die Sylvestermatriz von f und g genannt. Die

Resultante R¢ g ist ein Polynom in der Verdnderlichen x.

Ferner definieren wir die Schnittvielfachheit der ebenen affinen Kurven V(f) und
V(g) im Punkt p = (0,0) als die Ordnung

mult,(f N g) = ordy(Resy,q)

der Resultante von f und g als Polynom in x. Dabei ist die Ordnung eines Polynoms
der minimale Grad eines Monoms des Polynoms. Wir nennen mult,(f N g) auch die
Vielfachheit von p als Schnittpunkt von V(f) N V(g).

Bemerkung 4.9

Da man die Sylvestermatrix S¢g4 durch Zeilenvertauschungen in die Sylvesterma-
trix Sg¢ iiberfithren kann und dies die Determinante bestenfalls um das Vorzeichen
andert, erhalten wir aus der Definition unmittelbar, dafl

mult,(f N g) = mult,(g N f)
gilt. Wiirde dies nicht gelten, dann wére unsere Definition offensichtlich unsinnig.

Beispiel 4.10
a. Sind f =y — x* + 4x? und g =y, dann hat die Resultante

—x*+4x%) 1
Resf,g:det<( x 3_ x) 1>:—x4+4x2

von f und g die Ordnung 2. Dies entspricht der doppelten Nullstelle 0 in Abbil-
dung 28.

b. Sind f =y — x? und g =y — x*, dann hat die Resultante

—x% 1
Resg g :det< X4 : ) =x"—x?
—X

von f und g ebenfalls die Ordnung 2. Dies trigt dem Umstand Rechnung, daf
die beiden Kurven sich im Ursprung tangential beriihren (vgl. Abbildung 30).
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ABBILDUNG 30. Tangentialer Schnitt im Ursprung

c. Sind f =x3 —y? und g = x +y, dann hat die Resultante

x> 0 —1
Resfg=det | x 1 0 = x> —x?
0 x 1

von f und g wiederum die Ordnung 2. Dies trigt dem Umstand Rechnung, dafl
die von f definierte Kurve im Ursprung singulér ist (vgl. Abbildung 31).

ABBILDUNG 31. Nicht-tangentialer Schnitt eines singuldren Punktes

d. Sind f =x3 —y? und g =y, dann hat die Resultante
30 -1

0
1 0 =X
0 1

x

Resf g = det 3

o O

von f und g diesmal die Ordnung 3. Dies trigt dem Umstand Rechnung, daf
die von f definierte Kurve im Ursprung singulér ist und daf sie von der durch g
definierten Geraden zusétzlich tangential geschnitten wird (vgl. Abbildung 32).

Bemerkung 4.11
Man kann die Berechnung einer Resultante natiirlich auch mit Hilfe von SINGULAR
durchfiihren.
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V(f)

ABBILDUNG 32. Tangentialer Schnitt eines singuléren Punktes

SINGULAR /
A Computer Algebra System for Polynomial Computations /  version 3-0-4
0<
by: G.-M. Greuel, G. Pfister, H. Schoenemann \ Nov 2007

FB Mathematik der Universitaet, D-67653 Kaiserslautern \
> ring r=0, (x,y),ds;

> poly f=x"3-y~2;

> poly g=x+y;

> resultant(f,g,y);

-x2+x%3

> ord(resultant(f,g,y));

2

In diesem Beispiel haben wir die Resultante von f und g sowie die Ordnung
der Resultante ausgerechnet. Man beachte dabei, daBl in der Ringdefinition ring
r=0, (x,y) ,ds; am Ende diesmal ds und nicht etwa 1p oder dp steht. Das s sorgt
dafiir, dal die Monome mit dem kleinsten Grad nach vorne sortiert werden, d.h. wir
erhalten —x? + x3 statt x> — x?. Dies ist nur wichtig, wenn wir die Funktion ord

verwenden wollen!

Definition 4.12 (Schnittvielfachheit)

Sind F und G zwei nicht-konstante homogene Polynome in Clx,y, z], die keine ge-
meinsamen Teiler haben, und ist P € V(F) N V(G) ein Punkt im Schnitt der beiden
zugehorigen Kurven, so wiahlen wir eine invertierbare Matrix A € Gl3(C) derart, daf3

die zugehorige projektive Koordinatentransformation den Punkt P auf den Punkt
(0:0:1) abbildet, d.h.

DA(P)=(0:0:1),
und derart, dafl in den transformierten Polynomen

F=FA' (xy,2)") wd G =G(A'(xy,2)
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die Variable y noch vorkommt.> Dann dehomogenisieren wir diese beiden Polynome
A
f=F(x,y,1) und g¢g=G'(x,y,1).

Die Vielfachheit von P als Schnittpunkt von V(F) mit V(G) definieren wir dann als
die Ordnung

multp(FN G) = mult o) (f N g) = ordy (Resf‘g)
der Resultante von f und g als Polynom in x. Wir nennen multp(F N G) auch die
Schnittvielfachheit von V(F) und V(G) in P.

Bemerkung 4.13
Damit diese Definition sinnvoll ist, mufl man natiirlich zeigen, daf eine solche Trans-
formation immer moéglich ist und daf sie nicht von der Wahl der Matrix A abhéngt.

Das wollen wir hier nicht tun.

E) Der Beweis des Satzes von Bézout

Wir wollen den Satz von Bézout nun in dem Spezialfall beweisen, dafl V(G) eine
Gerade ist.

Beweis des Satzes von Bézout 4.5 fiir eine Gerade V(G): In der Definition
der Vielfachheit von Schnittpunkten haben wir bereits verwendet, dafl diese invari-
ant unter projektiven Koordinatentransformationen ist. Selbiges trifft auf den Grad
von F und G zu. Wir konnen also eine Koordinatentransformation durchfiihren, die
die Gerade V(G) auf V(y) abbildet und zudem sicherstellt, dafl kein Schnittpunkt
von V(F) und V(G) auf den Punkt (1 : 0 : 0) auf der unendlich fernen Geraden
abgebildet wird. D.h. wir konnen ohne Einschrinkung annehmen, dal G = y und
(1:0:0) € V(F)NV(G).

Wegen des Hauptsatzes der Algebra zerfillt das Polynom
ap = F(x,0,1) € C[x]
in Linearfaktoren, d.h. es hat die Form
ap=d-(x—c)¥ - (x —c)
fiir paarweise verschiedene komplexe Zahlen cq,...,c; € C, positive ganze Zahlen
ki,...,ki € Z-o und eine Konstante 0 # d € C.

Liegt ein Punkt P = (x:y:1) € V(F)NV(G) = V(F) N V(y) und hat die Dehomo-
genisierung von F(x,y, 1) die Gestalt

m
Fix,u,1) =) ai-y' € Clx,yl
i=0
5Geometrisch bedeutet die Bedingung, dafl y in dem Polynom F’ noch vorkommt, daf8 V(F’) keine
Vereinigung von Geraden ist, die alle V(x) im Punkt (0 : 1 :0) auf der unendlich fernen Geraden
schneiden, oder alternativ, dafl die Dehomogenisierung F’(x,y, 1) keine Vereinigung von Geraden

definiert, die parallel zur y-Achse sind.
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mit a; € Clx], so gilt y =0 und
ao(x) = F(x,0,1) =F(P) =0.
Die Zahl x muf} also eines der c; sein, d.h. P = (¢;:0:1).

Wir fithren nun die Koordinatentransformation mit der Matrix

10 —Ci
A=101 0
0 0 1

durch. Diese bildet den Punkt P auf den Punkt (0 : O : 1) ab, sie 14t das Poly-
nom G = y unverdndert und bildet F auf das Polynom F(x + c¢iz,y,z) ab, dessen
Dehomogenisierung durch

f=Fx+cyy,1) = Zai(x‘|’ci) -y
i=0

gegeben ist. Die Vielfachheit von V(F) und V(G) im Punkt P errechnet sich nun als
die x-Ordnung der Resultante

ao(x+c¢i) aj(x+ci) ... am(x+cy)

1
Res¢y = det _ = ao(x + ¢i)

von f und y, d.h. die x-Ordnung von
Resf,y =d- in . H(X +ci— Cj)kﬁ.
j#
Diese Ordnung ist aber gerade ki, da die ¢; paarweise verschieden sind.

Wir erhalten also
D> multp(FNG) =k +...+ ki = deg (F(x,0,1)) = deg(F),
PeV(FINV(G)

wobei die letzte Gleichheit der Grade durch (1:0:0) & V(F) sichergestellt wird. [

F) Alternative Moglichkeiten zur Berechnung von Schnittvielfachheiten

Es gibt noch zwei alternative Moglichkeiten die Schnittvielfachheit von affinen Kur-
ven V(f) und V(g) im Punkt p = (0,0) auszurechnen.
Bemerkung 4.14

Die Schnittvielfachheit von V(f) und V(g) in p = (0,0) kann als Vektorraumdimen-
sion eines C-Vektorraumes berechnet werden. Es gilt ndmlich

multo,0)(f N g) = dime (Cfx, y}/(f, g)),

d.h. die Schnittvielfachheit von V(f) und V(g) in p ist die Dimension des C-
Vektorraumes, den wir erhalten, wenn wir den Potenzreihenring modulo dem Ideal
betrachten, das von f und g erzeugt wird. Diese Dimension kann man wieder mit
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Hilfe von Singular ausrechnen, was wir im Beispiel f = x> —y? und g = x +y tun
wollen.

SINGULAR /
A Computer Algebra System for Polynomial Computations /  version 3-0-4
0<
by: G.-M. Greuel, G. Pfister, H. Schoenemann \  Nov 2007

FB Mathematik der Universitaet, D-67653 Kaiserslautern \
> ring r=0, (x,y),ds;

> ideal I=x"3-y~2,x+y;

> vdim(std(I));

2

Man beachte, dafl auch diesmal in der Definition des Ringes r am Ende ein ds statt
des iiblichen dp steht. Dies ist wichtig, da wir mit Potenzreihen rechnen wollen — das
s steht dabei fiir das englische Wort series, gleich Reihe. Der Befehl vdim berech-
net die Vektorraumdimension des Quotienten, und der Befehl std sorgt dafiir, dafl
das Erzeugendensystem f und g zunéchst in ein besseres iiberfithrt wird. Genauer
gesagt, es wird ein Standardbasis berechnet. Diese Rechnungen sind das Herzstiick
von SINGULAR.

Wir kénnen mit Hilfe von SINGULAR Schnittvielfachheiten berechnen, ohne
Resultanten ausrechnen zu miissen, auch wenn dies fiir den Rechner der
schnellere Weg 1st.

Eine zweite Alternative bietet der ndchste Satz, der es uns erlaubt, Schnittvielfach-

heiten mit Hilfe von Parametrisierungen auszurechnen.

Satz 4.15 (Schnittvielfachheit mittels Parametrisierung)
Sind f,g € Clx,y] zwei Polynome mit p = (0,0) € V(f) N V(g) und ist t —
(x(t),y(t)) eine primitive polynomiale Parametrisierung von V(g), dann gilt

mult, (f N g) = ordy (f(x(t),y(t))).

Dabei heif$t die Parametrisierung primitiv, wenn sich x(t) und y(t) nicht schreiben
lassen als

x(t) =a(t*) wnd y(t) =0b(t")
fiir Polynome a,b € C[t] und k > 0.
Beweis fiir Geraden: Wir beweisen nur den Fall, dal g = ax + by ein lineares

Polynom mit b # 0 ist, so daB V(g) eine Gerade durch den Ursprung ist, die
nicht parallel zur y-Achse ist. Das Polynom f kénnen wir wieder in der Form f =
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> "yai-yt mit a; € Clx] schreiben. Die Sylvestermatrix von f und g hat dann die
Gestalt

aQ ai ... ... Qn
ax —b 0
Sig = ax —b
0
ax —b

Die Determinante einer Matrix d&ndert sich nicht, wenn zu einer Spalte das Vielfache
einer anderen Spalte addiert. Wir addieren zur m — I-ten Spalte das ¢*-fache der
m-ten Spalte, dann zur m — 2-ten Spalte das $*-fache der m — 3-ten Spalte, usw.
— dadurch iiberfithren wir die Sylvestermatrix in die Form

)mq-am_]—l—(“—g‘)m-am R« Iy

0 —b
A= 0 -b

Cl()—i-a—t:c'(,h—|-..."|‘(a—];C

Da S¢g und A die gleiche Determinante haben, gilt
Resg g = det(S¢,q) = det(A)

= (—b)™. (ao+% At (%)m_] “Qmoy F (%)m' am>

Zugleich ist die Abbildung
R — R*:t— (x(t),y(t)

mit
x(t)=t und yt)=— -t
a
eine primitive Parametrisierung der Geraden. Deshalb stimmen die Ordnung von
Resg 4 beziiglich x und die Ordnung von f(x(t),y(t)) beziiglich t iiberein. O

Bemerkung 4.16

Das Verfahren mit der Parametrisierung ist sehr effizient, wenn man eine primitive
polynomiale Parametrisierung einer der beiden Kurven besitzt. Nun besitzen aber
die wenigsten Kurven global eine solche Parametrisierung, so dafl der Satz in dieser
Form nur sehr selten anwendbar ist. Allerdings kann man globale polynomiale Pa-
rametrisierungen durch lokale Puiseux Parametrisierungen ersetzen, bei denen die
Komponentenfunktionen Potenzreihen mit rationalen Exponenten sind. Der Satz
gilt dann immer noch, und fiir jede affine algebraische Kurve durch den Ursprung
gilt, daBl man jeden Zweig der Kurve lokal auf diese Weise parametrisieren kann.
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G) Schnittvielfachheiten und Vielfachheiten

Bemerkung 4.17

Statt Schnittvielfachheiten exakt auszurechnen, konnen wir sie aber auch einfach
abschétzen. Dazu fithren wir fiir eine Kurve V(F) den Begriff der Vielfachheit der
Kurve V(F) im Punkt P ein. Wir transformieren wie oben P in den Punkt (0 :
0 : 1) und berechnen das dehomogenisierte transformierte Polynom f. Dann ist die

Vielfachheit
multp(F) = ord(f)

von F im Punkt P als die Ordnung von f definiert, d.h. als das Minimum der Grade

der Monome von f.

Satz 4.18 (Schnittvielfachheit)
Sind F, G € C[x,y, z] nicht-konstante homogene Polynome, die keinen gemeinsamen

Teiler haben, so gilt die Abschdtzung
multp(FN G) > multp(F) - multp(G).

Dabei gilt die Gleichheit genau dann, wenn V(F) und V(G) keine gemeinsame Tan-
gente in P besitzen.

Beweis fiir den Fall einer Geraden V(G): Es reicht, den Beweis fiir den Fall
P=(0:0:1) und G =y fiihren, da wir uns durch Koordinatentransformation auf
diesen Fall zuriick ziehen konnen. Mit den Notationen des Beweises des Satzes von

Bézout gilt dann aber

multp(FN G) = ordy(ap) > min{ord(a;-y') |i=0,...,n}
= multp(F) = multp(F) - multp(G).

Die Gleichheit gilt genau dann, wenn ord(a;-y') > ord(ao) fiir allei=1,...,n. Das
ist aber gleichbedeutend dazu, daf§ y nicht den homogenen Anteil kleinsten Grades
teilt, sprich, y ist keine Tangente von F in P.6 O

Bemerkung 4.19 (Schnittvielfachheit)

Die Schnittvielfachheit zweier Kurven ist eine lokale Figenschaft der Kurven, so dafl
wir genauso fiir ebene affine Kurven V(f) und V(g) mit p = (0,0) € V(f) N V(g)
die Ungleichheit

mult,(f N g) > ord(f) - ord(g)

erhalten. Die Gleichheit gilt wieder genau dann, wenn die beiden Kurven im Punkt

p keine gemeinsame Tangente haben.

SFiir genaueres zu Tangenten an affine ebene Kurven verweisen wir auf das Kapitel zu Singula-

ritdten.
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H) Der allgemeine Satz von Bézout

Der Satz von Bézout gilt nicht nur in der projektiven Ebene. Er gilt allgemeiner fiir

projektive Varietdten im Pg in der folgenden Version.

Satz 4.20 (Allgemeiner Satz von Bézout)
Sind VW C Pg zwei rein-dimensionale projektive Varietdten, so daff keine Kom-
ponente von V in W enthalten ist und keine Komponente von W in V.

a. Ist dim(V) 4+ dim(W) =n, so ist VN'W eine endliche Menge und es gilt
Z multp(V N W) = deg(V) - deg(W).

PeVAW
b. Ist dim(V) +dim(W) =n+ 1, dann ist VOW eine Kurve vom Grad

deg(VNW) =deg(V) - deg(W).

Bemerkung 4.21

Wir wollen an dieser Stelle den Begriffe der Schnittvielfachheit nicht fiir allgemeine
projektive Varietdaten einfithren. Dazu reichen unsere technischen Mittel nicht aus.
Auch den Grad einer Kurve im Pg wollen wir nicht algebraisch definieren. Man
kann einen Spezialfall des Satzes von Bézout ggf. als Definition verwenden: der Grad
einer Kurve C C P¢ ist die Anzahl an Schnittpunkten von C mit einer allgemeinen
Hyperebene H C Pg.

Wir werden den Satz nun noch einmal fiir einen Spezialfall formulieren, den wir im

Zusammenhang mit enumerativer Geometrie anwenden wollen.

Korollar 4.22 (Satz von Bézout fiir Hyperflichen und Geraden)
Ist F € Clxo,...,xnl ein nicht-konstantes homogenes Polynom vom Grad d, V =
V(F) C P und ist W C Pg eine Gerade, die nicht in V enthalten ist, dann gilt

> multp(VAW) =d.

PeVAW
Fiir die meisten Geraden W gilt zudem multp(V W) =1 fir alle P € VNW.

Der letzte Zusatz, daf3 die Schnittvielfachheit fiir Geraden fast immer eins ist, liegt

daran, daf} die wenigsten Geraden Tangenten an eine gegebene Varietét sind.

I) Rationale Parametrisierungen mittels Bézout

Bemerkung 4.23 (Parametrisierungen von Kurven)
Wir kénnen uns den Satz von Bézout zunutze machen, um Parametrisierungen von
speziellen Kurven zu konstruieren. Es sei f € C[x,y] ein Polynom vom Grad d und
von Ordnung d — 1, d.h.

deg(f) = ord(f) + 1.
Satz 4.18 stellt sicher, da} die Schnittvielfachheit der meisten Ursprungsgeraden
V(y — tx), t € C, mit der Kurve V(f) im Ursprung gleich ord(f) ist. Der Satz von
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Bézout sichert dann aber, da§ die Gerade V(y — tx) die Kurve noch in genau einem
weiteren Punkt P; schneiden mufl. Die Koordinaten dieses Punktes konnen wir in

Abhéngigkeit von t ausrechnen und erhalten so ein Parametrisierung der Kurve.

Ist z.B. f = (xz + yz)z + 3x?y — y? das definierende Polynom des dreiblittrigen
Kleeblattknotens, so ist deg(f) = 4 = ord(f) + 1. Setzen wir die Gleichung der

Geraden y = tx in die Gleichung von f ein, so erhalten wir die Gleichung
0= (P +t53) 2 +303 -t =3 (1 + 192 x + 3t —%)).

Der Fall x = 0 ist unwesentlich, da dann auch y = 0 gilt und wir den Ursprung
als Losung finden. Uns interessiert aber der zusétzliche Punkt, so dal wir x # 0

annehmen diirfen. Dann gilt also

— 3t—t3
S (T41t2)2
und somit
ottt
YT e

Wir erhalten die Parametrisierung des Kleeblattknotens von Seite 5. Abbildung 33

ABBILDUNG 33. Parametrisierung des Kleeblattknotens

ist der Versuch, diese Parametrisierung zu visualisieren. Die blaue Gerade schneidet
den Kleeblattknoten im Ursprung und in genau einem weiteren Punkt. Thre Steigung
ist der Parameter t, den man als reelle Zahl mit dem Schnittpunkt mit der zweiten,
schwarzen Geraden identifizieren kann. Man erhilt auf diese Weise eine Abbildung
von der schwarzen Geraden auf den Kleeblattknoten, eine Parametrisierung.

J) Diskriminanten

Bemerkung 4.24 (Resultanten und Diskriminanten)

Wir haben Resultanten oben verwendet, um Schnittvielfachheiten zu definieren.
Bekannter ist eine andere Eigenschaft der Resultanten. Sind f = Y " a; - y* und
g= ijo b; -y’ zwei Polynome, deren Koeffizienten aus einem Ring R stammen —
z.B. R = Z oder R = C oder R = KI[x]. Wir bilden die Sylvestermatrix S¢4 und
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die Resultante Res¢ 4 von f und g wie in Definition 4.8. Die Resultante ist dann ein
Element des Ringes R. Dabei gilt:

f und g haben genau dann einen gemeinsamen Faktor vom Grad mindestens

eins, wenn Resgg in R null ist.

Ist R = C der Korper der komplexen Zahlen, so ist die Resultante einfach eine
komplexe Zahl und es gilt:

f und g haben genau dann eine gemeinsame Nullstelle, wenn Res¢ g = 0.

Einen elementaren Beweis der Aussage findet man in [Fis94, Anhang A].

Ist f € Cly] und g = g—; die Ableitung von f, dann nennt man die Resultante von f

und g auch die Diskriminante von f und schreibt
D¢ = Res; ot .
"y

Da f und g—; genau dann eine gemeinsame Nullstelle haben, wenn f eine mehrfache
Nullstelle hat, erhalten wir die Aussage:

f hat genau dann eine mehrfache Nullstelle, wenn D¢ = 0.

Wir koénnen mit Hilfe von Resultanten und Diskriminanten feststellen, ob zwei Poly-
nome gemeinsame Nullstellen haben bzw. ob ein Polynom eine mehrfache Nullstelle
hat, ohne die Nullstellen von f bzw. g kennen zu miissen!

Beispiel 4.25 (Der Schwalbenschwanz)
In diesem Beispiel wollen wir Polynome der Form

fape =X+ ax? +bx+c

fiir reelle Zahlen a,b,c € R untersuchen. Betrachten wir die Zahlen a,b,c als
Parameter, so bilden die Polynome eine dreidimensionale Familie

(fa,b,c) a,b,ceR-

Uns interessiert die Frage, fiir welche Parameterwerte (a,b,c) das Polynom eine
mehrfache Nullstelle hat.

Wir betrachten den vierdimensionalen affinen Raum Af mit Koordinaten x, a, b, ¢

sowie die Projektion

m: Af — A3 1 (x,a,b,¢c) = (a,b,c)



72 4.J) DISKRIMINANTEN

auf die letzten drei Koordinaten. Fiir einen festen Punkt (a,b,c) € A3 nennen wir
die Menge
7 '(a,b,¢) =R x{(a,b,c)} ={(x,a,b,c) | x € R}

die Faser von 7t iiber dem Punkt (a, b, ¢). Sie ist eine Kopie der reellen Zahlenachse.

s
W=V (fp, Slabe) a4
( 0O dy )C R

ist eine zweidimensionale Varietiit im Aj. Halten wir einen Punkt (a,b,c) € A3

fest, so gilt:
Wn{(x,a,b,c)[x e R} #0 <= fqp, hat eine mehrfache Nullstelle.

Wenn wir also die Parameterwerte (a,b,c) bestimmen wollen, fiir die fop . eine
mehrfache Nullstelle hat, so miissen wir das Bild 7t1(W) der Varietit W unter Projek-
tion 7t bestimmen. Dies kénnen wir durch Variablenelemination mittels SINGULAR

machen.
SINGULAR /
A Computer Algebra System for Polynomial Computations /  version 3-0-4
0<
by: G.-M. Greuel, G. Pfister, H. Schoenemann \ Nov 2007

FB Mathematik der Universitaet, D-67653 Kaiserslautern \

> ring r=0, (x,a,b,c),dp;

> poly f=x"4+axx”2+b*x+c;

> ideal I=f,diff(f,x);

> eliminate(I,x);
_[1]=4%a~3xb~2-16*a"4*c+27*b~4-144*xa*xb~2*c+128*a~2*xc"2-256*c"3

Also ist das Polynom

D¢ =4.a3-b>—16-a* c+27-b*—144-a-b%> - c+128 - a?-c2—256-¢3

a,b,c

die Diskriminante der Familie und das Bild von W unter der Projektion 7t ist gegeben
als

(W) = V(4a’b® — 16a’c + 27b* — 144ab’c + 128a’c” — 256¢°).
Die Gleichung ist genau die Diskriminante von fq 1, wenn wir f als Polynom mit
Koeffizienten im Ring R = Cla, b, c] auffassen. Wir hétten sie deshalb in SINGU-

LAR auch mit Resultantenmethoden ausrechnen kénnen. Dazu kénnen wir in obiger
SINGULAR -Sitzung folgendes Kommando eingeben:

> resultant (f,diff(f,x),x);
-4*xa”~3*xb"2+16*a"4*c-27*b"4+144*xa*xb"2*xc-128*xa"2*xc~2+256*c”3

Visualisieren wir die Varietat 7(W), so erhalten wir das Bild in Abbildung 34,
das als Schwalbenschwanz bekannt ist. Fiir die meisten Punkte (a,b,c) auf der
Flache wird das Polynom f 1, . eine doppelte Nullstelle und zwei einfache Nullstellen
haben. Die Punkte auf der schwarz eingezeichneten Kurve sind die Punkte, fiir die
das Polynom gar eine dreifache oder vierfache Nullstelle hat, wobei letzteres nur
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ABBILDUNG 34. Schwalbenschwanz

fiir den Punkt (0,0,0), d.h. die Spitze der schwarzen Kurve, gilt. Dies kann man
wieder mittels Elimination berechnen, denn f,p . hat genau dann eine Nullstelle
von Vielfachheit mindestens 3, wenn das Polynom f, . sowie seine ersten beiden

Ableitungen verschwinden, d.h. wir miissen die Varietét

afu,b,c azfa,b,c
V <fa,b,c> aX ) axz )

mittels 7t projizieren. Dies kénnen wir in obiger SINGULAR -Sitzung wie folgt reali-
sieren:

> ideal J=f,diff(f,x),diff(diff(f,x),x);
> eliminate(J,x);

_[1]1=9%b"~2-32*ax*c

_[2]=a"2+12x%c

Wir sehen, daf diese Raumkurve in A3, durch die beiden Gleichungen
9-b?=32-a-c=0 und a’+12-c=0
gegeben wird.

Wenn Sie das Verhalten der Nullstellen von f — sprich ihre Vielfachheiten, ihre
Lage zueinander und ob sie reell oder komplex sind — genauer sehen wollen, dann
schauen Sie sich die mit Surf erstellte Animation fiir den 15. Dezember in folgendem

Adventskalender an:

http://www.calendar.algebraicsurface.net

K) Aufgaben

Aufgabe 4.26 (Division mit Rest)

Beweisen Sie, daf es im Polynomring K[x] in einer Veranderlichen iiber einem Korper
eine Division mit Rest gibt. D.h. fiir je zwei Polynome f, g € K[x] mit g # 0 gibt es
zwei eindeutig bestimmte Polynome q,r € K[x] mit

f=q-g+r
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und
deg(r) < deg(g).

Hinweis: man fithre den Beweis mittels Induktion nach dem Grad von f.

Aufgabe 4.27
Berechnen Sie fiir folgende ebenen projektiven Kurven V(F) die Tangente in dem
angegebenen Punkt P, sofern dies moglich ist:

F=x?+y?—2z%, P=(0:1:1).
F=x*+y?—2z> P=(3:4:5).

o

=
N

Welche der Punkte sind singuldre Punkte der gegebenen Kurve?

Aufgabe 4.28
Wir betrachten die ebenen affinen Kurven V(f) und V(g) mit

f=x>—y’

und
g =y>—x* =’
d.h. die Kuspe und den Newtonschen Knoten. V(f) besitzt die polynomiale Para-
metrisierung
te (,1%).
Zeigen Sie, daf} die Schnittvielfachheit von V(f) und V(g) im Punkt p = (0,0) die
Gleichung
mult,(f N g) = ordy (g(tg, tz)),
erfiillt, wobei die Ordnung ord; eines Polynoms in t der niedrigste Grad eines Mo-

noms des Polynoms ist.

Aufgabe 4.29
Berechnen Sie in Beispiel 4.3 die Schnittvielfachheit von C; und C’ im Punkt Py fiir
t =1 und t = 4 mittels der Resultanten.

Aufgabe 4.30
Berechnen Sie fiir folgende Polynome f und g die Schnittvielfachheit von V(f) und
V(g) im Punkt (0,0):

a. f=x>+4xy*und g =x+y.
b. f = (x2+y2)2+3xzy—y3 und g = x + 2y.
c. f= (x2+y2)2+3x2y—y3 und g =y.
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d. f= (x2+y2)2+3x2y —y3und g =y — x>~
e. f= (x2+y2)2—|—3x2y —y3und g =y?—x.
f. f=(x? —I—yz)2 +3x%y —y? und g = y? —x2.
In welchen Fillen gilt die Gleichheit

mult, (f N g) = mult,(f) - mult,(g)?
Visualisieren Sie V(f) und V(g) im Punkt p = (0,0).
Aufgabe 4.31
Uberpriifen Sie den Satz von Bézout fiir die ebenen projektiven Kurven V(F) und
V(G) mit
F=y%z—x-(x—2) (x —22)
und
G =y? + 2x* — 2xz.

Visualisieren Sie auch die beiden Kurven und ihren Schnitt in der projektiven Ebene.

Aufgabe 4.32

Berechnen Sie eine rationale Parametrisierung der ebenen affinen Kurve
V(x® = 3x%y + 3xy* — y° + 4x*y?)
und visualisieren Sie den projektiven Abschluf der Kurve in P3.

Aufgabe 4.33

Geben Sie sich weitere Polynome f € Rl[x,y] mit deg(f) = ord(f) 4+ 1 vor, berechnen
Sie eine zugehorige Parametrisierung und visualisieren Sie den projektiven Abschlufl
der Kurve im P3.

Aufgabe 4.34
Berechnen Sie die Diskriminante der Familie (fqb¢)abecer mit

fape =ax*+bx+c

und visualisieren Sie diese mit Surfex . Schneiden sie die Flache mit der Ebene, die
durch a = 0 definiert wird. Was erhalten Sie als Schnitt, und wie ist das Ergebnis
algebraisch zu interpretieren, d.h. in Bezug auf mehrfache Nullstellen des Polynoms

1:a,b,c-

Aufgabe 4.35
Berechnen Sie die Diskriminante der Familie (fqp.c)abcer mit

fabe = x>+ ax?+bx+c

und visualisieren Sie diese mit Surfex . Berechnen Sie dann die Gleichungen, denen
die Parameter (a, b, c) geniigen, fiir die das Polynom f,p . eine dreifache Nullstelle
hat und zeichnen sie die zugehorige Kurve auf der Flidche der Diskriminanten ein.
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5 SINGULARITATEN

(VON OLIVER LABS)

Siehe Olivers Skript.
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6 ENUMERATIVE GEOMETRIE

(VON THOMAS MARKWIG)

A) Was ist enumerative Geometrie?

In der enumerativen Geometrie werden geometrische Objekte gezédhlt, die vorgege-
benen Bedingungen geniigen. Ein Beispiel dieser Art haben wir mit dem Satz von
Bézout schon kennen gelernt. Die geometrischen Objekte, die wir dort zdhlen wol-
len, sind Punkte und die vorgegebene Bedingung ist, dafl sie Schnittpunkt zweier
gegebener Kurven V(F) und V(G) sind.

Die Anzahl der Schnittpunkte zweier ebener projektiver Kurven V(F) und
V(G) ist deg(F) - deg(G).

Das Beispiel zeigt auch schon ein weiteres Charakteristikum enumerativer Fragen
in der algebraischen Geometrie. Es ist nicht immer korrekt! Haben F und G einen
gemeinsamen Faktor, z.B. F = x - (x> —yz) und G = x - (x> —y?), so ist die Anzahl
der Schnittpunkte in P% unendlich. Wihlt man die beiden Polynome F und G aber
zufillig, so werden sie keinen gemeinsamen Faktor haben. Die obige Aussage ist im

allgemeinen also richtig!

Wir moéchten die Aussage, daf die Polynome bei zufdlliger Wahl keinen gemeinsamen
Faktor haben werden, genauer erlautern und beschrinken uns dabei auf den Fall,
daBl deg(F) = 2 und deg(G) = 1. Die Polynome haben dann die Form

F = axx® + anxy + agy” + a10xz + aor1yz + agoz’
und
G =box+bjy+byz
mit ayj, b € C. Dabei konnen wir die aj und by in den komplexen Zahlen frei
Wahlen, so dafl wir fiir F sechs und fiir G drei freie Parameter haben. In der am
Ende von Kapitel 1 eingefiithrten Sprache bilden die Tupel von Polynomen (F, G)
eine Familie

(big(azox2 + a1xy + agy” + a10Xz + aoryz + agoz’, box + by + sz)> oo
aij,bx e

der Dimension 6 + 3 = 9 und der Parameterraum der Familie ist der Raum €’ mit
den Koordinaten

(@20, a1, ao2, @10, o1, Aoo, bo, b1, b2).
Verlangen wir nun, dafl G und F einen Teiler gemeinsam haben, so ist G ein Teiler
von F und F hat die Form

F=G: (cox +cry +cz) = (box + byy + boz) - (cox + c1y + ¢22)
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fiir irgendwelche komplexen Zahlen cg, c1,c2 € C. Wir haben fiir ein Tupel
(F,G) = ((box + b1y +b2z) - (cox + 1y + ¢22), (box + bry + baz) )

dieser Form also nur noch sechs Parameter, so daf§ diese Polynome eine hichstens
sechsdimensionale Teilmenge in der Familie aller Polynompaare (F, G) bilden. Wenn
man in einem neundimensionalen Raum einen Punkt zufillig auswahlt, dann ist die
Wahrscheinlichkeit, dafl er auf einer vorher festgelegten sechsdimensionalen Teilmen-
ge liegt, aber sehr gering, ndmlich null. Die sechsdimensionale Teilmenge ist iibrigens
eine algebraische Varietét, deren Gleichungen man mit SINGULAR ausrechnen kann.

Dazu fithrt man einen Koeffizientenvergleich der beiden Darstellungen von F durch
20X+ a11xy~+aoy’+aioxz+anyz+aez® = (box+biy+brz)-(cox+ciy+caz) (5)

und erhélt damit sechs Gleichungen in den Variablen ayj, by, ¢1. Diese definieren eine
algebraische Varietét in einem zwolfdimensionalen Raum, deren Projektion auf den
neundimensionalen Raum mit den Koordinaten ai und by uns interessiert. Denn
zu einem Punkt (ay, by |0 <i+j <2k =0,1,2) in dieser Projektion gehort ein
Tripel (co, 1, c2), so daB die Gleichung (5) erfiillt ist. Wie wir die Gleichungen einer
Varietédt unter einer Projektion mit Hilfe von Elimination ausrechnen, wissen wir

aber.
SINGULAR /
A Computer Algebra System for Polynomial Computations /  version 3-0-4
0<
by: G.-M. Greuel, G. Pfister, H. Schoenemann \ Nov 2007

FB Mathematik der Universitaet, D-67653 Kaiserslautern \

> ring r=0,(a00,a01,a10,a20,a11,a02,b0,b1,b2,c0,cl,c2),dp;

> ideal I=a20-b0*c0,all-bO*cl-bl*c0,al0-bO*xc2-b2*c0,a02-blx*cl,
a01-bl*xc2-b2*cl,a00-b2*c2;

> ideal J=eliminate(I,cO*cl*c2);

> J;

[1]1=a20%b1"2-al1*b0*b1+a02%b0"2

[2]=a01%b0*bl-al0*b1~2+all1*bl*b2-2%a02*¥b0*b2

[3]1=a01%b0~2-a10*b0*b1+2*a20*b1*b2-al1*b0*b2

[4]1=2*a01*a20*bl-a01*all*b0-al0*all*bl+2*xal10*a02*xb0-4*a20*a02*b2+all”~2*b2

[6]1=a00%b1"2-a01*b1*b2+a02%b2"2

[6]=2%a00%b0*b1-a01*b0*b2-a10*bl*b2+all*b2"2

[7]1=a00%b0~2-a10*b0*b2+a20%b2" 2

[8]1=2*a00*al1*b1-4*a00*a02+b0+a01"2*¥b0-a01*al0*bl-a0l*all*b2+2*al0*a02*b2

[9]1=4*%a00*a20*b1-2*a00*al1*b0+a01*al0*b0-2*a01*a20*b2-a10"2xb1+al0*all*b2

[10]=4%a00*a20*a02-a00*al11"2-a01"2*a20+a01*al0*al1-a10"2*a02

Wir erhalten also zehn Gleichungen in den neun Verédnderlichen. Dabei haben wir
doch eine sechsdimensionalen Varietédt erwartet. Sind da nicht zehn Gleichungen
etwas zu viel? Wir konnen die Dimension dieser Varietdt ebenfalls mit SINGULAR

berechnen. Dabei miissen wir beriicksichtigen, daf§ wir drei Parameter eliminiert
haben!
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> dim(std(J))-3;
6

Die Dimension ist also sechs, wie wir erwartet haben.

Das Beispiel erlautert den Zusatz im allgmeinen in folgendem Grundprinzip der

enumerativen Geometrie:

Die Bedingungen miissen von der Art sein, daff im allgemeinen nur eine
endliche Anzahl an Elementen aus der Grundmenge der zugelassenen geo-

metrischen Objekte diese erfiillen!

B) Kurven durch vorgegebene Punkte

Fiir die Uberlegungen in diesem Abschnitt wechseln wir wieder vom Kérper € der

komplexen Zahlen zu einem beliebigen Korper K.

Unser erstes Beispiel fiir enumerative Fragestellungen in der algebraischen Geometrie
war schon recht komplex — der Beweis des Satzes von Bézout ist anspruchsvoll und
die Menge der Ausnahmebedingungen hat eine komplizierte Beschreibung —, obwohl
wir nur Punkte zidhlen wollten. In diesem Abschnitt wollen wir Kurven zahlen, und
iiberraschenderweise wird das Leben damit einfacher. Der Grund dafiir ist, daf} wir
uns zundchst nur einfache Bedingungen vorgeben: die Kurven sollen durch einige
fest vorgegebene Punkte gehen.

Das grundlegendste Beispiel dieser Art ist:

Durch je zwei Punkte der projektiven Ebene geht genau eine Gerade.

ABBILDUNG 35. Die Gerade durch P und Q

Die Grundmenge der geometrischen Objekte ist die Menge der Geraden in der pro-
jektiven Ebene, d.h. die Menge

(V(ax +by +cz) ] (0,0,0) # (a,b,c) € K3},
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und als Bedingung halten wir zwei Punkte P und Q in P% fest, deren Koordinaten
die Geradengleichung erfiillen sollen. Die Bedingung entspricht also der Wahl eines
Punktpaares

(P,Q) € P% x Pz.

Damit die Anzahl an Geraden endlich ist, miissen wir nur fordern, dafi die Punkte
P und Q nicht gleich sind. Aber der Parameterraum der Bedingungen ist vierdi-
mensional, und dafl die Punkte gleich sind, liefert die zweidimensionalen Teilmenge

{(P,P) | P € P%}. Im allgemeinen wird die Anzahl also endlich sein, némlich eins.
Wie kann man diese Aussage eigentlich beweisen?

Dazu beachten wir zunichst, dafl zwei Geraden V(ax+by+cz) und V(a’x+b'y +
c’z) genau dann gleich sind, wenn sich die beiden Polynome nur um ein skalares
Vielfaches unterscheiden, d.h.

V(ax+by+cz) =V(a'x+ by +c'z)
& JAeK\{0} :ax+by+cz=A-(a'x+b'y+c'z)
& (a:b:c)=(a’:b":c).
Wir konnen eine Gerade V(ax + by + cz) mithin mit einem Punkt (a : b : c) der
sogenannten dualen projektiven Ebene identifizieren, d.h. die Abbildung

@ : P2 — {V(ax+by+cz) | (0,0,0) # (a,b,c) € K3} : (a:b:c) — V(ax+bytcz)

ist bijektiv. Wir unterscheiden deshalb nicht zwischen den beiden Mengen und sagen,
dafl die Menge der Geraden in der projektiven Ebene selbst wieder eine projektive

Ebene ist. Sie ist damit eine algebraische Varietét.

Ein Punkt P = (po : p1 : p2) liegt genau dann auf der Geraden V(ax + by + cz),
wenn er der Geradengleichung geniigt, d.h.

P=(po:p1:p2) € Vlax+by+cz) & po-a+pi-b+pr-c=0.

Erinnern wir uns an unser Eingangsproblem. Uns sind zwei verschiedene Punkte
P=(po:p1:p2) und Q = (qo: g1 :qz) in der projektiven Ebene gegeben und wir
suchen einen Punkt (a : b : c) in der dualen projektiven Ebene, so dafi die beiden
Gleichungen

Pora+pr-b+pr-c=0
dorat+qi-b+dz-c=0

gelten. Die p; und q; sind bekannte Zahlen, a, b, ¢ sind gesuchte Unbekannte! Daf3
die beiden Punkte P und Q verschieden sind, bedeutet, dal die beiden Gleichungen
linear unabhéngig sind. Mithin ist die Losungsmenge des Gleichungssystems eindi-
mensional, da wir zwei unabhéngige Gleichungen bei drei Unbekannten haben. Da
das Gleichungssystem homogen ist, ist die Losungsmenge damit eine Ursprungsge-
rade im K3, also ein Punkt in der projektiven Ebene. Wir finden also genau einen
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Punkt (a:b:c), der unser Problem 16st, d.h. genau eine Gerade V(ax + by + cz)
auf der die beiden Punkte P und Q liegen.

Bei der Beschreibung des enumerativen Problems der Anzahl an Geraden
durch zwei Punkte ist die Menge der zugelassenen geometrischen Objekte
ein projektiver Raum, die Gesamtheit der Bedingungen wird durch eine
algebraische Varietdt beschrieben und die Menge der Ausnahmebedingungen

hat niedere Dimension.

Wir wollen nun den Grad der Kurven, die wir zéhlen, erhohen.

Wie viele Punkte miissen wir festlegen, damit die Anzahl an ebenen projek-
tiven Quadriken durch diese Punkte endlich wird?

Eine ebene projektive Quadrik ist durch eine Gleichung der Form
azox® + anxy + any? + a1oxz + agyz + agz” = 0 (6)

gegeben. Dabei ist die Gleichung wieder nur bis auf ein skalares Vielfaches eindeu-
tig bestimmt. Wir erhalten analog zum Beispiel der Geraden die Identifikation der
Menge der Quadriken mit dem projektiven Raum P mit den Koordinaten

(azo:ap:aez:aip: Aor: Ago)-

Daf ein Punkt P = (po : p1 : p2) auf der Quadrik in Gleichung (6) liegt, bedeutet,
daf} die lineare Gleichung

Pé'azo—i—PO'm'(111+P%'002+P0'P2'Cl10+131 'P2'001+p§'00020

erfiillt ist. Dabei sind die p; wieder bekannt und die ay; sind gesucht. Die Gleichung
ist eine lineare Gleichung in sechs Unbekannten. Wir miissen fiinf solcher Gleichun-
gen haben, damit der Losungsraum eindimensional wird, d.h. eine Ursprungsgerade
und damit ein Punkt im P3. Damit erhalten wir, da8 fiinf Punkte eine Quadrik
eindeutig festlegen. Die Bedingungen an die Quadriken sind also durch die Menge

Pz x PZ x PZ x P% x Pg
gegeben.

Bei unserer Argumentation sind wir aber davon ausgegangen, daf fiinf lineare Glei-
chungen in sechs Unbekannten einen Losungsraum der Dimension fiinf ergeben. Das

ist nur dann richtig, wenn die Gleichungen linear unabhéngig sind. Bezeichnen wir
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die Punkte mit P; = (pio : pi1 : Pi2), 1 = 1,...,5, dann ist die Matrix des linearen
Gleichungssystems

p%o Pio-Pni D% Pio-P12 P11-P12 P%z
P%o P20 - P21 P% P20-P22 P21 P22 P%z
Péo P30 - P3 P§1 P30 P32 P31-P32 Péz . (7)
Pzzm Pao - Ps1 Pzzu Pao - P42 Pa1-Paz Pzzlz
P30 Pso-Psi P3; Pso-Psa Psi-Ps2 P3y

Die Zeilen dieser Matrix sind genau dann linear abhéngig, wenn alle sechs 5 x 5-
Minoren der Matrix null sind. Dabei ist ein 5 x5-Minor die Determinante der Matrix,
die entsteht, wenn man aus obiger Matrix eine Spalte streicht. Ein solcher Minor ist
aber ein Polynom in den Eintrégen der Matrix. Wir erhalten also sechs Gleichungen
in den Koordinaten py; des Parameterraums der Bedingungen und diese Gleichungen
beschreiben genau die Ausnahmebedingungen. Mithin ist die Menge der Ausnahme-
bedingungen niederdimensional und wir haben folgende Aussage bewiesen.

Durch fiinf Punkte in der projektiven Ebene geht im allgemeinen genau eine
Quadrik.

ABBILDUNG 36. Quadriken durch fiinf Punkte

Die Bilder in Abbildung 36 wurden mit der dynamischen Geometriesoftware
Cinderella erstellt (siche [HRGOS]).

Man kann die Bedingung, die die Punkte Pq,..., Ps erfiillen miissen, damit die es
genau eine Quadrik durch die fiinf Punkte gibt, auch geometrisch sehr schén formu-

lieren. Wir wollen dies hier tun, weil wir das Ergebnis spéater noch bendtigen.

Proposition 6.1
Es seien Py, ..., Ps € P% fiinf Punkte, von denen keine vier auf einer Geraden liegen,
dann ¢ibt es genau eine Quadrik durch diese fiinf Punkte.

Beweis: Wenn keine vier der Punkte auf einer Geraden liegen, dann konnen nicht
je drei der P; kollinear sein. Wir kénnen also ohne Einschréankung annehmen, daf§
die drei Punkte Py, P, und P3 nicht auf einer Geraden liegen. Da die Fragestellung
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invariant unter linearen Koordinatentransformationen ist, und da wir mit einer li-
nearen Koordinatentransformation die Punkte Py auf (1 :0:0), P, auf (0:1:0)
und P3 auf (0:0: 1) abbilden kénnen, kénnen wir ohne Einschrankung annehmen,
daB bereits

Pi=(1:0:0), P,=(0:1:0) und P;=(0:0:1)
gilt. Wir setzen nun zur Vereinfachung der Notation
Ps=(u:v:w) und Ps=(x:y:2z).

Die Matrix in (7) nimmt dann die Gestalt

1 0 0 O 0 0

0O 0 1 0 0O 0

M= O 0 0 0 0 1
uw w v ouw vw w?
x2 xy y? xz yz 22

an. Von den sechs 5 x 5-Minoren sind nur die folgenden drei nicht automatisch null:
v (wx —uz), wz-(vx—uwy) und ux-(wy-—vz).

Die Koordinaten der Punkte P4 und Ps, fiir die es mehr als eine Quadrik durch die

Punkte Pq,...,Ps gibt, sind also genau die Losungsmenge der drei Gleichungen:
w-(wx—uz) = 0,
wz- (vx—uy) = 0,

ux - (wy —vz) = 0.

Dabei miissen wir beachten, dafl die fiinf Punkte paarweise verschieden sind und daf3
es sich um homogene Koordinaten handelt, d.h. in jedem Punkt mufl mindestens eine
Koordinate ungleich null sein und wir kénnen eine der Koordinaten, die nicht null

ist, stets auf eins setzen. Wir betrachten nun verschiedene Félle.

1. Fall: u = 0. Da P4 #£ P, und P4 # P3, mul dann v £ 0 und w # 0 gelten.
Unsere drei Gleichungen reduzieren sich dann zu den zwei Gleichungen

v-yw-x=0 und w-z-v-x=0
und damit zu
y-x=0 und z-x=0.
Falls x = 0 gilt, gilt
P,=(0:1:0), P3=(0:0:1), P4=(0:u:v), Ps=(0:y:z) € Py Py,

im Widerspruch dazu, dal keine vier der Punkte auf einer Geraden liegen. Falls
x # 0, dann muBB y = z = 0 gelten, d.h. Ps = P;, was nach Voraussetzung
ebenfalls ausgeschlossen ist.

2.-6. Fall: Die Fille v =0 oder w = 0 oder x = 0 oder y = 0 oder z = 0 schlief3t

man ganz analog aus.
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7. Fall: Es bleibt also der Fall zu betrachten, dafl alle sechs Koordinaten
u,v,w, x,y,z ungleich null sind. Dann kénnen wir ohne Einschriankung u =

1 = x annehmen. Die erste und zweite unserer Gleichungen liefern uns dann
w=z und v=vy,
d.h.
P,=(1:v:w)=(1:y:z) =Ps,
was nach Voraussetzung ausgeschlossen ist.
Damit hat die Matrix M vollen Rang, und dies ist, wie wir uns weiter oben iiberlegt

haben, gleichwertig dazu, dafl es genau eine Quadrik gibt, die durch die fiinf Punkte
geht. 0

Wir konnen das Verfahren nun leicht auf Kurven beliebigen Grades verallgemeinern.
Ein homogenes Polynom vom Grad d in drei Verénderlichen hat

(d+2) _(d+2)-(d+1) _d-(d+3)

2 >y o !

Koeffizienten. Damit zeigt sich die folgende Aussage analog zu obiger Betrachtung.

Die ebenen Kurven vom Grad d bilden einen projektiven Raum der Di-

mension @ und durch @ Punkte in der projektiven Ebene geht im

allgemeinen genau eine Kurve vom Grad d.

C) Rationale Kurven durch vorgegebene Punkte

Fiir die Betrachtungen dieses Abschnitts beschrinken wir uns wieder auf den Korper

der komplexen Zahlen.

Definition 6.2
Projektive Kurven C, die eine Parametrisierung

p:PL—C
durch die projektive Gerade besitzen, werden rational genannt.

Beispiel 6.3
a. Jede Gerade ist rational. Z.B. besitzt die Gerade V(x+y—z) die Parametrisierung

@:PL—V(x+y—2z):(s:t)— (s:t:s+t).
b. Jede glatte Quadrik ist rational. Z.B. besitzt die Quadrik V(xz —y?) die Para-

metrisierung
@ :PL— V(xz—y?) :(s:t) = (s?:st:t).
c. Der Newtonsche Knoten ist rational mit der Parametrisierung

0: P — V(yz—x*z—x%) i (s:t) o (st — s : 2 —s%t: 7).
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d. Die Neilsche Parabel ist rational mit der Parametrisierung
¢o: Py — V(yzz—x3) (s:t)— (stz S t3).

Satz 6.4 (Rationale Kubiken)
FEine irreduzible Kurve vom Grad dreiv hat hochstens einen singuldren Punkt, und

eine sie st genau dann singuldr, wenn sie rational ist.

Beweis: Nehmen wir an, es gébe ein homogenes Polynom F vom Grad drei in
Clx, vy, zl], so dafl die Kurve V(F) zwei singuldre Punkte P und Q héitte. Es gibt
eine Gerade V(G) durch die beiden Punkte P und Q. Die Vielfachheit einer Kurve
in einem singuldren Punkt ist mindestens zwei. Nach Satz 4.18 ist die Schnittviel-
fachheit von V/(F) mit der Geraden V(G) in einem Punkt aber mindestens gleich
der Vielfachheit von F in diesem Punkt. Da F irreduzibel ist, haben F und G keinen
gemeinsamen Faktor und wir erhalten mit dem Satz von Bézout 4.5 die Ungleichung

3 =deg(F) - deg(G) > multp(FN G) + multo(FNG) > 242 =4.

Damit haben wir einen Widerspruch hergeleitet und somit kann es keine irreduzible
Kurve vom Grad drei mit zwei singuldren Punkten geben.

Ist P ein singuldrer Punkt einer irreduziblen Kubik V(F), so konnen wir nach einer
Koordinatentransformation annehmen, dal P = (0 : 0 : 1) ist. Dann hat das Poly-
nom f = F(x,y, 1) vom Grad drei im Ursprung (0, 0) die Ordnung zwei. Wir kénnen
also eine rationale Parametrisierung von V(f) wie in Bemerkung 4.23 berechnen und
anschlieSend homogenisieren, um eine Parametrisierung von V(F) zu finden. Auf die-
se Weise sind wir auch zu den beiden Parametrisierungen in Beispiel 6.3 gekommen,
die die beiden wesentlichen Beispiele darstellen. Andere Singularitéitstypen als den
gewoOhnlichen Doppelpunkt oder die Kuspe gibt es auf Kurven vom Grad drei nicht.

Es bleibt noch zu zeigen, daf eine irreduzible Kubik, die nicht singulér ist, auch nicht
rational sein kann. Fiir diesen Teil des Beweises wollen wir nur die Idee angeben.

Nach einer Koordinatentransformation kénnen wir annehmen, dafl
f=Fxuy, ) =y>—x-(x=1)-(x=27)

mit A € C\ {0, 1} gilt. Man nennt f die Legendreform der Kubik. Fiir eine solche
haben wir bereits in Beispiel 1.22 gesehen, dafl die zugehorige affine Kurve keine
rationale Parametrisierung besitzt (siehe auch Beispiel 1.22). Dann kann V(F) aber
auch keine besitzen. ([l
Der Satz 1a8t sich wie folgt verallgemeinern, wobei die Zahl W das geome-
trische Geschlecht einer ebenen projektiven Kurve vom Grad d ist.

Satz 6.5 (Rationale ebene projektive Kurven)

Die maximale Anzahl von gewdohnlichen Doppelpunkten auf einer ebenen projektiven

Kurve vom Grad d ist w. FEine solche Kurve ist rational.
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Eine zentrale Frage der enumerativen algebraischen Geometrie ist die nach der An-
zahl rationaler Kurven mit bestimmten Zusatzbedingungen. Diese Frage haben Phy-
siker im Rahmen der Stringtheorie gestellt, einem Versuch, die allgemeine Relati-
vitédtstheorie und die Quantenmechanik in einem allgemeineren Ansatz zu vereini-
gen. Die Physiker haben die Zahlen auch berechnet, ohne daf§ jemand zu diesem
Zeitpunkt in der Lage gewesen wire, zu beweisen, dafl oder weshalb ihr Ergebnis
korrekt sein sollte. Dies hat zur Entwicklung einer vollig neuen Theorie innerhalb
der Mathematik gefiihrt, in der die Begriffe Gromov-Witten Invarianten und Mir-
rorsymmetrie eine wesentliche Rolle spielen. Fiir unsere Belange handelt es sich bei
den Gromov-Witten Invarianten genau um die Anzahl an rationalen Kurven. Fiir

Kurven vom Grad drei in der Ebene konnen wir sie beantworten.

Eine ebene projektive Kurve vom Grad drei hat eine Gleichung der Form
F= Z aijxiyjf_i_j =0
0<i+<3

mit zehn Parametern ay. Wie oben gesehen kénnen wir die Familie aller ebenen
projektiven Kurven vom Grad drei deshalb mit dem projektiven Raum Pg identifi-

zieren, wobei unsere Koordinaten durch
(ay |0 <i+j<3)

gegeben sind. Ein Punkt P = (a : b : ¢) ist nun genau dann ein singuldrer Punkt

von V(F), wenn

oF oF oF
_ P [ — P —_ — P frmnd .
5 (P) =50 (P) = 5-(P) =0
Aus der Euler-Formel (vgl. Aufgabe 6.12)
oF oF oF
3-F=x- SL(P) +y- o (P) +2- S (P)
ox ox 0x

ergibt sich dabei automatisch, dafl dann auch F(P) = 0 gilt. Fassen wir die Parameter
ay; wieder als Verénderliche auf, so beschreiben uns die drei Gleichungen

oF

&(X)yvz) - O)
F

a_(x)y)z’) - O)

dy

¥ i y,2) =o.

0z

eine algebraische Varietdt im PZ x Pg mit den Koordinaten
(x:y:2),(ayl0<i+5<3)).

Projizieren wir diese Varietédt auf die letzten zehn Koordinaten, d.h. eliminieren wir
die Variablen x,y, z, so erhalten wir eine Teilvarietit W des Parameterraumes Pg.
Dabei liegt ein Punkt (ay; | 0 <i4j < 3) genau dann auf dieser Varietét, wenn die
zugehorige Kurve F einen singulédren Punkt besitzt.
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Wir kénnen die notwendige Elimination mit SINGULAR durchfithren und erhalten
binnen weniger Sekunden das Ergebnis. Die Elimination liefert uns in diesem Fall
ein einziges homogenes Polynom A, das die Diskriminante der Familie von Kubiken
genannt wird, da es genau die Kubiken beschreibt, die singulér sind. Das Polynom
hat 2040 Summanden und in kleiner Schriftart fiillt es etwa 27 Seiten. Dennoch hilft
es uns ohne weiteres Zutun, unsere Eingangsfrage zu beantworten. Dazu miissen wir

nur wissen, dafl dieses Polynom den Grad 12 besitzt!

Wie wir oben bereits gesehen haben, liefert die Bedingung, daf§ eine Kurve F durch
einen Punkt P geht, eine lineare Bedingung, d.h. eine Hyperebene in unserem Raum
P¢ der Kurven. Legen wir acht Punkte fest, so erhalten wir acht Hyperebenen im
PZ, und diese scheiden sich in einer projektiven Geraden — algebraisch heifit dies, wir
haben acht Gleichungen bei zehn Unbekannten und erhalten eine Ursprungsebene.
Eine Gerade schneidet nach dem allgemeinen Satz von Bézout 4.22 die Hyperfldche

vom Grad 12 aber genau in 12 Punkten. Dies beweist die folgende Aussage.

Durch acht Punkte in der projektiven Ebene gehen im allgemeinen genau

2wolf rationale Kurven vom Grad drei.

Example 6.6
Wir wollen nun ein Beispiel mit Singular rechnen. Wir geben uns hierfiir die folgen-

den acht Punkte vor:

Pi=(-1:0:1), Pzz(%:%)ﬂ), sz(%:—ﬁ%ﬂ), P4:(g:§—§:1),

P5:(§:—1—85:1), Ps=(3:6:1), P,=(8:-24:1), Ps=(80:720:1).
Fiir unsere Rechnungen kénnen wir beziiglich z dehomogenisieren, da alle Punkte
in der affinen Karte {z = 1} liegen. D.h. wir setzen in allen Rechnungen z = 1.

SINGULAR /
A Computer Algebra System for Polynomial Computations /  version 3-0-4
0<
by: G.-M. Greuel, G. Pfister, H. Schoenemann \ Nov 2007

FB Mathematik der Universitaet, D-67653 Kaiserslautern \

// Wir laden zunaechst zwei Bibliotheken, die wir benoetigen.

LIB "poly.lib"; // stellt den Befehl substitute zur Verfuegung

LIB "solve.lib"; // stellt den Befehl solve zur Verfuegung

// Dann sorgen wir dafuer, dass Singular die Variablen x und y

// sowie die Parameter aij fuer 0<=i+j<=3 kennt.

ring r=0,(x,y,a00,a10,a01,a20,a11,a02,a30,a21,a12,a03) ,dp;

// Nun definieren wir das allgemeine Polynom vom Grad 3 in x und y.

poly f=a00+alOxx+all*y+a20*x2+all*xy+a02*y2+a30*x3+a2l*x2y+al2*xy2+a03*y3;
// Das Ideal I enthaelt f und seine beiden partiellen Ableitungen.

ideal I=f,diff(f,x),diff(f,y);

// Wir eliminieren die Variablen x und y aus dem Ideal I und erhalten ein
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// Ideal, das von einem Polynom erzeugt wird, von der Diskriminante Delta.
ideal J=eliminate(I,xy);
// Setzen wir nun in f fuer x und y nacheinander die vorgegebenen acht
// Punkte ein, so erhalten wir acht lineare Gleichungen in den aij.
poly gl=substitute(f,x,-1,y,0);
poly g2=substitute(f,x,21/100,y,231/1000);
poly g3=substitute(f,x,69/100,y,-897/1000) ;
poly gé4=substitute(f,x,7/9,y,28/27);
poly gb=substitute(f,x,5/4,y,-15/8);
poly g6=substitute(f,x,3,y,6);
poly g7=substitute(f,x,8,y,-24);
poly g8=substitute(f,x,80,y,720);
// Die Diskriminante und die acht linearen Gleichungen stecken wir
// in ein Ideal. Darin kommen die Variablen x und y nicht mehr vor.
ideal II=J[1],gl1,g2,g3,g4,5,86,87,8;
// Dann teilen wir Singular mit, dass wir kuenftig
// x und y nicht mehr benoetigen.
ring R=0, (a00,a10,a01,a20,al11,a02,a30,a21,a12,a03) ,dp;
// Aber wir benoetigen das Ideal II weiterhin.
ideal II=imap(r,II);
// Wir suchen konkrete Werte fuer die aij, so dass die gegebenen acht
// Punkte auf den zugehoerigen Kurven V(f) liegen und dass diese
// einen Doppelpunkt besitzen. Die Kurve V(f) legt das Polynom f nur
// bis auf ein Vielfaches fest. Um es eindeutig zu machen, verlangen
// wir, dass a00+al0O+a01+a20+all+a02+a30+a21+al2+a03=1 gelten soll.
// Wir muessen deshalb das Polynom
// a00+al0+a01+a20+all+a02+a30+a21+al2+a03-1 zum Ideal II hinzufuegen.
II=II,a00+al0+a01+a20+al1+a02+a30+a21+al12+a03-1;
// Dann berechnen wir die Loesungen mit Hilfe der Prozedur solve.
// Es wird eine Liste mit zwoelf Eintraegen angezeigt, bei der jeder
// Listeneintrag aus einer Liste mit zehn komplexen Zahlen besteht.
// Setzen wir diese fuer die aij ein (in der Reihenfolge
// a00,a10,a01,a20,a11,a02,a30,a21,a12,a03), so gibt uns jeder der
// zwoelf Listeneintraege ein Polynom f und eine dazugehoerige Kurve.
// Man beachte, dass die Koeffizienten hier nur naeherungsweise
// berechnet wurden und dass einige der Kurven nicht ueber den reellen
// Zahlen definiert sind, d.h. dass die Koeffizienten nicht alle
// reelle Zahlen sind. -- In der Tat sind es nur die ersten acht,
// und die vierte hat sogar rationale Koeffizienten.
solve(II);
[1]:

[1]:

-1.63080386
[2]:
4.43203885
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[3]:

4.9211745
[4]:

3.641077
[5]:

-9.10592967
[6]:

-3.37535922
[7]:

-2.42176574
[8]:

3.6495001
[9]:

1.04150386
[10]:

-0.15143581

[4] :
[1]:

[(2]:
[3]:
(4] :
(5]:
(6] :
(7]:
(8]:
[9]:

[10]:

[8]:
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[1]:
4.16239888
[2]:
-11.31216
[3]:
-12.56061
[4]:
-5.74097979
[5]:
23.24161258
[6]:
5.06277236
[71:
9.73357872
[8]:
-9.31483885
[9]:
-2.658293
[10]:
0.38651873
[9]:
[1]:
(-0.054163506+1*0.072090806)

[12]:

[1]:
(1.11803594-i*0.38217008)
[2]:
(-3.03848848+i*1.03862438)
[3]:
(-3.37382693+i*1.15325068)
[4]:
(-0.81065244+1%0.61892213)
[5]:
(6.24278426-1i*2.13392547)
[6]:
(0.62848338-i*0.55665261)
[7]1:
(3.345872-i*0.80187233)
[8]:
(-2.50200063+1i*0.85524065)
[9]:

(-0.71402747+i*0.24407081)
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[10]:
(0.10382038-1i*0.035488164)

Die Singularrechnung liefert uns acht Kubiken mit reellen Koeffizienten, die durch
die vorgegebenen Punkte Pq,..., Pg gehen und singulér sind. Die Koeffizienten sind
nur ndherungsweise gegeben, aber fiir unsere Zwecke der Visualisierung reicht das
aus. Die Gleichung der ersten Kubik lautet ndherungsweise:

f1 = —1.63080386 - z> + 4.43203885 - xz2 + 4.9211745 - yz?
+3.641077 - x*2 — 9.10592967 - xyz — 3.37535922 - y?z — 2.42176574 - x>
+ 3.6495001 - x?y + 1.04150386 - xy? — 0.15143581 - y3

Das Polynom der vierten Kurve hat rationale Koeffizienten und lautet:

fa=x*z—y’z+ x>

Die beiden Kurven sind in Abbildung 37 zu sehen. Die schwarze Kurve ist V(f4) und
ist ein Newtonscher Knoten; die rote Kurve ist V(f;). Der Satz von Bézout sagt,
daB sie den Newtonschen Knoten in insgesamt neun Punkten schneiden muf3. Acht
der Punkte sind die Punkte Pq,...,Pg, und acht Schnittpunkte kann man in der
Abbildung bei genauem Hinsehen auch finden. Der neunte ist verdeckt. Wir kénnen

ABBILDUNG 37. Der Schnitt der Kubiken V(f;) und V(fy)

in dieses Bild auch die achte Kurve einzeichnen:

fg =4.16239888 - z°> — 11.31216 - xz* — 12.56061 - yz?
— 5.74097979 - x*z 4 23.24161258 - xyz + 5.06277236 - y*z + 9.73357872 - x>
—9.31483885x%y — 2.658293 - xy? + 0.38651873 - y>.

Dann erhalten wir Abbildung 38. Man beachte, dafi die drei Kubiken in der Tat nur
gemeinsame Schnittpunkte haben.
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ABBILDUNG 38. Der Schnitt der Kubiken V(f7), V(f4) und V(fg)

Die zwolf Kubiken, die wir in unserem Beispiel konstruiert haben, sind irreduzibel,

und damit sind sie rational, wie wir aus Satz 6.4 wissen.

Wenn man sich acht Punkte vorgibt und die singuldren Kubiken, die durch diese
acht Punkte gehen, mit der richtigen Vielfachheit z#hlt, so ist ihre Anzahl immer
zwolf. Geben wir uns etwa die Punkte

Pir=(3:6:1), P,=(3:—6:1), P;=1(8:24:1), Py,=1(8:-24:1),
Ps=(15:60:1), Ps=(15:—-60:1), P, =(24:120:1), Pg=(24:-120:1)

vor, so kann man auf die gleiche Weise feststellen, dafl es nur sieben singuldre Ku-
biken durch diese acht Punkte gibt. Eine besitzt jedoch die Vielfachheit drei, drei
besitzen die Vielfachheit zwei und drei miissen einfach gezdhlt werden. Insgesamt
ergeben sich also

1-34+3-2+3-1=12

Kubiken. Die Vielfachheiten kommen letztlich aus dem Satz von Bézout. Es emp-
fiehlt sich, das Beispiel zu rechnen, denn die sieben Gleichungen, die man erhélt
haben sédmtlich reelle Koeffizienten, ja, bis auf zwei haben sie sogar alle rationale
Koeffizienten.

Ein weiteres Beispiel von drei singuldren Kubiken durch acht vorgegebene Punkte
ist in Abbildung 39 zu sehen. Dieses Beispiel kommt aus Aufgabe 6.13. Hier sind
die Kubiken nicht irreduzibel, sondern zerfallen jeweils in eine Quadrik und eine
Gerade. Die Kubiken sind nicht rational! Die Punkte in diesem Beispiel sind nicht
hinreichend allgemein gew&hlt, sonst miiiten die Kubiken irreduzibel sein — hinrei-
chend allgemein wiirde in diesem Zusammenhang bedeuten, daf§ keine vier auf einer

Geraden und keine sieben auf einer Quadrik liegen diirfen (vgl. auch Lemma 6.8).
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ABBILDUNG 39. Drei singulidre Kubiken durch acht vorgegebene Punkte

D) Kubische Flichen mit 27 Geraden

In diesem Abschnitt arbeiten wir wieder iiber dem Korper der komplexen Zahlen C,

um den Satz von Bézout in seiner vollen Allgemeinheit anwenden zu kénnen.

Bislang haben wir nur Punkte gezéhlt, die wir als Schnittpunkte von Kurven erhal-
ten haben, sowie Kurven die durch vorgegebene Punkte gingen. Die geometrischen
Objekte und Bedingungen waren also stets null- oder eindimensional. Ein klassi-
sches Ergebnis der algebraischen Geometrie des neunzehnten Jahrhunderts wéhlt

eine zweidimensionale Bedingung.

Eine Fliche V C P}, vom Grad drei enthilt im allgemeinen genau 27 Ge-

raden, wenn man sie mit Vielfachheit zdhlt.

Die Aussage ist auf den ersten Blick iiberraschend. Die projektive Ebene enthélt
unendlich viele Geraden. Und schauen wir uns etwa die Fléache

V(ixw —zy) C ]P‘?j

vom Grad zwei mit Koordinaten w, x,y, z an, dann enthélt diese zwei Scharen par-
alleler Geraden” (siehe Abbildung 40). Es darf also verwundern, daf es im Grad drei
nur noch endlich viele solcher Geraden geben soll.

"Eine Gerade im ]P% ist durch zwei lineare Gleichungen gegeben. Wihlen wir eine Zahl k, so liefern

die zwei Gleichungen

x=k-y und z=k-w
eine Gerade, und zwei verschiedene Werte fiir k liefern zwei parallele Geraden. Wir erhalten also
eine Parallelenschar von Geraden. Die Gleichungen

x=k-z und y=k-w

fiir k € C definieren analog eine zweite Parallelenschar von Geraden. Auflerdem liegen diese Ge-
raden offensichtlich alle auf der Fldche V(xw — yz), da ihre Punkte die Gleichung xw —yz = 0
erfiillen. Um die Fliche zu visualisieren und ein schénes Bild zu erhalten, wenden wir zunéchst
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ABBILDUNG 40. Eine Quadrik mit zwei Parallelenscharen von Geraden

Alfred Clebsch hat 1861 (siehe [Cle61]) zu gegebener Fliche V(F) C PZ, vom Grad
drei ein homogenes Polynom G vom Grad ¢ in den Koordinaten w,x,y,z mit der
Eigenschaft gefunden, dafl der Schnitt von V(F) und V(G) genau aus den Geraden
auf V(F) besteht. Der allgemeine Satz von Bézout 4.20 sagt dann aber, dal der
Schnitt V(F) N V(G) eine Kurve vom Grad deg(F) - deg(G) = 3 -9 = 27 ist. Wenn
sie nur aus Geraden besteht, so miissen es 27 Geraden sein.

Eine Flidche vom Grad drei im P, ist durch ein Polynom mit fiinfzehn Koeffizienten
gegeben, so dafl der Parameterraum der Bedingungen ein projektiver Raum der
Dimension fiinfzehn ist. Die Menge der Parameter, fiir die manche der Geraden auf
der Flache mehrfach gezédhlt werden miissen, hat niedere Dimension. Das Polynom
G, das Clebsch gefunden hat, kann man in Abhéngigkeit der Parameter angeben, so
daB es fiir alle Fliachen zugleich funktioniert.

Es ist eine Menge iiber die moglichen Lagen der Geraden zueinander bekannt, etwa
daf} keine vier der Geraden durch einen Punkte gehen kénnen. Fiir mehr Information

eine Koordinatentransformation an, die durch die Matrix

o
_ - o

1

1
0 0 —1

0
gegeben wird, d.h. durch

WHX—W, X—=X+W, y—z—y, z—z+y.
Die Gleichung der Fliche wird dann
X2 +y?—z22—w? =0
und die Parallelenscharen von Geraden werden gegeben durch
x+w=k-(z—y) und z4+y=k-(x—w)

bzw. durch

x+w=k-(z+y) und z—y=k- (x—w).
Nach dieser Koordinatentransformation konnen wir die Fliache in der affinen Karte betrachten, die
durch w = 1 gegeben wird. Das linke Bild in Abbildung 40 zeigt die Fliche V(x2 +y?—2z?—1) mit
einigen Geraden der ersten Parallelenschar, das rechte Bild zeigt die Fliche mit einigen Geraden
der zweiten Parallelenschar.
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hierzu sowie einen alternativen Beweis sei auf die Diplomarbeit von Oliver Labs
[Lab01] verwiesen.

ABBILDUNG 41. Die Kubik von Clebsch mit ithren 27 Geraden:

P+ 2w — (x+y+tz+w) =0

ABBILDUNG 42. Die Kubik von Cayley mit vier Doppelpunkten und
9 Geraden, von denen 6 mit Vielfachheit 4 gezdhlt werden:

1
x3+y3+z3+w3—1-(x+y +z4+w)3=0
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Zum Abschlufl dieses Abschnitts wollen wir eine Definition der Covariante von
Clebsch angeben sowie eine SINGULAR. -Prozedur, mit deren Hilfe man die Covarian-
te fiir ein gegebenes Polynom F ausrechnen kann. Wir folgen dabei der Beschreibung
in [LvS03]. Um angenehmere Formeln zu haben, verwenden wir fiir die Variablen
die Bezeichnungen x1,x3,Xx3, X4 anstatt w,x,y,z. Sei also F € C[x1,x2,Xx3,X4] ein
homogenes Polynom vom Grad drei. Die 4 x 4-Matrix

0°F
He —
' (axiaxi ) ij=1,.4

heifit Hesse-Matriz des Polynoms F und hat als Eintrédge die zweiten partiellen

Ableitungen von F. Mithin sind die Eintrage der Hesse-Matrix homogene Polynome

vom Grad eins. Wir setzen
AF = det(HF))

die Determinante der Hesse-Matrix. Sie ist ein homogenes Polynom vom Grad vier.
Ferner wollen wir fiir die ersten und zweiten partiellen Ableitungen von Af eine

Bezeichnung einfiihren:

0AF
Ap; =
b aXi
und
%
By = aXian.

Damit sind Ag; und Af;; homogene Polynome vom Grad drei bzw. vom Grad zwei.
Schliefllich benotigen wir noch die Adjunkte von Hg. Es handelt sich dabei um eine
4 x 4-Matrix Af, deren Eintrag an der Stelle (1,j) sich errechnet als

AF,i,]' = (_1)1+) - det (S(HFJ)l)))

wobei die Matrix S(Hg,j,1) aus der Matrix Hf durch die Streichung der j-ten Zeile
und der i-ten Spalte entsteht. Die Adjunkte ist aus der linearen Algebra bekannt,
wo sie im Zusammenhang mit dem Determinanten-Entwicklungssatz und mit der
Cramerschen Regel zum Losen linearer Gleichungssysteme auftritt. Die Eintrage
der Adjunkten Af sind also homogene Polynome vom Grad drei.

Mit diesen Bezeichungen erhalten wir die Covariante von Clebsch als

4 4
G = Z Z AF,i,j . (AF’i . AF,]’ — 4. AF . AF,i,j)-

i=1 j=1
Damit ist G wie oben erwiahnt ein homogenes Polynom vom Grad neun.

Die folgende SINGULAR -Prozedur nimmt ein homogenes Polynom F vom Grad drei
als Eingabe und berechnet fiir dieses dieses die Covariante von Clebsch. Will man die
Prozedur anwenden, so mufl man zunéchst die Bibliothek 1inalg.1ib laden, da diese
zum Berechnen der Adjunkten benétigt wird. Die Variablen diirfen aber beliebige
Namen haben, und wir empfehlen der Einfachheit halber die Namen w, x,y, z. Dann
kann man sich anschliefend durch Substitution von w = 1 auch eine affine Gleichung
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der Covariante in der affinen Karte {w = 1} beschaffen, die mit Hilfe von Surfex

visualisiert werden kann.

LIB "linalg.lib";

proc covariante (poly F)

{
matrix H=jacob(jacob(F)); // die Hesse-Matrix
poly D=det(H); // die Determinante der Hesse-Matrix
int i,j;
matrix A=adjoint (H); // die Adjunkte der Hesse-Matrix
poly G;
for (i=1;i<=4;i++)
{
for (j=1;j<=4;j++)
{
G=G+A[i,jl*(diff(D,var(i))*diff(D,var(j))
-4xD*diff (diff (D,var(i)),var(j)));
}
}
G=G/content(G); // teile die Koeffizienten von G durch ihren ggT
return(G) ;
}

Ein Beispiel zur Anwendung der Prozedur zwecks Berechnung der Covariante fiir

die Cayley-Kubik sieht wie folgt aus.

> LIB "linalg.lib";

> ring r=0, (w,x,y,2),dp;

> poly F=x"3+y~3+z"3+w"3-1/4* (x+y+z+w) "3;

> poly G=covariante(F); // berechne die Coviariante

> short=0; // Ausgabe soll * und ~ enthalten
> subst(G,w,1); // substituiere w=1 in G

XTOxy T 2%z -2%xX T 4%y T 4*kzZ+X T 2%y 6% Z+X 6k y*z " 2+4 %X " Dky T 2%z 2+ 7 kx " 4%
Y 3*zZT 247X T 3xy T A*Z T 2+4kxX T 2k y T k2T 24x*y T6* 2T 2+ 7k x " 4ky " 2%z 3+14
*¥XT3ky T 3%27 3+T kX" 2%y T 4*z2" 3-2%X T4k y*Z T 4+THX T 3ky T 2%2 T4+ THx 2%y "3
*Z74-2%xxy " 4%z 4+HA%x T 2%y T 2%Z T Bb+x T 2% y*ZT6+x*xy T 2%Z2T6+x 6%y T2-2%x
TAxyT4+XT 2%y T 6+2%X T 6k y*zZ+8*X "5k y T 2%xz+14%x " 4ky " 3%z +14%x " 3%y " 4*z
+8*X 2%y T 5*Z+2x Xk y 6k Z+X"6*Z " 2+8*X 5 y*z " 2+20%x " 4ky T 2%z 2+26 %X
T3xy T 3%z 2+20%x "2y T4k Z T 2+ 8*xky T O*Z2 T 2+y T 6%z 2+14%x "4k y*kz " 3+26%
X7 3%y " 2%z7 3+26%x 2%y " 3%z 3+14%xky " 4*xz " 3-2%xX 4%z 4+14%x " 3%y*xz"4
+20%x " 2%y " 2%z 4+ 14%xky " 3%z " 4-2%y T 4%z T 4+8%x " 2% y*kz " 5+8*xky 2%z 5
+XT2%Z76+2%x*ky*ZT6+y T 2% 27 6+X TGk y+4*¥XTE*y T2+ 7 *x " dky " 3+7 kX" 3%y 4
+4xx " 2%y T 5+xky T 6+X T 6%z +8*x T 5xy*z+20%x T 4*y " 2%z +26%x " 3%y " 3*z+20%
X" 2%y T A*z+8xxky T b*zZ+y T 6xz+4*xx 5%z 24+20%x T Ak y*z T 2+46%x " 3xy " 2%z"
2+46%x72xy " 3%z 2+20%x*ky " 4%z 2+4xy "5z 2+7xx 4%z 3+26%x " 3*y*z" 3
+46*X 2%y " 2%z 3+26*xky "3k z " 3+T*y " 4*z 7 3+7T*x " 3%z 4+20*xX " 2k y*z "4+
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20%x*y 2%z "4+ 7xy " 3kz " 44+4*X " 2%Z27 5+ B*x*ky*Z T 5+4A*ky " 2%z 54+x*2" 6+y*z
TO+HTHXTAxyT2+14%x T 3ky T 3+T*x T 2%y T 4+14%x T 4k ykz+26%X " 3xy T 2% Z+26%X
T2xy " 3*z+14xxky T4k zZ+T kX TA*Z T 2+26%X " 3% y*z " 2+46%x " 2%y " 2%z 2+26%x
*y 3%z T2+ 7y T 4*zT2+14%x 3% 27 3+26%x T 2% y*z " 3+26%xky " 2%z 3+14%y "3
*Z7 3+ T*X T 2% 2T A+ 14k y Rz T 44T kY T 2% 2T 4-2% X T Aok y+T kX T 3ky T 24T kX T 2%y "
3-2xxxy " 4-2%x"4xz+14%xX " 3ky*Zz+20%X " 2%y " 2% 2+ 14*xxky " 3% 2-2%y " 4*Z+7
*X 3%z T 2+20%X T 2%y *z T 2+ 20%Xky T 2% 2T 247k y T 3%z T2+ 7 X T 2%z 7 3+ 14% 0k vk
Z73+Txy " 2%z" 3-2%x*2 " 4-2%y*z T 4+4 %X " 2%y T2+ 8% X T 2k ykz+8xxky T 2%z +4*
X7 2%Z7 248Xk y*Z T 2+4*y T 2%z 24X T 2k y+xky T 24X T 2% Z+ 2k Xk ykZ+y T 2k Z XK

z72+y*xz"2

Dieses Polynom kann man Surfex iibergeben und den Schnitt mit der Kubik zeich-
nen lassen. Man beachte, dal man in SINGULAR die obige Prozedur zunéchst defi-
nieren muf}; d.h. den obigen Quelltext der Prozedur eingeben muf3, bevor man sie
aufrufen kann!

Das Ergebnis (siche Abbildung 43) ist allerdings nicht sehr zufriedenstellend. Der

ABBILDUNG 43. Cayley-Kubik geschnitten mit der Covariante von Clebsch

Schnitt einer Kubik mit einer Kurve vom Grad neun ist fiir die Visualisierung eine
schwierige Angelegenheit. Man kann das Ergebnis dadurch verbessern, dal man
die Gleichungen fiir die Geraden ausrechnet und sie einzeln einzeichnen 148t. Eine
Gerade im dreidimensionalen Raum ist durch zwei lineare Gleichungen gegeben.
Man kann diese durch Primdrzerlequng ausrechnen lassen.

LIB "primdec.lib";

poly F=x"3+y~3+z"3+w"~3-1/4*(x+y+z+w) "3;
poly G=covariante(G);

ideal I=F,G;

list PD=primdecGTZ(I);

V V V V V
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> size(I); // gibt an, wie viele Komponenten gefunden wurden

9

> for (int i=1;i<=size(PD);i++)

{
string(i)+"-te Komponente";
PD[i] [2]; // gibt die ite Komponente aus
"Vielfachheit: ",
deg(std(PD[i]1[1]1)); // berechnet die Vielfachheit der iten Komponente
}

1-te Komponente

_[1]=x+y

_[2]=w+z

Vielfachheit: 1

2-te Komponente

_[11=x-y

_[2]=w+z

Vielfachheit: 4

3-te Komponente

_[1]=y+z

_[2]=w+x

Vielfachheit: 1

4-te Komponente

_[1]=y-z

_[2]=w+x

Vielfachheit: 4

5-te Komponente

_[1]=x+y

_[2]=w-z

Vielfachheit: 4

6-te Komponente

_[1]=y+z

_[2]=w-x

Vielfachheit: 4

7-te Komponente

_[1]=x-z

_[2]=w+y

Vielfachheit: 4

8-te Komponente

_[1]=x+z

_[2]=w+y

Vielfachheit: 1

9-te Komponente

_[1]=x+z

_[2]=w-y

Vielfachheit: 4
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Die Primérzerlegung liefert uns die Gleichungen der neun Geraden und gibt uns fiir
jede der neun Geraden an, mit welcher Vielfachheit sie gezéhlt werden mufl. Die

erste Gerade erhalten wir etwa als Losungsmenge des Gleichungssystems
x+y=0 und w+z=0

und sie hat Vielfachheit eins. Wenn wir sie in der Karte {w = 1} mit Surfex zeichnen,
so erhalten wir Abbildung 44.

Y

ABBILDUNG 44. Cayley-Kubik geschnitten mit der Covariante von Clebsch

Das Primérzerlegung wird im allgemeinen nicht so problemlos funktionieren. Fiir
die Cayley-Kubik haben die Gleichungen der Geraden rationale Koeffizienten, was
im allgemeinen nicht mehr der Fall ist. Dann mufl man den Befehl primdecGTZ
durch absPrimdecGTZ ersetzen und erhélt Koeffizienten, die von einem Parameter
abhéngen. Bei diesem Parameter handelt es sich um eine algebraische Zahl, d.h. um
die Nullstelle eines Polynoms in einer Verénderlichen. Das Polynom wird ebenfalls
angegeben. Man kann eine numerische Approximation an die Nullstelle ausrechnen,
z.B. mit solve aus solve.lib. Das sollte fiir die Visualisierung mit Surfex hinrei-
chend sein. Die Rechnungen werden dann allerdings recht komplex und man mufl

etwas Geduld mitbringen.

E) Satz von Pappos

In diesem Abschnitt arbeiten wir iiber dem Korper der reellen Zahlen R.

Der Satz von Pappos ist eine bereits in der Antike bekannte Aussage der Elementar-
geometrie der Ebene. Wir folgen in unserer Darstellung im wesentlichen [Rei92]. Um
parallele Geraden und sich schneidende Geraden gleichzeitig behandeln zu konnen,
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formuliert man sie sinnvollerweise gleich in der projektiven Ebene. In der Formu-
lierung des folgenden Satzes soll fiir Punkte A und B in PZ mit A B die Gerade
bezeichnet sein, auf der A und B liegen.

Satz 6.7 (Satz von Pappos)

Es seien g und g’ zwei Geraden in der projektiven Ebene, A, B, C € P&\(gNg’) seien
drei Punkte, die auf der Geraden g liegen, und A’,B’,C" € P& \ (g N g’) seien drei

weitere Punkte, die auf einer Geraden g’ liegen. Wir bilden die drei Schnittpunkte
P=AB'NA’B, Q=BC'NB’C, wund R=CA'NC'A.

Dann liegen die drei Punkte P, Q und R auf einer Geraden.

Die Voraussetzungen des Satzes sowie seine Aussage werden in den Abbildungen 45—
49 veranschaulicht.

g

ABBILDUNG 45. g und g’ mit den Punkten A, B, C sowie A’, B’, C’

Wir wollen in diesem Abschnitt den Satz von Pappos beweisen. Dabei werden wir die
Begriffe Quadrik und Kubik immer wieder verwenden, so dafl wir sie noch einmal
ins Gedéchtnis rufen wollen. Eine Kurve in der projektiven Ebene wird als Null-
stellenmenge eines homogenen Polynoms gegeben. Hat das Polynom Grad eins, so
handelt es sich um eine Gerade; hat es Grad zwei, so nennen wir die Kurve eine
Quadrik; hat es Grad drei, sprechen wir von einer Kubik. Auflerdem wollen wir uns
daran erinnern, daf fiir die Nullstellenmenge zweier homogener Polynome F und G
folgende Regel gilt:
V(F)u V(G) = V(F- G).

Insbesondere ist also die Vereinigung dreier Geraden eine Kubik.

Die Vereinigung der drei griinen Geraden in Abbildung 47 ist also eine Kubik C, und
die Vereinigung der drei roten Geraden dort ist eine weitere Kubik C’. Diese kénnen
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ABBILDUNG 46. Die Geraden A B/, B C’ und C A’

AB' BC' C'A

ABBILDUNG 47. Die Geraden A B/, BC’, CA’und A’ B, B’ C, C' A

sich wegen des Satzes von Bézout 4.7 in hochstens 3 -3 = 9 Punkten schneiden, und
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A'B
ol
.A/
A
3 \ o
gl
AB' BC' CA
ABBILDUNG 48. Die Schnittpunkte P, Q und R.
A'B
.? :.0
[
PQR
Cl
gl
AB'’ BC' C'A

ABBILDUNG 49. P, Q und R liegen auf einer Geraden

wir sehen die Schnittpunkte in Abbildung 48:

A, B, C,A, B, C,PQ und; R
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Vergessen wir fiir einen Augenblick, daf3 die orangefarbene Gerade in 49 neben P
und Q auch R enthélt, und betrachten wir sie nur als die durch P und Q gegebene
Gerade PQ. Dann ist die Vereinigung von g, g’ und PQ eine dritte Kubik, die mit
den beiden Kubiken C und C’ zumindest die acht Punkte

A, B, C,A B, C,P und Q

gemeinsam hat. Wir wollen nun zeigen, dafl eine Kubik, die mit zwei anderen Kubi-
ken acht ihrer neun Schnittpunkte gemeinsam hat, automatisch auch den neunten
mit ihr teilen mufl. Damit ist dann der Satz von Pappos im wesentlichen ebenfalls

bewiesen!

Um die Aussage zu den Kubiken beweisen zu konnen, schauen wir uns zunéchst
die Gesamtheit aller Kubiken an, die durch gegebene acht Punkte verlaufen. Dabei
sollen die acht Punkte nicht zu speziell liegen, d.h. nicht zu viele sollen auf einer
Geraden oder einer Quadrik liegen. Wir erinnern uns, daf fiir drei zufillig gewéhlte
Punkte in der Ebene keine Gerade durch alle drei existiert und daf} sich durch sechs
Punkte im allgemeinen auch keine Quadrik mehr findet (siehe Seite 82).

Fiir das folgende Lemma wollen wir zudem dem R-Vektorraum aller homogenen
Polynome vom Grad drei einen Namen geben:

Rix,y,zl3 ={F € Rlx,y, z] | F ist homogen vom Grad 3}.
Wir kennen seine Dimension,
dimg (R[x,y,zl3) =10,
da ein homogenes Polynom vom Grad drei die Form
F= Z agi - xt-yl -2
i+j+k=3
hat und es genau zehn solcher Tripel (1,7, k) gibt.

Wir werden im Beweis des Lemmas immer wieder zwischen homogenen Polynomen
und den durch sie definierten Kurven wechseln miissen. Wir wollen uns deshalb
daran erinnern, dafl zwei homogene Polynome vom gleichen Grad genau dann die
gleiche Kurve definieren, wenn sie sich nur um ein skalares Vielfaches unterschei-
den. Betrachten wir also einen R-Vektorraum W von homogenen Polynomen vom
gleichen Grad, dann definieren diese Polynome genau dann die gleiche Kurve, wenn
die Dimension von W eins ist. Ist sie echt grofler als eins, dann definieren sie bereits

unendlich viele verschiedene Kurven.

Ein weiteres Argument, das wir im Beweis des 6fteren verwenden, kommt aus der
linearen Algebra. Die Losungsmenge eines homogenen linearen Gleichungssystems,
d.h. eines Systems linearer Terme, die alle gleich null gesetzt werden, ist immer ein
Vektorraum, und die Dimension des umgebenden Raumes sinkt mit jeder Gleichung

um hochstens eins.
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Lemma 6.8
Es seien Py, ..., Pg € P3 acht Punkte, von denen keine vier auf einer Geraden liegen

und keine sieben auf einer Quadrik. Dann hat der R-Vektorraum
V={F€RI[x,y,zl3| F(P1) =... =F(Ps) =0}

die Dimension zwei.

Beweis: Der Vektorraum V ist als Teilmenge von R[x,y, z]3 durch acht homogene
lineare Gleichungen beschrieben. Mithin gilt sicher

dlmR(V) > dlm]R (R[X)y) Z]3) —8= 2)
da jede der Gleichungen die Dimension um hoéchstens eins erniedrigt.
Wir nehmen nun an, die Dimension sei echt gréfler als zwei, und leiten einen Wi-

derspruch her, indem wir verschiedene Félle untersuchen.

1. Fall: Keine drei der P; liegen auf einer Geraden und keine sechs auf
einer Quadrik.
Wir betrachten die Gerade P; P, und wéhlen zwei weitere Punkte P und R auf
der Geraden. Der Vektorraum

W ={Fe V|F(P) = FR) =0}

ist die Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems mit zwei homogenen li-

nearen Gleichungen. Mithin sinkt die Dimension von V um hochstens zwei, d.h.
dimg (W) > dimg(V)—2>3-2=1.
Es gibt also ein homogenes Polynom F vom Grad drei mit der Eigenschaft, dafl
F(P1) = F(P2) = F(P) =F(R) =0.

Ist C = V(F) die zugehorige Kubik, dann haben C und P; P, vier Punkte ge-
meinsam. Wegen des Satzes von Bézout 4.7 geht das nur, wenn die Gerade Py P;
ganz in der Kubik C enthalten ist, d.h. es gibt eine Quadrik Q, so daf3

C=P,P,UQ.

Da die Gerade P; P, nach Voraussetzung keine drei der P; enthélt, miissen die
Punkte Ps,...,Ps auf Q liegen. Dies ist aber wiederum im Widerspruch zur
Voraussetzung, diesmal dazu, dafl keine sechs auf einer Quadrik liegen sollen.
2. Fall: Drei der P; liegen auf einer Geraden. Wir koénnen ohne Ein-
schrankung annehmen, dafl die Punkte P;, P, und P3 auf einer Geraden liegen,
d.h. P3 € P; P,. Wihlen wir nun einen weiteren Punkt P auf dieser Geraden und

betrachten wir den R-Vektorraum
W ={Fe V| FP) =0}

so gilt wie oben

dimg (W) > dimg (V) — 1> 2,
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da die Bedingung F(P) = 0 einer homogenen linearen Gleichung entspricht, die
die Elemente in W erfiillen miissen. Ist F ein Polynom in W, dann schneidet die
zugehorige Kurve C = V(F) die Gerade P; P, in den vier Punkten Py, P,, P3
und P. Da C ein Kubik ist, impliziert der Satz von Bézout 4.7, dafl die Gerade
P; P, in C enthalten ist. Es gibt also eine Quadrik Q, so daB C = Q U P; P,.
Da nach Voraussetzung keine vier der Punkte P; auf der Kubik C liegen, muf
P4, ...,Pg € Q gelten. Die Quadrik Q geht also durch fiinf vorgegebene Punkte.
Driicken wir diese Uberlegungen auf der Ebene der definierenden Polynome aus
und ist H ein homogenes Polynom vom Grad eins mit V(H) = P; P,, dann gibt

es also ein homogenes Polynom G vom Grad zwei, so daf3
F=G-H,

und es gilt G(P;) =0 fiir i =4,...,8. Damit ist

F

ein mindestens zweidimensionaler R-Vektorraum von homogenen Polynomen
vom Grad zwei, die alle an den fiinf Punkten Py, ..., Pg verschwinden. Nun defi-
nieren zwei Polynome aber nur dann die gleiche Quadrik, wenn sie sich nur um
ein skalares Vielfaches unterscheiden. Der zweidimensionale Vektorraum W’ von
Polynomen vom Grad zwei definiert also unendlich viele Quadriken, die durch
die fiinf Punkte Py, ..., Psg gehen. Das steht aber im Widerspruch zu Propositi-
on 6.1, da keine vier der fiinf Punkte auf einer Geraden liegen und deshalb nur

eine Quadrik durch die fiinf Punkte gehen kann.

. Fall: Keine drei der P; liegen auf einer Geraden, aber sechs der P;

liegen auf einer Quadrik. Wire die Quadrik Q nicht irreduzibel, so wére sie
die Vereinigung zweier Geraden, von denen dann mindestens eine drei Punkte
enthalten wiirde. Da dies ausgeschlossen wurde, mufl Q irreduzibel sein. Ohne
Einschrankung kénnen wir annehmen, dafl die Punkte Pq,...,Ps auf der Qua-
drik Q liegen. Wahlen wir einen weiteren Punkt P auf Q und betrachten den

Vektorraum
W ={Fe V| FP) =0}

dann gilt wie vorher dimg (W) > 2, und wegen des Satzes von Bézout 4.7 ist
Q eine Komponente von V(F) fiir alle F € W, da dann V(F) und Q die sieben
Punkte Pq, ..., Pg, P gemeinsam haben. Ist G ein homogenes Polynom vom Grad
zwei mit V(G) = Q, dann ist

F
W’:{E’FEW}

ein mindestens zweidimensionaler R-Vektorraum von homogenen linearen Poly-
nomen. Zudem hat jedes der Polynome die Punkte P; und Pg als Nullstellen,
da diese auf V(F) liegen, aber nach Voraussetzung nicht auf Q liegen konnen.
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Wegen dimg (W’) > 2 miifite es also unendlich viele Geraden durch die Punkte
P; und Pg geben. Das ist aber offenbar falsch.

Damit haben wir den gewiinschten Widerspruch hergeleitet und gezeigt, dafl
dimp (V) = 2 gilt. O

Das Lemma ist eine etwas technische Formulierung des folgenden Satzes von Cayley-

Bacharach.

Korollar 6.9 (Satz von Cayley-Bacharach)
Es seien C und C' zwei Kubiken in P%, die sich in genau neun Punkten schneiden.
Jede Kubik, die acht der neun Schnittpunkte enthdlt, enthdlt auch den neunten.

Beweis: Wir wollen zunéchst begriinden, weshalb keine vier der neun Punkte auf
einer Geraden und keine sieben auf einer Quadrik liegen kénnen. Wéaren vier der
Punkte auf einer Geraden, dann miifite diese Gerade wegen des Satzes von Bézout 4.7
eine Komponente sowohl von C, als auch von C’ sein und die beiden Kurven hétten
unendlich viele Punkte gemeinsam. Nehmen wir nun an, daf} sieben der Punkte auf
einer Quadrik liegen. Ist diese Quadrik nicht irreduzibel, dann ist sie die Vereinigung
von zwei Geraden und mindestens eine der Geraden miifite vier Punkte enthalten,
was wir bereits ausgeschlossen haben. Ist die Quadrik irreduzibel, so muf§ sie wegen
des Satzes von Bézout 4.7 eine Komponente sowohl von C als auch von C’ sein,
so dafl diese wieder unendlich viele Punkte gemeinsam hétten. Damit haben wir
gezeigt, daB keine vier der Schnittpunkte auf einer Geraden und keine sieben auf
einer Quadrik liegen.

Halten wir nun acht der neun Schnittpunkte fest, Pq,...,Pg, so konnen wir Lem-
ma 6.8 anwenden und der R-Vektorraum

V:{F € ]R[x,y,z]3 ’ F(P]) =... :F(Pg) :O}

hat Dimension zwei. Es gibt zwei Polynome G, H € R[x,y, zl3 mit V(G) = C und
V(H) = C’. Da die beiden Kubiken nicht gleich sind, sind G und H nicht skalare
Vielfache voneinander, d.h. sie sind linear unabhéngig. Also bilden sie eine Basis des
Vektorraums V. Ist nun C” eine beliebige Kubik, die die Punkte Py, ..., Pg enthéilt,
dann gibt es ein Polynom F € V mit V(F) = C”. Da (G, H) eine Basis von V ist,
gibt es zudem reelle Zahlen a,b € R, so dafl

F=a-G+b-H
Aber damit gilt dann fiir den neunten Schnittpunkt Po von C und C’
F(P9) =a-G(Py) +b -H(Py) =a-0+b-0=0.

Mithin ist Py in C” enthalten. O

Wir erhalten den Beweis des Satzes von Pappos als unmittelbare Folgerung.
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Beweis des Satzes von Pappos 6.7: Die drei griinen Geraden in Abbildung 47
bilden eine Kubik C, und ebenso bilden die drei roten Geraden dort eine Kubik C’.
Die beiden Kubiken schneiden sich genau in den neun Punkten A, B, C, A’, B/, C’,
P, Q und R. Die Kubik C” = gU g’ UP Q schneidet die beiden Kubiken C und C’
in mindestens acht der neun Schnittpunkte. Nach dem Satz von Cayley-Bacharach
muf sie also auch den neunten Schnittpunkt R enthalten. Nach Konstruktion kann
dieser aber weder auf g noch auf g’ liegen. Also sind die drei Punkte P, Q und R
kollinear, d.h. sie liegen auf einer gemeinsamen Geraden. U

Mit einem analogen Argument kann man folgende Version des Satzes von Pascal

zeigen.

Korollar 6.10 (Satz von Pascal)
Gegeben sei ein Sechseck mit den Ecken A, B, C, D, E und F in der projektiven
Ebene P% wie in Abbildung 50. Wir verlingern einander gegeniiberliegende Seiten zu

Geraden und berechnen deren Schnittpunkte, so dafS wir drei weitere Punkte erhalten:
P=ABNDE, Q=BCNEF, und R=CDNFA.

Genau dann liegen die drei Punkte P, Q und R auf einer Geraden, wenn die Punkte
A, B, C, D, E und F auf einer Quadrik liegen.

Beweis: Wir veranschaulichen die Aussage in Abbildung 50, und wir verwenden

ABBILDUNG 50. Das magische Sechseck des Satzes von Pascal

im folgenden auch die Bezeichnungen und die Farbkodierung der Abbildung. Die
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Vereinigung der drei griinen Geraden ist eine Kubik C, ebenso ist die Vereinigung
der drei roten Geraden eine Kubik C’. Die beiden Kubiken schneiden sich in den
neun Punkten A, B, C, D, E, F, P, Q und R.

Wir sollten hier vielleicht begriinden, weshalb die Punkte paarweise verschieden sein
miissen, wobei das fiir die Punkte A, ..., F vorausgesetzt ist. Nehmen wir zunéchst
an, P wére einer der Punkte A oder B. Dann wiirden die Punkte A, D, E oder die
Punkte B, D, E auf einer Geraden liegen und kénnten nicht Ecken eines Sechsecks
sein. Aus dem gleichen Grund kann P keiner der anderen Punkte sein, und fiir Q

und R argumentiert man analog.

Man beachte auflerdem, dafl eine Quadrik durch die Punkte A, B, C, D und E
keine Vereinigung von zwei Geraden sein kann, da die sechs Punkte als Ecken eines
Sechsecks vorausgesetzt sind und somit keine drei von ihnen auf einer Geraden liegen
konnen. Eine Gerade schneidet die Quadrik also in hochstens zwei Punkten wegen
des Satzes von Bézout 4.7.

Liegen P, Q und R auf einer Geraden L und ist M eine Quadrik durch die fiinf
Punkte A, B, C, D und E, dann ist die Vereinigung C” = LU M von L und M eine
Kubik, die acht der neun Schnittpunkte von C und C’ enthélt. Mithin muf sie wegen
des Satzes von Cayley-Bacharach auch den neunten enthalten, d.h. F € C” = LUM.
Wire Fin L =P Q R enthalten, dann wire L = F R = F A und damit wire auch A
in L. Mit A und Q wére dann aber auch B in L. Aber dann wéren A, B und F auf
einer Geraden und koénnten nicht die Ecken eines Sechsecks sein. Also liegt F in M
und die Punkte A, ... F liegen auf einer Quadrik.

Liegen die Punkte A, B, C, D, E und F auf einer Quadrik M und ist L die Gerade
durch P und Q, so geht die Kubik C” = L U M durch acht der neun Schnittpunkte
von C und C’. Mithin mufl auch den neunten enthalten, d.h. R € C” = LUM. Wire
R € M, dann miifite R einer der beiden Schnittpunkte A oder F von L mit M sein,
was wir bereits ausgeschlossen haben. Also liegt R in L, und P, Q und R liegen auf

einer Geraden. O

F) Aufgaben

Aufgabe 6.11
Berechnen Sie die Gleichung der Quadrik durch folgende Punkte und visualisieren
Sie die Quadrik mit Surfex:

a. Py=(1:0:0),P,=(0:1:0),P3=(0:0:1),P4=(1:1:1),P5=(1:2:3).

b.Py =(0:0:1),P,=(1:0:1),P3=0:1:1),Ppg = (0:—-1:1),
Ps=(—-1:0:1).

. Pr=00:0:1),P,=(=1:1:1),P3=(1:1:1),P4=(2:4:1),P5=(3:9:1).

Konstruieren Sie die dritte Quadrik in Cinderella oder in einem anderen Programm

der dynamischen Geometrie.



110 6.F) AUFGABEN

Aufgabe 6.12 (Euler-Formel)
Beweisen Sie fiir ein homogenes Polynom F € K[x, y, z] vom Grad d die Euler-Formel
oF oF oF
d-F:X-&—f—U'&—FZ-&.

Aufgabe 6.13

Berechnen Sie die Diskriminante der Familie von ebenen projektiven Kurven vom
Grad drei mit Singular. Verwenden Sie diese, um fiir folgende Punktkonfiguration die
singulédren ebenen projektiven Kurven vom Grad drei zu berechnen und visualisieren

Sie die Kurven, fiir die die zugehorigen Parameter reell sind:

P, (0:0:1)
P, = (1:0:1)
P; = (0:1:1)
P, = (1:1:1)
Ps = (2:3:1)
Ps = (3:2:1)
P, = (=2:2:1)

Ps = (2:-2:1)
Sie erhalten nur sieben verschiedene Kubiken. Einige miissen mit Vielfachheit gezéhlt

werden!

Aufgabe 6.14

Berechnen Sie die Diskriminante der Familie von ebenen projektiven Kurven vom
Grad drei mit Singular. Verwenden Sie diese, um fiir folgende Punktkonfiguration
die zwolf rationalen ebenen projektiven Kurven vom Grad drei zu berechnen und

visualisieren Sie die Kurven, fiir die die zugehorigen Parameter reell sind:

P, (0:0:1)

P, = (1:0:1)

P; = (0:1:1)

Py, = (1:1:1)

Ps = (11:2:1)
Ps = (—1:12:1)
P, = (12:4:1)
Ps (=2:-41:1)

Aufgabe 6.15
Betrachten Sie die kubische Fliche im P, die durch die homogene Gleichung

F=w?x—x>+wry+x*y +xu? —vd+w?z+x%z+2xyz+y’z+xz22 +yz> — 2> =0

definiert wird. Berechnen Sie fiir diese Kubik die Covariante von Clebsch mit Hilfe
der SINGULAR -Prozedur von Seite 97. Verwenden Sie diese, um die 27 Geraden der
Kubik in der affinen Karte {w = 1} mit Hilfe von Surfex zu visualisieren. Berechnen
Sie anschliefend die Gleichungen der Geraden mit Hilfe der Primérzerlegung und

visualisieren Sie sie mit Hilfe von Surfex.
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Aufgabe 6.16

Gegeben seien die Punkte A=(—4:7:7), B=(0:3:3),C=(4:—-1:-1), A’ =
(=2:3:3), B"=(2:—-1:-1), C" = (6:—5:—5) € P&. Zeigen Sie, daB} die
Punkte A, B und C auf einer Geraden g liegen, und dafl die Punkte A’, B’ und C’ auf
einer Geraden g’ liegen. Berechnen Sie dann die Schnittpunkte P, Q und R im Satz
von Pappos 6.7 und zeigen Sie, dafl diese auf einer gemeinsamen Geraden liegen.
Visualisieren Sie die Aussage des Satzes von Pappos fiir diese Punktkonfiguration
mit Hilfe von Cinderella in der affinen Karte {z = 1}.

Aufgabe 6.17
Man gebe sich in Cinderella eine Quadrik durch fiinf Punkte A, B, C, D und E
sowie einen Punkte Q auf der Geraden B C vor. Dann bestimme man Punkte F, P

und R, so daB sie dem Satz von Pascal 6.10 geniigen.
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7 ANGEWANDTE ALGEBRAISCHE GEOMETRIE

(VON THOMAS MARKWIG)

Algebraische Gleichungen tauchen in vielen Anwendungsbereichen in ganz natiirli-
cher Weise auf und Methoden der algebraischen Geometrie und der Computeralge-
bra werden verwendet, um diese Gleichungen zu l6sen oder zu vereinfachen. Hierzu
zéhlen u.a. die System- und Kontrolltheorie zur Steuerung von Prozessen; Gleichge-
wichtsreaktionen in der Kinematik; die Stabilitdtsanalyse bei der Entwicklung von
elektrischen Schaltungen; Bewegungsabldufe bei der Robotersteuerung; statistische
Modelle in der algebraischen Statistik. Zudem spielen algebraische Varietéten mit
zusatzlicher Struktur eine wichtige Rolle in der Kryptographie und der Kodierungs-

theorie. In dem vorliegenden Text wollen wir uns auf zwei Beispiele beschréanken.

A) Die Griffis-Duffy Plattformen

Unser Ziel ist es, bestimmte Mechanismen zur Bewegung von Koérpern im Raum
zu untersuchen. Um einen solchen Mechanismus sinnvoll konzipieren zu konnen,
sollten wir uns zunéchst Gedanken darum machen, wodurch die Lage eines Korpers
im Raum bestimmt ist und wie man sie verdndern kann. Die Lage ist bestimmt
durch den Ort, an dem sich der Korper befindet, und durch die Ausrichtung, die
hat. Man kann die Lage verdndern, indem man ihn an einen anderen Ort verschiebt
und seine Ausrichtung dreht (vgl. Abbildung 51). Zur Verdnderung der Lage haben

z

ROLL YAW

PITCH

¥

ABBILDUNG 51. Verédnderung der Lage eines Korpers im Raum

wir mithin sechs Freiheitsgrade: eine Verschiebung in Richtung oben-unten, links-
rechts und vorne-hinten sowie eine Drehung mit drei Drehrichtungen. D.h. um die
neue Lage eine Korpers relativ zu seiner alten Lage zu beschreiben, benotigen wir
einen Verschiebungsvektor v € R3 sowie eine Drehmatrix A € SO(3). Die sechs
Freiheitsgrade kommen dann daher, da8 der Raum R3 sowie die spezielle orthogonale
Gruppe SO(3) jeweils die Dimension drei haben. Fiir die letztere Aussage beachte
man, dafl eine Matrix A genau dann in SO(3) liegt, wenn

A" A=1; und det(A)=1.

Hat die Matrix A die Eintrdgen ay; mit 1 <1,j < 3, dann fithrt ein Koeffizienten-

vergleich der Matrizen zu neun Gleichungen, die zusammen mit der Determinante
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das folgende Gleichungssystem ergeben:

1) aﬂ + a%l + a%] =1
2) anp*xap+ay*xaptay*xapy = 0
3) appxapzt+az*azt+az*xaxz = 0
4) appxaptaxy*aptax*xap = 0
5) a%z + a%z + a%z = 1
6) ap*ai3+apgxaxtazp*ray = 0
7) appxapztaz*apztaz*xaxz = 0
8) apxapzt+ap*astazp*rayz = 0
?) aj; +a3; +as; 1
10) —Q13 % A2 % A371 + A2 % A3 * A31 + A13 * A27 * A32

—Q1 kA3 % A3 — Q2% A1 * A33+ App* Ap *xazz = |

Da die Matrix A'- A symmetrisch ist, sind einige der Gleichungen iiberfliissig, aber
wir sehen auf diesem Weg, dafl die Gruppe SO(3) eine affine algebraische Varietét
ist, die im affinen Raum A% mit den Koordinaten (ay | 1 < i,j < 3) liegt. Wir
konnen mit Hilfe von SINGULAR die Dimension dieser Varietdt ausrechnen.

SINGULAR /
A Computer Algebra System for Polynomial Computations /  version 3-0-4
0<
by: G.-M. Greuel, G. Pfister, H. Schoenemann \ Nov 2007

FB Mathematik der Universitaet, D-67653 Kaiserslautern \

ring r=0,(all,al2,al3,a21,a22,a23,a31,a32,a33) ,dp;

matrix A[3][3]=all,al2,a13,a21,a22,a23,a31,a32,a33;

M=transpose (A)*A;

ideal I=M[1,1]1-1,M[1,2],M[1,3],M[2,2]-1,M[2,3],M[3,3]-1,det(A)-1;
dim(std(I));

W VvV V V VvV VvV

Die Drehgruppe hat also wirklich Dimension drei.

Um einen Mechanismus zu konstruieren, der einen Korper im Raum bewegt, bedie-
nen wir uns zweier Platten. Eine der Platten ist am Boden verankert, auf der anderen
ist der Korper befestigt, so dal wir nur die beiden Platten relativ zueinander bewe-
gen miissen. Dazu verbinden wir die beiden Platten durch Beine miteinander. Die
Lénge der Beine soll variabel sein und sie sollen iiber Kugelgelenke mit den Platten
verbunden sein. Wir wollen die Lage der Platte nun durch Verdnderung der Lénge
der Beine kontrollieren. Da wir sechs Freiheitsgrade in unserer Bewegung haben,
sollte es moglich sein, mit sechs Beinen eine stabile Konstruktion zu erreichen, d.h.
wenn wir die Beine auf einer festen Lange arretieren, sollte die Konstruktion starr
sein und die obere Platte unbeweglich. Man beachte dabei, dal die Kugelgelenke
frei beweglich sind, so dafl man bei weniger als sechs Beinen den Mechanismus in
sich drehen kann! Eine Konstruktion dieser Art wird eine Stewart-Gough Plattform
genannt (siehe Abbildung 52).
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ABBILDUNG 52. Allgemeine Stewart-Gough Plattform
(http://de.wikipedia.org/wiki/Stewart_Platform)

Solche Plattformen werden zur Robotersteuerung (siche Abbildung 53) eingesetzt.
Entwickelt wurden sie zum Testen der Abnutzung von Autoreifen (siche Abbil-
dung 54). Sie finden aber auch ein vielen anderen Bereichen Einsatz, etwa fiir Flug-
simulatoren (siche Abbildung 55), bei der Steuerung von Satellitenantennen (siche
Abbildung 56) oder in der Mikrochirugie (siehe Abbildung 57).

ABBILDUNG 54. Gough Plattform 1954 / 2000 (Dunlop, Proc. IMe-
chE, 1965-66)

Bei der Kontrolle der Steuerung der Plattform gibt es nun zwei prinzipielle Frage-
stellungen. Zum einen mochte man in der Lage sein, bei gegebener Beinldnge die
moglichen Lagepositionen der Platte angeben zu konnen (direkte Kinematik), zum
anderen mochte man wissen, welche Beinldngen notwendig sind, um eine vorgegeben

Position zu erreichen (inverse Kinematik).
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ABBILDUNG 55. Flugsimulator (Lufthansa)
(http://de.wikipedia.org/wiki/Stewart_Platform)

ABBILDUNG 56. Ausrichtung von Satellitenantennen (Physik Instru-
mente, M-840)

ABBILDUNG 57. Chirurgischer Roboter (Physik Instrumente, M-850)
(Fraunhofer Institut IPA, Stuttgart)

Um das Problem angehen zu konnen, fithren wir Bezeichnungen ein. Die Basispunkte
der sechs Beine im Raum wollen wir mit ag,..., ag bezeichnen, die Endpunkte mit
by, ..., bs (siehe Abbildung 58). Die Lénge des i-ten Beines ist dann

Li = [bi — ail = /(b — ai)? + (biz — aiz)? + (biz — ai3)?

der euklidische Abstand der Punkte a; und b;. Eine Lagednderung der Plattform
wird durch eine Abbildung

Opyv:RP— R*:b—A-b+v

beschrieben, bei der A € SO(3) eine Drehmatrix ist und v € R3 ein Verschie-
bungsvektor ist. Dabei werden die Basispunkte der Beine festgelassen, und nur die
Endpunkte der Beine werden bewegt, d.h.

bi — O a(byi).

Fir die nverse Kinematik wollen wir bei gegebener Endposition

Dayv(by),...,Pa(be) die Beinldngen L;,...,Ls bestimmen. Dies geschieht
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Py

Base plate

ABBILDUNG 58. Beschreibung der Bewegung der Plattform [Wam96]

durch einfaches Einsetzen der Werte:

L2

1

= |®A,v(bi) - ai\z-
Die Abbildung
F:R*xS0(3) — R°: (v,A) = (I0au(b) —ail*|i=1,...,6)

ist eine Parametrisierung der Losung der inversen Kinematik. Es handelt sich dabei
um eine polynomiale Parametrisierung, und das Bild ist eine affine algebraische
Varietét!

Das Problem der direkten Kinematik ist etwas schwieriger. Hier sind die Beinlédngen
Lq,...,Ls gegeben und die Koordinaten von A und v sind gesucht. Wir miissen im
Raum R? x SO(3) mit den Koordinaten ayj und vy die sechs Gleichungen

L? = |Day(bi) —ai? = A - b+ v — ai?

firi = 1,...,6 losen. Die Losungsmenge sollte eine nulldimensionale algebraische
Varietéit, d.h. eine endliche Menge von Punkte (v, A) in R3 x SO(3) sein.

Der konkrete Mechanismus hangt nun entscheidend von der relativen Lage der Punk-
te a; und bj, i,j = 1...,6, zueinander ab. 1991 haben die Ingenieure Griffis und
Duffy fiir einen bestimmten Konfigurationstyp (sieche Abbildung 60) ein Patent ein-
gereicht, bei dem es ganz wesentlich um effiziente Verfahren zur Losung der Kine-
matik ging (siehe Abbildung 59). Drei der Basis- bzw. Endpunkte der Beine sollen
jeweils ein Dreieck bilden bei dem die verbliebenen drei Basis- bzw. Endpunkte auf
den Mittelpunkten der Seiten liegen. Wir kénnen dabei die Basis- und die Endpunk-
te so wahlen, dafl die Dreiecke gleichseitig von gleicher Seitenldnge 2 sind, dafl die
Beine alle die Lénge v/3 haben und da8 die Verbindung der Beine miteinander der
Konfiguration Fig 12 in Abbildung 60 entspricht, z.B.

a; =by = (—1,0,0)>02:b5: (Oa0)0)>a3:b6: (1>O»O)>
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(57) Abstract

A system, method and apparatus for controlling, via a closed-form forward displacement computation, the position and or-
ientation of a movable platform of a parallel mechanism. A movable platform is supported above a base platform by a plurality
of parallel support legs such as linear actuators. The dimensions of the base platform and the movable platform, as well as the
lengths of the support legs, are provided to a control system. The control system is operative to compute at least one closed-form
forward displ: lution (51) of the y of polyhedron (an hedron for the disclosed embodi ) formed by the
movable platform, the base platform, and the support legs. The control system determines a final position and orientation of the
movable platform by eliminating imaginary roots of the closed-form solutions and roots which would result in discontinuous
paths of travel for the movable platform. A novel special 6-6 parallel mechanism (Fig. 12) is also disclosed. The control system is
suitable for controlling known 3-3 or 6-3 Stewart platforms in a novel manner, as well as controlling the novel special 6-6 parallel
mechanism. The special 6-6 parallel mechanism is distinguished from a general 6-6 by the fact that it is geometrically reducible to
an octahedron, and therefore it has a simple geometry, even though its legs possess distinct connections. Also disclosed is a meth-
od for reducing the novel special 6-6 parallel mechanism to a Stewart platform equivalent, which is then controlled by the dis-
closed closed-form forward displacement control system.

ABBILDUNG 59. Das Patent von Griffis und Duffy

13
22

1 V3

) A4 0
2" 2

as;=b; = 0 ,a5:b2:(0,\/§,0),a6:b3:
Diese Lage ist natiirlich etwas idealisiert, da die Punkte a; auf den Punkten bj liegen.
In der Praxis sollte das nicht méglich sein, und wenn die Konfiguration gut ist, sollten
wir aus dieser idealisierten Lage auch nicht herauskommen, ohne die Lénge der Beine
zu dndern. D.h. wenn wir die Eingangsdaten in unser obiges Gleichungssystem fiir
die inverse Kinematik einsetzen, so sollten wir eine nulldimensionale Losungsmenge

erhalten. Wir kénnen die Dimension der Losungsmenge mit SINGULAR berechnen:
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2039823

WO 91/17536 PCT/US91/02983

" 9/14

Special 6-6 Platform-
Midline to Apex Embodiment

FIG 12

Special 6-6 Platform-
Apex to Apex Embodiment

., FIG 13

SUBSTITUTE SHEET

ABBILDUNG 60. Der Konfigurationstyp von Griffis und Duffy

SINGULAR /
A Computer Algebra System for Polynomial Computations /  version 3-0-4
0<
by: G.-M. Greuel, G. Pfister, H. Schoenemann \ Nov 2007

FB Mathematik der Universitaet, D-67653 Kaiserslautern \
> // Eine schlechte Griffis-Duffy Konfiguration

AL
. ring RR=(0,s),(v1,v2,v3,all,al12,a13,a21,a22,a23,a31,a32,a33) ,dp;
> minpoly=s~2-3; // dadurch wird s zur Wurzel aus 3
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> // Rotationsmatrix + Verschiebungsvektoren
. matrix A[3][3]=all,al2,al3,a21,a22,a23,a31,a32,a33;
> matrix v[6][3]=v1,v2,v3,vl,v2,v3,vl,v2,v3,vl,v2,v3,vl,v2,v3,vl,v2,v3;
> // Punkte der Basisplatte
. matrix a[6][3]=
. -1,0,0,

0,0,0,

1,0,0,

1/2,s8/2,0,
. 0,s,0,
. -1/2,s8/2,0;
> // Punkte der Endplatte
. matrix b[6] [3]=

1/2,s/2,0,
. 0,s,0,
. -1/2,s/2,0,
. -1,0,0,

0,0,0,

1,0,0;
> // Beinlaengen
. matrix L[6][1]=s,s,s,s,s,s;
> // Berechne die 6 Gleichungen

ideal I;

> matrix D[3] [6]=A*transpose(b)+transpose(v)-transpose(a);
> for (int i=1;i<=6;i++)
-1
. I[i]=L[1,1]1"2-(D[1,1]1"2+D[2,i]"2+D[3,1]"2);
-}
> // Fiige die Gleichungen der S0(3) hinzu
. matrix M[3] [3]=transpose(A)*A;
> I=I,M[1,1]1-1,M[1,2],M[1,3],M[2,1],M[2,2]-1,M[2,3],

M[3,1]1,M[3,2],M[3,3]-1,det(A)-1;
> // Berechne die Dimension des Ideals I
. dim(groebner(I));
1

Die Losungsmenge hat Dimension eins! Es gibt also eine eindimensionale Familie
von Bewegungen, die ohne Anderung der Beinlinge durchgefiihrt werden kann? An
dieser Stelle ist Vorsicht geboten! Das Ergebnis wurde zwar iiber den rationalen Zah-
len berechnet, es sagt zunéchst aber nur, dal man iiber den komplexen Zahlen einen
Freiheitsgrad fiir die Bewegungen hat. Das allein sollte den potentiellen Nutzer eines
solchen Mechanismus aber schon vorsichtig werden lassen. Einige Zusatziiberlegun-
gen oder schlicht eine Simulation des Mechanismus zeigen dann sehr schnell, dafl
man in der Tat schon iiber R den Mechanismus bewegen kann, ohne die Beinléngen
zu verindern. Der Mechanismus ist also nicht starr und fiir die oben angedeuteten



120 7.B) ELLIPTISCHE KURVEN IN DER KRYPTOGRAPHIE

Anwendungen damit unbrauchbar. Die Kurve, die ein Punkt, der an der Endplatte
des Mechanismus angebracht ist, bei der Bewegung beschreibt, ist in Abbildung 61
dargestellt.

ABBILDUNG 61. Der Freiheitsgrad der Griffis-Duffy Plattform (Doug
Arnold & Charles Wampler, Institute for Mathematics and its Appli-
cations, Minneapolis)

Dies ist ein Beispiel, wie Methoden der algebraischen Geometrie bei Stabilitéts-
untersuchungen von Robotermechanismen eingesetzt werden kénnen. Der Artikel
[Bon03] bietet einen schénen Uberblick iiber die Anfinge der Stewart-Gough Platt-
formen. Wer sich mit dem mathematischen Aspekt der Kinematik der Plattformen
néher vertraut machen mochte, der sei auf die folgende Literatur verwiesen: [BR79),
[SW05], [Wam96] und [HKO00].

B) Elliptische Kurven in der Kryptographie

In der Kryptographie ist moéchte man eine Nachricht iiber einen unsicheren Kanal
schicken. Es gilt nun zu verhindern, daf§ ein Storenfried die Informationen mithoren
und verstehen oder unbemerkt verdndern kann. Da wir den Kanal als unsicher an-
nehmen, kénnen wir das Mithdren in aller Regel nicht verhindern. Also mufl beim

Verstehen und Verdndern angesetzt werden. Die Grundidee ist, den Text zu ver-

schliisseln.
Sender Empfanger
Schliissel Schiissel

- Storenfried y
Geheimtext > | Geheimtext
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In der einfachsten Form der aus dem alten Rom iiberlieferten Caesar Chiffre ver-
tauscht man die Buchstaben der Nachricht zyklisch, z.B.

a|/bjc|d|e|...|x|y]|z
U N IR R LIL]d
minjo|lplq|...|j k|l

Der Schliissel besteht hierbei aus einer einzigen Zahl, ndmlich um wieviel Buchsta-
ben man das “a” nach rechts geschiftet hat; im obigen Beispiel ist dies 12. Eine
solch einfache Verschliisselung ist natiirlich auch sehr einfach von einem Stoérenfried
zu brechen. Aber sie weist ein wichtiges Merkmal auf, das auch allen der nach Cae-
sar entwickelten Verschliisselungsverfahren bis ins letzte Jahrhundert eigen war: der
gleiche Schliissel dient zum Verschliisseln und zum Entschliisseln, muf} also geheim
bleiben! Man nennt solche Verschliisselungsverfahren deshalb symmetrisch, und ei-
nes ihrer wesentlichen Sicherheitsrisiken besteht darin, daf§ Sender und Empfanger
zunéchst einmal den geheimen Schliissel austauschen miissen, ohne dabei abgehéort

werden zu konnen.

Eine Idee von Whitfield Diffie und Martin Hellman (siche [DH76]) aus den siebziger
Jahren revolutionierte die Kryptographie. Zum Ver- und Entschliisseln sollten zwei
unterschiedliche Schliissel verwendet werden, und die Kenntnis von einem der bei-
den und der Nachricht sollte es nicht erlauben, auf den anderen zuriickzuschliefSen.
So konnte der Sender einen der beiden Schliissel geheim halten, den anderen aber
offentlich bekannt geben. Damit ist es leicht, eine Nachricht so zu verschliisseln, dafl
dem Empfanger jede Verdanderung auffallen wiirde. Wir stellen dies in dem folgenden
Schema dar, wobei gSS fiir den geheimen Schliissel des Senders steht und 0SS fiir
den dffentlichen Schliissel des Senders:

Sender Empfanger (8)

gSS 5SS

- Storenfried -
Geheimtext > | Geheimtext

Der Storenfried kann die Nachricht zwar abfangen, mit dem (auch ihm bekannten)

offentlichen Schliissel entschliisseln und kennt dann deren Inhalt. Da ihm aber der
geheime Schliissel fehlt, kann er die Nachricht nicht verfalschen, wieder verschliisseln

und gefélscht weiter schicken.

Wenn man die Nachricht geheim halten mochte, sollte der Empfianger je einen ge-
heimen und offentlichen Schliissel haben. Wie dann die Verschliisselung aussehen
kann, stellen wir in folgendem Schema dar, wobei wir fiir den geheimen Schliissel
des Empfiangers die Abkiirzung gSE verwenden und fiir seinen 6ffentlichen Schliissel
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die Abkiirzung 6SFE:

Sender Empfinger 9)
6SE gSE

- Storenfried -
Geheimtext > | Geheimtext

Da der Storenfried den geheimen Schliissel des Empféangers nicht kennt, kann er die
Nachricht auch nicht entschliisseln. Verschliisselungsverfahren dieser Art nennt man
asymmetrisch, oder spezieller public key Verfahren. Aber damit ein solches Verfahren
funktionieren kann, muf} es einigen wichtigen Anforderungen geniigen, und um dies
zu beschreiben sollten wir den Begriff der Verschliisselung etwas mathematischer

fassen.

Bei der Caesar Chiffre aus obigem Beispiel werden Textblocke verschliisselt, die

aus einem einzigen Buchstaben bestehen, und man kann die Verschliisselung als
Abbildung

fk : N — N
der Menge

N:{a)b)c) d) e)f)g)h)i)j)k)l)m)n)o)p)q)r)s)t)u)v)w)x)y)z’}

in sich selbst auffassen, die von dem Schliissel k abhéngt (in obigem Beispiel k = 12)
und die Nachricht um k Stellen verschiebt — wobei wir im Alphabet mit a weiter
machen, wenn wir bei z angekommen sind. Wichtig ist dabei, da} die Funktion
eine Umkehrfunktion besitzt (man nennt die Funktion fy dann bijektiv), die es er-
laubt, den Prozef} riickgéngig zu machen. In unserem Fall ist dies die Funktion f_4,
die eine Nachricht um k Stellen nach links verschiebt. Auch sie hingt von einem
Schliissel ab, und es ist im wesentlichen der gleiche Schliissel — das Verschliisselungs-
verfahren ist symmetrisch! Da man fiir jeden zulédssigen Schliissel eine Funktion fy
zum Verschliisseln benotigt, spricht man auch von einer Familie von Funktionen
{fx | k € S}, wobei S die Menge der zuldssigen Schliissel sein soll. Im Fall der Caesar
Chiffre konnten wir S = {—25,—24,...,24,25} wihlen.

Im allgemeinen wird man Textblocke gréflerer Lange verschliisseln, und man wird
sie in aller Regel zunéichst durch einen einfachen Ubersetzungsmechanismus in Zif-
fern iiberfithren, um leichter die Methoden der Mathematik anwenden zu koénnen.
Bei der Caesar Chiffre konnte man z.B. die Buchstaben durch ihre Position im Al-
phabet ersetzen, a = 1, b = 2, etc., und man kénnte N auf dem Weg etwa mit
{1,2,...,26} oder gar mit Zys gleichsetzen. Jedenfalls schadet es nichts, wenn wir
vereinfachend davon ausgehen, dafl die Nachricht, die wir verschliisseln wollen aus
einer Zahl besteht! Fiir das oben beschriebene public key Verfahren bendtigen wir
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dann eine Familie von bijektiven Funktionen F = {fi, : N' — N | k € S} auf der
Menge N der Nachrichten, so da$ fiir jeden Schliissel gS € S ein Schliissel 6S € S

existiert mit
fgg O fag = fés (6] fgg = ldN . (10)

Die Abbildung fss ist dann die Inverse von fgs, so dafi man die Bedingung (10) auch
alternativ schreiben kénnte als

freS = f_'e8.

Die beiden Eigenschaften in (10) bedeuten fiir die Anwendung, daf§ es egal ist, ob
man den oOffentlichen oder den geheimen Schliissel zum Verschliisseln verwendet,
der jeweils andere kann zum Entschlisseln verwendet werden. Das haben wir in den
beiden oben beschriebenen Anwendungen (siche (8) und (9)) bereits ausgenutzt.

Ein ungemein wichtiger Punkt dabei ist natiirlich, dafl man aus der Kenntnis der
Familie F sowie eines gegebenen offentlichen Schliissels 0S keine Chance hat, den
zugehorigen geheimen Schliissel gS zu bestimmen. Dabei heifit keine Chance nicht,
daf es prinzipiell unmoglich ist, sondern dafl der notwendige Rechenaufwand nicht in
sinnvoller Zeit zu bewerkstelligen ist. Zugleich mufl der Rechenaufwand zur Bestim-
mung von fi(n) bei gegebenem n und k sehr gering sein, damit man das Verfahren
auch praktisch anwenden kann!

Eine solche Familie von Funktionen haben Ronald Rivest, Adi Shamir und Leonard
Adleman 1977 (siche [RSAT78|) gefunden, und daraus ist das RSA-Verfahren ent-
standen, das aus mathematischer Sicht nicht mehr als die Primfaktorzerlegung der
ganzen Zahlen und ein paar einfache Ergebnisse wie den Chinesischen Restsatz oder
den Kleinen Satz von Fermat braucht. Entscheidend dabei ist folgende Erkenntnis:
so einfach die Zerlegung einer Zahl in Primfaktoren im Prinzip auch ist, so schwie-
rig ist sie doch ganz konkret durchzufiithren (selbst fiir gute Computer), wenn die

Zahlen einmal mehrere hundert Ziffern besitzen!

Wenn man das RSA-Verfahren einzusetzen will, dann wird man die zu verschickende
Nachricht zunéchst in eine ganze Zahl umwandeln und dann diese Zahl verschliisseln
und das Ergebnis spéter entschliisseln. Man geht also in einem ersten Schritt vom
Klartext zu Zahlen iiber. Der grofie Vorteil einer Nachricht, die eine ganze Zahl ist,
liegt darin, dafl wir auf der Menge der ganzen Zahlen Operationen wie die Addition
und die Multiplikation zur Verfiigung haben. Wir kénnen mit ihnen rechnen. 7 ist
eine algebraische Struktur!

Neuere Ansétze in der Kryptographie beruhen darauf in obigem Verfahren die Menge
der ganzen Zahlen durch eine andere algebraische Struktur zu ersetzen, fiir die es
andere Rechenoperationen gibt, die leicht durchfiihrbar sind, deren Umkehrung ohne
Zusatzinformation aber nahezu unmdoglich ist. Hier bieten die elliptischen Kurven
eine vielversprechende Alternative.
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Definition 7.1
Eine nicht-singulére ebene projektive Kurve vom Grad drei iiber einem Korper K

wird eine elliptische Kurve genannt.

Beispiel 7.2

Die Kurve V(F) mit F =y%z —x - (x — % . Z) - (x — z) ist eine elliptische Kurve. Um
das zu sehen, miissen wir zeigen, dafl die partiellen Ableitungen nur dann alle null
werden, wenn (x,y,z) = (0,0,0) ist (siehe auch den Beweis von Satz 6.4):

OF _ 2.2 1,2 _
o = X +3xz—5-2° = 0,

oF _ _
@—Zyz = O,

oOF _ 3 .2 2 _ _
5 =5 Xty —xz = 0.

Die zweite Gleichung bedingt, dal y = 0 oder z = 0 gilt. Ist y = 0, so folgt aus
der dritten Gleichung, dafi x = 0 oder x = z gilt. In beiden Fillen liefert die erste
Gleichung —% -z2 =0, also z = 0. Ist statt dessen z = 0, so liefert die erste Gleichung
—3x? = 0 und damit x = 0. Dann ist aber wegen der dritten Gleichung mit y? = 0
auch y = 0. Also ist die Kurve hat also keinen singuldren Punkt in der projektiven
Ebene P%.

Wir visualisieren diese elliptische Kurve fiir K =R in Abbildung 62.

ABBILDUNG 62. Die elliptische Kurve y?z — x - (x — -z) (x—2z)=0

1
2

Elliptische Kurven sind fiir die Kryptographie deshalb von Nutzen, weil wir auf ihnen
einerseits eine Addition definieren konnen, so dafl wir mit den Punkten der Kurve
rechnen konnen, und weil andererseits der sogenannte diskrete Logarithmus schwer
zu berechnen ist. Was heifit das? Statt P4-P+P sind wir es gewohnt 3-P zu schreiben.
Wir kénnen Punkte einer elliptischen Kurve also mit ganzen Zahlen multiplizieren.
Wihrend es in den ganzen Zahlen nun sehr einfach ist, diese Operation riickgéngig zu
machen, d.h. durch 3 zu dividieren, ist das fiir eine elliptische Kurve im allgemeinen
sehr schwer. Wenn wir die Addition erldutert haben, verwundert dieser Umstand
vielleicht weniger. Das bekannteste Verschliisselungsverfahren, das auf dem diskreten
Logarithmus beruht ist sicher das El-Gamal verfahren (siche z.B. [BSW99)).

Wir wollen nun die Addition auf der elliptischen Kurve aus Beispiel 7.2 geometrisch
definieren. Man kann dies auch mit rein algebraischen Mitteln tun, und das ist
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fiir die elliptischen Kurven, die in der Kryptographie eingesetzt werden, in der Tat
notwendig.

Bemerkung 7.3 (Addition auf einer elliptischen Kurve)
Wollen wir zwei Punkte A und B auf der elliptischen Kurve

C:V<y2z—x- (x—%-z) -(x—z)) c Pg

addieren, so gehen wir wie folgt vor.

Durch die Punkte A und B gibt es genau eine Gerade G, die die Kurve C wegen des
Satzes von Bézout in genau einem weiteren Punkt C schneidet (siche Abbildung 63).
Diesen verbinden wir mit dem Punkt O = (0 : 1 : 0) und erhalten so eine Gerade
H, die die Kurve C wieder in genau einem weiteren Punkt schneiden wird (siehe
Abbildung 64). Diesen Punkt definieren wir als die Summe von A und B.

ABBILDUNG 63. Die Kurve C mit den Punkten A und B markiert

sowie der Geraden G. Der nicht markierte Schnittpunkt von C mit G
ist der Punkt C.

ABBILDUNG 64. Die Kurve C mit den Punkten O und C markiert
sowie der Geraden H. Der nicht markierte Schnittpunkt von C mit G

ist der Punkt A + B.

So wie wir unsere Konstruktion geschildert haben, funktioniert sie nur, wenn die

auftretenden Punkte jeweils alle verschieden sind. Was tun wir wenn A und B gleich
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sind? Wir wéhlen die Gerade G dann als Tangente an C im Punkt A. Dies ist
naheliegend, wenn man sich ausgehend von zwei verschiedenen Punkte A und B
vorstellt, dafl man B langsam in den Punkt A verschiebt. Die Verbindungsgerade
von A und B, die auch die Sekante durch A und B genannt wird, konvergiert dann
gegen die Tangente an C im Punkt A. Diese hat nun Schnittvielfachheit 2 im Punkt
A, so dafl der Satz von Bézout uns immer noch nur einen weiteren Schnittpunkt
liefert. Dabei miissen wir den Begriff weiterer geeignet interpretieren. Es ist durchaus
moglich, dal es keinen neuen Schnittpunkt gibt, sondern dafl die Vielfachheit eines
alten Schnittpunktes hoher als erwartet ist. In diesem Fall ist sie nur in diesem
einen Schnittpunkt hoher und sie ist genau um eins héher. Wir nennen ihn also den
weiteren Schnittpunkt. Entsprechendes gilt fiir die Gerade H und den Punkt A 4 B.

Wir behaupten, dafl die elliptische Kurve C mit dieser Addition eine abelsche Gruppe
ist, d.h. daf} die Rechengesetze der Addition gelten, wie wir sie von den ganzen Zahlen

her kennen.

Als abelsche Gruppe mufl C insbesondere ein neutrales Element der Addition haben.
Dieses ist der Punkt O = (0 : 1: 0). Um das zu sehen, iiberlegen wir uns, wie der
Punkt A + O konstruiert wird. Die Gerade G durch die Punkte A und O schneidet
C in genau einem weiteren Punkt C. Diesen verbinden wir mit dem Punkt O und
erhalten so die Gerade H. Da C und O aber beide auf G liegen, mufl notwendigerweise
G = H gelten. Der dritte Schnittpunkt von H mit C ist mithin der Punkt A. Dies
zeigt, dal A+ O = A. Die iibrigen Gesetzméfigkeiten zeigt man dhnlich, wobei das
Assoziativgesetz groflere Probleme bereitet. a

Unserer Definition zufolge kénnen wir elliptische Kurven iiber jedem beliebigen
Korper K betrachten. Bisher haben wir dabei stets die Philosophie vertreten, dafl
wir mit K = @ rechnen, iiber K = R zeichnen und dafl die Aussagen nur iiber
K = C sicher richtig sind. Fiir die Belange der Kryptographie ist aber keiner dieser
Korper geeignet! Die Elemente der Kurve sollen den Nachrichten entsprechen, die
man verschicken mochte. Lange Nachrichten zerlegt man dazu in mehrere Blocke
fester Lange. Wir bendtigen deshalb nur eine endliche und a priori beschrinkte An-
zahl an Punkten der Kurve. Wenn wir nur endlich viele Punkte brauchen, dann ist
es auch sinnvoll mit Kurven zu arbeiten, die nur aus endlich vielen Punkten beste-
hen, da die Rechenoperationen dann leichter auf einem Rechner implementiert und
exakt ausgefithrt werden kénnen. Wenn die Kurve nur aus endlich vielen Punkten
bestehen soll, aber ein eindimensionales Gebilde {iber dem Grundkérper K ist, dann
sollte wohl auch K tunlichst nur endlich viele Elemente enthalten. Man verwendet
in der Kryptographie deshalb Verallgemeinerungen des Korpers I, = {0, 1}, den wir
ganz zu Beginn kennen gelernt haben (siehe Beispiel 1.5).

Die kryptographischen Verfahren, die man mit Hilfe von elliptischen Kurven iiber
endlichen Kérpern erhilt, sind weit besser, als andere Verfahren, weil das Dividieren
durch ganze Zahlen in elliptischen Kurven soviel schwerer ist. Dies bedeutet, daf3
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man kryptographische Schliissel verwenden kann, die deutlich kleiner sind und die
deshalb im Prinzip schnelleres Rechnen erlauben. Zur Zeit ist die Bitldnge eines als
sicher angesehenen Schliissels bei der sogenannten FElliptic Curve Cryptography etwa

um einen Faktor sechs kiirzer.

Methoden der algebraischen Geometrie liefern ein wichtiges Werkzeug zur sicheren
Dateniibertragung. Dabei geht nicht nur simples Rechnen und manipulieren von

Polynomen ein, sondern knallharte Theorie!
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& SURFEX

(VON OLIVER LABS)

Siehe Olivers Skript sowie [HLOS].



[Apé8T]
[Bon03]

[BR79)]
[BSW99]
[Cle61]
[DH76]

[EHO™08]

[Euk91]
[Fis94]
[GPS05]

[HKOO]

[HLOS]

[HRGOS]

[Lab01]

[LvS03]

[Rei92]

[RSATS]

[SW05]

[Wam96]
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