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Aufgabe 49: Sei V = RR, U = {f : R −→ R | f(−x) = −f(x) ∀ x ∈ R} und U ′ = {f : R −→

R | f(−x) = f(x) ∀ x ∈ R}. Zeige die folgenden Aussagen:

(a) U, U ′ ≤ V.

(b) V = U ⊕ U ′.

Aufgabe 50: Seien V, W K–Vektorräume, λ ∈ K und f, g ∈ HomK(V, W). Zeige die
folgenden Aussagen:

(a) f + g ∈ HomK(V, W) und λ · f ∈ HomK(V, W), d.h. HomK(V, W) ≤ WV.

(b) Ker(f + g) ⊇ Ker(f) ∩ Ker(g) und Im(f + g) ⊆ Im(f) + Im(g). Finde außerdem
Beispiele, so dass die Inklusionen strikt sind.

Aufgabe 51:

(a) Sei V ein K–Vektorraum. Dann heißt f ∈ HomK(V, V) Projektion, falls f2 = f gilt.
Zeige, dass die folgenden Aussagen äquivalent sind:

(1) f ist eine Projektion.

(2) idV −f ist eine Projektion.

(3) Im(idV −f) = Ker(f).

(4) Ker(idV −f) = Im(f).

(b) Sei V ein K–Vektorraum und U, U ′ ≤ V. Zeige, dass U/(U ∩ U ′) ∼= (U + U ′)/U ′

gilt.

Aufgabe 52:

(a) Welche der folgenden Familien sind linear unabhängig / Erzeugendensysteme
/ Basen von R2?
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(b) Ist f : V −→ W eine K-lineare Abbildung, F eine Familie von Vektoren in V, so
ist f

(

Lin(F)
)

= Lin
(

f(x) | x ∈ F
)

.

(c) Sei V ein K–Vektorraum, U ≤ V, 0 6= x ∈ U und y ∈ V\U. Zeige, dass dann (x, y)

linear unabhängig ist.

(d) Sei V ein C–Vektorraum, dann ist V offensichtlich auch ein R–Vektorraum,
und seien x1, . . . , xn ∈ V. Zeige, dass (x1, . . . , xn) genau dann linear unabhängig
über C ist, wenn (x1, ix1, . . . , xn, ixn) linear unabhängig über R ist.


