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Grundlagen der Mathematik 1

Die Losungen miissen nicht eingereicht werden und werden auch nicht korrigiert.
Die Aufgaben sind aber eine wichtige Vorbereitung auf die Klausur und es wird
eine Musterlosung geben. Zudem koénnen in den Ubungen Fragen gestellt werden.

(

(b) Bestimme die Inversen der Matrizen

Aufgabe 57:

(@) Berechne den Rang von

o o c

b
b
0

f Ao
o o o

) € Mat(3 x 4,R).

13 -1 4
25 -1 3
0 4 -3 1 S Mat4(IR)
-3 1 -5 =2
und
10 21
2220
010 1 € Maty(IF3).
01 11

(c) Transformiere die folgende Matrix A in Normalform beziiglich Aquivalenz und
gib auch die Transformationsmatrizen S und T-' an:

1 =2 3 0
2 -7 10 —1

A=| 5 4 5 5 |€Mat(®)
3 5 7 1

(d) Priife, ob das folgende Gleichungssystem tiber R 16sbar ist und berechne ggf.
die Losungsmenge:
—x + 6y + 2z = 4
x — 2y — z = 2
x — 4y — 2z =1

(e) Fur welche a,b € R besitzt das lineare Gleichungssystem

ax + z = ab
—2x + by + az = —b
by + (a+1)z = b

aufler (b, 1,0) noch weitere Losungen. Bestimme sie.



(f) Uberpriife die folgende Abbildung auf Injektivitat und Surjektivitat:

X1 2x1 + % + X4

o 4 X2 31+ %X+ X3+ X4
g']FS—>]F5 ) X3 — 2X1+X3+X4
X4 2X1—|—X2—|—X3

(g) Bestimme eine Basis des Kerns und des Bildes von fa mit

o 1 1 1
10 1
A=| -1 =1 0 1 ¢ Mats(Q).
1 -1 -1 0
S0 R R [

O = = —

(h) Berechne die Determinanten der folgenden Matrizen tiber R:
1 4 -1 0 —1 1 2
A:(_3 8)’ B = 0O 5 0 und C=| 0 4
3 0 3 00

Aufgabe 58:

3
5 1.
6

(@) Essei U = ((1,2,3,4)%(1,1,1,1)") < R*. Bestimme mit Hilfe des Austauschsatzes
von Steinitz eine Basis von R*/U.

(b) Es sei U = {(a;,...,a5)' € R’ | a; —2a, = 0 = 2a4 + a5} < R’. Bestimme die
Dimension von U sowie eine Basis, die den Vektor (2,1,1,—1,2)' enthalt.

(¢) Es seien U = ((1,0,1,1)% (=1,1,0,0)") < R* und U’ = ((1,0,1,0)4, (1,1,1, 1)) < R*.
Zeige, R* =U o U

(d) Essei V=T U={(x+y,y,y—x)'|xy € Fs}und U’ ={(x,y,z)! € F3 |z = 2x+y}.
Bestimme Basen von U+ U, UNn U/, V/U und V/U'.

(e) Bestimme eine Basis fur UNU’' mit U = ((2,—1,1,—1)% (1,—2,2,1)%(3,—1,0,2)") <
R4 und U’ = <(3> _2333 8)t> (2) ])_5»3)t> < R4-
Aufgabe 59: Es sei B = ((1,1,1,1),(—1,0,0,1)%,(0,—1,0,1),(0,0,—1,1)) und D =
((]) 1)O)t) (O’ ]’ ])t) (O) O) 1 )t)’
(a) Zeige, dass B eine Basis des R* und D eine Basis des R3 ist.
(b) Fuar f € HOII’IR (R4, Rs) mit f(X],Xz,Xg,X4) = (X] —X2,X3,X2 + X4)t bestimme MBD(f)

() Bestimme umgekehrt die Funktionsvorschrift fir g € Homg (R?, R?) mit

1T 0 -10
ME(g)=(|2 1 3 1].
0o -1 20



Aufgabe 60: Es sei V ein R-Vektorraum, B = (x;,x%;,%3) eine Basis von V und
B’ = (y1,Y2,y3) mit y; = x; +x3, Y2 = x1 +x2 und yz = x; +x2 + x3.

(@) Zeige, dass B’ eine Basis von V ist.

(b) Bestimme ME,(f), wobei f € Endg (V) gegeben ist durch

a 0 Db
Mi(f)=| —b a a | mita,beR.
a b b



Aufgabe 57:

(a) Voraussetzung. Sei

(b)

0 bbb
A=| a 0 b b | eMat(3x4R).

a a 0 Db

Behauptung. Es gilt:

0 , falls a=0,b=0,
) 3, falls a=0,b#0,
rang(A) = { 5 , falls a#0,b=0,
3, falls a#0,b#0.

Bewseis. Falls a =0 und b =0, so ist A die Nullmatrix und daher rang(A) = 0.
Falls a = 0 und b # 0, so ist A bereits in Zeilen-Stufen—Form und wir lesen
direkt rang(A) = 3 ab. Falls a # 0 und b = 0, so verwenden wir Algortihmus
27.12 zur Berechnung des Rangs von A:

0O 0 0 0 a a 00 a a 00
a 000 — a 000 — 0 —a 0 0
a a 00 0O 0 0 0 0 0 0 0

In diesem Fall hat A also Rang 2. Falls a # 0 und b # 0, so verwenden wir
wieder Algorithmus 27.12 zur Berechnung des Rangs von A:

0O bbb a a 0O b
a 0 b b — ... 0 —a b 0
aaOb 0 0 b>+ab ab
Da sowohl a # 0 als auch b # 0 ist, folgt also rang(A) = 3. O
Voraussetzung. Sei
13 -1 4
25 -1 3
A= 04 -3 1 € Maty(R)
-3 1 -5 =2
und
10 21
2220
B = 010 1 EMat4(IF3).
01 11
Behauptung.
-5 44 58 27
2 =22 30 —14
-1 -1,
(1) A™M =3 3 30 40 —1o | € Maty(R).
1T =2 2 -1
2110
110 2
-1 _
2 211



Beweis. Wir verwenden Algorithmus 27.15 zur Bestimmung der Inversen der

Matrix:

(1) Far A gilt:

14

10

—17

[a\} 5_2W_2.I_2

—

T

20
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2
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—11
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10 =8 10

0

2 —40

0

Somit erhalten wir

44 58 27

_22 30 —14

30 40 —19 | € Mat(R).
2 2

-5
2
3
1



(2) Fur B gilt:

14

0 00

1

0 0

0

0 0 1

0 0 01

1

0 00

0

0 01

0 0 01

1

0 00

0

0 0 1

0 0 01

1

0 00

0
0

0 01

0 00

1

0
0

1

0 01

2 21

0 2

1

1

2 21

0
2

1

0

1

1

2 21
) EMat4(IF3).

0 21

]

222001

01
1

1
1

0
0

]

1

0 21

01
1

1
1

0
0

1

1

0 21

1

01

0

1

1

1

0

]

0 21

1

01

1

1
0 21
1

0
0
0

1

211

0
0

00 0 2 1

01

1
0 0 01
]

0
0

2|1

0

0 20(2122

1

0 0|1
1
0 0 01
1

0
0

00 0 2 1

0

0 0 0]2 1

1

0 011
1

0
0

0|0 0 2 1

0
0 0 01

Somit erhalten wir

O N — —
— O N —

— — O



(c) Voraussetzung. Sei

&
=
=
W
—
O — N —
_
on O NN
— |
NN <TI0
I _
]24/__3
N—
I
<

1, = SAT" mit

Behauptung. Es gilt NF(A)

QO NlNF— —|N

1 2 —1
01 =2
0 0 —1
00 O

Beweis. Mit Hilfe des Normalform-Algorithmus (Algorithmus 27.18) berech-

nen wir:

14

0

0

01

0

01

0

00

0
-3

1

0

—1

—2

—1

1

1

0

0

—1

0

O NiN— —|

|
TUTE

—1

N — (@]

(&)

T71

A

—7 10 —1

2

—1

4

4 1

-3

0 =2/0 O

0

0

0 =20 O

0

0

0
0

210 0
—210 0
0
0

1

0
0

0

1
0
0(0 0

NF(A)

14

0

1

3

—2

—15 1

3

-2

—15 1

3

—2

—15 1

0
1
0
3

0
0
1
-2

1

3

2
—15 1




(d) Voraussetzung. Gegeben sei das folgende lineare Gleichungssystem (LGS)

—Xx + 6y + 2z = 4
2x — 2y — z = 2.
x — 4y — 2z =1

Behauptung. (3,—3,5)" ist die einzige Losung obigen (LGS) tiber R.
Beweis. Wir berechnen die Losung des (LGS) mit Hilfe des Algorithmus zur

Losung eines (LGS) (Algorithmus 28.10):
—1 6 24 -1 6 2| 4 -1 6 2| 4
2 -2 —1|2 — 0 10 3|10 — 01 %f 1
3 4 211 0 14 4113 0 0 —¢ |1

Folglich ist das (LGS) uiber R eindeutig 16sbar und wir errechnen die eindeutige
Losung durch Berechnung der reduzierten ZSF:

-1 6 2|4 -1 6 0|6 100| 3
o1 31| — o1o/-1] — (o010 -]
00 1|5 00 1] 5 00 1] 5

Somit ist (3,—1,5)" ist die eindeutige Losung obigen (LGS) tiber R. O
(e) Voraussetzung. Fur a,b € R sei das lineare Gleichungssystem
ax + z = ab
—2x + by + az = —b
by + (a+1)z = b

gegeben.

Behauptung. Das (LGS) hat aufler (b, 1,0) genau dann noch weitere Loésungen,
wenn a = 2 oder b =0 ist. Der Losungsraum hat in diesen Fallen die Gestalt

() ()}

Beweis. Offenbar ist (b,1,0)" eine spezielle Losung von (LGS). Um alle Losun-
gen zu finden, gentigt es daher, das zugehorige homogene Gleichungssystem
(HLGS) zu betrachten. Mit Hilfe des Gauf3-Algorithmus angewandt auf (HLGS)
erhalten wir:

a 0 1 -2 b a
-2 b a P m— 0 b a+1 = A
0 b a+1 0 0 2—a

1. Fall: a # 2, b # 0: In diesem Fall ist rang(A) = 3, d.h. (HLGS) und damit
auch (LGS) ist eindeutig l6sbar.

2. Fall: a = 2 oder b = 0: In diesem Fall ist rang(A) = 2, d.h. (HLGS) besitzt
einen 1-dimensionalen Losungsraum. Sei zunachst b = 0, so folgt

-2 0 a 100 1T 00
0 0 a+1 T 000 — 0 -1 0
0 0 a—-2 0 01 0 01




Folglich ist der Losungsraum von (HLGS) gerade

(3 el

Sei nun b # 0 und a = 2, so folgt

-2 b 2 1
0 b 3 T 0
0 00 0
Folglich ist der Losungsraum von (HLGS) gerade
b
Hy =< t- 6 teR ;.
—2b
Da im Fall b = 0 die Losungsraume von (HLGS) H, und H, tuberein stimmen,
gilt fir den Lésungsraum von (LGS)
e R} |

Al ()

Behauptung. Die Abbildung

o o =
o = O
|
JEEYC J[SV Ny
N——

o — O
O Tl —

X1 2x7 + %2 + x4
gIFg—ﬂFg : X2 33X+ %2+ X3+ X4

X3 2X1 + X3+ Xa

X4 2x1 + %2 + %3

ist weder injektiv noch surjektiv.

Beweis. Die Matrix

A= S Mat4(IF5)

N W N
—_——) — O
O — -

1
1
0
21
erfilllt g = ga und daher testen wir A mit Hilfe von Algorithmus 27.23 auf

Injektivitat beziehungsweise Surjektivitat. Dazu bestimmen wir den Rang von
A mit Hilfe von Algorithmus 27.12, d.h. wir tiberftihren A in ZSF:

210 1 210 1
3111 01 31
20 1 1 o T 000 4T
2110 0000

Folglich gilt rang(A) = 3 < 4 = n = m und damit ist g weder injektiv noch
surjektiv. O]



(g) Voraussetzung. Sei

€ Mat5(Q)

O =

Behauptung. ((1,0,—1,—1,-1)%,(0,1,1,1,1)%(0,0,1,0,—1),(0,0,0, 1, 1)!) ist eine Ba-
sis von Im(f,) und ((—1, 1,—1,1— 1)t) ist eine Basis von Ker(fa).

Beweis. Wir bestimmen das Bild von f, mit Hilfe von Algorithmus 27.27 durch
Uberfiithren von A! in ZSF:

—1
1
—1
1
0

o -1 -1 —1 -1
1 o -1 —1 -1
1 1 0 —1 -1 — ...
1 1 1 0 —1
1 1 1 1 0

o O O o —
o O o = 0O
C O — = =
O — O — —

Damit ist ((1,0,—1,—1,—1)%(0,1,1,1,1)%(0,0,1,0,—1)%,(0,0,0,1,1)!) eine Basis
von Im(f,).

Wir bestimmen nun den Kern von fa mit Hilfe von Algorithmus 28.12 bezie-
hungsweise Algorithmus 28.10:

0 1 1 11 100 0 —1
—1 0 1 11 01T 0 0 1
-1 -1 0O 11 — ... — 001 0 —1
-1 -1 -1 0 1 00 01 1
-1 -1 =1 =1 0 0000 O

100 0 —1
01 00 1
— 001 0 —1
00 01 1
00 0 0 —1

Damit ist ((—1,1,—1,1—1)") eine Basis von Ker(f,). O



(h) Voraussetzung. Seien die folgenden Matrizen

_ 0 —1 1
A:(_3 8), B=( 0 5 0 | und c=1{0
3 03 0

uber R gegeben.

o B~ N
o U1 W

|

Behauptung.
(1) det(A) = —4.
(2) det(B) =0.
(3) det(C) = 24.
Beweis.

(1) Nach Beispiel 30.2(b) ist die Determinante einer 2 x 2-Matrix gerade das
Produkt der Elemente der Hauptdiagonalen minus dem Produkt der Ele-
mente der Nebendiagonalen, also

det(A) = det ( _13 _84 ) =1.-8—(-4)-(-3)=—4.

]

(2) Nach Beispiel 30.2(c) lasst sich die Determinante einer 3 x 3-Matrix mit
Hilfe der Regel von Sarrus berechnen. Damit folgt

10 -1
det(B)det( 0 5 0 )(1)-5-3+o+0(1).5-3ooo.
3.0 3

]

(3) Nach Proposition 30.3 ist die Determinante einer (oberen) Dreiecksmatrix
gleich dem Produkt ihrer Diagonalelemente, also

)1-4-624.

oS B~ N
o U1 W

1
det(C) = det ( 0
0



Aufgabe 58:
(a) Voraussetzung. Sei U = ((1,2,3,4) (1,1,1, 1)) < R*.

(b)

Behauptung. (e3,¢,) ist eine Basis von R*/U.

Beweis. Sei U = (w,w) = ((1,2,3,4)4(1,1,1,1)Y) < R* und B die Standardbasis
des R*. Die Erzeuger von U sind linear unabhingig und wir bestimmen daher
mit Hilfe des Austauschsatzes von Steinitz (Algorithmus 28.19) eine Basis des
R*, die die Erzeuger von U enthélt. Sei dazu A die 4 x 4-Einheitsmatrix. Nun
bilden wir die erweiterte Matrix (A, ;) und tberfiihren diese in reduzierte ZSF:

0 00

1 1
0 2
0 3
0 4

o o =
o = O
— O O

ist bereits in ZSF. Da der erste Eintrag in der letzten Spalte nicht Null ist,
streichen wir aus B den Vektor e; und fligen u, als letzten Vektor ein. Wir
erhalten die neue Basis

B = (eb €3, 64,LL]).

Sei nun A die Matrix, deren Spalten die Vektoren aus B sind, und wir bilden
analog die erweiterte Matrix (A, u;) und tberfiihren diese in reduzierte ZSF:

00011 100 2 1 1000 —1
100 21 01031 0100 —2
010 31 — 001 4 1 — 0010 =3
001 41 00011 0001 1

Wieder ist der erste Eintrag der letzten Spalte nicht Null, so dass wir den
ersten Vektor in B, das ist e;, streichen und u, am Ende einfligen. Wir erhalten
also B = (e3, e4, u1,u;) und nach Bemerkung 28.21 ist damit (e;,e,) eine Basis
von R*/U. O

Voraussetzung. Sei U = {(aj,...,a5)' € R | a; —2a; =0 = 2a4 + a5} < R>.

Behauptung. dimg(U) =3 und B = ((0,0,1,0,0)%,(0,0,0,—1,2)%(2,1,1,—1,2)") ist
eine Basis von U, die den Vektor (2,1,1,—1,2)" enthalt.

Beweis. Zur Bestimmung der Dimension von U sowie einer Basis von U mitis-
sen wir das (LGS)

C11—2C12:0
2(14+Cl5:0

16sen, also den Kern der Matrix

1 =200 0
0 00 21
bestimmen:

1 =200 0 1 2 00 0
0 0000 0 -1 00 0
(1_2009)l—> 0o 0000| — |0 0-10 o0
0 0013 o 0011} o 0o 01 !
0 0000 0 0 00 —I



(c)

(d)

Folglich ist B’ = ((—2,-1,0,0,0)%,(0,0,—1,0,0)%,(0,0,0, 3, —1)*) beziehungsweise
B” = ((2,1,0,0,0)%,(0,0,1,0,0)*,(0,0,0,1,—2)") eine Basis von U, also dimg(U) =
3.

Mit Hilfe des Austauschsatzes von Steinitz (Algorithmus 28.19) erhalten wir
nun eine Basis B von U, die den Vektor v = (2,1,1,—1,2)' enthalt. Dazu sei A
die Matrix, deren Spalten die oben bestimmten Basisvektoren B” sind, und
wir bilden die erweiterte Matrix (A,v) und tiberfiihren diese in reduzierte ZSF:

20 0 2 10 0 1 1001
10 0 1 00 0 O 01 01
o1 0 1 — o1 0 1 — 00 11
00 —1 —1 00 —1 —1 0000
00 2 2 00 2 2 0 00O

Der erste Eintrag der letzten Spalte ist von Null verechieden, also streichen
wir b{ und ersetzen diesen durch v. Damit erhalten wir die Basis

B = ((0,0, 1,0,0)%(0,0,0,—1,2)% (2,1, 1,—1,2)t)
von U, die den Vektor (2,1,1,—1,2)" enthalt. ]
Voraussetzung. Seien die Unterraume U = ((1,0,1,1)% (=1,1,0,0)") < R* und
u’ ={(1,0,1,0)% (1,1,1,1)%) < R* gegeben.
Behauptung. R* =U & U'.
Beweis. Wir testen die Familie F = ((1,0,1,1)t, (=1,1,0,0)t, (1,0,1,0)%, (1,1,1,1)%)

auf lineare Unabhangigkeit mit Hilfe von Algorithmus 27.26 beziehungsweise
Algorithmus 27.12 zur Bestimmung des Rangs einer Matrix:

1T -1 11

0O 1 01
A=l 011
1 001
Folglich ist rang(A) = 4, d.h. F ist linear unabhingig mit [F| = 4 = dimg(R*).
Somit ist F nach Korollar 25.7 eine Basis des R*. Da zudem U + U’ = (F) und
UnNu’={0} gilt, da F linear unabhéngig ist, folgt R* = U @ U’. O
Voraussetzung. Sei V =T, U ={(x +y,y,y —x)' | x,y € F5} und U’ = {(x,y,z)' €
Fi|z=2x+vy}

Behauptung.

(1) By = ((1,0,—1)%(0,1,2)%(0,0,1)") ist eine Basis von U + U’
(2) B, = ((2,1,0)") ist eine Basis von U N U’

(3) B; = (e3) ist eine Basis von V/U.

(4) B4 = (e3) ist eine Basis von V/U'.

Beweis. Zunachst ist offensichtlich F = ((1,0,—1),(1,1,1)!) eine Basis von
U. Eine Basis von U’ erhalten wir durch Bestimmung von Ker(fy) mit A =
(2 1 —1) geméap Algorithmus 28.12:

13 2
(21 1) — (132) +— (01 o)

0 0 —1



Somit sind die Vektoren in der zweiten und dritten Spalte eine Basis von
Ker(fa), also F' = ((3,—1,0)%,(2,0,—1)") eine Basis von U’

(1) Mit Hilfe von Algorithmus 27.25 berechnen wir eine Basis von U + U’ =

(FUF'):
1 0 — 1 0 —1 1 0 —1
1 1 - 0 1 2 0 1 2
3 -1 0 o0 -1 =2 00 1
2 0 —1 0 0 1 00 0
Also ist By = ((1,0,—1)%,(0,1,2),(0,0,1)") ist eine Basis von U + U’ O

(2) Wir bestimmen U N U’ mit Hilfe von Algorithmus 28.24. Dazu bestimmen

(3)

wir zunachst A und A’ geméaf3 Algorithmus 28.22, so dass U = Lin(F) =
Los(A,0) und U’ = Los(A,0).

Nun ist A’ = (2 1 —1) bereits per Definition von U’ gegeben. Auf der
anderen Seite bilden wir die 2 x 3-Matrix

10 -1
M:(11 1)

und berechnen ihren Kern geméaf3 Algorithmus 28.12:

10 —1 10 —1 1o -l
11 7 o1 2) — (o1 2
0 0 —1
Somit ist der Vektor in der dritten Spalte eine Basis von Ker(fy) und wir

erhalten
A=(=12 —1).

Wir bilden nun aus den Zeilen von A und A’ eine gemeinsame Matrix

, (=12
A—( 21—1)

und bestimmen eine Basis B, von Ker(fa») gemaf Algorithmus 28.12:

-1 2 -1 1 =2 0 1 -20
21 N 0 0 1 — 0O —1 0
0 01

Folglich ist die zweite Spalte und damit auch B, = ((2,1,0)!) eine Basis
von UnNu’. ]

Sei B die Standardbasis des F:. Die Basis F von U ist linear unabhan-
gig und wir bestimmen daher mit Hilfe des Austauschsatzes von Steinitz
(Algorithmus 28.19) eine Basis des ]Fg die F enthalt. Sei dazu A die 3 x 3—
Einheitsmatrix. Nun bilden wir die erweiterte Matrix (A, u;) und tberfiih-
ren diese in reduzierte ZSF:



ist bereits in ZSF. Da der erste Eintrag in der letzten Spalte nicht Null ist,
streichen wir aus B den Vektor e; und fligen v, als letzten Vektor ein. Wir
erhalten die neue Basis

B = (ez, e3,uq).

Sei nun A die Matrix, deren Spalten die Vektoren aus B sind, und wir
bilden analog die erweiterte Matrix (A, u;) und tberfihren diese in redu-

zierte ZSF:
0 0 1 1 1T 0 01 1T 0 0 1
1 0 01 — 01 —1 1 — 01 0 2
01 —1 1 00 1 1 0011

Wieder ist der erste Eintrag der letzten Spalte nicht Null, so dass wir
den ersten Vektor in B, das ist e,, streichen und u, am Ende einfuigen.
Wir erhalten also B = (e3,u;,u;) und nach Bemerkung 28.21 ist damit
B; = (e3) eine Basis von V/U. O

(4) Sei B die Standardbasis des IF; Die Basis F’ von U’ ist linear unabhan-
gig und wir bestimmen daher mit Hilfe des Austauschsatzes von Steinitz
(Algorithmus 28.19) eine Basis des IF§ die F' enthalt. Sei dazu A die 3 x 3—
Einheitsmatrix. Nun bilden wir die erweiterte Matrix (A, u;) und tberfih-
ren diese in reduzierte ZSF:

100 3
010 —1
001 O
ist bereits in ZSF. Da der erste Eintrag in der letzten Spalte nicht Null ist,
streichen wir aus B den Vektor e; und fligen u, als letzten Vektor ein. Wir

erhalten die neue Basis
!
B = (eZ) 63>u1)°

Sei nun A die Matrix, deren Spalten die Vektoren aus B sind, und wir
bilden analog die erweiterte Matrix (A, u}) und tiberfihren diese in redu-

zierte ZSF:
o0 3 2 T 0 —1 0 1 00 4
1 0 —1 0 — 0 1 0 —1 — 01 0 —1
0 1 0 -1 00 1 4 0 01 4

Wieder ist der erste Eintrag der letzten Spalte nicht Null, so dass wir
den ersten Vektor in B, das ist e,, streichen und uj) am Ende einfiigen.
Wir erhalten also B = (e3,uj,u;) und nach Bemerkung 28.21 ist damit
B; = (e3) eine Basis von V/U’. ]

(e) Voraussetzung. Seien U = ((2,—1,1,—1)t(1,-2,2,1)%,(3,—1,0,2)") < R*und U’ =
<(3a _2) 3) S)ta (2> 1 ) _5» 3)t> < R* gegeben.
Behauptung. B = ((—8,1,5,—17)") ist eine Basis von UNnu’.

Beweis. Sei F .= ((2, —1,1,-DY (1,-2,2, 1) (3, -1, O,Z)t) die Famile der Erzeuger
von Uund F':= ((3,-2,3,8)%,(2,1,-5,3)") die Familie der Erzeuger von U’. Dann
bestimmen wir den Durchschnitt U N U’ mit Hilfe von Algorithmus 28.24.



Dazu bestimmen wir zunachst A und A’ gemaf Algorithmus 28.22, so dass
Lin(F) = Los(A,0) und Lin(F’') = Los(A’,0). Wir bilden daher die 3 x 4-Matrix

2 -1 1 -1
M=1|1 =22 1
3 -1 0 2

und berechnen ihren Kern gemaf Algorithmus 28.12:

2 -1 1 -1 100 —1 100 -~

010 =5
1T -2 2 1 T 010 =5 — 00 1 —a
3 -1 0 2 001 —4 00 0 —1

Somit ist der Vektor in der vierten Spalte eine Basis von Ker(fy) = Los(M,0)
und wir erhalten
A=(1541).

Wir bilden nun die 2 x 4-Matrix
, (3 =2 3 8
M= ( 2 1 53 )

und berechnen ihren Kern geméaf Algorithmus 28.12:

10 -1 2
3 -2 38 10 -1 2 01 -3 —1
(z 1—53)H'“'_’<o1—3—1)H 00 -1 0

00 0 —I

Somit sind die Vektoren in der dritten und vierten Spalte eine Basis von
Ker(fy/) = Los(M’,0) und wir erhalten

, (-1 =3 -1 0
A—(2—1 0—1>'

Wir bilden nun aus den Zeilen von A und A’ eine gemeinsame Matrix

1 5 4 1
A= -1 =3 =1 0
2 -1 0 -1

und bestimmen eine Basis B von Ker(fa~) gemaf Algorithmus 28.12:

_38
15 4 1 100 —% é?gz
-1 =3 -1 00— ..— (010 & |— | .7 ¥

_ — 3 7
2 -1 0 -1 001 000 3

Folglich ist die vierte Spalte und damit auch
B=((-8,1,5-17)")

eine Basis von UNu’. ]



Aufgabe 59:

Voraussetzung. Seien B = ((1,1,1,1)%,(-1,0,0,1)%,(0,—1,0,1)(0,0,—1,1)!) und D =
((1,1,0)% (0,1, 1)%, (0,0, 1)").

Behauptung.
(a) B ist eine Basis des R* und D ist eine Basis des R>.

(b) Fiir f € Hompg (R*, R?) mit f(x;,%2,%3,%4) = (X1 — X2,X3, X2 + x4)* gilt

0 -1 1 0
ME(f)=| 1 1 =1 —1 |].
T 0 1 2

(c) Fir g € Homg (R*, R?) mit

1T 0 —-10
ME(g)=|(2 1 3 1].
0 -1 20

gilt g(x1,%2,x3,%4) = (X2, 3x1 — 1%2 4 3%3 + 2x4y 2%1 — 3%z + X3 + 2x4)t.

Beweis.

(@) Wir zeigen die lineare Unabhangigkeit von B beziehungsweise D mit Hilfe von
Algorithmus 27.26:

Ap =

—_ o
o O
|
o —
|
oS O O =

Folglich ist rang(Ag) = 4, d.h. B ist linear unabhingig und wegen |[B| = 4 =
dimpg (R*) ist B nach Korollar 25.7 eine Basis von R*.

100 100
Ap=11 10 — 010
011 0 01

Folglich ist rang(Ap) = 3, d.h. D ist linear unabhangig und wegen |[D| = 3 =
dimg (R?) ist D nach Korollar 25.7 eine Basis von R?. O

(b) Wir bestimmen mit Hilfe von Algorithmus 28.16 die Matrixdarstellung Mg (f)
von f. Dazu berechnen wir zunéachst f(B), also

((1,1,1,1))
((=1,0,0,1)!
((0,
((0,0

f —
')
101)t)
1))

by
b,
b3

by

(0,1,2)%,
(—1,0,1)"
(1,0,0)"
(0, —11

f
f

(by) =1
(by) =1
(b3) =
(by) =1 '



und anschlief3end

D f(B)
10 0/0 =1 1
1T 101 0 0 —1
0112 1 0 1
10 0/0 =1 1
0101 1 =1 —1
0112 1 0 1
10 0[/0 =1 1
0101 1 =1 —1
00 1/1 0 1

1; ME (f)

Somit gilt

(c) Sei g € Homg (R*, R?) mit

1T 0 -1 0
MB(g)=[2 1 3 1]|.
0 -1 20

Dann gilt fir die Bilder der Basisvektoren in B unter g

0 0
gby) =g((1,1,1,1)) =1- +2. 1 +0-( 0
1

1
1
0
1
g(ba) = g((—1,0,0,1)!) =0- (1) ( )+(1)-
0
0
(—1) - 1 w301 | +2.
0 1

g(bS) - 9((O>_])O)]) )

1 0
g(bs) = g((0,0,—1,1)") =0- ( 1 ) 1. ( 1 ) +0- (
0 1

|
o —= O
N——

N W —

— OO —= O O

)-()

Sei nun x = (x1,x2,x3,%4)" € R* beliebig, dann miissen wir den Koordinaten-
vektor von x bezliglich B bestimmen, also das folgenden (LGS) mit Hilfe von

Algorithmus 28.10 l6sen:

T =1 0 0x 1000
1 -1 0|x - - 0100
T 0 0 —1]|x3 0010
T 1 1T 1|x4 0 0 01

(x1 +x2 + X3+ X4)
( 3X1 +X2+X3+X4)
(x7 — 3% + X3 + x4)
(x1 + %2 — 3x3 +x4)

NN N RV



Da g eine lineare Abbildung ist, erhalten wir damit die Funktionsvorschrift

von g als

9(X1 y X2y X3y X4)

1
= 1(x + X2 + X3+ X4q) - ] l
=49 2 1 2 3 4 1 4
1
0
1( 3 ). -1
+Z X1 — X2 + X3 +Xg 0
1
1
1 1
:—(X1+X2+X3+X4)-g
4 1
1
1 -1
+Z(X]_3X2+X3+X4
1
1 1
4 2
1 —1
+ < (x1 —3x2 +x3 +x4) - 2 |+
4 5

3 1 3 7
X2, ZX] — ZXZ + ZX3 + ZX4, 2X1

0
(x1 +x2 +x3 4+ Xx4q) - (3 Z( —3x1 + %2 + X3+ X4) - (1 )

0

1

Z(X] + %2 — 3%x3 + x4) - (

t
— 3% + X3 —|—2x4) .

—_ o O

|

—1
0
( 3X1+X2+X3—|—X4) 0
1
0
1 0
—|——(X1 —|—X2—3X3+X4) .
4 —1
1
—1
1( 3 ). 0
Z X1+X2+X3+%X4) ¢ 0
1
1
+Z(X1+Xz—3X3+X4)'9

—l—loo;/



Aufgabe 60:

Voraussetzung. Sei V ein R-Vektorraum, B = (x1,x;,x3) eine Basis von V und B’ =
(Y1, Yy2,y3) mit y1 = x5 +x3, Y2 = x1 +x und ys = x1 + %2 + X3.

Behauptung.

(@)
(b)

B’ ist eine Basis von V.

Fir f € Endg (V) gegeben durch

a 0 Db
Mi(f)=| —b a a | mita,beR.
a b b
gilt
2b b —a+2b
ME(f) = 0 —b —b |.
a—Db a 2a
Beweis.

(a)

(b)

Seien }\1 y }\2, }\3 € R mit }\1 'y1+}\2'y2+7\3'y3 = }\1 -(X1 +X3)+}\2-(X1 +X2)—|—7\3~(X1 —|—X2—|—X3) =
0. Dann gilt auch

(A 4+ A2+ A3) X1+ (A +A3) - x2+ (A1 +A3) - x3 =0,
also Ay + A +A3 = A+ A3 = A + A3 = 0 und damit Ay = A, = A3 = 0, da B eine
Basis von V ist. Folglich ist B’ linear unabhangig mit [B’| = 3 = |B| = dimg(V)
und somit nach Korollar 25.7 eine Basis von V. O

Nun ist nach Bemerkung 26.7 die i-te Spalte von T  der Koordinatenvektor
von y; beztiglich B und daher offensichtlich

111
=011].
101

Des Weiteren gilt ebenfalls nach Bemerkung 26.7, dass T¢, = (T')', so dass
wir T, als Inverse von T mit Hilfe von Algorithmus 27.15 bestimmen kénnen.

B/
TB

=

3
T 1 1] 1 0 0
o 11 0 1 0
T o1 0 0 1
T 1 1] 1 0 0
o 11/ 0 1 0
0 -1 0|—=1 0 1
T 1 1] 1 0 0
o 11 0 1 0
O 0 1|=1 1 1
T 1 0] 2 =1 =1
0O 10| 1 0 —1
0O 0 1|—=1 1 1
T 0 0] 1 =1 0
O 10| 1 0 —1
0O 0 1|—=1 1 1

s T2,




Hieraus ergibt sich also

1T -1 0
Ty = T 0 —1].
~1 1 1

Beachte hierbei, dass man TF, natiirlich auch auf analoge Weise wie T}  be-
stimmen kann. So ist beispielsweise x; =y; + Yy, — ys.

Schlieflich erhalten wir ME;(f) per Basiswechsel gemif Satz 26.8 als

ME(f) = Tg, o Mg (f) o T

1 -1 0 a 0 b 1 11
= 1 0 —1 ol =b a a ol 0 1 1
—1 1 1 a b b 101

1T —1 0 a+b a a-+b
= 1 0 —1 ol a—b a—b 2a—b
—1 1 1 a+b a+b a+2b

2b b —a+2b
= 0 —b —b |.
a—>b a 2a




