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Aufgabe 32 ist eine Präsenzaufgabe und braucht nur von den Fernstudenten zur

Korrektur eingereicht zu werden.

Aufgabe 29:

a. Betrachte den Vektorraum U =
{
f : [0, 1] → R : t 7→ at2 + bt + c | a, b, c ∈ R

}
und

bestimme eine ONB bezüglich des Skalarproduktes aus Aufgabe 25c.

b. Für V = Matn(R) definieren wir 〈·, ·〉 : V × V → R : (A, B) 7→ Spur
(

At ◦ B
)

.

(a) Zeige, 〈·, ·〉 ist ein Skalarprodukt auf V.

(b) Zeige, für U = {A ∈ V | At = A} gilt U⊥ = {A ∈ V | At = −A}.

Aufgabe 30: Es sei V ein endlich-dimensionaler euklidischer oder unitärer Raum,

U ≤ V und πU die orthogonale Projektion auf U.

a. Zeige, (U⊥)⊥ = U.

b. Zeige, ist (x1, . . . , xr) eine ONB von U, dann gilt πU(x) =
∑

r

i=1
〈x, xi〉 · xi.

Aufgabe 31: Sei V ein endlich-dimensionaler euklidischer oder unitärer Raum.

a. Ist f ∈ EndK(V) normal, so gelten Ker(f) = Ker(f∗) und V = Ker(f) ⊥ Im(f).

b. Für jedes g ∈ HomK(V,K) gibt es genau ein y ∈ V mit g(x) = 〈x, y〉 für alle x ∈ V.

c. Ist f ∈ EndC(V) normal, so gibt es ein p ∈ C[t] mit f∗ = p(f).

Aufgabe 32:

a. Sei V ein euklidischer oder unitärer Raum und || · || : V → R : x 7→
√

〈x, x〉 die

durch das Skalarprodukt definierte Norm. Zeige, für x, y ∈ V gelten:

(a) Die Parallelogrammgleichung: ||x + y||2 + ||x − y||2 = 2 ·
(

||x||2 + ||y||2
)

.

(b) Der Satz des Pythagoras’: x ⊥ y =⇒ ||x||2 + ||y||2 = ||x + y||2.

b. Überprüfe, ob die folgende symmetrische Matrix A ∈ Mat3(R) positiv definit

ist:

A =







9 1 2

1 1 0

2 0 1






.


