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Grundlagen der Mathematik 2

Die Aufgaben dieses Blattes dienen zur Wiederholung des Stoffes der ersten Se-
mesterhélfe und sind ohne Abgabe. Ausgearbeitete Losungen werden wir fiir diese
nicht zur Verfigung stellen.

Aufgabe 1: Sei K ein Korper.

(a) Begrinde, weshalb die Mengen U := {(aj,...,a,)"* € K" | a1 = ... = a,} und
U :={(ay,...,a) €K" | ay +...+ a, = 0} Unterraume des K" sind.

(b) Bestimme dimg(U), dimg(U’), dimg (U N U') und dimg (U + U’).

Aufgabe 2: Sei K ein Kérper und A € K. Bestimme die Determinante der Matrix

1 AN LA

Al 1 A ... AV

AV T LAY | e Mat(n x n, K).
A AN L. 1

Aufgabe 3: Es sei K ein Korper, A € K und n € N\ {0}. Definiere

A -1 0 0 ... 0
-1 A =1 0 ... 0
o -1 A -1 ... 0
Ay = Ce . € Mat, (K).
: =1 A =1
O ... ... 0 =1 A

Leite eine Rekursionsformel fiir d,, = det (A,,) her und zeige, d;;3; =0 fur k € N.

Aufgabe 4:
a. Es sei A € Mat,(R) mit ungeradem n und A' = —A. Zeige, A ist nicht in-
vertierbar. Bleibt die Aussage wahr, wenn wir R durch einen anderen Korper
ersetzen?

b. Zeige, ist A € Mat,(K) eine invertierbare obere Dreiecksmatrix, so ist auch A~
eine obere Dreiecksmatrix.

c. Lose das folgende lineare Gleichungssystem mit Hilfe der Cramerschen Regel:

x+2z=3, 3x+y=5 und —x+y=1.



Aufgabe 5: Es seien by,...,b, € K paarweise verschieden und cy,...,c, € K belie-
big. Zeige, es gibt genau ein Polynom f € K[t] vom Grad deg(f) < n mit f(b;) = ¢; fur
allei=0,...,n.

Aufgabe 6: Es sei f € Endg(V) und x € V.

a. Zeige, daf3 die Menge I, := {p € K[t] | p(f)(x) = 0} # 0 ein Ideal in K[t] ist, d.h.
far p,q € Iy und r € K[t] gilt p+q,7 - p € Iix.

b. Zeige, da U, = {p(f)(x) | p € K[t]} ein Unterraum von V ist.
c. Zeige, ist m € N minimal mit f™(x) = 0, so gilt

I ={t"-p | p € KIt])

und
Uy, = Lin (f™ ' (x), ™ 2(x), . .., f(x),x).

Anmerkung: in Teil c. darf man ohne Beweis verwenden, daf jedes Ideal I in K[t] von einem geeigneten Element q erzeugt

werden kann, also von der Form I ={q - p | p € K[t]} ist.

Aufgabe 7:

a. Bestimme die Eigenwerte und die Eigenrdume der Matrix

~10 0 -1
41 0 -2

A=l 5o .5 o |EMatiR)
41 0 4

und uberprufe A auf Diagonalisierbarkeit und Trigonalisierbarkeit.

b. Es sei E = (Ey, Ej2, Ez, Exy) die kanonische Basis von V = Mat,(Fy;) und T =
E1,+E2+E2 € Gl(Fyp). Priife den Endomorphismus f: V — V: A+ ToA+AoT!
auf Diagonalisierbarkeit und Trigonalisierbarkeit.

Aufgabe 8: Es sei 1 < dimy(V) < oo.

a. Sind f, g € Endg(V), so gilt o(fo g) = o(gof).

b. Sind f,g € Endg(V) mit fog=gofund A € K, so ist Eig(f,A) g-invariant.
Aufgabe 9:

a. Bestimme die Jordansche Normalform und die zugehorige Transformations-
matrix T € Gl;(F5) far

2020 2
21003
A= 1200 2 € Mats(Fs).
24220
4 3 200

b. Bestimme mit Hilfe von SINGULAR eine Basis B von Q?, beziiglich derer die
Matrixdarstellung der Abbildung f : Q* — Q* Jordansche Normalform hat, wo:

f(w,%,y,z) = (W+x+y—+2z,2w+4x+5y + 5z, —4w — 6x — 7y — 6z, 2w + 3x + 3y + 2z)".



Aufgabe 10: Es sei A € Mat(5,K) mit x, = t(t—1)%, pa = t(t—1)? und rang(A —15) =
2. Bestimme die Jordansche Normalform von A.

Aufgabe 11: Zeige mit Hilfe der Jordanschen Normalform, daf3 fiir ein normiertes
Polynom p € CIt] \ C die folgenden Aussagen gleichwertig sind:

a. Je zwei Matrizen A, B € Mat, (C) mit us = ug = p sind konjugiert.

b. deg(p) =1, deg(p) =n oder es gibt ein A € C mit p = (t — A",

Aufgabe 12:

a. Zeige, ist A € Mat,(K) so, dap x, uber K in Linearfaktoren zerfallt, so sind A
und A' konjugiert.

b. Gilt die Aussage in b. auch noch ohne die Voraussetzung, dag x, zerfallt?

Aufgabe 13: Zeige, ist 1 < dimg(V) =n < oo, so sind fur A C Endg(V) die folgenden
beiden Aussagen gleichwertig:

a. A ist simultan diagonalisierbar, d. h. es gibt eine Basis B von V, so daf fur
alle f € A gilt ME(f) ist eine Diagonalmatrix.

b. Fur alle f € A gilt, f ist diagonalisierbar, und fiir alle f,g € A gilt, fog=gof.

Hinweis: Fuhre far “b. = a.” Induktion Gber n und zerlege dazu V in zwei invariante Unterrdume kleinerer Dimension.

Aufgabe 14:

Bestimme fur die folgende symmetrische Matrix A € Mat,(R) eine Transformati-
onsmatrix T € Gl4(R), so daf3 T' o A o T eine Diagonalmatrix wie im Sylvesterschen
Tragheitssatz ist, und bestimme den Tragheitsindex, den Morseindex, die Signatur
und den Rang von A:

-3 200
2525

A= 0 2 42
0524

Aufgabe 15:

a. Bestimme eine Orthonormalbasis des R-Vektorraums U = {(v,w, x,y,z)' € R* | v+
w +x +y + z = 0} beziiglich des Standardskalarproduktes auf R>.

b. Zeige, fiir a,b € R gibt es genau dann zwei normierte Vektoren x = (u,v, a)! € R3
und y = (r,s,b)t € R? die beziiglich des Standardskalarproduktes orthogonal
zueinander sind, wenn a? + b? < 1.

Aufgabe 16: Zeige, durch <(x1,xz,x3)t, (yhyz,yg)t) = x1Y1 +x1Yy2+x2y1 +2%y2 + X0y +
X3Y2 + 2x3y3 far (x1,%2,%3)Y (Y1,Y2,y3)' € R® wird ein Skalarprodukt auf R® definiert
und bestimme eine Orthonormalbasis des R3 beziglich dieses Skalarproduktes.

Aufgabe 17: Ist f € End(V) normal, so gibt es ein p € C[t] mit f* = p(f).



Aufgabe 18:

a. Sei V ein euklidischer oder unitdrer Raum und || - || : V — R : x — /(x,x) die
durch das Skalarprodukt definierte Norm. Zeige, fiir x,y € V gelten:

(a) Die Parallelogrammgleichung: |[[x +ylI* + [lx — yl[* = 2 - ([IxII* + [lylI*).
(b) Der Satz des Pythagoras: x Ly = |[x|I* +Iyl? =[x +yl[*.

b. Uberpriife, ob die folgende symmetrische Matrix A € Mat;(R) positiv definit

ist:
9 1 2
A= 1 10
2 01

Aufgabe 19: Es sei V ein endlich-dimensionaler euklidischer oder unitirer Raum
und f € Endk (V) bijektiv. Zeige, die folgenden Aussagen sind dquivalent:

a. Far x,y € Vmit x 1 y gilt f(x) L f(y).

b. Far x,y € V mit [[x[| = [ly[| gilt [[f(x)I| = [If(y)ll.

c. Es gibt ein A € Ry, und ein g € O(V) bzw. g € U(V) mit f = Ag.
Aufgabe 20:

a. Es sei (M, d) ein metrischer Raum, a € M und

d(x,a) +d(a,y), falls x#vy,

d’:MxM—%R:(X,U)Hd/(%U):{ 0, fallsx=y

Zeige, d’ ist eine Metrik auf M.

b. Uberpriife, ob folgende Menge A offen, abgeschlossen und / oder kompakt in
M ist? Was ist der Rand von A?

1 1
A—{z—m+s—n

Wir betrachten hier M mit der euklidischen Norm als normierten Raum.

m,neN} U{0}, M =R.

Aufgabe 21: Betrachte die Funktion

XZyZ
X (x—y)
Zeige, lim lim f(x,y) = lim lim f(x,y). Ist f stetig in (0,0)" fortsetzbar?

x—0 y—0 y—0 x—0

f:R2\{(0,00} — R : (x,y)t —

Aufgabe 22:
a. Sei f: (M,d) — (M’,d’) eine gleichmagig stetige Abbildung metrischer Rau-
me. Zeige, ist (an)nen €ine Cauchy-Folge, so auch (f(an)) -
b. Gilt die Aussage in a. auch noch, wenn f nur stetig ist?
c. Sei U C R" offen und f: U — R" sei gleichm&afig stetig und bijektiv.
Zeige, ist £ stetig, so ist U= R".

Hinweis zu c.: wenn U # R™, so kann man zeigen, daf U einen Haufungspunkt besitzt und diesen ausnutzen.



