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Aufgabe 21: Wir haben in der Vorlesung gelernt, wie man die Tangente an eine
projektive Kurve V(F) mit Hilfe des Gradienten von F berechnen kann. Dies geht
jedoch nur, wenn der Gradient nicht (0,0,0) ist; man sagt dann auch, daf3 der
Punkt ein singuldrer Punkt der Kurve ist. Berechne fiir folgende ebenen projektiven
Kurven V(F) die Tangente in dem angegebenen Punkt P, sofern dies moglich ist:

a. F=x2+y2—2z4,P=(0:1:1).
b. F=x*+y?—2z2, P=(3:4:5).
c. F=x’z+y3, P=(0:0:1).
d. F=x2+y3 P=(1:0:0).
e. F=x2y—y3 P=(0:0:1).
f. F=x’y—y3, P=(1:1:1).
Welche der Punkte sind singulare Punkte der gegebenen Kurve?

Aufgabe 22: Ist f € R[x] ein Polynom und f’ € R[x] seine formale Ableitung, so
kann man zeigen, daf3
det(S¢ ) = H (ai—qj)
1<#<n
gilt, wenn f = (x —aq) - ... - (x — an) die Faktorisierung von f in Linearfaktoren tiber
C ist und S die Sylvestermatrix ist.

a. Uberpriife die Aussage fiir die Polynome f = x* —x3 —4x? +4x und f = x> — 5x* +
x — 5.

b. Begrunde, weshalb det(S¢ ) genau dann Null ist, wenn f tiber C eine mehrfa-
che Nullstelle hat.

c. Vergleiche fur f = ax? 4+ bx + ¢ die Determinante det(S¢¢) mit der Diskriminan-
te des Polynoms, die ja ebenfalls genau dann Null ist, wenn f eine doppelte
Nullstelle besitzt. Wie paf3t das zusammen?

d. Uberpriife, ob das Polynom f = x® + 4x* 4+ 11x3 + 20x? + 21x + 18 eine mehrfache
Nullstelle tiber C hat mit Hilfe der Determinante det(S¢ ). Faktorisiere f auch
uber @ mittels SINGULAR.



€.

Begriinde, weshalb ein Polynom f € Q[x], das einen mehrfachen irreduziblen
Faktor besitzt, auch eine mehrfache Nullstelle tiber C haben muf. Leite dar-
aus ab, wie man mit Hilfe eines grof3ten gemeinsamen Teilers von f und f’
feststellen kann, ob f eine mehrfache Nullstelle hat.

Aufgabe 23: Berechne fiir folgende Polynome f und g die Schnittvielfachheit von
V(f) und V(g) im Punkt (0,0):

a. f=x+4xy*und g=x+v.
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b. f=(x*+y?)"+3x%y —y? und g = x + 2y.
c. f=(2+y?) +3x%y—y*undg=y

d. f=(x*+y )2+3x2y—y3undg:y—x2.
e. f=(x*+y )2+3x2y—y3undg=y2—x.
f.f=(x"+y )2—|—3x2y—y3undg:y2—x2.

In welchen Fallen gilt die Gleichheit

mult, (f N g) = mult,(f) - mult,(g),

wenn mult,(f) der kleinste Exponent eines Monoms ist, das in f vorkommt. Visua-

lisiere jeweils V(f) und V(g) im Punkt p = (0,0).

Aufgabe 24: Betrachte die affinen ebenen Kurven, die durch die Parametrisierun-

gen

und

:R—Af:t (P—1,7—1t)

ViR — Af it (8, 19).

gegeben sind.

a.

Berechne mit Hilfe von SINGULAR Polynome f und g mit V(f) = Im(¢) und
V(g) =Im(y).

Zeige, daf3 die Schnittvielfachheit von V(f) und V(g) im Punkt p = (0,0) die
Gleichung
mult, (f N g) = ord, (f(t,t%)),

erfullt, wobei die Ordnung ord; eines Polynoms in t der niedrigste Grad eines
Monoms des Polynoms ist.



