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Aufgabe 25:
a. Es seien U;,..., U Unterraume eines K-Vektorraums V mit Basen By,..., By.

Zeige, genau dann ist V = U; & ... ® Uy die direkte Summe der U;, wenn B =
B; U...U By eine Basis von V ist.

b. Zeige, fur jeden Korper K sind die Mengen U := {(aj,..,a,)' € K" | q; = -+ = a,}
und U :={(aj,..,a,)' € K" | a;+--- +a, = 0} Unterraume von K", und bestimme
dimy (U), dimg(U’) und dimy (U + U').

Aufgabe 26: Betrachte den Vektorraum P, := {> I  ai-t*| ax € K} der Polynome

vom Grad hochstens n mit Basis B = (t°t',...,t") und die formale Ableitung
d:Pn— P ) @ t' e ) ket
k=0 k=1

a. Berechne die Matrixdarstellung M§(d) und den Rang von d.

b. Zeige, dass im Fall n =3 auch D = (t°,t° +t',t' +t% t> +t°) eine Basis von P; ist
und berechne die Basiswechsel TP und T§ sowie die Matrixdarstellung M5 (d).

Aufgabe 27: [Zyklische Unterraume]
Es sei f € Endg(V), 0 #x € Vund m > 0 mit f™'(x) # 0 und f™(x) = 0.

a. Zeige, B = (f™'(x), f™2(x),...,f(x),x) ist eine Basis von U = Lin(B).
b. Zeige, U ist f-invariant, und bestimme MZ(fy).
Aufgabe 28:
a. Zeige, fur 0 # A € K sowie 1 <1i,j <n mit1i#j gilt
QA =S;(A"1) e Qi1 o S().
b. Seien A € Mat(n x p,K) und B € Mat(m x n,K), dann gilt
rang(B o A) < min{rang(A),rang(B)}.

c. Uberfiihre die folgende Matrix in reduzierte Zeilen-Stufen-Form und berechne
ihren Rang:

0 0 264 0
1 21210

A=|2 4 02 2 1|eMat5x6,Q).
1 2 0110
2 4 2 4 20



