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Aufgabe 17:

(a) Zeige, Z[i] := {a + i · b ∈ C | a, b ∈ Z} ist ein kommutativer Ring mit Eins, wobei

die Addition und die Multiplikation einfach die Addition und Multiplikation

komplexer Zahlen sein sollen.

(b) Bestimme die Einheitengruppe Z[i]∗ des Ringes Z[i].

Aufgabe 18:

(a) Bestimme die Einheitengruppen Z∗6, Z
∗
8 und Z∗15 und stelle eine Vermutung auf,

wann z ∈ Zn für n ≥ 2 eine Einheit ist.

(b) Es sei R ein kommutativer Ring mit Eins und f =
∑∞

k=0 ak ·tk ∈ R[[t]] eine formale

Potenzreihe über R. Zeige, f ist genau dann eine Einheit in R[[t]], wenn a0 eine

Einheit in R ist.

Hinweis, wenn a0 eine Einheit in R ist, so ist eine Reihe g =
∑∞

k=0 bk · tk mit f · g = t0 gesucht. Multipliziere die linke

Seite der Gleichung aus und löse die Gleichungen, die sich für die Koeffizienten ergeben rekursiv.

Aufgabe 19:

(a) Es sei R ein kommutativer Ring mit Eins. Zeige, R ist genau dann ein Körper,

wenn R genau zwei Ideale besitzt.

(b) Zeige, daß Z5 ein Körper ist.

(c) Ist Z6 auch ein Körper?

Aufgabe 20: Es sei R ein kommutativer Ring mit Eins und I, J� R seien Ideale, so

daß es ein x ∈ I und ein y ∈ J gibt mit x+ y = 1.

Zeige, die beiden Ringe R/(I ∩ J) und (R/I)× (R/J) sind isomorph.

Hinweis: R/I× R/J wird mit der komponentenweisen Addition und Multiplikation als Ring betrachtet. Man verwende nun die

Abbildung ϕ : R −→ R/I× R/J : a 7→ (a, a) = (a + I, a + J).


