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Aufgabe 13: Zeige, flir einen R-Modul M sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(a) M ist noethersch.

(b) Jede nicht-leere Menge von Untermoduln von M enthilt ein maximales Ele-
ment.

(c) Jede aufsteigende Kette N; C N, C ... von Untermoduln von M wird stationar,

d.h. es gibt ein n, so daf3 N, = N,, fur alle k > n.

Aufgabe 14: [Satz von Cayley-Hamilton]
Sei M ein endlich-erzeugter R-Modul, f € Homg(M, M) ein Endomorphismus und I
ein Ideal in R.

(a) Zeige, es gibt ein normiertes Polynom x = t" +p; - t"' +... + p, € R[t], so dass
x(f) = 0 die Nullabbildung ist.

(b) Zeige, wenn f(M) C I- M, dann kann x so gewéahlt werden, dass p; € I' gilt.

Hinweise: Betrachte M als R[t]-Modul vermittels t - m := f(m); betrachte fir M = (my,..., mn)g eine Matrix A = (ajj) mit

f(m;) = >_I* ; ay - m; und verwende die Adjunktenformel fiir die Matrix t - 1, — A.
Prasenzaufgabe 13:

(a) Berechne die Smith-Normalform der Matrix

5 6 —2 3 —4
A=|7 6 29 —2 | eMat3x5,7).
7 4 07 —4

Bestimme zudem Basen fiir den Kern und das Bild von fa.

(b) Bestimme das Tupel der Elementarteiler fiir den folgeden Z-Modul

M =73D 73D Ly ® Zig1 © Zizs D Zior © Zipas.

Prasenzaufgabe 14: Sei A = (a;...qa,) € Mat, (Z) eine Matrix mit det(A) # 0 und
sei M =7"/{ay,...,a,)z. Zeige, M| = |det(A)|.



