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Aufgabe 8: Es sei R ein Ring, in dem für jedes r ∈ R eine natürliche Zahl n =

n(r) > 1 existiert, so daß rn = r.

a. Zeige, Spec(R) = m−Spec(R).

b. Gib ein Beispiel für einen solchen Ring R an, der kein Körper ist.

Aufgabe 9: Es sei R 6= 0 ein Ring. Zeige, daß Spec(R) ein minimales Element

bezüglich der Inklusion besitzt, d.h. ∃ P0 ∈ Spec(R) : ∀ P ∈ Spec(R) mit P ⊆ P0

schon P = P0 gilt.

Hinweis, man verwende das Zornsche Lemma mit einer geeigneten Teilordnung auf der Menge aller Primideale.

Aufgabe 10: Es sei R ein Ring und N(R) das Nilradikal von R. Zeige, daß die fol-

genden Aussagen äquivalent sind:

a. R/N(R) ist ein Körper

b. |Spec(R)| = 1.

c. Jedes Element von R ist entweder eine Einheit oder nilpotent.

Gib ein Beispiel für einen solchen Ring an, der kein Körper ist.

Aufgabe 11: [Zariski Topologie]

Es sei R ein Ring. Für eine Teilmenge A ⊂ R definieren wir die Verschwindungsmen-

ge von A als

V(A) := {P ∈ Spec(R) | A ⊆ P} ⊆ Spec(R).

Zeige, daß die Menge T := {V(A) | A ⊆ R} eine Topologie auf Spec(R) in dem Sinne

definiert, daß T die Menge der abgeschlossenen Mengen von Spec(R) ist.

Um dies zu zeigen, sollten folgende Aussagen gezeigt werden:

a. V(A) = V(〈A〉) = V
(
√

〈A〉
)

für jedes A ⊆ R.

Insbesondere gilt, T = {V(I) | I � R}.

b. V(0) = Spec(R).

c. V(R) = ∅.

d. V(I) ∪ V(J) = V(I ∩ J) = V(I · J) für I, J � R.

e.
⋂

λ∈Λ
V(Iλ) = V

( ∑
λ∈Λ

Iλ

)

für Iλ � R.

Bestimme V(〈x〉) und V
(〈

x2 − 1
〉)

für den Ring R = C[x, y]/〈xy〉.


