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Aufgabe 16: Es sei R ein Ring, X = Spec(R) und f, g ∈ R. Zeige:

a. Xf ∩ Xg = Xf·g.

b. Xf = ∅ ⇐⇒ f ist nilpotent.

c. Xf = X ⇐⇒ f ∈ R∗.

d. Xf ⊆ Xg genau dann, wenn es ein n ≥ 0 gibt, so daß g | fn.

e. Xf = Xg ⇐⇒
√

〈f〉 =
√

〈g〉.

Aufgabe 17: Zeige, für jeden Ring R gibt es genau einen Ringhomomorphismus

ϕ : Z −→ R. Bestimme ϕ∗ für die Ringe R = C[x] und R = Z/pZ[x], wenn p eine

Primzahl ist. Sind die Abbildungen ϕ∗ in diesen beiden Beispielen dominant?

Aufgabe 18: Es sei R ein Ring mit N(R) = 0 und X = Spec(R). Zeige, das X ist genau

dann nicht zusammenhängend, wenn R ein idempotentes Element ungleich 0 und

1 besitzt.

Erinnerung: Ein topologischer Raum X heißt zusammenhängend, wenn aus X sich nicht als disjunkte Vereinigung zweier

Mengen schreiben läßt, die beide offen und abgeschlossen in X sind.

Aufgabe 19: Betrachte den Ringhomomorphismus

ϕ : C[t] −→ C[x, y]/〈x2 − y2〉 : t 7→ x.

Gib Spec(R) und Spec(S) für R = C[t] und S = C[x, y]/〈x2 − y2〉 und bestimme die

Fasern von ϕ∗. Interpretiere das Ergebnis mittels eines Bildes über den reellen

Zahlen.


