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Aufgabe 24: Es sei R ein Ring,M ein endlich erzeugter R-Modul und ϕ ∈ HomR(M,R
n)

sei surjektiv. Zeige, daß dann auch ker(ϕ) als R-Modul endlich erzeugt ist.

Hinweis, man beachte, daß die kurze exakte Sequenz 0→ ker(ϕ) → M→ Rn → 0 split-exakt ist.

Aufgabe 25: Es sei R ein Ring und P ein R-Modul. Zeige, daß die folgenden Aus-

sagen äquivalent sind:

a. Falls ϕ ∈ HomR(M,N) surjektiv ist und ψ ∈ HomR(P,N), dann gibt es ein

α ∈ HomR(P,M), so daß ϕ ◦ α = ψ, d.h.
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b. Falls ϕ ∈ HomR(M,N) surjektiv ist, dann ist ϕ∗ : HomR(P,M) → HomR(P,N) :

α 7→ ϕ ◦ α surjektiv.

c. Falls 0 → M → N → P → 0 exakt ist, dann ist die Sequenz split-exakt.

d. Es gibt einen freien Modul F und einen Untermodul M ≤ F, so daß P ⊕M ∼= F.

Aufgabe 26: Es sei 0 → M ′
→ M → M ′′

→ 0 eine exakte Sequenz von R-Moduln.

Zeige, falls M ′ und M ′′ endlich erzeugt sind, dann ist M endlich erzeugt.

Hinweis, man kann das Schlangenlemma und Aufgabe 25 verwenden. Alternativ kann man auch einfach ein Erzeugenden-

system hinschreiben.

Aufgabe 27: Es sei R ein Ring, M, M ′ und M ′′ seien R-Moduln, ϕ ∈ HomR(M
′,M)

und ψ ∈ HomR(M,M
′′).

Zeige, die Sequenz

M ′ ϕ
−→ M

ψ
−→ M ′′ −→ 0

ist genau dann exakt, wenn für alle R-Moduln P die induzierte Sequenz

0 −→ HomR(M
′′, P)

ψ∗

−→ HomR(M,P)
ϕ∗

−→ HomR(M
′, P)

exakt ist.


