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Aufgabe 28: Es sei (R,m) ein lokaler Ring und M ⊕ Rm ∼= Rn für ein n ≥ m. Zeige,

dann ist M ∼= Rn−m.

Aufgabe 29: Es sei R ′ eine R-Algebra und M und N seien R-Moduln. Zeige, daß es

einen Isomorphismus von R ′-Moduln gibt mit

Φ :
(

M ⊗R N
)

⊗R R ′ −→
(

M ⊗R R ′
)

⊗R′

(

N ⊗R R ′
)

: m ⊗ n ⊗ r ′ 7→ (m ⊗ r ′) ⊗ (n ⊗ 1).

Wir erinnern uns daran, daß M⊗R R′ vermittels r′ · (m⊗ s′) := m⊗ (r′ · s′) ein R′-Modul wird.

Aufgabe 30: Es sei (R,m) ein lokaler Ring, und M und N seien endlich erzeugte

R-Moduln. Zeige, M ⊗ N = 0 genau dann, wenn M = 0 oder N = 0.

Hinweis, verwende Aufgabe 29 und Nakayamas Lemma.

Aufgabe 31: Es sei R ein Ring, M und N seien R-Moduln und N = 〈nλ | λ ∈ Λ〉.

Zeige:

a. M ⊗R N =
{ ∑

λ∈Λ
mλ ⊗ nλ

∣

∣ mλ ∈ M und nur endlich viele mλ 6= 0
}
.

b. Es sei x =
∑

λ∈Λ
mλ ⊗ nλ ∈ M ⊗R N mit mλ ∈ M und nur endlich viele mλ 6= 0.

Dann gilt x = 0 genau dann, wenn es m ′

θ ∈ M und aλ,θ ∈ R, θ ∈ Θ für eine

geeignete Indexmenge Θ, gibt, so daß

mλ =
∑

θ∈Θ

aλ,θ · m
′

θ für alle λ ∈ Λ

und
∑

λ∈Λ

aλ,θ · nλ = 0 für alle θ ∈ Θ.

Hinweis, für Teil b. betachte man zunächst den Fall, daß N frei in den (nλ | λ ∈ Λ) ist und zeige, daß in diesem Fall in

der Tat alle mλ Null sein müssen. Dann betrachte man eine freie Präsentation
L

θ∈Θ R →
L

λ∈Λ R → N → 0 von N und

tensoriere diese mit M.


