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Aufgabe 48: Es sei K ein Körper und K sein algebraischer Abschluß.

Zeige, daß K[x1, . . . , xn] ganz über K[x1, . . . , xn] ist.

Aufgabe 49: Sei R ⊂ R ′ eine ganze Ringerweiterung und m ′
� ·R ′ sei ein maximales

Ideal, so daß m = m ′ ∩ R � ·R ebenfalls maximal ist. Ist R ′
m′ dann ganz über Rm?

Hinweis, betrachte R = K[x2 −1], R′ = K[x], m′ = 〈x−1〉, und f = 1
1+x

∈ R′

m ′ .

Aufgabe 50: Es seien R ⊂ R ′ Integritätsbereiche und f, g ∈ R ′[x] seien normierte

Polynome. Zeige, wenn f · g ∈ IntR′(R)[x], dann gilt auch f, g ∈ IntR′(R)[x].

Beachte, wenn wir dies auf R = Z und R′ = Q anwenden, dann erhalten wir für normierte Polynomie f,g ∈ Q[x], daß aus

f · g∈ Z[x] unmittelbar f,g∈ Z[x] folgt.

Aufgabe 51: [Ringe ganzer Zahlen in quadratischen Zahlkörpern]

Es sei d ∈ Z \ {0, 1} eine quadratfreie Zahl (d.h. keine Quadratzahl a2 6= 1 teilt

d). Dann ist Q
[
√

d
]

= {a + b
√

d | a, b ∈ Q} eine Körpererweiterung von Q mit

dimQQ
[
√

d
]

= 2. Betrachte die Konjugation

C : Q
[
√

d
]

−→ Q
[
√

d
]

: a + b
√

d 7→ a − b
√

d,

die Norm

N : Q
[
√

d
]

−→ Q : a + b
√

d 7→ (a + b
√

d) · C(a + b
√

d) = a2 − b2d,

und die Spur

T : Q
[
√

d
]

−→ Q : a + b
√

d 7→ (a + b
√

d) + C(a + b
√

d) = 2a.

Zeige:

a. C(x · y) = C(x) · C(y) und N(x · y) = N(x) · N(y) für x, y ∈ Q
[
√

d
]

.

b. C und T sind Q-linear.

c. Wenn x ∈ Q
[
√

d
]

\ Q, dann ist µx = (t − x) ·
(

t − C(x)
)

= t2 − T(x) · t + N(x) ∈ Q[t]

das Minimalpolynom von x über Q.

d. x ∈ Q
[
√

d
]

ist genau dann ganz über Z, wenn T(x) und N(x) ganze Zahlen sind.

e. Int
Q

[√
d

](Z) = Z[ωd], wobei ωd =






√
d, falls d ≡ 2, 3mod 4,

1+
√

d
2

, falls d ≡ 1mod 4.


