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1.23 Definition
Es sei R ein IB, r, r′ ∈ R.

r | r′ :⇐⇒ ∃ t ∈ R : r′ = r · t ⇐⇒ 〈r′〉 ⊆ 〈r〉.

r assoziiert zu r′ :⇐⇒ ∃ u ∈ R∗ : r = r′ · u ⇐⇒ 〈r′〉 = 〈r〉.

0 6= r ∈ R\R∗ ist irreduzibel :⇐⇒ (r = s·t ⇒ s ∈ R∗ or t ∈ R∗).

0 6= r ∈ R \ R∗ ist prim :⇐⇒ (r | s · t ⇒ r | s oder r | t)

⇐⇒ 〈r〉 ist ein Primideal.
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1.24 Beispiel
a. r prim =⇒ r irreduzibel.

b. r, s irreduzibel, r | s =⇒ 〈r〉 = 〈s〉.

c. R = Z: p irreduzibel ⇔ p prim ⇔ p Primzahl.

d. R = K[x]: f irreduzibel ⇔ f prim.

e. R = K[[x]]: p irreduzibel ⇔ p prim ⇔ p = Einheit · x

⇔ ord(p) = 1.
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1.25 Definition
Es sei R ein IB.

a. R ist euklidisch :⇐⇒ ∃ ν : R \ {0} → N, so daß

∀ a, b ∈ R \ {0} ∃ q, r ∈ R : a = q · b + r

mit r = 0 oder 0 ≤ ν(r) < ν(b).

Die Zerlegung heißt Division mit Rest (DmR).

b. R ist ein HIR (Hauptidealring) :⇔ alle Ideale sind Hauptideale.

c. R ist faktoriell (ZPE) :⇐⇒

(0 6= r ∈ R \ R∗ =⇒ ∃ pi prim : r = p1 · · · pk).
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1.26 Beispiel
a. Z ist euklidisch mit ν(z) = |z|.

b. K[x] ist euklidisch mit ν(f) = deg(f).

c. K[[x]] ist euklidisch mit ν(f) = ord(f).

d. Z[i] = {x + iy | x, y ∈ Z} ≤ C ist euklidisch mit

ν(x + iy) = |x + iy|2 = x2 + y2,

der Ring der ganzen Gaußschen Zahlen.
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1.27 Proposition
Seien f, g ∈ R[x], f =

∑n
i=0

fix
i, fn 6= 0.

a. ∃

HIR, factorielle und euklidische Ringe Göttingen, April, 2009 – p. 6



HIR, faktorielle, euklidische Ringe

1.27 Proposition
Seien f, g ∈ R[x], f =

∑n
i=0

fix
i, fn 6= 0.

a. ∃ k ≥ 0, q, r ∈ R[x], so daß

fk
n · g = q · f + r und deg(r) < deg(f).
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1.27 Proposition
Seien f, g ∈ R[x], f =

∑n
i=0

fix
i, fn 6= 0.

a. ∃ k ≥ 0, q, r ∈ R[x], so daß

fk
n · g = q · f + r und deg(r) < deg(f).

b. R IB , fn ∈ R∗ =⇒ ∃! q, r ∈ R : g = q · f + r.
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Beweis:
Imitiere den Beweis für Z, “minimal” durch “minimal bez. ν”.

1.29 Korollar Z, Z[i], K[x], K[[x]], R{x} und C{x} sind HIR.

1.30 Proposition Sei R ein HIR, r ∈ R.
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1.28 Theorem
R euklidisch =⇒ R HIR.

Beweis:
Imitiere den Beweis für Z, “minimal” durch “minimal bez. ν”.

1.29 Korollar Z, Z[i], K[x], K[[x]], R{x} und C{x} sind HIR.

1.30 Proposition Sei R ein HIR, r ∈ R.

a. r irreduzibel ⇐⇒ 〈r〉 � ·R.

b. r irreduzibel =⇒ r prim.

c. Spec(R) = m − Spec(R) ∪ {〈0〉}
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1.31 Beispiel

3 ∈ Z
[√

−5
]

=
{

x + y ·
√
−5

∣

∣ x, y ∈ Z
}

ist irred., nicht prim.
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1.31 Beispiel

3 ∈ Z
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]

=
{

x + y ·
√
−5

∣

∣ x, y ∈ Z
}

ist irred., nicht prim.

Insbesondere, Z
[√

−5
]

ist kein HIR.

1.32 Korollar
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1.31 Beispiel

3 ∈ Z
[√

−5
]

=
{

x + y ·
√
−5

∣

∣ x, y ∈ Z
}

ist irred., nicht prim.

Insbesondere, Z
[√

−5
]

ist kein HIR.

1.32 Korollar
R HIR =⇒ R faktoriell.

1.33 Korollar Z, Z[i], K[x], K[[x]], R{x}, C{x} sind faktoriell.
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a. R ist faktoriell.

b. (r irreduzibel =⇒ r prim)
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1.34 Proposition Die folgenden Aussagen sind gleichwertig:

a. R ist faktoriell.

b. (r irreduzibel =⇒ r prim) und

(0 6= r ∈ R \ R∗ =⇒ ∃ pi irreduzibel : r = p1 · · · pk).

c. (0 6= r ∈ R \ R∗ ⇒ ∃ eind. irred. pi : r = p1 · · · pk).
d.h. wenn r = p1 · · · pk = q1 · · · ql mit pi, qi irred., dann

k = l, und
nach Umordnung 〈pi〉 = 〈qi〉 für alle i.
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1.35 Definition Sei R faktoriell und r1, . . . , rk ∈ R.

a. g ist ein ggT (größter gemeins. Teiler) von r1, . . . , rk

:⇐⇒ g | ri ∀ i und (t | ri ∀ i =⇒ t | g)
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1.35 Definition Sei R faktoriell und r1, . . . , rk ∈ R.

a. g ist ein ggT (größter gemeins. Teiler) von r1, . . . , rk

:⇐⇒ g | ri ∀ i und (t | ri ∀ i =⇒ t | g)

⇐⇒ g | ri ∀ i und 6 ∃ p irred. : p
∣

∣

ri

g
∀ i
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a. g ist ein ggT (größter gemeins. Teiler) von r1, . . . , rk

:⇐⇒ g | ri ∀ i und (t | ri ∀ i =⇒ t | g)
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1.35 Definition Sei R faktoriell und r1, . . . , rk ∈ R.

a. g ist ein ggT (größter gemeins. Teiler) von r1, . . . , rk

:⇐⇒ g | ri ∀ i und (t | ri ∀ i =⇒ t | g)

Not.: ggT(r1, . . . , rk) = {g ∈ R | g ist ggT von r1, . . . , rk}.

b. l ist kgV (kleinstes gemeins. Vielfaches) von r1, . . . , rk

:⇐⇒ ri | l ∀ i und (ri | t ∀ i =⇒ l | t)

k=2⇐⇒ r1, r2 | l und
r1 · r2

l
∈ ggT(r1, r2).
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1.36 Bemerkung Sei R ein HIR.

g ∈ ggT(r1, . . . , rk) ⇐⇒ 〈g〉 = 〈r1, . . . , rk〉

und

l ∈ kgV(r1, . . . , rk) ⇐⇒ 〈l〉 = 〈r1〉 ∩ . . . ∩ 〈rk〉.
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1.36 Bemerkung Sei R ein HIR.

g ∈ ggT(r1, . . . , rk) ⇐⇒ 〈g〉 = 〈r1, . . . , rk〉

und

l ∈ kgV(r1, . . . , rk) ⇐⇒ 〈l〉 = 〈r1〉 ∩ . . . ∩ 〈rk〉.

1.37 Lemma Sei R ein IB und r ∈ R.
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1.36 Bemerkung Sei R ein HIR.

g ∈ ggT(r1, . . . , rk) ⇐⇒ 〈g〉 = 〈r1, . . . , rk〉

und

l ∈ kgV(r1, . . . , rk) ⇐⇒ 〈l〉 = 〈r1〉 ∩ . . . ∩ 〈rk〉.

1.37 Lemma Sei R ein IB und r ∈ R.

a. R[x]∗ = R∗.
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1.36 Bemerkung Sei R ein HIR.

g ∈ ggT(r1, . . . , rk) ⇐⇒ 〈g〉 = 〈r1, . . . , rk〉

und

l ∈ kgV(r1, . . . , rk) ⇐⇒ 〈l〉 = 〈r1〉 ∩ . . . ∩ 〈rk〉.

1.37 Lemma Sei R ein IB und r ∈ R.

a. R[x]∗ = R∗.

b. r irreduzibel in R =⇒ r irreduzibel in R[x].
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1.36 Bemerkung Sei R ein HIR.

g ∈ ggT(r1, . . . , rk) ⇐⇒ 〈g〉 = 〈r1, . . . , rk〉

und

l ∈ kgV(r1, . . . , rk) ⇐⇒ 〈l〉 = 〈r1〉 ∩ . . . ∩ 〈rk〉.

1.37 Lemma Sei R ein IB und r ∈ R.

a. R[x]∗ = R∗.

b. r irreduzibel in R =⇒ r irreduzibel in R[x].

c. r prim in R =⇒ r prim in R[x].
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1.38 Theorem (Lemma von Gauß)
R ist faktoriell =⇒ R[x] ist faktoriell.
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1.38 Theorem (Lemma von Gauß)
R ist faktoriell =⇒ R[x] ist faktoriell.

1.39 Korollar K ein Körper =⇒ K[x1, . . . , xn] ein faktoriell.

HIR, factorielle und euklidische Ringe Göttingen, April, 2009 – p. 12



HIR, faktorielle, euklidische Ringe

1.38 Theorem (Lemma von Gauß)
R ist faktoriell =⇒ R[x] ist faktoriell.

1.39 Korollar K ein Körper =⇒ K[x1, . . . , xn] ein faktoriell.

1.40 Korollar R[x] ist ein HIR ⇐⇒ R ist ein Körper.
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1.38 Theorem (Lemma von Gauß)
R ist faktoriell =⇒ R[x] ist faktoriell.

1.39 Korollar K ein Körper =⇒ K[x1, . . . , xn] ein faktoriell.

1.40 Korollar R[x] ist ein HIR ⇐⇒ R ist ein Körper.

Insbesondere, K[x1, . . . , xn] ist kein HIR für n ≥ 2.
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1.38 Theorem (Lemma von Gauß)
R ist faktoriell =⇒ R[x] ist faktoriell.

1.39 Korollar K ein Körper =⇒ K[x1, . . . , xn] ein faktoriell.

1.40 Korollar R[x] ist ein HIR ⇐⇒ R ist ein Körper.

Insbesondere, K[x1, . . . , xn] ist kein HIR für n ≥ 2.

1.41 Theorem

Z
[

1+
√
−19

2

]

ist ein HIR, aber nicht euklidisch.
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1.46 Bemerkung
Aus Theorem 1.41, Korollar 1.39 und 1.40 wissen wir:

R ist euklidisch =⇒ R ist ein HIR =⇒ R ist faktoriell,

aber

R ist euklidisch 6⇐= R ist ein HIR 6⇐= R ist faktoriell.
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1.42 Proposition Sei R ein IB.

R ist ein HIR ⇐⇒ ∃ α : R → N, so daß
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1.42 Proposition Sei R ein IB.

R ist ein HIR ⇐⇒ ∃ α : R → N, so daß

∀ 0 6= b 6 | a ∃ u, v ∈ R : α(0) < α(ua − vb) < α(b).
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1.42 Proposition Sei R ein IB.

R ist ein HIR ⇐⇒ ∃ α : R → N, so daß

∀ 0 6= b 6 | a ∃ u, v ∈ R : α(0) < α(ua − vb) < α(b).

Idee: g = ua − vb ∈ ggT(a, b) und 〈g〉 = 〈a, b〉!
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1.42 Proposition Sei R ein IB.

R ist ein HIR ⇐⇒ ∃ α : R → N, so daß

∀ 0 6= b 6 | a ∃ u, v ∈ R : α(0) < α(ua − vb) < α(b).

Idee: g = ua − vb ∈ ggT(a, b) und 〈g〉 = 〈a, b〉!

1.43 Proposition R euklidisch, 0 6= p ∈ R \ R∗ minimal bez. ν,
π : R → R/〈p〉 : a 7→ a. Dann:

HIR, factorielle und euklidische Ringe Göttingen, April, 2009 – p. 14



HIR, faktorielle, euklidische Ringe

1.42 Proposition Sei R ein IB.

R ist ein HIR ⇐⇒ ∃ α : R → N, so daß

∀ 0 6= b 6 | a ∃ u, v ∈ R : α(0) < α(ua − vb) < α(b).

Idee: g = ua − vb ∈ ggT(a, b) und 〈g〉 = 〈a, b〉!

1.43 Proposition R euklidisch, 0 6= p ∈ R \ R∗ minimal bez. ν,
π : R → R/〈p〉 : a 7→ a. Dann:

a. p ist prim & K = R/〈p〉 ist ein Körper.
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1.42 Proposition Sei R ein IB.

R ist ein HIR ⇐⇒ ∃ α : R → N, so daß

∀ 0 6= b 6 | a ∃ u, v ∈ R : α(0) < α(ua − vb) < α(b).

Idee: g = ua − vb ∈ ggT(a, b) und 〈g〉 = 〈a, b〉!

1.43 Proposition R euklidisch, 0 6= p ∈ R \ R∗ minimal bez. ν,
π : R → R/〈p〉 : a 7→ a. Dann:

a. p ist prim & K = R/〈p〉 ist ein Körper.

b. a ∈ R =⇒ a = q · p + r mit r = 0 or r ∈ R∗.
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1.42 Proposition Sei R ein IB.

R ist ein HIR ⇐⇒ ∃ α : R → N, so daß

∀ 0 6= b 6 | a ∃ u, v ∈ R : α(0) < α(ua − vb) < α(b).

Idee: g = ua − vb ∈ ggT(a, b) und 〈g〉 = 〈a, b〉!

1.43 Proposition R euklidisch, 0 6= p ∈ R \ R∗ minimal bez. ν,
π : R → R/〈p〉 : a 7→ a. Dann:

a. p ist prim & K = R/〈p〉 ist ein Körper.

b. a ∈ R =⇒ a = q · p + r mit r = 0 or r ∈ R∗.

c. π(R∗) = K∗.
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Beweis von Theorem 1.41, see [Bru00]:

Definiere eine Norm N : R → N auf R = Z[ω], ω = 1+
√
−19

2
:

N(a + bω) = |a + bω|2
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Beweis von Theorem 1.41, see [Bru00]:

Definiere eine Norm N : R → N auf R = Z[ω], ω = 1+
√
−19

2
:

N(a + bω) = |a + bω|2 =

(

a +
b

2

)2

+19·b
2

4
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Beweis von Theorem 1.41, see [Bru00]:

Definiere eine Norm N : R → N auf R = Z[ω], ω = 1+
√
−19

2
:

N(a + bω) = |a + bω|2 =

(

a +
b

2

)2

+19·b
2

4
= a2+ab+5b2 ∈ N.
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Beweis von Theorem 1.41, see [Bru00]:

Definiere eine Norm N : R → N auf R = Z[ω], ω = 1+
√
−19

2
:

N(a + bω) = |a + bω|2 =

(

a +
b

2

)2

+19·b
2

4
= a2+ab+5b2 ∈ N.

Beh.: R∗ = {1,−1} = {x ∈ R | N(x) = 1}.
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Beweis von Theorem 1.41, see [Bru00]:

Definiere eine Norm N : R → N auf R = Z[ω], ω = 1+
√
−19

2
:

N(a + bω) = |a + bω|2 =

(

a +
b

2

)2

+19·b
2

4
= a2+ab+5b2 ∈ N.

Beh.: R∗ = {1,−1} = {x ∈ R | N(x) = 1}.

1 = x · y =⇒ 1 = |x|2 · |y|2 mit |x|2, |y|2 ∈ N.
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Beweis von Theorem 1.41, see [Bru00]:

Definiere eine Norm N : R → N auf R = Z[ω], ω = 1+
√
−19

2
:

N(a + bω) = |a + bω|2 =

(

a +
b

2

)2

+19·b
2

4
= a2+ab+5b2 ∈ N.

Beh.: R∗ = {1,−1} = {x ∈ R | N(x) = 1}.

1 = x · y =⇒ 1 = |x|2 · |y|2 mit |x|2, |y|2 ∈ N.

Damit:

1 = |x|2 = N(x) =

(

a +
b

2

)2

+ 19 · b2

4
.
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Beweis von Theorem 1.41, see [Bru00]:

Definiere eine Norm N : R → N auf R = Z[ω], ω = 1+
√
−19

2
:

N(a + bω) = |a + bω|2 =

(

a +
b

2

)2

+19·b
2

4
= a2+ab+5b2 ∈ N.

Beh.: R∗ = {1,−1} = {x ∈ R | N(x) = 1}.

1 = x · y =⇒ 1 = |x|2 · |y|2 mit |x|2, |y|2 ∈ N.

Außerdem, wenn x = a + b · ω:

b2 = 0,

(

a +
b

2

)2

= 1 =⇒ b = 0, a ∈ {1,−1}.
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Beh.: 2 und 3 sind irreduzibel.

2 = x · y, =⇒ 4 = |x|2 · |y|2 = N(x) · N(y),
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Beh.: 2 und 3 sind irreduzibel.

2 = x · y, x, y 6∈ R∗ =⇒ 4 = |x|2 · |y|2 = N(x) · N(y),

mit N(x), N(y) > 1
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Beh.: 2 und 3 sind irreduzibel.

2 = x · y, x, y 6∈ R∗ =⇒ 4 = |x|2 · |y|2 = N(x) · N(y),

mit N(x), N(y) > 1

=⇒ 2 = N(x)
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Beh.: 2 und 3 sind irreduzibel.

2 = x · y, x, y 6∈ R∗ =⇒ 4 = |x|2 · |y|2 = N(x) · N(y),

mit N(x), N(y) > 1

=⇒ 2 = N(x) = N(a + b · ω) =

(

a +
b

2

)2

+
19

4
· b2.

HIR, factorielle und euklidische Ringe Göttingen, April, 2009 – p. 16



HIR, faktorielle, euklidische Ringe

Beh.: 2 und 3 sind irreduzibel.

2 = x · y, x, y 6∈ R∗ =⇒ 4 = |x|2 · |y|2 = N(x) · N(y),

mit N(x), N(y) > 1

=⇒ 2 = N(x) = N(a + b · ω) =

(

a +
b

2

)2

+
19

4
· b2.

=⇒ b = 0
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Beh.: 2 und 3 sind irreduzibel.

2 = x · y, x, y 6∈ R∗ =⇒ 4 = |x|2 · |y|2 = N(x) · N(y),

mit N(x), N(y) > 1

=⇒ 2 = N(x) = N(a + b · ω) =

(

a +
b

2

)2

+
19

4
· b2.

=⇒ b = 0 =⇒ a2 = 2 , a ∈ Z    
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Beh.: 2 und 3 sind irreduzibel.

2 = x · y, x, y 6∈ R∗ =⇒ 4 = |x|2 · |y|2 = N(x) · N(y),

mit N(x), N(y) > 1

=⇒ 2 = N(x) = N(a + b · ω) =

(

a +
b

2

)2

+
19

4
· b2.

=⇒ b = 0 =⇒ a2 = 2 , a ∈ Z    

Der Beweis für 3 geht analog.
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Beh.: R ist nicht euklidisch.
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Beh.: R ist nicht euklidisch.

Ang., R wäre euklidisch und wähle p ∈ R wie in 1.43.
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HIR, faktorielle, euklidische Ringe

Beh.: R ist nicht euklidisch.

Ang., R wäre euklidisch und wähle p ∈ R wie in 1.43.

D.h. 0 6= p ∈ R minimal bez. ν und dann

p ist prim.

K = R/〈p〉 ist Körper.

a ∈ R =⇒ a = q · p + r mit r = 0 oder r ∈ R∗.

|K∗| ≤ |R∗|.
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HIR, faktorielle, euklidische Ringe

Beh.: R ist nicht euklidisch.

Ang., R wäre euklidisch und wähle p ∈ R wie in 1.43.

=⇒ |R/〈p〉| = |K| ≤ |R∗| + 1 = 3.
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Beh.: R ist nicht euklidisch.

Ang., R wäre euklidisch und wähle p ∈ R wie in 1.43.

=⇒ |R/〈p〉| = |K| ≤ |R∗| + 1 = 3.

Beachte:

|R/〈2〉| =
∣

∣

∣

{

0, 1,
√
−19, 1 +

√
−19

}∣

∣

∣
= 4

und

|R/〈3〉| =
∣

∣

∣

{

0, 1, 2,
√
−19, 1 +

√
−19, 2 +

√
−19

}∣

∣

∣
= 6.
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Beh.: R ist nicht euklidisch.

Ang., R wäre euklidisch und wähle p ∈ R wie in 1.43.

=⇒ |R/〈p〉| = |K| ≤ |R∗| + 1 = 3.

Also:
〈2〉 6= 〈p〉 6= 〈3〉.
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Beh.: R ist nicht euklidisch.

Ang., R wäre euklidisch und wähle p ∈ R wie in 1.43.

=⇒ |R/〈p〉| = |K| ≤ |R∗| + 1 = 3.

Also:
〈2〉 6= 〈p〉 6= 〈3〉.

Insbesondere:

2 = q · p + r mit r 6= 0
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Beh.: R ist nicht euklidisch.

Ang., R wäre euklidisch und wähle p ∈ R wie in 1.43.

=⇒ |R/〈p〉| = |K| ≤ |R∗| + 1 = 3.

Also:
〈2〉 6= 〈p〉 6= 〈3〉.

Insbesondere:

2 = q · p + r mit r 6= 0 =⇒ r ∈ R∗ = {1,−1}.
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Beh.: R ist nicht euklidisch.

Ang., R wäre euklidisch und wähle p ∈ R wie in 1.43.

=⇒ |R/〈p〉| = |K| ≤ |R∗| + 1 = 3.

Also:
〈2〉 6= 〈p〉 6= 〈3〉.

Insbesondere:

2 = q · p + r mit r 6= 0 =⇒ r ∈ R∗ = {1,−1}.

=⇒
{

q · p = 1    zu p prim,
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Beh.: R ist nicht euklidisch.

Ang., R wäre euklidisch und wähle p ∈ R wie in 1.43.

=⇒ |R/〈p〉| = |K| ≤ |R∗| + 1 = 3.

Also:
〈2〉 6= 〈p〉 6= 〈3〉.

Insbesondere:

2 = q · p + r mit r 6= 0 =⇒ r ∈ R∗ = {1,−1}.

=⇒
{

q · p = 1    zu p prim,

q · p = 3 ⇒ p | 3    zu 3 irred. 〈p〉 6= 〈3〉.
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Beh.:

∀ x, y ∈ R : 0 6= y 6 | x ∃ u, v ∈ R : 0 <

∣

∣

∣

∣

u · x

y
− v

∣

∣

∣

∣

2

< 1.
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Beh.:

∀ x, y ∈ R : 0 6= y 6 | x ∃ u, v ∈ R : 0 <

∣

∣

∣

∣

u · x

y
− v

∣

∣

∣

∣

2

< 1.

Beachte:

x

y
∈ Q[ω] =⇒ ∃ a′, b′, a, b, q, s ∈ Z mit 0 ≤ a < q, 0 ≤ b < s,

1 ∈ ggT(a, q) und 1 ∈ ggT(b, s),

so daß
x

y
=

(

a′ +
a

q

)

+

(

b′ +
b

s

)

· ω.
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Ziel: 0 <
∣

∣

∣
u · x

y
− v

∣

∣

∣

2

< 1 wobei x
y

=
(

a′ + a
q

)

+
(

b′ + b
s

)

· ω.
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Ziel: 0 <
∣

∣

∣
u · x

y
− v

∣

∣

∣

2

< 1 wobei x
y

=
(

a′ + a
q

)

+
(

b′ + b
s

)

· ω.

Wenn u′, v′ ∈ R, so daß

0 <

∣

∣

∣

∣

u′ ·
(

a

q
+

b

s
· ω

)

− v′
∣

∣

∣

∣

< 1,
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Ziel: 0 <
∣

∣

∣
u · x

y
− v

∣

∣

∣

2

< 1 wobei x
y

=
(

a′ + a
q

)

+
(

b′ + b
s

)

· ω.

Wenn u′, v′ ∈ R, so daß

0 <

∣

∣

∣

∣

u′ ·
(

a

q
+

b

s
· ω

)

− v′
∣

∣

∣

∣

< 1,

dann tun es u = u′ und v = v′ + u′ · (a′ + b′ · ω), da

u · x

y
−v = u′ ·

(

a

q
+

b

s
· ω

)

+ u′ · (a′ + b′ · ω)−v′ − u′ · (a′ + b′ · ω)
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Ziel: 0 <
∣

∣

∣
u · x

y
− v

∣

∣

∣

2

< 1 wobei x
y

=
(

a′ + a
q

)

+
(

b′ + b
s

)

· ω.

Wenn u′, v′ ∈ R, so daß

0 <

∣

∣

∣

∣

u′ ·
(

a

q
+

b

s
· ω

)

− v′
∣

∣

∣

∣

< 1,

dann tun es u = u′ und v = v′ + u′ · (a′ + b′ · ω), da

u · x

y
− v = u′ ·

(

a

q
+

b

s
· ω

)

− v′.
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Ziel: 0 <
∣

∣

∣
u · x

y
− v

∣

∣

∣

2

< 1 wobei x
y

=
(

a′ + a
q

)

+
(

b′ + b
s

)

· ω.

Wenn u′, v′ ∈ R, so daß

0 <

∣

∣

∣

∣

u′ ·
(

a

q
+

b

s
· ω

)

− v′
∣

∣

∣

∣

< 1,

dann tun es u = u′ und v = v′ + u′ · (a′ + b′ · ω), da

u · x

y
− v = u′ ·

(

a

q
+

b

s
· ω

)

− v′.

Wir können deshalb a′ = b′ = 0 annehmen.
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Ziel: 0 <
∣

∣

∣
u · x

y
− v

∣

∣

∣

2

< 1 wobei x
y

= a
q

+ b
s
· ω und

0 ≤ a < q,

0 ≤ b < s,

1 ∈ ggT(a, q), und

1 ∈ ggT(b, s).
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Ziel: 0 <
∣

∣

∣
u · x

y
− v

∣

∣

∣

2

< 1 wobei x
y

= a
q

+ b
s
· ω

1. Fall b = 0: Dann tun es u = 1 und v = 0.
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Ziel: 0 <
∣

∣

∣
u · x

y
− v

∣

∣

∣

2

< 1 wobei x
y

= a
q

+ b
s
· ω

1. Fall b = 0: Dann tun es u = 1 und v = 0.

2. Fall b 6= 0, q 6 | s: Dann

q 6 | s · a =⇒ ∃ 0<d<q, c ∈ Z : sa = cq + d,
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Ziel: 0 <
∣

∣

∣
u · x

y
− v

∣

∣

∣

2

< 1 wobei x
y

= a
q

+ b
s
· ω

1. Fall b = 0: Dann tun es u = 1 und v = 0.

2. Fall b 6= 0, q 6 | s: Dann

q 6 | s · a =⇒ ∃ 0<d<q, c ∈ Z : sa = cq + d,

und u = s und v = c + bω tun es:
∣

∣

∣

∣

s · x

y
− (c + bω)

∣

∣

∣

∣

2

=

∣

∣

∣

∣

sa

q
+ bω − c − bω

∣

∣

∣

∣

2

=

∣

∣

∣

∣

d

q

∣

∣

∣

∣

2

.
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Ziel: 0 <
∣

∣

∣
u · x

y
− v

∣

∣

∣

2

< 1 wobei x
y

= a
q

+ b
s
· ω.

1. Fall b = 0: Dann u = 1 und v = 0 tun es.

2. Fall b 6= 0, q 6 | s: Dann u = s und v = c + bω tun es.

3. Fall b 6= 0, q | s, s > 2:
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Ziel: 0 <
∣

∣

∣
u · x

y
− v

∣

∣

∣

2

< 1 wobei x
y

= a
q

+ b
s
· ω.

3. Fall b 6= 0, q | s, s > 2: Dann

1 ∈ ggT(s, b) =⇒ ∃ m ∈ Z : m · b ≡ 1 (mod s)
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Ziel: 0 <
∣

∣

∣
u · x

y
− v

∣

∣

∣

2

< 1 wobei x
y

= a
q

+ b
s
· ω.

3. Fall b 6= 0, q | s, s > 2: Dann

1 ∈ ggT(s, b) =⇒ ∃ m ∈ Z : m · b ≡ 1 (mod s)

=⇒ ma

q
+

mb

s
· ω =

(

l +
a1

a2

)

+

(

k +
1

s

)

· ω

für geeignete l, k, a1, a2 ∈ Z mit
∣

∣

a1

a2

∣

∣ ≤ 1

2
.
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Ziel: 0 <
∣

∣

∣
u · x

y
− v

∣

∣

∣

2

< 1 wobei x
y

= a
q

+ b
s
· ω.

3. Fall b 6= 0, q | s, s > 2:

ma

q
+

mb

s
· ω =

(

l +
a1

a2

)

+

(

k +
1

s

)

· ω mit
∣

∣

∣

∣

a1

a2

∣

∣

∣

∣

≤ 1

2
.

Dann tun es u = m und v = l + kω:
∣

∣

∣

∣

u · x

y
− v

∣

∣

∣

∣

2

=

∣

∣

∣

∣

a1

a2

+
1

s
· 1 +

√
−19

2

∣

∣

∣

∣

2
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Ziel: 0 <
∣

∣

∣
u · x

y
− v

∣

∣

∣

2

< 1 wobei x
y

= a
q

+ b
s
· ω.

3. Fall b 6= 0, q | s, s > 2:

ma

q
+

mb

s
· ω =

(

l +
a1

a2

)

+

(

k +
1

s

)

· ω mit
∣

∣

∣

∣

a1

a2

∣

∣

∣

∣

≤ 1

2
.

Dann tun es u = m und v = l + kω:
∣

∣

∣

∣

u · x

y
− v

∣

∣

∣

∣

2

=

∣

∣

∣

∣

a1

a2

+
1

s
· 1 +

√
−19

2

∣

∣

∣

∣

2

=

(

a1

a2

+
1

2s

)2

+
19

4s2
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Ziel: 0 <
∣

∣

∣
u · x

y
− v

∣

∣

∣

2

< 1 wobei x
y

= a
q

+ b
s
· ω.

3. Fall b 6= 0, q | s, s > 2:

ma

q
+

mb

s
· ω =

(

l +
a1

a2

)

+

(

k +
1

s

)

· ω mit
∣

∣

∣

∣

a1

a2

∣

∣

∣

∣

≤ 1

2
.

Dann tun es u = m und v = l + kω:
∣

∣

∣

∣

u · x

y
− v

∣

∣

∣

∣

2

=

∣

∣

∣

∣

a1

a2

+
1

s
· 1 +

√
−19

2

∣

∣

∣

∣

2

=

(

a1

a2

+
1

2s

)2

+
19

4s2

=
a2

1

a2
2

+
a1

a2s
+

20

4s2
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Ziel: 0 <
∣

∣

∣
u · x

y
− v

∣

∣

∣

2

< 1 wobei x
y

= a
q

+ b
s
· ω.

3. Fall b 6= 0, q | s, s > 2:

ma

q
+

mb

s
· ω =

(

l +
a1

a2

)

+

(

k +
1

s

)

· ω mit
∣

∣

∣

∣

a1

a2

∣

∣

∣

∣

≤ 1

2
.

Dann tun es u = m und v = l + kω:

0 6=
∣

∣

∣

∣

u · x

y
− v

∣

∣

∣

∣

2

=

∣

∣

∣

∣

a1

a2

+
1

s
· 1 +

√
−19

2

∣

∣

∣

∣

2

=

(

a1

a2

+
1

2s

)2

+
19

4s2

=
a2

1

a2
2

+
a1

a2s
+

20

4s2
≤ 1

4
+

1

6
+

20

36
=

35

36
< 1.
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Ziel: 0 <
∣

∣

∣
u · x

y
− v

∣

∣

∣

2

< 1 wobei x
y

= a
q

+ b
s
· ω.

1. Fall b = 0: Dann u = 1 und v = 0 tun es.

2. Fall b 6= 0, q 6 | s: Dann u = s und v = c + bω tun es.

3. Fall b 6= 0, q | s, s > 2: Dann u = m, v = l + kω tun es.

4. Fall b 6= 0, q | s, s = 2:
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Ziel: 0 <
∣

∣

∣
u · x

y
− v

∣

∣

∣

2

< 1 wobei x
y

= a
q

+ b
s
· ω.

4. Fall b 6= 0, q | s, s = 2: Dann tun es q = s = 2

=⇒







x
y

= ω
2

=⇒ u = 1 + ω, v = −2 + ω

x
y

= 1+ω
2

=⇒ u = ω, v = −2 + ω







da:
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Ziel: 0 <
∣

∣

∣
u · x

y
− v

∣

∣

∣

2

< 1 wobei x
y

= a
q

+ b
s
· ω.

4. Fall b 6= 0, q | s, s = 2: Dann tun es q = s = 2

=⇒







x
y

= ω
2

=⇒ u = 1 + ω, v = −2 + ω

x
y

= 1+ω
2

=⇒ u = ω, v = −2 + ω







da:

0 6=
∣

∣

∣

∣

u · x

y
− v

∣

∣

∣

∣

2

=

∣

∣

∣

∣

−1

2

∣

∣

∣

∣

2

=
1

4
< 1,
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Damit ist die Behauptung bewiesen:

∀ x, y ∈ R : 0 6= y 6 | x ∃ u, v ∈ R : 0 <

∣

∣

∣

∣

u · x

y
− v

∣

∣

∣

∣

2

< 1
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Damit ist die Behauptung bewiesen:

∀ x, y ∈ R : 0 6= y 6 | x ∃ u, v ∈ R : 0 <

∣

∣

∣

∣

u · x

y
− v

∣

∣

∣

∣

2

< 1

und

Proposition 1.42 mit α = N =⇒ R ist ein HIR!
2
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1.45 Bemerkung

a. |K : Q| = 2 ⇐⇒ K = Q
[
√

d
]

, 0, 1 6= d ∈ Z quadratfrei.
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1.45 Bemerkung

a. |K : Q| = 2 ⇐⇒ K = Q
[
√

d
]

, 0, 1 6= d ∈ Z quadratfrei.

b. Z[ωd] =
{

a ∈ Q
[
√

d
] ∣

∣ a ganz} für

ωd =







√
d, d ≡ 2, 3 (mod 4)

1+
√

d
2

, d ≡ 1 (mod 4).
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1.45 Bemerkung

a. |K : Q| = 2 ⇐⇒ K = Q
[
√

d
]

, 0, 1 6= d ∈ Z quadratfrei.

b. Z[ωd] =
{

a ∈ Q
[
√

d
] ∣

∣ a ganz}
c. Z[ωd] ist faktoriell ⇐⇒ Z[ωd] ist ein HIR.
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1.45 Bemerkung

a. |K : Q| = 2 ⇐⇒ K = Q
[
√

d
]

, 0, 1 6= d ∈ Z quadratfrei.

b. Z[ωd] =
{

a ∈ Q
[
√

d
] ∣

∣ a ganz}
c. Z[ωd] ist faktoriell ⇐⇒ Z[ωd] ist ein HIR.

d. Wenn d ≤ −1 dann
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1.45 Bemerkung

a. |K : Q| = 2 ⇐⇒ K = Q
[
√

d
]

, 0, 1 6= d ∈ Z quadratfrei.

b. Z[ωd] =
{

a ∈ Q
[
√

d
] ∣

∣ a ganz}
c. Z[ωd] ist faktoriell ⇐⇒ Z[ωd] ist ein HIR.

d. Wenn d ≤ −1 dann

Z[ωd] faktoriell ⇔ d ∈ {−1,−2,−3,−7,−11,−19,−43,−67,−163},
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1.45 Bemerkung

a. |K : Q| = 2 ⇐⇒ K = Q
[
√

d
]

, 0, 1 6= d ∈ Z quadratfrei.

b. Z[ωd] =
{

a ∈ Q
[
√

d
] ∣

∣ a ganz}
c. Z[ωd] ist faktoriell ⇐⇒ Z[ωd] ist ein HIR.

d. Wenn d ≤ −1 dann

Z[ωd] faktoriell ⇔ d ∈ {−1,−2,−3,−7,−11,−19,−43,−67,−163},

und

Z[ωd] ist euklidisch ⇐⇒ d ∈ {−1,−2,−3,−7,−11}.
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