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1.23 Definition
Essei ReinlB,r,7" € R.

/

rlr = JteR :r=r-t — () C{(r).

rassoziertzur' <= JueR* :r=r"u < () ={(r).

0 #r e R\R"istirreduzibel <= (r=st = s€ R" or t € R").

0#re R\ R istprim <= (r|s-t = r|s oder r|t)

<= (r) ist ein Primideal. I
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1.24 Beispiel
a.r prim = 1 irreduzibel.

b.r, sirreduzibel, | s = (r) = (s).
c. R="7: ©pireduzibel < pprim < p Primzahl.

d. R = K|z|]: [irreduzibel < f prim.

e. R = Kl|z]]: pirreduzibel < pprim < p = Einheit - x

B

< ord(p) = 1.
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1.25 Definition
Es sei K ein IB.

a. Risteuklidisch <= dv:R\{0} — IN, sodaR

Vabe R\{0} 4¢g,re R :a=q-b+r
mit r = 0 oder 0 < v(r) < v(b).
Die Zerlegung heil3t Division mit Rest (DmR).

b. R istein HIR (Hauptidealring) :< alle Ideale sind Hauptideale.
c. R ist faktoriell (ZPE) <=

(0#£r€ R\ R" : .

—> dp;prim : r=p1---pp). I
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1.26 Beispiel
a. 7, ist euklidisch mit v(z) = |z|.

b. K |z] ist euklidisch mit () = deg(f).

c. K||z]] ist euklidisch mit /( f) = ord(f).
d. Zi] = {x + 1y | v,y € Z} < Cist euklidisch mit
v(x +iy) = | +ayl* = 2* + 3%,

der Ring der ganzen Gauldschen Zahlen.

|
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1.27 Proposition

Seien f,g € Rlz], [ = Z?:O fixi, fn == 0.

a.3k >0, q,r € R|x|, sodaR

fi.g=q-f+r und deg(r) < deg(f).

bh.RIB, f,eR* — dlgreR : qg=q-f+r.

B



| HIR, faktorielle, euklidische Ringe

1.28 Theorem

R euklidisch =— K HIR.



| HIR, faktorielle, euklidische Ringe

1.28 Theorem

R euklidisch =— K HIR.

Bewels:
Imitiere den Beweis fiir Z., “minimal” durch “minimal bez. . []

B



| HIR, faktorielle, euklidische Ringe

1.28 Theorem

R euklidisch =— K HIR.

Bewels:
Imitiere den Beweis fiir Z., “minimal” durch “minimal bez. . []

1.29 Korollar - 7, Z.t], K |x|, K|[|x|], R{x} und C{z} sind HIR.

B



| HIR, faktorielle, euklidische Ringe

1.28 Theorem

R euklidisch =— K HIR.

Bewels:
Imitiere den Beweis fiir Z., “minimal” durch “minimal bez. . []

1.29 Korollar - 7, Z.t], K |x|, K|[|x|], R{x} und C{z} sind HIR.

1.30 Proposition Sei R ein HIR, r € R.

B



| HIR, faktorielle, euklidische Ringe

1.28 Theorem

R euklidisch =— K HIR.

Bewels:
Imitiere den Beweis fiir Z., “minimal” durch “minimal bez. . []

1.29 Korollar - 7, Z.t], K |x|, K|[|x|], R{x} und C{z} sind HIR.

1.30 Proposition Sei R ein HIR, r € R.
a. rirreduzibel <= (r) <-R.

B



| HIR, faktorielle, euklidische Ringe

1.28 Theorem

R euklidisch =— K HIR.

Bewels:
Imitiere den Beweis fiir Z., “minimal” durch “minimal bez. . []

1.29 Korollar - 7, Z.t], K |x|, K|[|x|], R{x} und C{z} sind HIR.

1.30 Proposition Sei R ein HIR, r € R.
a. rirreduzibel <= (r) <-R.
b. rirreduzibel —— 7 prim.

B



| HIR, faktorielle, euklidische Ringe

1.28 Theorem

R euklidisch =— K HIR.

Bewels:
Imitiere den Beweis fiir Z., “minimal” durch “minimal bez. . []

1.29 Korollar - 7, Z.t], K |x|, K|[|x|], R{x} und C{z} sind HIR.

1.30 Proposition Sei R ein HIR, r € R.
a. rirreduzibel <= (r) <-R.
b. rirreduzibel —— 7 prim.

c. Spec(R) =m — Spec(R) U{(0)}

B
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1.31 Beispiel

3 € Z[\/—ﬂ = {:1: +vy-\—0 ’ T,y € Z} ist irred., nicht prim.

Insbesondere, Z. [\/—5} ist kein HIR.

1.32 Korollar
R HIR =— KR faktoriell.

1.33 Korollar 7., Zi|1], K |x|, K||z]|, R{z}, C{x} sind faktoriell.

B
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1.34 Proposition Die folgenden Aussagen sind gleichwertig:

a. [ ist faktoriell.
0. (r irreduzibel — r prim) und

(0#4re R\ R" = dp;irreduzibel : r=mp;---pg).

C. (0#£Are R\R" = deind.irred. p; : r=p1---pi).
dh.wennr=p1---pr =q1---q Mit p;, g; Irred., dann

®» k=1, und

#» nach Umordnung (p;) = {g;) fur alle .
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1.35 Definition Sei R faktoriellund r1,...,7. € R.

a. g istein ggT (grofdter gemeins. Teller) von ry, ...
<~ g|mVie und (t|m Vi = t]|g)
Not.: ggT(ry,...,rx) ={g€ R|gistggT vonry,... rz}.
n. [ist kgV (kleinstes gemeins. Vielfaches) von rq, ..., r.
< 1[IV ound (r;|tVi = [|t)

k=2 ry -T2
<~ 11,72 ’ [ und l

c ggT(r1,r2).
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1.35 Definition Sei R faktoriellund r1,...,7. € R.

a. g istein ggT (grofdter gemeins. Teller) von ry, ...
<= g|r Vi und (t|mVi = t]|g)
Not.: ggT(ry,...,rx) ={g€ R|gistggT vonry,... rz}.
n. [ist kgV (kleinstes gemeins. Vielfaches) von rq, ..., r.
< r;|[IYe ound (r;|tVi = []|1)

Not.: kgV(ry,...,rp) ={l € R|listkgV von ry,... r.}.
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1.36 Bemerkung Sei R ein HIR.

und

1.37 Lemma Sei ReinIBundr € R.
a. Rlz]* = R*.
b. rirreduzibelin R = r irreduzibel in R|z].
c. rprimin R = 7 primin R|z|.
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1.38 Theorem (Lemma von Gaul3)
R ist faktoriell — R x| ist faktoriell.

1.39 Korollar I ein Korper = K|x1,...,x,] ein faktoriell.

1.40 Korollar R|z|istein HIR <= R istein Korper.

Insbesondere, K|x1,...,x,] ist kein HIR fur n > 2.

1.41 Theorem

Ist ein HIR, aber nicht euklidisch.

B

Z[iop
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1.46 Bemerkung
Aus Theorem 1.41, Korollar 1.39 und 1.40 wissen wir:

R isteuklidisch = RisteinHIR = R ist faktoriell.

aber

R isteuklidisch <~ RisteinHIR <~ R istfaktoriell.

|
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1.42 Proposition Sei R ein IB.

RisteinHIR <+<—— da: R — IN,sodaR

VO#b fa Ju,ve R : a(0) < alua —vb) < a(b).

ldee: g =wua —vb € ggT(a,b) und (g) = (a, b)!

1.43 Proposition  ? euklidisch, 0 # p € 2\ K" minimal bez. v,
m: R — R/(p) :aw— a. Dann:

a. pistprim & K = R/(p) ist ein Korper.

b.ae R — a=q-p+rmitr=0o0rr € R*.
c. m(R*) = K* I
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Beweis von Theorem 1.41, see [Bru00]:
Definiere eine Norm N : R — N auf R = Z[w], w = Y19

2

A
N(a+ bw) = |a + bw|? = (CL + 5) +19-Z — a*+ab+5b* € IN.

Beh.: R* ={1,-1} ={r € R| N(z) = 1}.
=gy — I=[P [y mit o[y € N.

Damit:

b\ b2
1= |z|* = N(z) = <a+> +19 - —.

o
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Beweis von Theorem 1.41, see [Bru00]:
Definiere eine Norm N : R — N auf R = Z[w], w = Y19

A
N(a+ bw) = |a + bw|? = (CL + 5) +19-Z — a*+ab+5b* € IN.

Beh.: R* ={1,-1} ={r € R| N(z) = 1}.
=gy — I=[P [y mit o[y € N.

AuRerdem,wennx =a + b - w:

b 2
b220,<a+§) =1 =— b=0,a€e{l,—1}. I
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Beh.: 2 und 3 sind irreduzibel.

2=z-y, ry¢ B — 4=z |y[*= N(z)- N(y),
mit N(z), N(y) > 1

b\° 19
— 2=N(x)=N@a+b-w)=(a+=] +—-b"

Der Beweis flur 3 geht analog.
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Beh.: R ist nicht euklidisch.
Ang., R ware euklidisch und wahle p € R wie in 1.43.

D.h. 0 # p € R minimal bez. » und dann

& pistprim.

® K = R/{(p) ist Korper.

® ocR = a=q-p+r Mitr=0oderre R*.
® |K*| <|R¥|.

B
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Beh.: R ist nicht euklidisch.
Ang., R ware euklidisch und wahle p € R wie in 1.43.

— |R/(p)| = K| <R[ +1=3

Beachte:

R/(2)] = HG,T,\/—T9,1+\/—T9H — 4

und

R/(3)] — ‘{6,T,§,@,1+¢—T9,2+¢—T9}‘ — 6.

|
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Beh.: R ist nicht euklidisch.
Ang., R ware euklidisch und wahle p € R wie in 1.43.

— |R/(p)| = K| <R[ +1=3

Also:
(2) # (p) # (3).

Insbesondere:

2=q-p+r mMitr#£0 = reR ={1 -1}

B
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Ang., R ware euklidisch und wahle p € R wie in 1.43.
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Also:
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Insbesondere:
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Beh.: R ist nicht euklidisch.
Ang., R ware euklidisch und wahle p € R wie in 1.43.

— |R/(p)| = K| <R[ +1=3

Also:
(2) # (p) # (3).

Inshesondere:
2=q-p+r mitr#0 — reR ={1,—1}.
{q-pl 444 zu p prim,
— .
qg-p=3 = pl|3 /45 zudirred. (p) # (3).
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T
u-——ovl <l.
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Beh.:

2

€T
u-——ovl <l.

Ve,ye R :0#y fx Ju,veR : 0<
Yy

Beachte:
YeQ] — 3d,¥,abqs€Z mit 0<a<qg0<b<s
y

1 € ggT(a,q) und 1 € ggT(b,s),

sodaR 2 = (a’+g)+(b’+é> )
Yy q S

B
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| rielle, euklidische Ringe
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o b
<1wobe|§_(a’+§)+(b’+g)-w.



HIR, fakto

| rielle, euklidische Ringe

Ziel: 0 <

' - / / b
u-%—v <1WObe|%—(a +%)+(b +§)-w.

Wenn +/,v' € R, so dal}
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2

Ziel: O<‘u-§—v

< 1 wobel % —

|
N
Q\
_|_
QL
SN—
_I_
=
_I_
&
&

Wenn +/,v' € R, so dal}

, (a b ) ,
|l —-—F+-—w)] -0
qg s

danntunesu =4 undv=v"+v"-(a’ + 0" -w), da

0 <

<1,

b
w- Loy = <g+—-w)+u’-(a’+b’-w)—v’—u'-(a’+b’-w)

Y qg 5
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2

Ziel: O<‘u-§—v

< 1 wobel % —

|
N
Q\
_|_
QL
SN—
_I_
=
_I_
&
&

Wenn +/,v' € R, so dal}

, (a b ) ,
|l —-—F+-—w)] -0
qg s

danntunesu=v undv=v+u"-(d +0 -w), da

T , (a b ) ,
u-——v=u- -\—-—+--w|—v.
Y q S

0 <

<1,

|
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2

Ziel: O<‘u-§—v

< 1 wobel % —

|
N
g\
_I_
QL
SN—
_I_
=
_I_
&
&

Wenn +/,v' € R, so dal}

/ (a b ) /
u-|\—+-w)|]—vw
q S

danntunesu=v undv=v+u"-(d +0 -w), da

T , (a b ) ,
u-——v=u- -\—-—+--w|—v.
Y q S

Wir konnen deshalb ¢’ = b = 0 annehmen. I

0 <

<1,
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2

- - T L _ a b,
Zle|.0<‘u-§—v <1wobe|§—q+8 w und
®» 0<a<yqy,
®» 0<b<s,
®» 1e€geT(a,q),und
® 1cggT(hs).
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Ziel: O<‘u-§—v

1.Fall b=0: Danntunesu=1undwv=0.
2.Fall b#0, q fs: Dann

q fs-a— d0<d<q, ce€”Z : sa=cq+d,

|
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Ziel: O<‘u-§—v

1.Fall b=0: Danntunesu=1undv =0.
2.Fall b#0, q fs: Dann
q fs-a— d0<d<q, ce€”Z : sa=cq+d,

und v = s und v = ¢ + bw tun es:

2
X

s-— — (c+ bw
” ( )

%qtbw—c—bw
q
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Ziel: O<‘u-§—v

1.Fall b=0: Dannwu=1undwv=0tun es.
2.Fall b#0, g fs: Dannwu=sundwv=c+ bw tun es.

3.Fallb#£0, ¢q|s, s>2:

B



| HIR, faktorielle, euklidische Ringe

2
< 1 wobel % —

Ziel: O<‘u-§—v

3.Fall b#0, ¢ql|s, s>2: Dann

1 egeT(s,b) =— dmecZ : m-b=1(mods)

B
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Ziel: O<‘u-§—v

3.Fall b#0, q|s, s>2: Dann

1 egeT(s,b) =— dmecZ : m-b=1(mods)

ma  mb a1 1
— —F+ —w=[(l+— |+ |k+-]| w
q S a9 S

B

flr geeignete I, k, a1, a2 € Z mit | 24| < 3.
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Ziel: O<‘u-§—v

3.Fall b#£0, ¢g|s, s>2:

1 .

q S a9 S

Danntunesu=mundv =1+ kw:

&1_|_1 14+ +/—19

as S 2

2
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Ziel: O<‘u-§—v

3.Fall b#£0, ¢g|s, s>2:

1 .

q S a9 S

Danntunesu=mundv =1+ kw:

&1_|_1 14+ +/—19

as S 2

2_ &1+1 2+19
- \as 2s 452
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Ziel: ()<:‘u- %-—-v

3.Fall b#£0, ¢g|s, s>2:

1 .

q S a9 S

Danntunesu=mundv =1+ kw:

o, 1+=19° o, 1), 19
as S 2 - \as 2s 452

_a w20 I
- a% ass  4s?

2
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Ziel: ()<:‘u- %-—-v

3.Fall b#£0, ¢g|s, s>2:

1 .

q S a9 S

Danntunesu=mundv =1+ kw:

CL1+1 14+ +v—19

a9 S 2

2

X
U-— —v

Y

0 #

L o, 1), 19
- \ay 2s 452

_a%+a1+20<1+1+20_§<1
o ad ass 42 46 36 36 I
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Ziel: O<‘u-§—v

1.Fall b=0: Dannwu=1und v =0 tun es.

2.Fallb#£0, g fs: Dannu=sund v =c+ bw tun es.

3.Fall b#£0, q|s, s>2: Dannu=m, v=1[0+4 kw tun es.

4. Fallb#£0, g|s, s=2:

|
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Ziel: O<‘u-§—v

4. Fall b#0, g|s, s=2: Danntunesqg=s=2

( — u:1+w,v:—2+w\
> da:
—

5 U=w, v=—2+uw
/

|
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Ziel: O<‘u-§—v

4. Fall b#0, g|s, s=2: Danntunesqg=s=2

(52% — u:1+w,v:—2+w\ '
oY e y=w, v= 24w
. Y y
2 2
X 1 1
0 ==y == =-<1,
#|u . v ' : 1
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Damit ist die Behauptung bewiesen:

2

X
u-——uv|l <l

Ve,ye R : 04y fx Ju,veR : 0< ;
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Damit ist die Behauptung bewiesen:

2

X
u-——uv|l <l

Ve,ye R : 04y fx Ju,veR : 0<
Y

und

Proposition 1.42 mita =N — R istein HIR!
]

B
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1.45 Bemerkung
a. |[K: Q=2 <= K:Q[\/a},(),l#dEunadratfrei.
b. Zlwg) = {a € Q[Vd] | a ganz} fur

( Vd, d=2,3 (mod 4)
Wd =

1+2‘/E, d=1 (mod 4).

\

|
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1.45 Bemerkung
a. |[K:Q=2 +«— K= Q[\/E} 0,1 # d € 7 quadratfrei.

b. Zlwg) = {a € Q[Vd] | a ganz}
c. 7wy ist faktoriell <= Z|w,] ist ein HIR.
d. Wennd < —1 dann

Z.|w,| faktoriell < d e {—1,—2,—3,—7,—11,—19, —43, —67, —163},
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1.45 Bemerkung
a. |[K:Ql=2 <= K= Q[\/E} 0,1 # d € Z quadratfrei.
b. Zlwg) = {a € Q[Vd] | a ganz}
c. 7wy ist faktoriell <= Z|w,] ist ein HIR.
d. Wennd < —1 dann

Z.|w,| faktoriell < d e {—1,—2,—3,—7,—11,—19, —43, —67, —163},

und

Zi|w,| ist euklidisch <= de {—-1,—-2, -3, -7, —11}.

|
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