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Aufgabe 10: Bearbeite zwei der folgenden sechs Teilaufgaben.

(@) Ist K ein Korper und f € K[t] ein Polynom mit deg(f) € {2, 3}.
Zeige, f ist genau dann irreduzibel, wenn f keine Nullstelle hat.

(b) Bestimme alle irreduziblen Polynome f in Z,[t] vom Grad deg(f) < 4.

(c) Zeige, hat ein normiertes Polynom f = t™+a, 1t" ' +...+ a mit ay,...,a,_1 € Z
eine Nullstelle in A € @), dann gilt schon A € Z.

(d) Ist f =13 + 10t? — 881t + 2623 € Q[t] irreduzibel?
(e) Ist die Menge [ = {f € Q[t] | f(0) = 1} ein Ideal in Q[t]?
() Teile das Polynom f = 2t> — t* + 2t> — t + 1 € K[t] mit Rest durch g = t*> + 2t + 3
fur K=Q und K = Fs.
Aufgabe 11: Bearbeite eine der beiden folgenden Teilaufgaben.

(a) Gegeben seien folgende Matrizen und Vektoren tiber den reellen Zahlen:

1
o 1 1
0

—_ O N =

-1 -1 -1
Berechne die folgenden Terme:

A+B, Box, AoC und BoB.

(b)* Zeige, fur A € Mat(m x n,K) und B € Mat(n x p,K) gilt (A o B)' =B'o A"
Aufgabe 12: Welche der folgenden Teilmengen von K* sind Unterrdume des K3?
Begriinde Deine Antworten.

(@ {(x1,%x2,%3)t € R3 | x7 - x2 = 2x3)} fur K = R.
(b) {(x1,%2,x3)t € R?® | ax; +x2 +x3 = a + 1} fur ein festes a € R fiir K = R.
(@) {(x1,%x2,x3)t € R? | x; <0} fiir K = R.

() {(1,0,0)t, (0,1,0)t (1,1,0)t, (0,0,0)t} fiir K = R oder K = F;.



Prasenzaufgabe 8:

(a) Aus Aufgabe 10 wissen wir, dass das Polynom t* +t + 1 € Z,[t] irreduzibel ist,
weil es in Z, keine Nullstelle hat.

(1) Zeige, dass die Menge
I={f (P+t+1)|feZt])
ein Ideal in Z;[t] und damit insbesondere eine Untergruppe von (Z;[t],+)
ist.

(2) Zeige, dass die Faktorgruppe K := Z,[t]/1 durch die Multiplikation

ein kommutativer Ring mit Eins wird. Wie im Beweis von Satz 25.11 ist
i.w. nur die Wohldefiniertheit der Multiplikation zu zeigen.
(3) Zeige, dass K in der Tat ein Korper ist und genau vier Elemente enthalt.
(4) Sind die Gruppen (K,+) und (Z4,+) isomorph?

(b) Sei M eine Menge und P(M) = {A | A C M} die Potenzmenge von M. Wir
definieren auf P(M) eine Addition mittels der symmetrischen Differenz

AAB:=(AUB)\ (ANB)
fur A,B € P(M) und eine Multiplikation mit Skalaren aus dem Korper 7, =
(0,1} durch
A, wenn\ =1,
AA =

0, wennA=0.

Zeige, daf3 (P(M), A, ) ein Z,-Vektorraum ist.



