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Aufgabe 13: Seien V,W zwei K-Vektorräume und f, g ∈ HomK(V,W). Zeige

Ker(f+ g) ⊇ Ker(f) ∩ Ker(g)

und
Im(f+ g) ⊆ Im(f) + Im(g).

Finde außerdem Beispiele, sodass die Inklusionen strikt sind.

Aufgabe 14: Ist V ein K-Vektorraum, f : V → V K-linear und U ≤ V ein Unterraum
von V mit f(U) ⊆ U, so nennen wir U einen f-invarianten Unterraum von V.
Zeige, dass durch

fV/U : V/U → V/U : x̄ 7→ f(x)

eine K-lineare Abbildung definiert wird.

Aufgabe 15: (Erster Isomorphiesatz)
Sei V ein K-Vektorraum und U, U ′ ≤ V. Zeige

U/(U ∩U ′) ∼= (U+U ′)/U ′.

Aufgabe 16: (Projektionen)
Sei V ein K-Vektorraum. f ∈ EndK(V) heißt Projektion, falls f2 = f gilt.
Zeige die Äquivalenz folgender Aussagen:

a) f ist eine Projektion.

b) idV −f ist eine Projektion.

c) Es gilt Im(idV −f) = Ker(f).

d) Es gilt Ker(idV −f) = Im(f).

Zeige weiter, sind obige Bedingungen erfüllt, so gilt zudem V = Ker(f)⊕ Im(f).


