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Aufgabe 8.24

Bestimme das Minimum und das Maximum der stetigen Funktion
f:[—2,2] — R:x—1 —2x — X%

Aufgabe 8.25
Uberpriife, ob die folgenden Funktionen f eine Umkehrfunktion besitzen und be-

stimme diese gegebenenfalls.

a. T:R— R:x— x2+2.

b. f:R\{—1} — R\ {-1}:x— 2

X2 +2x+1"
Aufgabe 8.26 (Lipschitz-Stetigkeit)
Sei f : R — R eine Funktion und L € R.o. Zeige, wenn [f(x) —f(y)| < L-|x —y|
fiir alle x,y € R gilt, so ist f stetig in R.

Aufgabe 8.27 (Fixpunktsatz von Banach)

Sei f : [a,b] — R eine stetige Abbildung mit Im(f) C [a, b]. Zeige, daBl f einen
Fixpunkt hat, d.h. es gibt ein ¢ € [a, b] mit f(c) = c.

Aufgabe 8.28

Ich fahre morgens mit dem Auto von zu Hause zur Arbeit und nachmittags fahre
ich mit dem Auto auf dem gleichen Weg zuriick. Wenn ich fiir beide Strecken exakt
die gleiche Zeit benétige, gibt es dann eine Stelle auf der Strecke, die ich auf dem

Hinweg und auf dem Riickweg jeweils nach derselben Zeit erreiche?

8 9 Differenzierbarkeit und Ableitungen von Funktionen

In diesem Abschnitt sei I stets ein offenes, halboffenes oder abgeschlos-
senes Intervall in R, und I bezeichne das zugehérige abgeschlossene

Intervall.

I) Differenzierbarkeit und Ableitungsregeln

Die Ableitung einer Funktion im Punkt a beschreibt die Anderung der Funktion in
der N&he von a, man sagt auch lokal in a. Dies haben wir bereits im Wachstumsmo-
dell in Beispiel 6.1 ausgenutzt, wo x(t) den Bestand der Population zum Zeitpunkt
t und die Ableitung x(t) dann das Wachstum der Population zum Zeitpunkt t be-
schrieben hat. Weshalb dies sinnvoll ist, betrachten wir nochmals in Bemerkung 9.2.

Zuvor wollen wir den Begriff der Ableitung einfiihren.

Definition 9.1 (Differenzierbarkeit)

Es sei f: I — R und a € I. Die Funktion

f(x) —f

Difffq: I\{a} — R:x M
xX—a

heifit der Differenzenquotient von f an der Stelle a.



§ 9. DIFFERENZIERBARKEIT UND ABLEITUNGEN VON FUNKTIONEN 59

Die Funktion f heiflt differenzierbar in a, wenn der Grenzwert
f(x) —f
lim Diffeq(x) = lim M
x—a x—a X —a

existiert. In diesem Fall nennen wir diesen Grenzwert

f'(a) := lim Diff¢q(x)

Xx—a

auch die Ableitung von f an der Stelle a.

Fiir die Ableitung von f in a werden auch folgende Notationen verwendet:

i) OF

= —(a) := Df(a) = f'(a).
0x

Wir nennen die Funktion f differenzierbar auf I, wenn sie in jedem Punkt von I

differenzierbar ist.

Bemerkung 9.2

Fiir ein festes b ist der Wert des Differenzenquotienten Diff;4(b) die Steigung der
Sekante Sgqp an den Graphen von f durch die Punkte (b, f(b)) und (a, f(a)), deren
Geradengleichung durch

f(b) — f(a) X+ f(a)-b—f(b)-a

b—a X b—a
gegeben ist (siehe Abbildung 6).

Graph(f)

ABBILDUNG 6. Der Differenzenquotient als Sekantensteigung

Der Definition der Ableitung liegt die Idee zugrunde, daf sich die Sekante S¢ 4, fiir
x — a einer Geraden annéhert, die im Punkt (a,f(a)) den Graphen von f beriihrt
und ihn optimal linear approzimiert. Diese Gerade wollen wir die Tangente Tiq
von f in a nennen, und der Grenzwert des Differenzenquotienten, d.h. die Steigung
von Sgqx konvergiert dann fiir x — a gegen die Steigung der Tangenten (siche
Abbildung 7). D.h. die Tangente an den Graphen von f im Punkt (a,f(a)) hat die
Geradengleichung

y="'(a)-x+ (f(a) —a-f'(a)) =f(a)+f'(a) - (x — a). (11)

Die Steigung der Sekante Sy ist ein Maf fiir das Wachstum der Funktionswerte
von f auf dem Weg von a zu x. Liegt nun x sehr nahe an a, so ist die Steigung der
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Sf,a,x

ABBILDUNG 7. Der Differenzenquotient als Sekantensteigung

Sekante fast identisch mit der Ableitung f’(a). Insofern ist die Ableitung von f in a
ein gutes Maf fiir das Wachstum von f lokal in a.

Entsprechend ist auch die Tangente eine gute Approximation der Funktion
selbst lokal in a. Da die Tangente eine lineare Funktionsgleichung hat (siehe
Gleichung (11)), nennt man diese die lineare Approxzimation an f.

Beispiel 9.3
Ist f:-R— R:x+— x"mitn > 1, so ist
X" — g™

Diffs o (x) = o X" THa-x"P a4 +avxFat!

fir x € R\ {a}. Fiir die Ableitung von f in a ergibt sich damit

f'(a) = lim (x“‘l +a-x"t+at X"+ +av x4+ a“_1) =n-a“.
Xx—a

Beispiel 9.4
Die Betragsfunktion
|-]:R— R:x~ |x]|
ist in a = 0 nicht differenzierbar. In jedem anderen Punkt a ist sie jedoch differen-
zierbar mit f'(a) = —1 falls a < 0 und f’(a) = 1 falls a > 0. Anschaulich bedeutet

ABBILDUNG 8. Graph der Betragsfunktion

die Nicht-Differenzierbarkeit im Punkt a = 0, dal man am Graphen im Ursprung
keine klare Tangente findet.
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Um die Nicht-Differenzierbarkeit in a = 0 zu sehen, betrachten wir die Nullfolge

(ﬂ) X Die zugehorige Folge der Werte des Differenzenquotienten
n>

i 1
(pitre (531)) = <E> = (1)
nz n n>1

ist nicht konvergent. Mithin existiert der Grenzwert des Differenzenquotienten in

a = 0 nicht, und somit ist die Funktion in a = 0 nicht differenzierbar.

AuBerdem, ist a < 0 und x nahe bei a, so ist auch x < 0 und mithin

Diffgq(x) = =14 XA o

X—a X—a

und analog ist fiir a > 0 und x nahe bei a auch x > 0, so dafl

Diffo(x) = 14 _ X~ @

=151

XxX—a X—a

Damit ist auch gezeigt, dafl die Ableitung in allen Punkten a # 0 existiert.

Das Beispiel zeigt, dafl es stetige Funktionen gibt, die nicht differenzierbar sind.
Geht das umgekehrt auch? Die Antwort gibt der folgende Satz.

Satz 9.5 (Differenzierbar impliziert stetig.)

Ist f: 1 — R differenzierbar in a, so ist f stetig in a.

Im folgenden Satz geben wir fiir einige wichtige differenzierbare Funktionen ihre

Ableitungen an.

Satz 9.6 (Wichtige Beispiele differenzierbarer Funktionen)
Die folgenden Funktionen sind auf threm Definitionsbereich differenzierbar.

Polynome fx) =Y o x* | f/(x) =3 a k- x*!
Wurzelfunktion f(x) =+/x f'(x) = 2_1/72
Ezxponentialfunktion exp(x) = e~ exp’(x) = exp(x) = e*
Logarithmus In(x) In'(x) =1
Cosinus cos(x) cos’(x) = sin(x)
Sinus sin(x) sin’(x) = cos(x)
Tangens tan(x) = ig;((’;)) tan’(x) = COSL(X)
Arcustangens arctan(x) arctan’(x) = #
Arcussinus arcsin(x) arcsin’(x) = 11_Xz
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Die folgenden Rechenregeln sind die wichtigsten Hilfsmittel zum Bestimmen von
Ableitungen.

Satz 9.7 (Rechenregeln zum Bestimmen von Ableitungen)
Seien f:1 — R und g: ] — R und sei c € R.

a. Sind f und g differenzierbar in a € I1NJ, dann sind auch die Funktionen f+ g,
c-f undf-qg differenzierbar in a.

b. Sind f und g differenzierbar in a € I N ] und ist zudem g(a) # 0, so ist auch
é differenzierbar in a.

c. Ist g differenzierbar in a und f differenzierbar in g(a), so ist fog differenzierbar
mn a.

Fiir die Ableitungen gilt zudem:

Summenregel (f+g)(a)="F"(a)+g'(a).
Faktorregel (c-f)(a)=c-f'(a).
Produktregel (f-g)(a)=1"(a) -g(a)+f(a)-g'(a).
Quotientenregel (5) / (a) = f/(a)'g(z)(;)fga)'g/(a).
Kettenregel (fog)(a)="f"(g(a))-g'(a).
Merkregel: dufSere Ableitung mal innere Ableitung

Beispiel 9.8
a. Die Ableitung der Funktion

f:R— R:x— 3-tan(x) +x°
kann mit Hilfe der Summen- und Faktorregel berechnet werden als

3 2

f'(x) = +3-x".

= o)
b. Die Ableitung der Funktion
f:R— R:x— x*-sin(x)
kann mit der Produktregel berechnet werden als
f'(x) = 2x - sin(x) + x* - cos(x).

c. Die Funktion
h:R— R:x— vVx2+1

148t sich schreiben als f o g mit

g R—R:x—x>+1
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und f = +/-. Also ist h differenzierbar auf R mit Ableitung

h'(x) =f'(g(x)) - g'(x) = 2\/% X = X2x+1

IT) Ableitung der Umkehrfunktion

Aufgrund des Umkehrsatzes fiir streng monotone Funktionen 8.19 wissen wir, daf3
eine stetige und streng monotone Funktion auf einem Intervall eine stetige Umkehr-
funktion besitzt. Dabei kann das Intervall offen, halboffen oder abgeschlossen sein
und es kann auch ein uneigentliches Intervall sein. Wir wenden uns nun der Frage

zu, ob die Umkehrfunktion differenzierbar ist, wenn f differenzierbar ist.

Satz 9.9 (Ableitung der Umkehrfunktion)
Es sei f : 1 — R sei stetig und streng monoton (wachsend oder fallend). Ist f
differenzierbar in a und ist f'(a) # 0, so ist die Umkehrfunktion

1 (1) — 1

differenzierbar in b := f(a) und es gilt

Beispiel 9.10
Fiir n > 2 ist die Funktion

f:(0,00) — (0,00) : x — x™

streng monoton wachsend und stetig nach Beispiel 8.20 mit der Wurzelfunktion als
Umkehrfunktion und mit der Ableitung

1 (0,00) — (0,00) : x —n-x"".

Da f’(x) # 0 fiir x # 0, folgt aus Satz 9.9, dal die Wurzelfunktion

3l

V-1 [0,00) — [0,00) :y — y

auf dem Intervall (0, 00) differenzierbar ist mit Ableitung

s ) 1 1
(V) .(O,OO)%]R.IJHW_E.

Im Falle von n = 2 erhalten wir insbesondere

—1

31—

Y
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IIT) Lokale Extrema

Eine der wichtigsten Anwendungen der Ableitung, die aus der Schule bekannt ist, ist
die Bestimmung lokaler Extremstellen. Ableitungen kénnen mithin genutzt werden,
um Maximierungs- oder Minimierungsaufgaben zu losen.

Definition 9.11 (Extremstellen)

Eine Funktion f : I — R hat ein lokales Maximum in a € I, wenn es ein & > 0
gibt, so dafl f(a) > f(x) fir alle x € (a—8,a+6)N 1.

Analog definiert man den Begriff lokales Minimum. Lokale Minima und Maxima

werden Eztremstellen genannt.

gl. Max. lok. Max.

lok. Min. lok. Min.  gl. Min.
L 1
|8 T

a b
ABBILDUNG 9. Lokale Extrema

Satz 9.12 (Notwendige Bedingung fiir eine Extremstelle: f'(c) = 0)
Ist f:(a,b) — R in einer Extremstelle ¢ differenzierbar, so ist f'(¢c) = 0.

Satz 9.13 (Hinreichende Bedingung fiir eine Extremstelle)
FEs sei f:(a,b) — R eine zweifach differenzierbare Funktion und ¢ € (a,b).

a. Falls f'(c) =0 und f"(c) <0, so ist ¢ ein lokales Maximum.
b. Falls f'(¢) =0 und f"(c) > 0, so ist ¢ ein lokales Minimum.

Bemerkung 9.14

Selbst wenn f auf dem abgeschlossenen Intervall [a,b] definiert und dort iiberall
differenzierbar ist, macht Satz 9.12 keine Aussagen iiber die Ableitung in den Rand-
punkten a und b, falls diese Extremstellen sind!

Die Funktion f : [-1,1] — R : x + x* nimmt in a = —1 ihr globales Minimum
und in a = 1 ihr globales Maximum an, aber die Ableitungen f'(—1) = 3 = /(1)
sind beide nicht Null.

Beispiel 9.15

Wir betrachten die Funktion

f:R— R:x—x>—3x*—1.

Um mogliche Extremstellen zu finden, miissen wir die Nullstellen der ersten Ablei-

tung
f'(x) = 3x* — 6x
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finden. Das ist fiir x = 0 und x = 2 der Fall. In diesen Punkten schauen wir uns die
zweite Ableitung

f’(x) =6x —6
an. Aus f”(0) = —6 < 0 folgt, daBl in x = 0 ein Maximum vorliegt, und aus
f”(2) = 6 > 0 folgt, daBl in x = 2 ein Minimum vorliegt.

ABBILDUNG 10. Lokale Extrema

IV) Der Mittelwertsatz

Satz 9.16 (Mittelwertsatz)
Ist a < b und ist f: [a,b] — R stetig auf [a,b] und differenzierbar auf (a,b), so

gibt es ein c € (a,b) mit f'(c) = -f(bﬁii(a)

Bemerkung 9.17
Der Mittelwertsatz besagt, dafl zwischen a und b ein ¢ liegt, in dem die Steigung
der Tangente T, an den Graphen von f mit der Steigung der Sekante s¢q, durch a

und b iibereinstimmt.

ABBILDUNG 11. Mittelwertsatz

Beispiel 9.18
Betrachten wir die Funktion

f:[—1,1]—>R:xn—>x3.

Aus dem Mittelwertsatz folgt, dal es ein ¢ € (—1, 1) geben muf}, so dafl die Tangente

an den Graphen von f im Punkt (c,c?®) die Steigung
f(1) —f(=1) 2

1—(=1) =27
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hat. Da wir die Ableitungsfunktion kennen, kénnen wir versuchen, ¢ zu bestimmen.

Es muf} gelten
1=f'(c)=3-c%
Wir finden also zwei solcher Stellen:

1

c=— und c=-—

V3

V) Monotonie und Ableitung

5 -

Mit Hilfe der Ableitung 148t sich bei differenzierbaren Funktionen ein hinreichendes

Kriterium fiir Monotonie angeben.
Satz 9.19 (Hinreichendes Kriterium fiir Monotonie)

Es sei a <b und f:[a,b] — R sei stetig auf [a,b] und differenzierbar auf (a,b).

a. Ist f'(x) > 0 fiir alle x € (a,b), so ist f streng monoton wachsend auf [a,b].

b. st f'(x) <0 fiir alle x € (a,b), so ist f streng monoton fallend auf [a, b].

Beispiel 9.20
Betrachte fiir n > 1 die Funktion

f:[0,00) — R:x+— x".
Fiir die Ableitung gilt
f'(x) =n-x"">0
fiir alle x € (0,00). Mithin ist die Funktion streng monoton wachsend auf jedem

Intervall [0, b] C [0, 00) und mithin auf [0, c0). Dies ist ein alternativer Beweis der
Aussage in Beispiel 8.20.

VI) Die Regeln von de I’'Hopital

Im folgenden Satz soll [—oo, o] := R U{—00, 0o} bezeichnen.

Satz 9.21 (Regeln von de I’'Hopital)

Seien a,b € [—oo,00] mit a < b, f,g: (a,b) — R differenzierbar und ¢ € [a,b].
f(x)
9'(x)

Ferner gelte g'(x) # 0 fir alle x € (a,b) und lim existiere eigentlich oder

unetgentlich.

a. Falls lim f(x) = lim g(x) = 0, so gilt lim T = |; f/(x)

x—c¢ x—c x—c 9(x) e 97(%)
b. Falls lim g(x) € {00, —00}, so gilt lim * = lim Flx)
x—c x—c 9% x—c 9" (%)

Beispiel 9.22
Wir betrachten die Funktionen f = sin und g = /- auf dem Intervall (0, co0). Dort
sind beide differenzierbar mit

lim f(x) = lim g(x) =0

x—0 x—0
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und

0'(x) = 3= #

fiir alle x € (0,00). Aus der ersten Regel von de I’'Hopital 9.21 folgt dann

/
}(iir(l) Ve :ligé ;((7;)) :}(iil(l)cos(x)lw/)_c:cos(O)-Z-\/620.

sin(x)

VII) Das Newton Verfahren

Bemerkung 9.23 (Newton Verfahren)

Nullstellen von Funktionen kann man in aller Regel nicht exakt bestimmen. Deshalb
ist man an guten Verfahren zur Bestimmung eines Naherungswertes fiir Nullstellen
interessiert. Ein solches Verfahren ist das Newton Verfahren.

Die Grundidee ist hierbei, einen Startpunkt a; in der Ndhe einer Nullstelle zu wihlen
und die Funktion f durch ihre Tangente

y =fla)) +f'(a)) - (x —ay)

in a zu ersetzen. Dies ist eine lineare Funktion, so daff wir ihre Nullstelle a, aus-

rechnen koénnen,

f(a)
f'(ar)’

Wir hoffen, daf§ a; ndher an der Nullstelle liegt, als ay.

a =ay —

Dann verfahren wir mit a, genau wie zuvor mit a;, bestimmen einen neuen Nihe-
rungswert as fiir die Nullstelle und fahren dann so fort. Auf dem Weg berechnet man
eine Folge (an)nen, von der man unter hinreichend guten Voraussetzungen zeigen
kann, dal sie gegen eine Nullstelle von f konvergiert. Den Fehler, den man dabei
im Schritt n macht, kann man zudem abschétzen, so dafl man bei vorgegebener

Fehlertoleranz weif, wann man mit dem Verfahren aufhéren kann.

Aufgabe 9.24
Berechne die Ableitungen der folgenden Funktionen f: R — R.

a. f(x) = cos?(x) - sin®(x)
b. f(x) = 72

c. f(x)=(x*+x)°

d. f(x) = cos(sin(x)).

Aufgabe 9.25
Berechne die Ableitungen der folgenden Funktionen f: (a,00) — R.

a. f(x)= xl() mit a = 0.
b. f(x) = (x+1) =0.
=1In ( )rmta—]
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d. f(x) = X4 mit a = 4.

e. f(x)=Vewsv¥ mit a =0.

Aufgabe 9.26
Berechne die Ableitungen des Cosinus Hyperbolicus

cosh:RHR:XH%

und des Sinus Hyperbolicus
sinh:RH]R:xH_Te.
Aufgabe 9.27

Eine Funktion, deren Abbildungsvorschrift
fi(—r7) HR:XHZakmk
k=0
durch eine Reihe gegeben ist, ist differenzierbar und fiir die Ableitung gilt!?
f'(x) = Z ap - k- x<
n=1

Verwende diese Tatsache und die Reihendarstellung der Exponentialfunktion, des
Sinus und des Cosinus in Satz 7.20, um die Ableitungsregeln fiir diese Funktionen

zu verifizieren.

Aufgabe 9.28
Verifiziere die Ableitungsregeln fiir den Logarithmus, den Arcustangens und den
Arcussinus mit Hilfe des Satzes iiber die Ableitung der Umkehrfunktion 9.9.

Aufgabe 9.29
Begriinde, dafl eine Funktion f : [a, b] — R konstant sein muf3, wenn sie auf [a, b]
stetig und auf (a, b) differenzierbar mit f'(x) = 0 fiir alle x € (a, b) ist.

12Man beachte, dafl bei der Bildung der Ableitung zwei Grenzwertprozesse vertauschen! Denn
die Abbildungsvorschrift von f ist

oo n
fx) =) a-x*= nlglgoz X = lim o (x),
k=0 k=0

wenn wir
n
fa(x) = Z ay - x*
k=0
setzen. Damit gilt dann wegen
f —f f(x) —f f —f
lim lim M = lim M =f'(a) < lim f/ (a) = lim lim M

X—a n—oo X—a Xx—a X—aQa n—oo n—oo x—a X—a

wegen

k=1



