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Vorwort

Unser Vorkurs soll helfen, Vorkenntnisse anzugleichen und inbesondere die
mathematischen Hilfsmittel bereitstellen, die in Lehrveranstaltungen aufler-
halb der Mathematik teilweise vorausgesetzt werden. Das Skript ist nicht als
Ersatz fiir die Vorlesungen gedacht und behandelt viele Themen deutlich in-
formeller als das beispielsweise die , echten Mathematiker” in ihren Grundla-
genvorlesungen tun.

Nicht-Mathematiker fragen sich oft, warum die Mathematik Formalismus
aufbaut (der durchaus auf den ersten Blick abschrecken mag). Als Motivation
daher ein kurzes Zitat aus [3] (siehe auch [1]):

When a twelfth century youth fell in love he did not take three
paces backward, gaze into her eyes, and tell her she was too beau-
tiful to live. He said he would step outside and see about it. And
it, when he got out, he met a man and broke his head — the other
man’s head, I mean — then that proved that his — the first fellow s
— girl was a pretty girl. But if the other fellow broke his head -
not his own, you know, but the other fellow s — the other fellow to
the second fellow, that is because of course the other fellow would
only be the other fellow to him, not the first fellow who — well, if he
broke his head, then his girl — not the other fellow s, but the fellow
who was the — Look here, if A broke B’s head, then A’s girl was
a pretty girl; but if B broke A’s head, then A’s girl wasn't a pretty
girl, but B’s girl was.



Kapitel

Logik und Mengenlehre

1.1 Ein kurzer Ausflug in die Logik

Schliisselworter:  Notwendige und hinreichende Bedingungen,
Aquivalenz

Es stellt sich als hilfreich heraus, wenn wir vor dem eigentlichen Stoff einen
kurzen Blick auf die Logik werfen. Wir kommen zunéchst zum Begriff der
Aussage. Eine Aussage ist ein sprachliches Gebilde, von dem es sinnvoll ist zu
fragen, ob es wahr oder falsch ist (so genanntes Aristotelisches Zweiwertig-
keitsprinzip). Es ist nicht erforderlich, sagen zu konnen, ob das Gebilde wahr
oder falsch ist; es gentigt, dass die Frage nach Wahrheit (,,Zutreffen”) oder
Falschheit (,,Nicht-Zutreffen”) sinnvoll gestellt werden kann. Aussagen sind
somit Sidtze, die Sachverhalte beschreiben und denen man einen Wahrheits-
wert zuordnen kann.

Beispiel 1.1
1. Der Rasen ist griin. (Dies ist eine wahre Aussage)

2. 1.3 =3 isteine wahre, 1+ 1 =1 eine falsche und 5 — 2 tiberhaupt keine
Aussage.

<

Unter den Aussagen sind dabei auch solche sprachlichen Gebilde wichtig, in
denen freie Variablen, also Platzhalter, vorkommen, und die erst beim Einset-
zen von Werten fiir diese Variablen Aussagen liefern. Man bezeichnet sie als
Aussageformen.

Beispiel 1.2
4x — 2 = 2 ist eine Aussageform, die beim Einsetzen von x = 1 in eine wahre
und beim Einsetzen von x = 4 in eine falsche Aussage tibergeht. <

Definition 1.3 (Negation) Ist A eine Aussage, so konnen wir ihr eine negierte
Aussage —A zuweisen, deren Wahrheitswert dem umgedrehten Wert von A ent-
spricht:
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Aus Aussagen lassen sich neue Aussagen durch Verkniipfungen konstruieren:

Definition 1.4 (Verkniipfungen) Seien A und B Aussagen, so definieren wir fol-
gende neue Aussagen und ihre Wahrheitswerte:

A B AAB AV B A=B A& B
AundB AoderB ausAfolgtB A und B sind dquivalent
wow w w w w
w f f w f f
f w f w w f
f f f f w w

Wir nennen ,/\* auch Konjunktion, ,\V* Disjunktion, ,=“ Implikation und ,, &
Aquivalenz.

Besondere Aufmerksamkeit in der obigen Definition erfordert die Implikation
A = B. Hierbei wird keine Aussage tiber die Richtigkeit von A oder B separat
gemacht. Die Implikation A = B besagt nur, dass B richtig ist, wenn A richtig
ist. Ist A hingegen falsch, so ist die Implikation A = B stets richtig (,,Aus einer
falschen Voraussetzung kann man alles folgern”). Die Aussage A = B ist dqui-
valent zu —A V B, wie man mit Hilfe der Wahrheitstabelle schnell nachpriift
(in der Tat wird die Implikation in der Logik meist so tiberhaupt definiert):

A B A=B —~AVB
w W w w
w f f f
f w w w
f f w w

Eine Aussage A ist eine hinreichende Bedingung einer anderen Aussage B,
wenn zwischen den beiden Aussagen die logische Beziehung ,aus A folgt B”
(kurz: A = B) besteht, d.h. wenn Folgendes gilt:

e Ist A wabhr, so ist auch B wahr.

e Ist A falsch, so ist B entweder wahr oder falsch.

Zwei Aussagen heifien dquivalent (kurz: “A & B”) wenn A notwendig und
hinreichend fiir B (und damit auch B notwendig und hinreichend fiir A ist).

Beispiel 1.5

~Wenn es regnet, ist die (uniiberdachte) Strafie nass.” Die Aussage ,es reg-
net” ist hinreichend fiir die Aussage , die Strafie ist nass”, aber sie ist
nicht notwendig (die Strafse konnte auch durch die StrafSenreinigung etc.
nass geworden sein).

,Die (untiiberdachte) Strafle ist nass” ist notwendig fiir ,es regnet”: nur
wenn die Strafle nass ist, kann es auch (gerade) regnen.

hinreichende Bedingung

aquivalent
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»Nur wenn ich volljdhrig bin, darf ich wahlen.” Volljahrigkeit ist eine not-
wendige Bedingung fiirs Wahlrecht, ist aber nicht hinreichend: man
muss in der Regel zusatzliche notwendige Bedingungen erfiillen, z.B.
die Staatsbiirgerschaft des Landes haben.
»Wenn fiir die natiirlichen Zahlen 1 und 2 gilt 1 = 2 ist, dann sind alle Schafe griin.”
Dies ist ein gutes Beispiel dafiir, dass man aus einer falschen Aussage
,1 = 2" jede andere (nicht notwendigerweise kausal damit zusammen-
hingende) Aussage folgern kann. Die Aussage ,,1 = 2” ist hinreichend
daftir, dass alle Schafe griin sind.

<

1.2 Mengen

Schliisselworter:  Schreibweisen, Mengen

Wir geben zunéchst eine kurze Einfithrung in die Mengenlehre und die ele-
mentaren Operationen auf Mengen.

Definition 1.6

Intuitiver Mengenbegriff, Cantor (1845-1918)] Eine Menge ist eine Zusammenfas-

sung verschiedener Objekte unserer Anschauung oder unseres Denkens zu einem
Elemente Ganzen. Die Objekte werden die Elemente der Menge genannt.

Mengen kann man beschreiben, indem man ihre Elemente angibt, z.B.:
N:={1,2,...} ist die Menge der natiirlichen Zahlen
G:={2,4,...} istdie Menge der geraden natiirlichen Zahlen

Das Symbol ,:=" bedeutet hierbei, dass der Ausdruck auf der linken Seite
durch die rechte Seite definiert wird. Alternativ kann man Mengen auch tiber
die Eigenschaften ihrer Elemente definieren:

G:={n € N: nistgerade}.

Notation 1.7 Wir verwenden folgende Schreibweisen:

x €M : xist Element der Menge M
x ¢ M :  xistnicht Element der Menge M
%) : die leere Menge

Mengen kénnen zueinander in Teilmengenrelation stehen:

Definition 1.8 (Teilmenge, Obermenge) Wir schreiben A C B und sagen, dass
Teilmenge A eine Teilmenge von B ist, wenn gilt:

x €A =x¢cB,

d.h. wenn jedes Element aus A auch in B liegt. Die Menge B heifit dann auch eine
Obermenge Obermenge von A.
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In der obigen Definition ist tibrigens der Fall A = B erlaubt, insbesondere gilt
also A C A. Aufierdem gilt A = B genau dann, wenn A C B und B C A gilt.
Wenn wir ausdriicken wollen, dass A eine Teilmenge von B und nicht gleich B
ist, so schreiben wir
ACB

und sagen, dass A eine echte Teilmenge von B ist.

Es gilt A C B genau dann, wenn x € A impliziert, dass auch x € B gilt (dies
ist die Definition des Symbols A C B). In Formeln:

ACB& (xeA=xeB)

Wir schreiben A D B wenn B C A. Wir haben

A=B&S (ACBundB C A).

Notation 1.9 1. Mit |A| bezeichnen wir die Anzahl der Elemente der Menge A.

2. Ist A eine Menge, so ist
22 ={B:BC A}={B:Bist Teilmenge von A}
die Potenzmenge von A.

Beispiel 1.10
Ist A ={1,2} und B ={1, 2,3}, soist

A xB={(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2),(2,3)}
ZA :{®){1}){2}){])2}}

Aus Mengen kann man neue bilden (vgl. Abbildung [L.T)).

ANB ={x:x€ Aundx € B}
Durchschnitt der Mengen A und B
AUB ={x:x¢€ Aoderx € B}
Vereinigung der Mengen A und B
Hierbei ist das ,,oder” nicht als ,,entweder oder” zu verstehen,
d.h. ein Element aus A U B darf sowohl in A als auch in B liegen
A\B ={x € A und x ¢ B}: Differenz von A und B

Satz 1.11 (Rechenregeln fiir Mengenoperationen) Sind A, B und C Mengen,
so gilt
1. AUB=BUAund ANB=BNA (Kommutativgesetze)

2. (AUB)UC=AUBUC und ANB)NC=AN(BNC)
(Assoziativgesetze)

3. AN(BUC)=(ANB)UANC)und AU(BNC)=(AUB)N(AUC)
(Distributivgesetze)

echte Teilmenge

Kommutativgesetze

Assoziativgesetze

Distributivgesetze
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(£ -

@ ANB (b) AUB

(c) A\B

Abbildung 1.1: Veranschaulichung der Mengenoperationen

Beweis: Wir beweisen das erste Distributivgesetz. Die anderen Beweise ver-
laufen dhnlich:

xeANBUC)&xeAundx € (BUC)
S x e Aund (x € Boderx € C)
& (xe Aund x € B) oder (x € Aund x € C)
&Sxe(ANB)U(ANC)

O

Satz 1.12 (Regeln von de Morgan) Seien A, B und S Mengen mit A C S und
B C S. Wir definieren fiir M C S:

M :=S\ M (Komplement vn M beziiglich S).
Dann gilt:
1. SN\(AUB)=(S\A)N(S\B) bzw. AUB=ANB

2. S\(ANB)=(S\A)U(S\B)bzw. ANB=AUB

Beweis: Wir beweisen die Behauptung S\ (AUB) = (S\A)N(S\B) (wenn A C S
und B C S), indem wir die beiden Inklusionen S\ (AUB) C (S\ A)N(S\ B)
und S\ (AUB) D (S\ A)N(S\ B) nachweisen:

#S\(AUB)C (S\A)N(S\B)*:

Seix € S\ (AUB), dann gilt x € S und x ¢ (A U B). Daraus folgt x € S
und x ¢ Aund x ¢ B, alsox € Sund x ¢ A sowie x € S und x ¢ B. Dies
bedeutet x € S\ A und x € S\ B, also insgesamt x € (S\ A) N (S\ B).
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#S\(AUB) 2 (S\NA)N(S\B)":
Firx € (S\A)N(S\B) giltx € Sund x ¢ A sowiex € Sund x ¢ B.
Damit haben wir x € Sund x ¢ Aund x ¢ B,alsox € Sund x ¢ (A UB)
und insgesamt x € S\ (A UB).
O
Abschliefiend fiithren wir noch die Produktmenge, auch kartesiches Produkt Produktmenge
genannt, ein.
kartesiches Produkt

AxB ={(a,b):a€e Aundb € B}
Produktmenge oder kartesisches Produkt der
Mengen A und B,
Menge aller geordneten Paare

Al XAy X -+ X An :{(x1,xz,...,xn) 1 X1 EA], X2 € Az,...,Xn GAn}Z
Menge aller geordneten n-Tupel

A a
Abbildung 1.2: Veranschaulichung des kartesischen Produkts A x B

Fiir zwei Mengen ist das kartesische Produkt in Abbildung [I.2] veranschau-
licht. Das kartesische Produkt begegnet uns vor allem im Zusammenhang mit
den reellen Zahlen, z.B.

R3=R xR xR={(x1,x2,%x3) : x1 € R,x2 € R,x3 € R}.

1.3 Die Menge der natiirlichen Zahlen, vollstiandi-
ge Induktion

Die Menge der natiirlichen Zahlen bezeichnen wir mit

N={0,1,2,3,...}.

Die Menge N der nattirlichen Zahlen ist iiber die sogenannten Peano Axiome
definjert:

(N1) 0 ist eine nattirliche Zahl.

(N2) Zujeder natiirlichen Zahl n gibt es genau einen Nachfolger n + 1; dieser
ist ebenfalls eine nattirliche Zahl

(N3) Jede nattirliche Zahl ist Nachfolger hochstens einer nattirlichen Zahl.

Peano Axiome

VAN

Die Definition der nattirlichen Zahlen tiber
die Peano Axiome klingt zunéchst ziemlich
kompliziert und verwirrend. Nach einer
Weile 16st sich allerdings die Verwirrung auf.
Nur Mut!
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Notiz: Im Prinzip funktioniert die Induktion
wie folgt: Wir wollen beweisen, dass wir eine
Leiter ganz nach oben klettern kénnen. Wir
zeigen dann im Induktionsanfang, dass wir
auf die erste Stufe kommen und im
Induktionsschritt, dass wir von jeder Stufe
auf die ndchste kommen.

vollstandigen Induktion
(1a)
Iv)

1s)

(N4) Von allen Mengen, welche
e die Zahl 0 und

e mit jeder natiirlichen Zahl n auch stets ihren Nachfolger n + 1

enthalten, ist N die kleinste solche Menge.

Das letzte Axiom dlnennt man auch das Induktionsaxiom, es bildet die Grund-
lage fiir die Beweismethode der vollstindigen Induktion. Vereinfacht gespro-
chen geht es um folgende Argumentation: Lésst sich die bestimmte Behaup-
tung tiber nattirliche Zahlen fiir eine gewisse Anfangszahl begriinden (Induk-
tionsanfang oder seltener auch Induktionsverankerung), und ldsst sich aufier-
dem zeigen, dass aus ihrer Giiltigkeit fiir eine beliebige Zahl n (Induktions-
annahme oder Induktionsvoraussetzung) ihre Giiltigkeit fiir die ndchste Zahl
n + 1 folgt (Induktionsschluss oder Induktionsschritt), so gilt diese Behaup-
tung fiir alle auf die Anfangszahl folgenden nattirlichen Zahlen.

Definition und Satz 1.13 (Vollstindige Induktion)

Grundlage des Verfahrens ist eine Aussage A(n), die fiir jede natiirliche Zahl
n € Nmit n > ng (meistens ng = 0) definiert ist Das Verfahren der voll-
stindigen Induktion verliuft in drei Schritten, dem Induktionsanfang (IA), der
Induktionsannahme/-voraussetzung (IV), und dem Induktionsschluss (IS)

o Zuerst wird dann gezeigt, dass die Aussage fiir ng richtig ist, d.h. A(ng) ist
giiltig (IA).

o Anschlieflend wird nachgewiesen, dass unter der Annahme der Richtigkeit von
A(n) fiir eine natiirliche Zahl n > no € N (IV) auch die Giiltltigkeit von
A(n + 1) folgt (IS).

Nach erfolgreichem Durchlaufen dieser drei Schritte ist die Giiltigkeit der Aussage
A(n) fiir jede natiirliche Zahl n € N mit n > ng bewiesen.

Beispiel 1.14

Die Summe der dritten Potenzen von drei aufeinanderfolgenden nattirlichen
Zahlen ist stets ganzzahlig durch ¢ teilbar.

(IA) 0% +13+2% =0+ 1+ 8 =9 ist ganzzahlig durch 9 teilbar.

(IV) Fiireinn € Nistn3 + (n+1)3 + (n +2)3 ganzzahlig durch 9 teilbar, also
etwan®+ (n+1)3 4+ (n+2)3 =9 fiireink € N.

(IS) Wir haben

M+1P+m+22+m+3=m+1P+m+22+n*>+3-3n2+3-32n+33
=34+ m+1P+Mm+23+9mM?+27 - n+27

Dok 492 +3n+3)
=9(k+n?+3n+3).

Beispiel 1.15 )
+
@ Xiak=*= nz
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n 2 _ n(n+1)(2n+1)
b) ik ="

© Tie - ()

d (+x)">1+nxfirallen € Nund x > —1.

Beispiel 1.16 (Falsche Anwendung der Induktion)
Auf der Erde gibt es endlich viele Schafe. Wir behaupten, dass alle die gleiche
Farbe haben.

A(n): n Schafe haben alle die gleiche Farbe.

(IA) Furn = 1ist die Aussage trivialerweise richtig.
(IV) A(n) ist fiir ein n € N richtig.

(IS) Seien n + 1 Schafe sq,...,sn+1 auf der Erde. Wir betrachten die ersten
n Schafe s1,. .., sn. Diese haben nach (IV) die gleiche Farbe. Sei dies die
Farbe f1. Wir betrachten die letzten n Schafe s;,...,sn1. Diese haben
ebenfalls nach (IV) die gleiche Farbe, etwa f,. Da die ,mittleren Schafe”
$2,...,5n—1 sowohl die Farbe f; als auch f, haben, gilt f; = f; und
somit haben alle n + 1 Schafe die gleiche Farbe.

<

Beispiel 1.17 (Josephus-Problem)

Nach einer Legende waren im ersten Jahrundert Josephus und sein 40 Rebel-
len in einer Hohle gefangen; die Romer hatten sie umzingelt. Die Réduber be-
schlossen, den Selbstmord der Gefangenschaft vorzuziehen. Sie wollten sich
im Kreis aufstellen und iterativ jeweils jeden dritten erdolchen. Josephus fand
diese Idee nicht so gut und rechnete schnell die Positionen aus, an der er und
sein bester Freund stehen mussten, damit sie iiberleben konnten.

Wir 16sen hier das Josephus-Problem, bei dem jeder zweite gemeuchelt wird
und n Rauber vorhanden sind. Sei J(n) die Zahl des tiberlebenden Raubers.

Zunichst betrachten wir den Fall, dass n = 2k gerade ist (siehe Abbildung[1.3).

Nach der ersten Runde des Dolchens ist jeder Rauber mit einer geraden Num-
mer im Kreis tot. Im Prinzip haben wir die gleiche Situation wie mit eine Aus-
gangszahl von k = n/2 Rédubern, nur hat der Rauber, der jetzt an Stelle x im
Kreis steht, die Nummer 2x—1. Also ist J(n) = 2J(n/2) —1 fiir gerades n = 2k:

(1.1) J(2k) = 2J(k) — 1 fir k > 1.

Wie sieht es mit ungeradem n = 2k + 1 aus? Nach dem Eliminieren der
Person 2k wird als nédchstes Person 1 erledigt, so dass wir die Situation aus
Bild L4 haben und J(n) = 2J((n —1)/2) + 1 folgt, also

1.2) J(2k+1) =2J(k) + 1 firk > 1

folgt.
Behauptung: Wennn =2™ +{mit0 < { < 2™ist J(n) =20+ 1.

Beweis: (IA) m = 0: Hier ist dann { = 0 und n = 1, so dass die Aussage
offenbar richtig ist.

VAN

Wo ist hier der Fehler?

/N

Notiz: Es zeigt sich hier, dass Mathematik
wirklich praktisch sein kann. Immerhin
sichert sie hier Josephus das Uberleben.
Davon abgesehen ist ein friedliches
Miteinander sowieso besser!
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2k
] 2k —1 3

2 ) 2k —3 5
3 7

Abbildung 1.3: Situation beim Josephus-Problem fiir gerades n = 2k.

2k +1 3
] 2k + 1 o
2 ) 2k —1 7
3 9

Abbildung 1.4: Situation beim Josephus-Problem fiir ungerades n = 2k + 1.

(IV) Die Aussage gilt fiir alle m’ < m.

(IS) Wir betrachten n = 2™ + {. Wir treffen eine Fallunterscheidung, ob n
gerade oder ungerade ist.

Falls 2™ + { = 2k gerade ist, dann ist { = n — 2™ = 2k — 2™ gerade. Daher gilt

j2m 40 o1 1 e2) 1Y 22024 1) =1 =204 1.

Fiir ungerades n = 2k + 1 = 2™ + { ist der Beweisschritt kaum komplizierter.
Wir haben

4

1 1
@, L)H@Z(ZTH)HZZEH.

jam+0 Eem 4

Dies war zu zeigen. <

1.4 Ganze, rationale und reelle Zahlen

Schliisselworter:  Der Korper R, obere und untere Schranken
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N Menge der natiirlichen Zahlen 1,2, 3, ...
No Menge der nicht negativen ganzen Zahlen 0,1, 2,3, ...
Z Menge der ganzen Zahlen
Q Menge der rationalen Zahlen (Briiche)
R Menge der reellen Zahlen
R™,R™ Menge der negativen/positiven reellen Zahlen
Ry,RJ Menge der nicht-positiven/nicht-negativen reellen Zahlen
RxR =R?® RxRxR=R} RxRx---xR=R"

In den reellen Zahlen gelten die folgende Rechengesetze fiir alle a,b,c € R

a+b=b+a und a-b=b-a (Kommutativgesetze)
at+(b+c)=(a+b)+c und a-(b-c)=a-(b-c) (Assoziativgesetze)
a-(b+c)=a-b+a-c und (a+b)-c=a-c+b-c (Distributivgesetze)
Neben der Tatsache, dass in der Menge R der reellen Zahlen die Gesetze der

Addition und der Multiplikation gelten, haben in R auch die Grundgesetze
der Ordnung Bestand: Grundgesetze der Ordnung

(O1) Fiir je zwei reelle Zahlen a und b gilt genau eine der drei folgenden
Beziehungen:
a<b, a=b, a>b.

(O2) Ausa<bundb < cfolgta<c.
(O3) Aus a < b und fiir beliebiges c € R folgta+c < b +c.
(O4) Aus a < bund c > 0 folgt ac < be.

Bemerkung 1.18 (Schreibweise fiir Intervalle)

[a,b] :={x € R:a < xund x < b}, la,b]:={x € R:a <xund x < b}
[a,b[:={x € R:a < xundx < b}, la,b[:={x € R:a <xund x < b}
[a,b] x [c,d] :== {(x,y) eR?:xelabl,ye [c,d]}

Definition 1.19 (Schranken fiir Mengen, Beschranktheit von Mengen)

Sei M C R. Eine Zahl s € R heifit obere (untere) Schranke fiir M und M nach obere (untere) Schranke fiir M
oben (nach unten) beschrinkt, wenn x <'s (x > s) fiir alle x € M gilt. Die Men-
ge M heift beschrinkt, wenn sie sowohl nach oben als auch nach unten beschrinkt
ist. beschrankt

nach oben (nach unten) beschrankt

Beispiel 1.20
(a) A ={1:xeR\{0}} ist unbeschrankt.

(b) B = {% IX € R*} ist nach unten beschrankt (beispielsweise durch 0), aber
nach oben unbeschrankt.

(c) C= {1 —1l:neN } ist nach oben und nach unten beschréankt.

N
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Maximum

Infimum

Minimum

imagindre Einheit

A

Mathematiker und Ingenieure haben hier
etwas unterschiedliche Konventionen!

Definition 1.21 (Supremum, Infimum, Minimum, Maximum)

Eine obere Schranke s € R fiir die Menge M C R heifst Supremum (,kleinste obere
Schranke”) von M (in Zeichen: s = sup M), wenn fiir jede obere Schranke uw von M
gilt: s <. Falls s = sup M und s € M, so bezeichnen wir s als Maximum von M
und schreiben s = max M.

Analog nennen wir eine untere Schranke s € R fiir die Menge M C R Infimum
(,.grofite untere Schranke”) von M (in Zeichen: s = inf M), wenn fiir jede untere
Schranke £ von M gilt: £ < s. Falls s = inf M und s € M, so bezeichnen wir s als
Minimum von M und schreiben s = min M.

Beispiel 1.22
(a) Das Intervall I = [a, b] ist beschriankt mit a = minI und b = maxI. Fiir
I’ =]a, b] haben wir a = inf I’ aber I’ hat kein Minimum.

(b) Fiir dieMenge C={1— 1 :n e N} gilt0 =inf C=minCund 1 =supC,
aber 1 ¢ C.

<

1.5 Komplexe Zahlen

Schliisselworter: Der Korper C, Realteil, Imaginarteil, Betrag,
Polarformdarstellung, nte Wurzeln

Definition 1.23
Mit C bezeichnen wir die Menge aller Paare zweier reeler Zahlen mit den folgenden
Verkniipfungen (fiir (x1,y1), (x2,y2) € C):

Addition :  (x1,x2) + (y1,Y2) = (x1 +y1,%x2 +Y2)
Multiplikation :  (x1,%2)(y1,Y2) = (X1Yy1 —X2Y2,X1Y2 + X2Y1).

Man verifiziert leicht durch Rechnen, dass in C die Kommutativ-, Assoziativ-
und Distributivgesetze gelten. Mit der Definition der Operationen gilt fiir alle
(x,0) € Cund (y,0):

(%,0) + (y,0) = (x +y,0)
(%,0) - (y,0) = (xy —0-0,x-0+0-y) = (xy,0).

Damit konnen wir R als Teilmenge von C ansehen, indem wir das Paar (x, 0)
mit der Zahl x € R identifizieren. Es gilt weiterhin:

(0)1)(()»1) = (*LO)

und das spezielle Paar (0, 1) nennen wir imagindre Einheit. Mathematiker
schreiben:
i:=(0,1),

bei den E-Technikern hat sich die Definition
j=1(0,1)
eingebtirgert. Fiir alle (x1,x,) € C haben wir

(x1,%2) = (x1,0) + (0,x2) = x1(1,0) +x2(0,1) = %7 - T +x2 -1 =x1 + ix2,
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d.h. (x1,x2) =x1 +1ix2 € C. Fur z = (x7,x2) € C konnen wir also den Realteil
und den Imaginarteil von z wie folgt definieren:

Rez = Re(x1,x2) :=x1 (Realteil von z)

Imz =Im(x1,x2) :=x2 (Imaginarteil von z).

Letztendlich definieren wir zu z = (x7,x2) € C

Z:=(x1,—%x2) =x1 —ix2 (konjugiert komplexe Zahl zu z)
lz| == \/x3 + x5 (Betrag von z).
Es gilt offenbar:

2l = /%3 +x3 = V(x1,%2) - (x1,—%2) =Vz - Z.

Beispiel 1.24
(@) z=3+4+2i=(3,2):2=3-21=(3,-2), |zl =32 +22 =13

2 2
(3 + @ -+ 55— 30

1 217i _247i _ 2 | 7 _ 2 _
(@ z=75= T (2570 — dide — 53 T3 Rez= g5, Imz = 5

Die Rechenregeln fiir die Konjugation und den Betrag fassen wir zusammen:

Beobachatung 1.25 Fiir komplexe Zahlen z,w € C gelten folgende Rechenregeln:

Z=1z lz| = Vzz
2z = x> +y? lzwl| = [z] - [w]
L z |z|
zZ+W=Z+w ’—‘ = —
w [w
1/z=1/z |z +w| < |z| + |wl| (Dreiecksungleichung)
1
Rez = E(Z +Z)
1
Imz=—(z—2
mz 7 (z—2)

Die obigen Rechenregel sind bis auf die Dreiecksungleichung sehr einfach zu
beweisen. Die Dreiecksungleichung zeigt man wie folgt:
lz4+wW? = (z4+W)(Z+W) =22+ 2W + Zw + Wi
= |z]% 4+ 2Re(zw) + [W|?
<[22 + 20zw| + [wi?
= [21? + 2Jz| - wl + wf?

= Izl + ).

Wurzelziehen liefert nun die Dreiecksungleichung.
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Abbildung 1.5: Komplexe Zahl z = x + iy als Punkt (x,y) in der Ebene R?.

Man stellt sich die reellen Zahlen gerne als Punkte auf der Zahlengeraden vor.
Nach Gauf$ kann man sich entsprechend die komplexen Zahlen als Punkte
im R? vorstellen: die komplexe Zahl z = x + iy ist der Punkt mit den Koordi-
naten (x,y) (vgl. Abbildung [L5).

Die komplexe Zahl z = x + iy mit z # 0 ldsst sich auch schreiben als
Y

X .y - .
z=1Z|[— +1—) =vX+1 +1 .
|M\ZI IZI) y(\/x—l-iy \/x—l-iy)
=:u =V

Wir haben dann u? +v? = 1 und damit ist (u, v) ein Punkt des Einheitskreises
(vgl. Abbildung [1.6). Daher gibt es eine (bis auf Vielfache von 27t eindeutig
bestimmte Zahl ¢, so dass u = cos ¢ und v = sin ¢ gilt.

Definition und Satz 1.26 (Polarformdarstellung)
Jeder komplexen Zahl z = x + iy # 0 kann mittels

X y .
— =cos@, — =sing
2| 2|
ein Winkel ¢ € [0, 2n[ eindeutig zugeordnet werden, der Argument von z genannt
und im Bogenmaf$ gemessen wird. Diese Abbildung ist sogar bijektiv, so dass z mit
dem Paar (|zl, @) identifiziert werden kann. Zusitzlich vereinbart man, dann jedem
¢ € R\ [0, 27[ der eindeutig bestimmte Wert @ € [0, 27t[ zugeordnet wird, den man
durch Addition bzw. Subtraktion eines ganzzahligen Vielfachen von 2 erhilt. Damit
gilt dann

x + 1y = |z| cos @ + ilz|sin @ = |z|(cos @ + isin @).

Die Polarformdarstellung ist mitunter sehr niitzlich. Sind z; = ry(cos @1 +
isin @) und z; = 12(cos @2 + isin ¢2). Dann gilt:

2122 = T1712(COS 1 COs Q2 — sin 1 sin @2 ) + i(cos @1 sin @2 + sin @1 cos @2 )

(1.3)
=r1i12(cos(@1 + @) +isin(@1 + @2)).
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U = CoS @

Abbildung 1.6: Punkt auf dem Einheitskreis

Seien alle (reellen und komplexen) Losungen der Gleichung

(1.4) " =1

gesucht. Wir setzen z = r(cos ¢ + isin ¢). Dann gilt nach (Induktion!)
z™ = 1™ (cos(ne) + isin(ne)) = 1(cos 0 + isin0).

Daraus folgt 1 = 1 und n@ = 2k fiir eine ganze Zahl k € Z. Die Glei-
chung (1.4) hat also n verschiedene Losungen, d.h. es gibt n verschiedene nte

Wurzeln

2k 2k
zk:cos—ﬂ—i—isin—n, k=0,...,n—1.
n n

1.5.1 Wozu braucht man iiberhaupt komplexe Zahlen?

Eine Motivation fiir die komplexen Zahlen ist nattirlich, dass man in den reel-
len Zahlen keine Losung fiir die Gleichung

x? = —1

findet. Die komplexen Zahlen sind aber unter anderem auch in einigen Berei-
chen der Elektrotechnik unglaublich hilfreich. Wir greifen hier zur Illustration
kurz auf die Exponentialfunktion fiir reelles t

t._ —
(1.5) e i=expt:= E . W
k=
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und die Differentiation vor. Es gilt exp” = exp und mit der Kettenregel folgt
daher 4

@At oAt

T Aet.
Wachstums- oder Zerfallsvorginge x erfiillen die sogenannte Wachstumsglei-
chung:

o
dt
in anderen Zeichen
(1.6) X = cX.

Ein Losung der Differentialgleichung (L.6) ist x(t) = e°'. Haben wir noch
einen Anfangswert x(0) = « gegeben, so ist x(t) = «e* eine entsprechen-
de Losung.

Wir betrachten nun die etwas kompliziertere Differentialgleichung
(1.7) X =—x.

Sie ergibt sich unter anderen, wenn man die Auslenkung x(t) einer an einer
Feder befestigten Masse aus der Ruhelage betrachtet: Die Tragheitskraft ist
durch

Masse - Beschleunigung = mx

gegeben. Wir haben hier den Fall m = 1. Die Riickstellkraft der Feder ist
—kX(t),

wobei k die Federkonstante ist. Das Newtonsche Gesetz liefert dann die
Schwingungsgleichung
mX + kx = 0.

Wir betrachten den Fallm =k = 1.
Wie sieht hier eine Losung aus? Wir haben mit unseren Erfahrungen von oben
sofort eine Idee, wie wir (I.7) 16sen kénnen:

X(t) _ e:i:it
ist Losung von (L.7). Dies ist offenbar eine komplexe Funktion. Macht das
Sinn? Gibt es diese Funktionen tiberhaupt?

Ein Moment des Uberlegens zeigt, dass auch x(t) = sint und x(t) = cost
Losungen von (L.7) sind. Nach den Gesetzen der Differentiation ist damit auch
jede Linearkombination

x(t) = xcost+ Psint

eine Losung von (7). Es gilt dann x(0) = o« und %(0) = 3. Wenn die Lsung
des Anfangswertproblems
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eindeutig bestimmt ist (und dies muss aus physikalischen Griinden bei unse-
rem Federpendel so sein), so muss dann offenbar

(1.8) e'* =cost +isint

gelten. Die Gleichung (L.8) heifit Euler-Relation. Mit der Polarkoordinaten-
darstellung von oben erhalten wir damit die Euler-Formel

z =|zle'®

fiir z # 0. Sie ldsst sich auch einfach mittels der Reihendarstellung der Funk-
tionen exp, sin und cos zeigen (vgl. (L.5)). Wir beschiftigen uns spiter noch
mit dieser Reihendarstellung.
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Definitionsbereich
Wertebereich

Argument

Information: Der hier vorgestellte
Funktionsbegriff ist streng genommen ein
intuitiver. Wenn Mathematiker ganz genau
sein wollen, dann definieren sie eine
Funktion f iiber eine geordnete Teilmenge G ¢
des kartesischen Products A x B mit der
Eigenschaft, dass fiir jedes a € A hochstens
ein Paar (a,b) € Gy existiert. Die Funktion f
selbst ist dann in naheliegender Weise
definiert: Ist (a,b) € G¢, sosei b = f(a),
ansonsten ist f(a) undefiniert.

Einschrankung

Fortsetzung

Abstandsfunktion

Kapitel

Funktionen und ihre
Eigenschaften

Funktion, Nullstelle /b-Stelle, Hornerschema,
Polynomdivision, Symmetrie, Monotonie,
Umkehrfunktion, Beschrdnktheit, Komposition

Schliisselworter:

2.1 Funktionen

Definition 2.1

Unter einer Funktion f : A D Dy — W¢ C B versteht man eine Vorschrift, die jedem
Element x der Menge D¢ genau ein Element y der Menge W zuordnet (Schreibweise:
y = f(x). Die Menge D wird dabei der Definitionsbereich der Funktion f genannt,
die Menge Wy heifit Wertebereich der Funktion und x das Argument der Funktion.

Man kann die Einschriinkung einer Funktion auf eine Teilmenge D des Definitions-
bereichs Dy definieren:
fip:D — f(D) C Wy, fip =f(x)fiirx €D C Dy.

Eine Funktion f: Ds C D — W; O Wk heifst Fortsetzung der Funktion f, falls f
eine Einschriinkung der Funktion f ist.

Beispiel 2.2
(@) f: R — R mit f(x) = x?

(b) f: N — N mit f(n) := Anzahl der Primfaktoren von n

1/2
(@ f:R™ = Rmitf(x1,x2,...,%n) = (xF +x3 4—--~+x,21)1/2 = (Z;; X]Z) ,
insbesondere f: R? — R mit f(x,y) = /x2 +y? (Abstandsfunktion)

(d) f:R? =R mit f(x,y)=Xx—y
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gof

o
Z

Abbildung 2.1: Verkettung von zwei Funktionen f: X — Yund g: Y — Z.

X wenn x > 0
(e) Betragsfunktion:|-[:R —- R mit x— [x|= -
—x wennx < 0

1 wennx>0
(f) Signumfunktion:sgn: R — R mit sgn(x) =<0 wennx=0
—1 wennx <0
Es gilt x| = x sgn(x).
(g) GauBlsche Klammerfunktion: [-] :R - R mit [x] =max{keZ:k <x}
(h) D:Cyla,b] — Cola,bl, f+— Df=1f" (Differentialoperator)

<

Sei f: A D D¢ — B eine Funktion. Fiir eine Teilmenge S C D¢ definieren wir
das Bild von S unter f mittels:

f(S) :={f(x) : x € S}.
Weiterhin definieren wir fiir T C B das Urbild von T unter f durch:

£f71(T) :={x: f(x) € B}.

Beispiel 2.3
Ist f: R — R mit f(x) = x?, soist f~1(4) = {2, -2} und ([0, 1]) = [0, 1]. <

Wir fithren jetzt noch die Verkettung von Abbildungen ein:

Definition 2.4 Seien f: X — Y und g: Y — Z zwei Abbildungen. Dann heif$t die
Abbildung
gof: X—=27Z, xm g(f(x))

die Verkettung oder Hintereinanderausfiihrung von f und g (vgl. Bild2.1).
Wir kommen jetzt zu den wichtigen Begriffen der Injektivitat, Surjektivitat

und Bijektivitat. Erfahrungsgeméfi haben Studierende damit zunéchst Proble-
me, obwohl die Begriffe selbst eigentlich ganz einfach sind.

Definition 2.5 (Injektiv, surjektiv, bijektiv) Sei f: X — Y eine Funktion. Wir
nennen f

1. injektiv, wenn gilt: f(x) = f(y) = x =y (,Jedes b € Y hat hichstens ein
Urbild”);

Signumfunktion

Gaufsche Klammerfunktion

Differentialoperator

Bild

Urbild

A

Obwohl wir hier f~! schreiben, sagt dies
nichts, aber auch absolut nichts, tiber eine
Umkehrfunktion von f aus!

injektiv
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2. surjektiv, wenn gilt: f(X) =Y; (,Jedes b € Y hat mindestens ein Urbild”);

3. bijektiv, wenn f injektiv und surjektiv ist. (,Jedes b € Y hat genau ein Ur-
bild”);

Beispiel 2.6
1. Wir betrachten die Funktion fi: Z — N mit f;(x) := x?. Dann ist f; ist
weder injektiv (denn f(—1) = f(1) = 1) noch surjektiv (denn z.B. hat 2
kein Urbild).

2. Die Funktion f;: {1,2,3} — {1,2} ist surjektiv, aber nicht injektiv (da
f(1) =1(2)=1).

3. Die Funktion Sei f3: {1,2} — {1,2,3} mit f3(1) = 2 und f3(2) = 1 ist
injektiv, aber nicht surjektiv (da f? (3) = 2).

4. Die Addition zweier nattirlicher Zahlen 4: N x N — N ist surjektiv (0 +
n = n fiir alle n € N, also kommt jedes n € N also Bild vor), aber nicht
injektiv (dazB.1+3=2+2=4).

<

Ist f: X — Y bijektiv, so kommt jetzt tatsdchlich die oben bereits erwdhnte
Umkehrabbildung ins Spiel. Fiir ein bijektives f: X — Y hatjedesy € Y genau
ein Urbild, so dass wir hier jetzt eine Funktion f~': Y — X wie folgt definieren
koénnen:

1 (y) := x falls f(x) = y.

Aufgrund der Bijektivitit wird f~! fiir alle y € Y eindeutig definiert. Aufer-
dem ist dann fiir alley € Y:

(2.1) {1} =1"({yh
bzw. mit f(x) =y
(2.2) {x}=1"({y}),

wobei auf der rechten Seite von (2.I) und 2.2) das Urbild der einelementigen
Menge {y} steht, wie wir es in (L.I) definiert haben.

Wir fassen zusammen: Falls f bijektiv ist, so hat f~' aus (L) tatsachlich et-
was mit der Umkehrfunktion zu tun und die Notation aus (L) ist wirklich
sinnvoll. Umgekehrt ist f~' (B) fiir jede Funktion f: X — Yund B C Y definiert
(nicht nur fiir bijektive Funktionen) und sagt nichts, aber auch gar nichts, tiber
die Bijektivitdt von f aus.

Definition 2.7
Sei A C R, f: A — R eine Funktion und sei b € R beliebig. Dann heifst

a € A eine b-Stelle von f, wenn f(a) = b.

a € A eine Nullstelle von f, wenn f(a) = 0.

Die reelle Zahl a ist eine b-Stelle von f genau dann, wenn a eine Nullstelle der Funk-
tion g mit g(x) = f(x) — b ist.
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2.2 Polynome

Ein (komplexes) Polynom vom Grad n ist eine Funktion p: C — C der Form
pz) = anz™ + an_1z2" '+ -+ a1z + ao

fur ein n € N mit Koeffizienten ay, ..., an € C. Sind alle a; sogar reelle Zah-
len, dann ist p sogar eine Funktion von R nach R und wir nennen p dann
relles Polynom.

Ist f(x) = % mit Polynomen p,, (x) und qm (x), so nennen wir f gebrochen-
rationale Funktion.

Beispiel 2.8
Sei f: R — Rmit f(x) = ax? +bx+c, a,b,c € R, a # 0, ein Polynom 2. Grades.
Seine Nullstellen werden bestimmt durch

2 2
b b b b
0=f(x)=ax’* +bx+c=a Pt oxt+ ) =al 2ot () () +&
a a 2a 2a 2a a

=a

1.Fall: b2 >4ac = zwei Nullstellen, nimlich

X1 = l\/b2—4ac—£, X2 :—;—a\/b2—4ac—%

2a 2a

2.Fall: b2 =4ac = eine (doppelte) Nullstelle, ndmlich x; ,, = — 2

3.Fall: b2 <4ac = keine reelle Nullstelle
<

Satz 2.9 (Fundamentalsatz der Algebra) Ist p: C — C ein komplexes Polynom,
so hat p mindestens eine Nullstelle in C.

Satz 2.10 (Fundamentalsatz der Algebra fiir reelle Polynome) Ist p,, : R —
Rmitpn(x) = 35 a;x) ein reelles Polynom n-ten Grades (d.h. mitn € N, a; € R
fiirj =0,...,nund ay #0), so

1. gibt es mindestens eine reelle Nullstelle, wenn n ungerade ist.

2. lisst sich pn (x) stets als Produkt von Polynomen 1. und 2. Grades schreiben in

der Form
Prnx) =an(x—x7) ... (x = xs) (x> +b1x+¢1) ... (x* + brx +c;)
mit 2r +s =mn, bj,c; € R.
Dabei sind x1, . .., xs Nullstellen des Polynoms und x* + bjx + ¢; Polynome

2. Grades ohne reelle Nullstellen, j € {1,...,1}.

Will man den Funktionswert p(xo) eines Polynoms p an einer Stelle x, effizi-
ent berechnen, so hilft das sogenannte Hornerschema: Gilt p,(x) = anx™ +
An X" "+ +ayx + ap, so geht man nach der folgenden Methode vor:

. 2 b’ —4ac o (il > b2 —4dac
2a 4q? 2a)  4a?

relles Polynom

gebrochen-rationale Funktion

Hornerschema
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an An—1 an—2 an—3 oo ag Qo

+ + + + +
X0 0 bn_1%0 bn_2%0 bixo boxo
‘ bnf1 = an /\ bnfz / bn73 /\ bO / pn(xﬂ)

Es gilt dann fiir alle x € R:

Pr(x) = Pn(x0) = (bnoax™ ' +bn2x™ 2 + -+ +byx +bo) (x —xo)

n—1
(2.3) = Z bjxj (x —x0).
j=0
Ist insbesondere p, (xo) = 0, dann haben wir
n—1 )
2.4) prlx) = (x—x0) 3 by,
j=0

Beweis: Zunichst gilt nach Definition des Verfahrens

bn_1 = an,
brn_2 =bn_1X0 + an_1 = AnXo + An_1

2
bn3 =bn_2%X0 + an—2 = (AnX0 + An_1)X0 + An—2 = AnXj + An_1X0 + An_2

_ _ n—3
by =baxo + a2 = (anxg

+ - Faz)xo + az

bo =bixo + a1 = (@nxf 2+ -+ azxo + az)xo + a1
Pnlxo) =boxo + ao
Wir zeigen nun die Gleichung @2.3):

(D1 Xx™ 4+ bp X" 2 4+ byx + bg)(x —xo)
= (anx™ " 4 bn 2x™ 24+ +bix+bo)x
— (b X by aX™ 2 4 -+ bix + bo)xo
= anX™ + (bn_1%0 + an_1)X™ "+ (bn_2x0 + an_2)x" 2+ + (brxo + a1)x
— b 1x™ Txg — bpoax™ 2xg — - -+ — b1xX0 — boXo
= anX™ + an X"+ arx — (anxd + -+ arxo)
= Pn(x) —pnixo)

Beispiel 2.11
(@) s(x) =x® +4x> +3x* —10x3 — 26x% —24x — 8, xo = —3

(b) s(x) =x® +4x> 4+ 3x* —10x3 — 26x2 — 24x — 8, xo = —1

(c) s(x) =x>+3x°4 —10x? — 16x — 8, xo = —1
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Das Hornerschema liefert den folgenden

Satz 2.12 (Polynomdivision) Sei n € N. Jedes reelle Polynom nten Grades hat
hachstens m reelle Nullstellen. Hat man ein Polynom n-ten Grades p,, mit Hilfe des
Hornerschemas auf die Form

Pnl(x) = (x —%0)pn_1(x) + 10

gebracht, so liefert die Division durch (x — xo)

fiir x mit qm(x) # 0,

wenn grad qm = m < n = grad pn(x) gilt. Dabei ist s = grad hs = n — m und
gradr < grad qm = m.

Beispiel 2.13

(x® +4x% + 3x* —10x3 —26x% — 24x — 8) : (x* +2x + 2)
=(x*—4)(x*+2x+1)
=x'4+2x3-3x2—8x—4

2.3 Weitere Eigenschaften von Funktionen

Definition 2.14 (gerade,ungerade,monotone Funktionen)
Sei f: A — R eine Funktion mit A C R. Wir nennen

(a) gerade (ungerade), wenn mit x € A auch —x € A ist und f(—x) = f(x)
(f(x) = —f(—x)) fiir alle x € A gilt.

(b) monoton wachsend, wenn aus x1,x; € A mit x; < x; stets f(x1) < f(x2)

folgt.

gerade

ungerade

monoton wachsend

(c) streng monoton wachsend, wenn aus x1,x; € A mit x1 < xp, stets f(x1) < streng monoton wachsend
f(x2) folgt.

(d) monoton fallend, wenn aus x1,x, € A mit x1 < x2, stets f(x1) > f(x2) folgt. monoton fallend

(e) streng monoton fallend wenn aus x1,x2 € A, X1 < X2, stets f(x1) > f(x2) streng monoton fallend
folgt.

() monoton (bzw. streng monoton), wenn f monoton wachsend oder monoton fal-
lend (bzw. streng monoton wachsend oder streng monoton fallend) ist.

monoton

streng monoton
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Beispiel 2.15
f(x) = x? und f(x) = x*" sowie f(x) = cos(x) sind gerade Funktionen, f(x) =
x3 und f(x) = x*™*! sowie f(x) = sin(x) sind ungerade Funktionen.

f:Ry R mit f(x)= x? ist streng monoton wachsend
f:Ry =R mit f(x)= x? ist streng monoton fallend
f:R—-R mit  f(x) = x? ist nicht monoton

(x)

f:R—=R mit f

<

Satz 2.16 Jede streng monotone Funktion f: R O A — Rist injektiv. Jede injektive
Funktion f: R O A — R besitzt eine Umkehrfunktion =1 : Wy — A gegeben durch
f1(y) = x, wenny = f(x) ist.

Beispiel 2.17
(@) f: R — Rmitf(x) = %x + 2 besitzt die Umkehrfunktion f~'(y) = 3y — 6,
denn ausy = %x +2folgt3(y—2) =x.

(b) f: R — R mit f(x) = vx% + 1 besitzt keine Umkehrfunktion, da aus y =
VxZ + 1stetsy? = x? +1,und damit y? — 1 = x? bzw. x = +/y2 — 1 folgt.

(¢ f:R§ — Rmit f(x) = v/xZ + 1 besitzt die Umkehrfunktion f~! : R D
Wr — R mit f~'(y) = \/ﬁ, wobei Wy = RJ

(d) f: Ry — Rmit f(x) = vx? + 1 besitzt die Umkehrfunktion f~' : R D
W — Ry mit f~'(y) = y/y2 — 1, wobei Wy = R§
<

Definition 2.18 (Beschrinktheit von Funktionen)

Die Beschriinktheit einer Funktion f : R O A — R ist iiber die Beschriinktheit
der Menge f(A) C R erklirt (siehe hierzu Definition [L19). So ist z.B. f nach oben
beschrinkt, wenn es eine Zahl s € R gibt mit f(x) < s fiir alle x € A.

Satz 2.19 Es gelten die folgenden Aussagen zur Beschrinktheit von Funktionen:
1. Summe und Produkt beschrinkter Funktionen sind beschrinkt.

2. Die Summe zweier monoton wachsender Funktionen ist monoton wachsend.

Definition 2.20 (Komposition von Funktionen)
Sind f: R 2O A — Rund g: R D B — R Funktionen und

(a) Gilt f(A) CB,soistgof: A — Rmit (gof)(x):= g(f(x)) eine Funktion.
(b) Gilt g(B) C A,soist fog: B— Rmit (fog)(x):=1f(g(x)) eine Funktion.

Beispiel 2.21
Sei f(x) = v/x g(x) = x —42. Dann gilt

gof:Rf - R mit g(f(x)) =vx—42

= const ist monoton wachsend und monoton fallend
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aber
g(B) =g(R) =R Z Ry = A
also ist f o g nicht definiert! Mit

g:ROB—=R, gx)=x—42, B={xeR:x>42}=[42, 0]

gilt jedoch g(B) = R C A und f o § ist definiert mit f(g(x)) = v/x —42.



Folge in X

A

Eine reelle Zahlenfolge ist wegen R C C auch
immer eine komplexe Zahlenfolge, aber nicht
umgekehrt.

reelle
komplexe Zahlenfolge
konvergent

Grenzwert

divergent

Kapitel

Zahlenfolgen und Grenzwerte
von Zahlenfolgen

Schliisselworter:  Zahlenfolge, Konvergenz/Divergenz, Grenzwertsitze

3.1 Folgen

Wichtige Funktionen sind solche Funktionen, deren Definitionsbereich gerade
N oder eine Teilmenge von N ist.

Definition 3.1 (Folge)
Eine Funktion a: N — X mit n — a(n) = a,, heifit eine Folge in X. Wir schreiben
dann auch (an)n C X.

Falls X = R bzw. X = C und (an)n C X so nennen wir (an)n eine reelle bzw.
komplexe Zahlenfolge.

Definition 3.2 (Konvergenz einer Folge, Grenzwert)

Eine komplexe Zahlenfolge (an)n C C heif$t konvergent, falls es ein a € C gibt mit
folgender Eigenschaft: Fiir jedes ¢ > 0 gibt es eine natiirliche Zahl N = N, so dass
fiir allen > N stets |an, — al < € gilt.

In diesem Fall nennen wir a auch den Grenzwert der Folge (an)n und schreiben
a=limn_,o an oder ap — a.

Eine nicht konvergente Folge heift divergent.

Beispiel 3.3
1

(a) Die Folge (a,)n mit a, = ;; konvergiert gegen 0.

Zu ¢ > 0 konnen wir N € N mit N > %ﬁnden. Fir n > N gilt dann
1/n<T1/N<e.

(b) Die Folge (an)n mit a,, :=n divergiert.
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Ein notwendiges Kriterium fiir die Konvergenz einer Folge ist ihre Beschrankt-
heit.

Definition und Satz 3.4
Eine Folge (an)n heifit beschrinkt, wenn die Menge {a,, : n € N} beschrinkt ist.
Jede konvergente Folge ist beschrinkt.

Beweis: Sei (an)n mit an, — a konvergent. Zu ¢ := 1 finden wir N, so dass
lan —al < ¢ = 1 furn > N. Es folgt |an| < |a| + 1 fiir n > N. Wiahlen
wir s := max(|la] + T,max{lan| : n = 0,...,N —1}), so gilt |a,| < s fiir alle
n e N. O

Satz 3.5 1. Wenn eine reelle Zahlenfolge (an)nen monoton wichst und nach
oben beschrinkt ist, dann ist (an)nen konvergent, und es gilt

lim an, =sup{a,:n €N}.
n—oo

2. Wenn eine reelle Zahlenfolge (bn)nen monoton fillt und nach unten be-
schrinkt ist, dann ist (by )nen konvergent, und es gilt

lim b, =inf{b, : n € N}.
Beispiel 3.6

(@ an = (=)™, (an)nen ist eine alternierende Folge, die beschrankt ist,
aber divergiert.

(b) an = (—1)™1 ist eine konvergente alternierende Folge.
(c) an = %, (an)nen ist monoton fallend und nach unten beschrinkt, also
konvergent:

n—oo n—oo N

lim a, = lim W:inf{Z:neN}:O

(d) ap, =4 — %, (an)n € N ist monoton wachsend, nach oben beschrankt
und daher konvergent:

lim a, = lim (4—3) :sup{4—3:n€N}:4
n n

n—oo n—oo

(€) an = V1, (an)n € N ist monoton wachsend, nach unten beschrankt,
aber nicht nach oben = divergent

(f) sn = Z]T; j = “(n;” ist nach unten beschridnkt, aber nicht nach oben;
divergent, da streng monoton wachsend

<
Oft will man zeigen, dass eine Folge konvergiert, ohne jedoch den Grenz-

wert der Folge bestimmen zu miissen. Hier hilft das Konvergenzkriterium
von Cauchy:

beschrankt
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Satz 3.7 (Cauchysches Konvergenzkriterium) Eine Folge (an)n komplexer Zah-
len konvergiert genau dann, wenn (an)n eine Cauchyfolge ist, d.h., wenn es zu
jedem € > 0 ein N € N gibt, so dass fiir alle n,m > N gilt: [an — am| < e.

Nitzlich zur Bestimmung von Grenzwerten sind die folgenden Grenzwert-
sdtze:

Satz 3.8 (Grenzwertsitze) Sind (an)nen und (bn)nen konvergente Folgen sowie
c € R, s0gilt

(1)  lim (ap £bn) = lim a, &+ lim b,

n—oo n—oo n—oo

(2)  lim (ah,bn) = lim a, - lim b,
n—oo n—oo n—oo

Sei by, # 0 fiirn € N und limy,_,o, by, # 0. Dann gilt

(3) lim &n = iMoo Gn

n—oo by limp 500 b

(4)  lim (can) =c- lim a,

Beweis: Wir beweisen nur die erste Behauptung, der Rest geht analog. Es gelte
limn 00 an = aund limy o by, = b. Sei ¢ > 0 gegeben. Wir finden Ny > 0,
so dass fiir alle n > Ny gilt: |a,, — al < /2. Analog gibt es N, > 0, so dass
fur allen > N, gilt: [by, —b| < ¢/2. Fiir allen > N := max{Ny, N,} haben wir

dann:
l(an +bn) —(a+b)|=[(an —a) + (by — b))
<lan + a| + by, — b| (Dreiecksungleichung)
<ef2+¢e/2=c¢.
Es folgt limn, o0 (an +bn) =a+b. O
Beispiel 3.9

(a) Die Folge (an)nen sei rekursiv definiert durch
ar =3, any1 = aﬁfL

a; =3, a =8, a3 = 63,... = Vermutung: (an)nen ist monoton
wachsend.

Beweis: Wir zeigen die Behauptung A(n): 3 < an, < anyg
(IA) A(M: 3=a1<az=8+
(IS) Es gelte A(m) fiir ein m € N. Dann hat man

AMm+1): amy2 = a%nﬂ_] =(ams1 + D (amer —1) > amer+1 > amp1 >3/

>2 >0

2. Vermutung: (an)nen  ist nicht beschrankt (nach oben)
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(b)

(©

Beweis: Wir zeigen die Behauptung A(n) : an, > m
(A) AM:a;=3>214/, AR :az=8>2
(IS) Es gelte A(m) fiir ein m € N\ {2}, m > 2. Dann erhélt man
AMm+1): amyr=a2 —1=(am+Nlam—1)>(m+1)(m-1)
>m+1 dam>2

Sei (an )nen rekursiv definiert durch
1 1 5
ar; =0, an—b—]:Z(an"']) (01=0§02:Z _ﬁbu)

Vermutung: Die Folge ist monoton wachsend.

Beweis: Wir haben die Aquivalenz
1 1
Un < Ani1 & An < Z(an+1)<:>4an§an+1 S3a,<1&an < 3

Wir beweisen durch Induktion die Aussage A(n): an < % fir allen € N.
(IA) A(N): a1 =0< 1.
(IS) Es gelte also A(m) fiir ein m € N. Dann ist

1.1 14

sz3+vV=3 §7*‘/

Daraus ist auch klar, dass (an, )nen nach oben beschriankt ist durch % Also
existiert

1
Umy1 = 4(am+1)

!
4

1

(hm an—|—1) Z(CH—U

‘(an+1))

a= lim an,7 = lim
n—oo n—oo \ 4

woraus folgt

—_

(a+1) = 4da=a+1 = a:%

a—=

4
Sei q € R, q # 1 gegeben und

sn—Zq]

1. Fall: q > 0: 50:1, s1=1+q,s2=1+q+q?% ...sn <sny fiiralle
n € Np; also ist (sn )nen streng monoton wachsend

2Fall: ¢ < 0: sp =1, s = 1—]ql, s2 = 1—Iql+q*, s3 =
1—1ql+1q/? —Iql3,..., also nicht monoton.

1— qn+1
(geometrische Reihe)

Trotzdem gilt fiir |q| < 1:

lim s hmZ ]—hm1_qn+1— !
n—)oon_nﬂoojoq n—oo ]—q _]—q

Fiir q > 1 ist die Folge (sn)n nicht nur monoton wachsend, sondern sogar
nach oben unbeschrénkt, da ™" mit n beliebig grof wird. Also diver-
giert die Folge (sn)n fiir ¢ > 1. Fiir ¢ = 1 gilt s, = n und die Folge
divergiert ebenfalls.

<
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3.2 Reihen

Im letzten Beispiel haben wir bereits eine sogenannte Reile kennengelernt:

Definition 3.10 (Reihe)
Ist (an)n eine Folge, so bezeichnen ordnen wir ihr mittels

Sn = Z Ay
k=0
eine Folge (sn)n zu. Das Symbol
2 an
n=1

nennen wir eine (unendliche) Reihe. Die Zahlen a., heiffen die Glieder der Reihe
und die Zahlen s, Teilsummen der Reihe. Konvergiert (sn)n gegen s, so nennen wir
die Reihe konvergent und schreiben

o0
E an =S,
n=1

andernfalls sagen wir, dass die Reihe )|, ay divergiert.

Lemma 3.11 Falls die Reihe Zflo:] an, konvergiert, so folgt limp o, an, = 0.

Beweis: Konvergiert die Reihe, so bildet nach Satz [B.7] die Folge (sn)n der
Partialsummen eine Cauchy-Folge. Zu jedem ¢ > 0 gibtes N € N, so dass

n

P

i=m+1

(3.1) €>|sn—sml|=

fur allen > m > N gilt. Insbesondere folgt fiir n = m + 1 dann |a,| < ¢ fur
n >N, also a, — 0. O

Beispiel 3.12
Die harmonische Reihe ist die Reihe

TSR
n 2 3
n=1

Man kann (relativ leicht) zeigen, dass die harmonische Reihe divergiert (sie-
he Beispiel 3.16) Dies hat folgende nette praktische Anwendung: Wir wollen
einen Turm aus Ziegelsteinen der Lange 1 so bauen, dass er moglichst weit
,quersteht”. Wir bauen dazu den Turm ,von oben nach unten”, indem wir
den bereits gebauten Turm so auf den nachsten Stein setzen, dass sein Schwer-
punkt gerade {iber der Kante des neuen untersten Steins liegt, der Turm also
gerade nicht umfallt (vgl. Abbildung 3.1). Der oberste Stein (mit der Num-
mer 1) hat seinen linken Rand bei 0.

Sei s;, die x-Koordinate des Schwerpunkts der ersten n Steine (von oben), so
beginnt Stein n+1 bei Koordinate s,,. Sein Schwerpunkt liegt daher bei s, + 5.
Insgesamt liegt der Schwerpunkt des Turms aus n 4 1 Steinen dann bei

1 1
(32) S+l = T—i—] (TIS“ + (Sn + 2)) =Sn + m
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Abbildung 3.1: Turm aus Ziegelsteinen

Wir beweisen durch Induktion, dass s, = 3 Y ¢_; + gilt. Fiir n = 1 ist die
Aussage offenbar richtig. Im Induktionsschritt haben wir wegen (3.2)

n+1

2 T w1l ¢ 1
TS T ) 24 2n+1 2Z

Wegen der Divergenz der harmonischen Reihe kann man den Uberhang be-
liebig grol werden lassen. Zum Beispiel ist 1 Zn 1 7w = 1.04 und man kann
mit fiinf Steinen einen Uberhang von mehr als einem Stein erreichen. <

3.2.1 Absolute Konvergenz
Definition 3.13 Wir sagen, dass eine Reihe Y, a. absolut konvergiert, wenn
die Reihe Y, |an| konvergiert.

Satz 3.14 Ist ) ), an absolut konvergent, so ist }_ -, an auch konvergent.

Beweis: Fiir n > m gilt nach der Dreiecksungleichung;:

m

> lail| =

i=m+1

m

Z lai| >

i=m+1

m

S al.

i=m+1

Falls " °_, |an| konvergiert, so finden wir nach SatzB.Z1zu ¢ > 0 dann N, so
dass Z? m1lail < e fiir alle n,m > N. Nach unserer obigen Rechnung ist
dann auch |} " . ai|| < e SatzBZliefert dann die Konvergenz der Reihe

Zn 7 Qn. O

Die Umkehrung von Satz[3.14] gilt nicht! . Wie wir in Beispiel B.16] sehen wer-
den, divergiert die harmonische Reihe ) >, —-. In Beispiel B.20| zeigen wir,
dass die alternierende Reihe Y ©°_;(— )”T]L konverglert

absolut konvergiert

A

Die Umkehrung von SatzB.I4]gilt nicht!
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3.2.2 Konvergenzkriterien fiir Reihen

Ein hilfreicher Satz zum Beweis der Konvergenz bzw. Divergenz von Reihen
ist der sogenannte Verdiinnungssatz:

Satz 3.15 Sei (an)n eine Folge mit a; > a; > az > --- > 0. Dann konvergiert die
Reihe Y 3°_ | an genau dann, wenn die ,verdiinnte Reihe”

szazk =aj +2a; +4a4 +8ag +...
k=0

konvergiert.

Beweis: Nach Satz[3.5] gentigt es zu zeigen, dass die Teilsummen der beiden
Reihen nach oben beschréankt sind (sie bilden ndmlich wegen der Nichtnega-
tivitidt monoton wachsende Folgen). Wir setzen

n
Spn = Z a;
i=1
n
tn = Zziaza.
i=1

Fiir n < 2¥ haben wir n < 2k — 1 < 2k+T — 1 und damit
Sn < Soxr1_g
=ar+(az+az)+(ag+---+a7)+--+(ap +--+axii_q)
< aj+2az +4a4+~--+2ka2k
= tx.
Andererseits gilt fiir n > 2*:
Sn > Sok

=ar+az+(az+ag)+-+ (a0 +ag)

1
> a4+ a;+2a5 4+ 2 Tan

2
N
= >t
Also sind die Folgen (sn)n und (tx)x entweder beide nach oben beschrankt
oder unbeschrankt. a

Beispiel 3.16
Wir zeigen, dass die Reihe ) °

. %p fir p < 1 divergiert und konvergiert.
Fir p < 0 folgt die Aussage aus der Tatsache, dass %p nicht gegen 0 konver-
giert und Lemma[3.17] Fiir p > 0 kénnen wir den Verdiinnungssatz (Satz[3.15)

anwenden. Wir miissen dann die Reihe

Y X=X Y=Y @)
k=0 k=0 k=0

auf Konvergenz untersuchen. Diese Reihe ist eine geometrische Reihe mit
q = 2'P. In Beispiel B.9 haben wir gesehen, dass diese Reihe genau dann
konvergiert, wenn q < 1 gilt. Es gilt nun 2'~P < 1 genau dann, wenn p > 1
ist. <
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Satz 3.17 (Majorantenkriterium) Ist |an| < by fiir alle n > N und die Reihe
> >°_ by konvergent, so konvergiert y__; an absolut.

Beweis: Im Prinzip 1duft der Beweis genauso wie in Satz Wir haben

m m m
> oaf<| ) lal|<| ) by
i=m+1 i=m+1 i=m+1

Da die Reihe } 77, by, konvergiert, wird der Ausdruck auf der rechten Seite
fiir grofle n, m beliebig klein. Das Cauchykriterium aus Satz[3.7]zeigt dann die
behauptete Konverenz von ) °_; [an|. ]

Satz 3.18 (Quotientenkriterium) Gibt es ein 0 < q < 1, so dass |an+1/an| < q
fiir allen > N ist, so konvergiert die Reihe fo; a,, absolut.

Beweis: Fiir k > 0 gilt |an k| < g*lan|. Also werden fiir grof3e n die Folgen-
glieder a,, dem Betrag nach durch die der konvergenten geometrischen Reihe
lan| Yoy q* dominiert. Die Behauptung folgt nun aus dem Majorantenkrite-
rium in Satz[3.17 ]

Satz 3.19 (Leibniz-Kriterium) Sei (an)n eine Folge mit a1 > a; > az > --- >
0. Dann konvergiert die Reihe )" ;(—1)"ay. .

Beispiel 3.20
Die alternierende harmonische Reihe Y o ;(—1)"1 konvergiert. Dies folgt
unmittelbar aus dem Leibniz-Kriterium. <

A\

Leibniz schreibt sich mit ,z” und nicht mit
tz" wie der Keks!



Notiz: Grenzwerte einer Funktion f: A — C
mit A C C lassen sich fast vollkommen
analog definieren. Wir benotigen dazu nur
noch den Begriff eines Hiufungspunktes:

zp € A ist Haufungspunkt von A, wenn fiir
jedes e > 0einz € A\ {zo} existiert, mit

|z —zo| < €. Ist zg € A ein Haufungspunkt
von A, so schreiben wir lim, ., f(z) = ¢,
falls fiir jede Folge (zn)n in A mit zn — zg
gilt f(zn) — c.

Kapitel

Grenzwerte von Funktionen,
Stetigkeit

Schliisselworter:  Grenzwerte von Funktionen, Stetigkeit

4.1 Grenzwerte

Definition 4.1 (Grenzwert von Funktionen)
Sei f: [a,b] = R und xo € [a, b]. Wir schreiben

lim f(x) =c,
X—Xo0

wenn fiir jede Folge (xn)n in [a, b] mit limp o0 xn = X0 gilt:

lim f(xn) =c.
n—oo

Satz 4.2 (Grenzwertsitze fiir Funktionen) Existieren die beiden Grenzwerte limy_,, f(x)
und limy_, g(x), dann existieren auch die Grenzwerte

lim (f+g)(x), lim (f-g)(x), lim (cf)(x), c € R,

X—X0 X—X0 X—Xo
sowie Xli_)rgo :;(();)), falls X1i_>r§}0 g(x) #0

und es gilt

(1) hmx—»xo (f £ 9)(X) = limx—)xo f(X) =+ hmx—»xo Q(X)

(2) limy_yx, (f- g)(x) = limy_x, F(x) - limx_x, g(x)

. f[x) o limx‘;x f(X)
(3) My o 557 = g0

(4) limy_,x, (cf)(x) = ¢ - limy,x, f(x)
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Beispiel 4.3

. 2_ . — .
(a) hmx—)Z % = hmx—>2 % = hmx—)Z (X + 2) =4

(b) limy_,3 % = 411* =4

x(x3—x2+7 x3—x2+7 _ 7

) 15 z
x(xZ+5) limy 0 x2+5 5

x*—x347x

X3+5x lim, 0

() limy o

4.2 Stetigkeit

Definition 4.4 (Stetigkeit)
Die Funktion f: [a,b] — R heifSt stetig in xo € [a,b], wenn

Iim f(x) = f(xo).

X—Xo

Wir nennen f stetig auf [a, b] und schreiben f € C([a,b]), wenn f in jedem Punkt
aus [a, b] stetig ist.

Beispiel 4.5
1. Jede konstante Funktion f: [a,b] — R ist stetig auf [a, b], da fiir jedes
X0 € [a,b] gilt:

lim f(x) = lim f(a) = f(a) = f(xo).

X—X0o X—Xo

2. Die Identitat f(x) = x ist stetig auf ganz R.
3. Die Funktion f: R — R mit

f(x) = {z

ist stetig in x = 0 und unstetig an jedem anderen Punkt.

fallsx € Q
fallsx e R\ Q

<

Satz 4.6 (Regeln fiir Stetigkeit) Seien f, g: [a,b] — R Funktionen. Sind f und g
stetig in xo € [a,bl, so sind auch die Funktionen f + g, f — g, f - g und f/g stetig
in xo (wobei wir fiir f/g natiirlich g(xo) # 0 voraussetzen).

Beispiel 4.7
Polynome haben wir bereits in Abschnitt kennengelernt. Ein reelles Poly-
nom ist eine Abbildung p: R — R der Form

1

P(x) =anx™ +an X"+ Farx+ap

fiir ein n € N mit Koeffizienten ayp,...,a, € R.

Wir haben bereits gesehen, dass jede konstante Funktion und die Identitét
stetig auf ganz R sind (siehe Beispiel [4.5). Durch wiederholte Anwendung
von Satz[4.6 folgt daraus, dass auch jedes Polynom stetig auf R ist. <

Satz 4.8 Es sei f: [a,b] — R stetig in xo € [a,b] und g: [c,d] — R stetig in
f(xo) € [c, d]. Dann ist die Verkettung h = g o f: [a, b] — R stetig in xo.

stetig in xo € [a, b]

stetig auf [a, b]

Notiz:: Mathematiker definieren die
Stetigkeit eigentlich etwas anders, fiir
Funktionen f: [a, b] — R ist die vorgestellte
Definition dquivalent zur , papstlichen
Definition”: Die Funktion f: A — C mit

A C Ciststetigin zg € C, falls fiir alle ¢ > 0
ein § > 0 existiert mit |f(z) — f(zp)| < ¢, falls
|z — zg| < 6. Falls z ein Haufungspunkt

von A ist, so ist f genau dann stetig in zo,
falls f(z) — f(zq). Falls zg aber kein
Héaufungspunkt ist, so ist f automatisch stetig
in zp. Nach kurzem Nachdenken merkt man,
dass diese Definition wirklich Sinn macht!
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KAPITEL 4. GRENZWERTE VON FUNKTIONEN, STETIGKEIT

4.2.1 Ausblick: Funktionen mehrerer Veranderlicher

Eine reellwertige Funktion von n reellen Variablen wird geschrieben als
f:R" DA —R.

Beispiel 4.9
(@) f(x,y) = x?y — xsin(y) ist eine Funktion von zwei Variablen f(1,0) = 0,
f(1,7m1) =t —sin(n) =m, ...

(b) f: R? — R3 mit f(x1,x2) = (f1(x1,%2),f2(x1,%2),f3(x1,%2)) = (x§ +
x%,mxz,Zx] + 3x3)

<
Definition 4.10 (Folgen in R™)
a: N — R™ heifit eine Folge in R™, und man schreibt
(ak)ken, wobeiaber ax = (ak,1,0x,2, Ak,3y-+,0k,m) € R™, k€ N.
Die Folge (ay )xen mit ax € R™ konvergiert gegen ein Element b = (by,...,bm) €

R™, wenn fiir Koordinate ay ; gilt

l<h~>noloak’j:bj’ )6{1,,m}

Beispiel 4.11
(a) Firn € Nist ax = (sin ¥F, L, (=1)%L), (ax)ken ist eine Folge in R3.

(b) ax = ((=1)*(4+ &), 3¢, 17, k!) definiert eine Folge in R?.

(©) timy oo (17,2 — 2, 522, (-1)4 4 ) = (0,2,-1,0)
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Ableitung von Funktionen,
Differentiationsregeln

Schliisselworter:  Differenzenquotient, Differentiationsregeln,
Monotonie und Ableitung

5.1 Die Ableitung

In diesem Abschnitt beschiftigen wir uns ausschliefflich mit Funktionen f: [a, b] —

R, d.h. mit reellwertigen Funktionen, die auf einem Intervall [a, b] definiert
sind.

In der Differentialrechnung geht es um Verdnderungen (kleine). Mit ihrer
Hilfe werden Wachstumsraten, Geschwindigkeiten, Beschleunigungen, Stei-
gungsmafle und Abstiegsraten beschrieben. Nutzen der Differentialrechnung
beim

e Maximieren und Minimieren
e ermoglicht Ndherungen fiir Funktionswerte

e Losen von Gleichungen (z.B. Newton-Verfahren)

Definition 5.1 (Differenzierbarkeit, Ableitung)
Die Funktion f: [a,b] — R heifst in xo €]a, b[ differenzierbar, wenn der Grenzwert

.1) lim 1) = f(x0)

X—Xo X —Xo

=: f'(x0)

existiert. Wir bezeichnen f'(xo) dann als Ableitung von f an der Stelle xo. Man
nennt f differenzierbar auf 1a, b, falls f in allen Punkten aus ]a, bl differenzierbar
ist.

Mit der Bezeichnung Ax := x — x¢ ldsst sich (5.1) dquivalent formulieren als:

. f(xo + Ax) — f(x0)
(5-2) Al}cri}o Ax )

differenzierbar

Ableitung
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Beispiel 5.2
(@ fx) =x* =

lim 7“)() — flxo) = lim . _X(z)
X—Xo X — Xo x—X%0 X — Xo
_ gim ZEXIXTX) o ve) = 2x0 = Flx)
X—%0 X — Xo X—x0
(b) f(x) =x", neN = f(xo) =nxy"'
(© f(x) =x% a#0 = f(xo) =oxq'
(d) f(x) =sin(x) = f'(xo) = cos(xo)
(e) f(x) =cos(x) = f'(xo)=—sin(xo)
(f) flx) =e* = f(xo0) =e*°
(x)

(8 f)=In(x) = f(x)=1

X0

, X0 >0

(h) f(x) =a*=elax = f(xy) =In(a)eX ™) =In(a)a*°

<
Satz 5.3 Ist f in x¢ differenzierbar, so ist f in xo auch stetig.
Beweis:
tlxo) — ) = LT ) /o) x0 — x0) = 0.
X — Xo
]

5.1.1 Geometrische Interpretation: Die Tangente

W ist die Steigung der Sekante durch die Punkte (xo, f(x0)) und
(xo0 + Ax, f(xo + Ax)) (vgl. Abbildung B5.1). Der Grenzwert gibt die Steigung
der Tangente in xo an. Die Gleichung der Tangente durch (xo, f(xo) ist also
gegeben durch:

(5.3) y = f'(x0)(x —x0) + f(x0).

5.1.2 Analytische Interpretation: Lineare Approximation

Fir eine differenzierbare Funktion f erhalten wir durch die Tangente im
Punkt xo (5.3) eine Approximation von f durch eine lineare Funktion der
Form g(x) = ax + b (mit a = f'(xo) und b = f(xo) — f'(x0)x0). Der Approxi-
mationsfehler R(x) in x ist dann gegeben durch

R(x) := f(x) — (f'(x0) (x = x0) + f(x0)) = f(x) — f(x0) — f'(x0) (x — x0).
Es gilt dann nicht nur limy_,,, R(x) = 0, sondern sogar

y R(x) .. (f(x)—f(xo)
im —— = lim | ——

X—X0 X — X0 X—Xo X —Xo

—f’(m)) — F/(xe) — F'(x0) = 0.

Man kann daher die Differentation auch auffassen als Approximation von
Funktionen durch lineare Funktionen mit ,schnell verschwindendem” Feh-
ler.
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|

| f(xo + Ax) — f(xo)
T |

|

|

|

|

X0 X0 + Ax

Abbildung 5.1: Geometrische Interpretation der Ableitung

5.1.3 Anwendung: Das Newton-Verfahren

Wir suchen die Nullstelle einer differenzierbaren Funktion f: [a,b] — R. Fiir
die meisten Funktionen lasst sich die Gleichung f(x) = 0 nicht explizit nach x
auflosen. Wir starten daher mit einer Naherung xo € [a, b]. Wie wir gesehen
haben, ist die Tangente t(x) aus (5.3) im Punkt (xo, f(xo)) eine gute Ndherung
fiir f. Sie ist zusitzlich eine lineare Funktion, so dass wir ihre Nullstelle aus
der Gleichung t(x) = 0 leicht bestimmen konnen:

f(xo)

t(x) =0 & f'(x0)(x —x0) + f(x0) =0 & x =x0 — (xo)

Wir erwarten, dass x; eine bessere Naherung fiir die Nullstelle ist (vgl. Ab-
bildung (.2). Damit erhalten wir eine rekursiv definierte Folge (xn)n mittels

f(xn)
f/(xn)’

(5.4) Xn+1 = Xn —

Dies ist das sogenannte Newton-Verfahren, das unter geeigneten Vorausset-
zungen tatsdchlich gegen eine Nullstelle konvergiert.

Satz 5.4 (Differentiationsregeln) Sind f, g in xo € D¢ N Dy differenzierbar (diff-
bar), so sind auch f + g, Af (fiir A € R) und f - g in xo diffbar und es gilt:

(a) Summenregel: (f 4 g) (x0) = f'(x0) £ g'(x0)

(b)  Faktorregel: (Af) (x0) = Af'(x0)

(c) Produktregel: (f-g) (x0) = f'(x0)g(x0) + f(x0)g' (x0)

(d) Quotientenregel: (;) (x0) = f/(XO)g(TZ)(M;C)(;(O)g/(XO) , falls g(xo) #0

Ist hin xo diffbar und g in h(xo), so ist g o hin xo diffbar, und es gilt die

(e) Kettenregel : (goh)(x0) = (g(h(x0))) = g'(h(x0)) - h'(x0)

Newton-Verfahren
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| /

1 /]
l l l t— l
Xn+1 Xn

Abbildung 5.2: Newton-Verfahren

Beispiel 5.5
L fx)=2x3—2x*+4 = f(x)=5x —4x

2. f(x) =4e* —5In(x) =4e* —In(x®) = f(x)=4e*—2 (x>0)
3.f(x) = VX —8x=(x"—8x)3 = f(x)=1(x"—8x)"F(4x*—8)
Satz 5.6 (Ableitung der Umkehrfunktion) Sei f differenzierbar mit differenzier-

barer Umkehrfunktion f='. Es gilt x = f~'(f(x)), was mit Hilfe der Kettenregel
Folgendes ergibt:

1= (f")(f(x))-f'(x), also (f 1) (f(x)) =

ergibt. Mit y = f(x), x = ' (y), hat man letztlich

—1y/ _
= ey

Beispiel 5.7

Isty = expx, so gilt (In)/(y) = rz77 _ 1

_1
exp)(In(y)) — em(w) — y

5.2 Zentrale Sitze der Differentialrechnung

Satz 5.8 (Mittelwertsatz der Differentialrechung) Ist f: [a,b] — Rstetig auf[a, b]
und differenzierbar auf (a,b), dann gibt es ein & € (a,b), so dass

f(b) —f(a) = (b — a)f'(&).

Satz 5.9 (Satz von Rolle) Ist f: [a,b] — R stetig auf [a, b] und differenzierbar auf
(a,b) mit f(a) = f(b), dann gibt es ein & € (a,b) mit /(&) = 0.



5.2 Zentrale Sitze der Differentialrechnung

43

Korollar 5.10 Seien f,g: [a,b] — R stetig und differenzierbar auf (a,b). Falls
f'(x) = g’(x) fiir alle x € (a,b), dann gilt f(x) = g(x) + c fiir alle x € [a,b]
mit einer geeigneten Konstanten ¢ € R.

Satz 5.11 (Monotonie und Ableitung) Sei f : I — R diffbar auf dem Intervall
I =]a,bl.

(1) Ist f auf I monoton fallend (bzw. wachsend), dann gilt f'(x) < 0 (bzw. f'(x) > 0)
fiirallex € 1.

(2) Ist f'(x) > 0 (bzw. f'(x) < O) fiir alle x € 1, dann ist f auf 1 streng monoton
wachsend (bzw. fallend).

(3) Gilt f'(x) = 0 fiir alle x € 1, dann gilt f(x) = const fiir alle x € 1.

(4) Hat finxo € Ieine Extremstelle (Minimumstelle oder Maximumstelle), so gilt
'(xo) = 0, wenn f in 1 diffbar ist.

(5) Gilt f'(xo) =0und f'(x0) <0 = xq ist Maximumstelle.
(6) Gilt f'(xo) =O0und f'(xo) >0 = xq ist Minimumstelle.

Beispiel 5.12
flx) = 2(x3+15x* —17) =

f'(x) = = (3x% + 30x) = %x(x +10)

EN

Kandidaten fiir Extremstellen: x; =0, x2 = —10

f'(x) = %(6x+30) = %(X+5)

1
7(0) = 75 >0 = lokales Minimum inx; = 0
1
f7(—10) = *75 <0 = lokales Maximum in x; = —10

Extremstelle
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Spezielle Funktionen

Schliisselworter:  Exponentialfunktion, natiirlicher Logarithmus, Sinus
und Cosinus, Kegelschnitte

6.1 Die Exponentialfunktion

In Natur und Wissenschaft treten hdufig Wachstums- oder Abnahmeprozesse
auf, bei denen sich alle Teile eines Bestandes unabhingig voneinander nach
demselbem Gesetz entwickeln.

Beispiel 6.1

(a) Essein die Anzahl der zum Zeitpunkt t vorhandenen Atome, so gilt beim
radioaktiven Zerfall, dass die Aktivitét, d.h. die fiir eine gentigend kleine
Zeitspanne At gebildete Anderungsrate —4%, stets proportional zu n ist,

dh. —4% ~noder —5% =cn.

(b) Oft verdndert sich die Grofie y einer Population im Anfangsstadium so,
dass die fiir gentigend kleine Zeitspannen At gebildeten Anderungsraten
% proportional zur momentanen Populationsgrofie sind, d.h. % ~ Yy
oder % =cy.

(c) Auch fiir die Zunahme eines Kapitals K durch Verzinsung mit p% gilt

4K = BoK.
<
Bezeichnet f(t) =y einen Bestand zum Zeitpunkt t, so erhélt man
f(t+s) —f(t) f(t+s) —f(t) f(t+s)
_— = f t d —_— Y = b . - ].
. cf(t) oder ) cs bzw 0 cs +
Insbesondere gilt fiir t = 0
f(s) —f(0) f(s)
—_— = d —= = 1
£0) cs oder 0) cs +
1
= flt+s) =cs+ 1= @ oder f(t+s)=—="F(s)f(t).

f(t) f(0) £(0)
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A

4+ 1+

3 .

e | /

2+ / -1+

1 A ~2 1
/ > 31
—3 —2 -1 ! (b) Logarithmus

(a) Exponentialfunktion

Abbildung 6.1: Exponentialfunktion und Logarithmus

Setzt man nun noch f(0) = 1 als Normierung, so erhélt man die Funktional-
gleichung des natiirlichen Wachstums

f(s +1t) = f(s)f(t).

Diese Gleichung legt allerdings noch nicht eindeutig eine Funktion fest. Es
zeigt sich jedoch, dass f durch die Festlegung der Wachstumsgeschwindigkeit
zum Zeitpunkt t = 0 bestimmt wird, d.h. durch die Forderung, dass fiir jede
Nullfolge (tn)nen
f(tn) —1
1131 ) =1 _ c fiir gegebenes c € R

erfiillt ist. Es stellt sich also das folgende Problem: Gesucht ist eine Funktion
f : R — R mit den beiden Eigenschaften:

(E1) f(s+1t) =1f(s)f(t) faralles,teR

(E2) lim;_,o f=1 =1

Definition 6.2 (Exponentialfunktion)
Fiir z € C definieren wir die Exponentialfunktion exp durch

oo n

z
(6.1) expz:i= kZ:0 e

Mann kann zeigen, dass die Reihe (6.1) tatsichlich fiir jedes z € C konvergiert,
somit ist die Funktion exp wohldefiniert.

Satz 6.3 (Eigenschaften der Exponentialfunktion (I)) Die Exponential-Funktion
exp : R — Rerfiillt

L k 2 3 4
. X\ . X X X X
exp(x) = lim (1+—n) = lim szoik! _1+x+—2! AEETIRAVTIRAREE

Funktionalgleichung des nattirlichen
Wachstums

Exponentialfunktion
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nattirlicher Logarithmus

allgemeine Exponentialfunktion a : R — R™

Sie ist die einzige Funktion mit den Eigenschaften (E1) und (E2).

Bemerkung 6.4 (Eigenschaften der Exponentialfunktion (II)) Weitere Eigen-
schaften der Exponentialfunktion sind

1

o0 firallex e R

(1) exp(—x) =
(2) exp(x) #0 furallexe R

(3) exp(x) e R und expx >0

(4) exp(r) =e" fiir jede rationale Zahl r, insbesondere exp(1) = e

(5) limy_o(e*t¥ —eX) = eXlimy_,o e’ —1

y=0 (e*=-exp(x))

(6) exp(x) : R — R ist streng monoton wachsend mit We,p, = exp(R) = R™"

(7) exp(x) : R — R ist bijektiv, d.h. es gibt eine Umkehrfunktion
(8) fiir jede (noch so grofle) nattirliche Zahl n gilt
eX

im — =00

(9) fiir jede (noch so grof3e) nattirliche Zahl n gilt

.oxt . ex
Iim — =0 und lim
x—o0 eX x——o0 X 1

=0

(10) es gilt exp’(x) = exp(x).

Die Umkehrfunktion der Exponentialfunktion heifst natiirlicher Logarithmus,
In:Rt - R.

Bemerkung 6.5 (Eigenschaften des natiirlichen Logarithmus) (1) es giltx =
In(y) fury > 0 genau dann, wenn y = e* = exp(x)

(2) es gilt e"™®) = x fiir alle x > 0 und In(e*) = x fiir alle x € R

(3) In: R* — Rist streng monoton wachsend

4) In(x-y) =In(x) +In(y) firx >0, y >0

In(14+x) _ 4

(5) limx_,o vy

(6) fiir jede (noch so grof3e) nattirliche Zahl n gilt

. In(x)
lim

oo X

Die allgemeine Exponentialfunktion a : R — R ist fiir a > 0 gegeben durch

=0

a* = exlr\(a]

und es gilt

Y = ¢¥a¥, lim a*—1 =In(a), (a*) =a*In(a).
x—0 X
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—4 7\3\772 —1 1T 2 3

-1+

cos
Abbildung 6.2: Sinus und Cosinus im Reellen

6.2 Die trigonometrischen Funktionen

Mit Hilfe der Exponentialfunktion

oo n

z
xpz=y =
Pz nl

k=0

konnen wir die trigonometrischen Funktionen mittels:
1
(6.2) sinz := z(exp(iz) + exp(—iz))

(6.3) Ccosz = 2] (exp(iz) —exp(—iz)

2i
definieren (vgl. die Euler-Relation (1.8). In der Schule definiert man Sinus und
Cosinus gewohnlich als Funktionen einer reellen Variablen tiber geometrische
Betrachtungen:

Definition 6.6 (Sinus und Cosinus)
Die Winkelfunktionen Sinus und Cosinus sind periodische Funktionen von R nach
[—1,1]; sie sind gegeben durch

Anbkathete . _ Gegenbkathete

cos{a) = Hypothenuse’ in(o) = Hypothenuse’

wobei die Hypothenuse die lingste Seite eines rechtwinkligen Dreiecks ist, o der zwi-
schen Hypothenuse und Ankathete eingeschlossene Winkel und die Gegenkathete
die dritte, dem Winkel « gegeniiberliegende Seite.

Dem Winkel o (gemessen in Grad) entspricht in eindeutiger Weise die Bogenlinge ¢

des Einheitskreises. Diese Beziehung ist beschrieben durch
LI
? =360 " 180"

wobei @ eine reelle Zahl ist.

Man kann zeigen, dass beide Definitionen der trigonometrischen Funktionen
(ftir reelle Argumente) das Gleiche liefern, also dquivalent sind.

Wir zeigen kurz, wie man die bekannten ,, Additionstheoreme” fiir Sinus und
Cosinus aus den Definitionen (6.2) und (6.3) herleiten kann. Fiir die Exponen-
tialfunktion gilt namlich.

(6.4) expzzzz—!:z%zzz—!:expz.

trigonometrischen Funktionen

Sinus

Cosinus

Hypothenuse

Ankathete

Gegenkathete
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Falls x € R, dann ist ix = —ix und damit wegen (64) dann exp(ix) +
exp(—ix) = 2Reexp(ix). Analog ist exp(ix) —exp(—ix) = 2iImexp(ix). Somit
sind sin(x) und cos(x) fiir relles x € R auch wieder reelle Zahlen (wie oben
versprochen) und es gilt dann:

(6.5) exp(ix) = cosx +isinx fiirx € R.
Nach (6.9) ist fiir x,y € R:
(6.6) exp(i(x +y)) = cos(x +y) + isin(x +y).

Andererseits folgt aus exp(z + w) = exp(z) - exp(w) fiir alle z,w € C (Eigen-
schaft (E1)).

exp(i(x +y)) = exp(ix + iy) = exp(ix) - exp(iy)
= (cosx +isinx) - (cosy + isiny)
= cosxcosy — sinxsiny + i(sinx cosy + cos x siny).

Durch Vergleich von Real- und Imaginérteil mit (6.6) folgt:
(6.7) cos(x +Yy) = cosxcosy — sinxsiny
(6.8) sin(x + y) = sinx cosy — cos x siny,

also die versprochenen Additionstheoreme. Insbesondere haben wir damit die
Formeln:

2 2

(6.9) sin2x = 2sinxcosx und cos2x = cos” x — sin” x.

Wir fassen einige wichtige Eigenschaften von Sinus uns Cosinus zusammen.

X X2k+1

Satz 6.7 (Eigenschaften der Sinus- und Cosinusfunktion) (1) sin(x) = Y = ,(—1) ==
3 5 7

X x X

(%) XZk XZ X4 XG
(2) cos(x) :Zk:o(_”km:1_f+ﬂ_ﬁ+'--

(3) (sin(x))? + (cos(x))? =1 fiir jede reelle Zahl x

(4) sin(—x) = —sin(x) und cos(—x) = cos(x)

(5) sin(x £ 7/2) = +cos(x) und cos(x+m/2) = Fsin(x)

(6) cos(m/2) =0, sin(m) =0

(7) sin(x + 2mk) = sin(x), cos(x + 2mk) = cos(x) fiirallek € Z

(8) sin, cos sind stetig auf ganz R

(9) cos(x £y) = cos(x) cos(y) F sin(x) sin(y)
(10) sin(x £y) = sin(x) cos(y) % cos(x) sin(y)
(11) sin(2x) = 2sin(x) cos(x), cos(2x) = 2cos?(x) —1 =1 — 2sin*(x)
(12) limy_,o 3 — 1

X

(13) sin’(x) = cos(x), cos’(x) = —sin(x)
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Bemerkung 6.8 (Kegelschnitte) Schneidet man einen Doppelkegel in R3 (Dar-
stellung: K = {(x,y,z) € R?® : x* + y? = cz?, ¢ € R"}) mit einer beliebigen
Ebene im R3, so bekommt man die sogenannten Kegelschnitte, von denen
einige hier kurz vorgestellt werden sollen:

(a)

(b)

(©

Kreis: Punkte auf einem Kreis sind die Orte einer Ebene, die zu einem
Mittelpunkt (xo,yo) alle denselben Abstand r besitzen. Ein Kreis wird be-
schrieben durch die Gleichung

(x —x0)% + (y —yo)? =1
und eine Parameterdarstellung ist
x(t) = rcos(t) + xo, y(t) =rsin(t) +yo, te 0,27l
Ellipse: Punkte auf einer Ellipse haben zu zwei Brennpunkten Fq, F, stets
die gleiche Abstandssumme 2a. Dabei ist e = vaZ — b2 der Abstand

zwischen Brennpunkt und Mittelpunkt. a und b geben die Linge der
sog. Halbachsen der Ellipse an. Eine Ellipse kann beschrieben werden

durch die Gleichung
x—x0\” Y—Yo 2
(%) + (%) =

und eine Parameterdarstellung ist

x(t) = acos(t) + xp, y(t) =bsin(t) +yo te[0,2nl.

Brennpunkteigenschaft: Jeder Strahl, der von einem Brennpunkt ausgeht,
wird an der Ellipse durch den anderen Brennpunkt reflektiert.

Hyperbel: Die Hyperbel besteht aus den Punkten einer Ebene, von de-
nen die Abstandsdifferenz zu zwei Brennpunkten Fy, F, stets 2a ist. Weiter
iste = v a? + b2 der Abstand zwischen Brennpunkt und Mittelpunkt. Der
Wert a > 0 beschreibt den Scheitelpunkt (x—Wert beiy = 0), wiahrend b/a
die Steigung einer Asymptoten angibt. Eine Hyperbel wird beschrieben

durch
_ 2 X — xa\ 2
i(U UO> $( o) 1
b a

und eine Parameterdarstellung fiir den rechten Ast der Hyperbel ist

x(t) = acosh(t) + xp, y(t) =bsinh(t) +yo t €] — oo, 00l

Dabei gilt

%’ cosh(x) = %
Brennpunkteigenschaft: Jeder Strahl, der von einem Brennpunkt ausgeht,
wird so reflektiert als kime er vom anderen Brennpunkt.

sinh(x) =
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Integralrechnung

Schliisselworter: Flacheninhalt, Stammfunktion, Partielle Integration

7.1 Motivation und Grundlagen

Die Integralrechnung motiviert man in der Literatur im Allgemeinen auf zwei
verschiedene Arten:

Umkehrung der Differentiation Fiir ein gegebenes f: [a,b] — R fragen wir,
ob es eine differenzierbare Funktion F: [a,b] — R gibt, so dass F/ = f
auf [a, b] gibt, und falls ja, wie man ein solches F bestimmt.

Die Ableitung einer Funktion beschreibt lokal ihre Anderung. Falls es
also ein F mit F/ = f gibt, dann haben wir

F(b) = F(a) = (b — a)F'(&) = (b — a)f(&)
fiir ein geeignetes .

Flichenberechnung Man mochte die Fliche unter dem Graphen einer Funk-
tion f im Intervall [a, b] berechnen (vgl. Bild [Z1] fiir [a,b] = [1,3]). Be-
zeichnen wir fiir t € [a,b] mit F(t) die Fliche unter dem Graphen im
Intervall [a, t], so ist F(s) — F(t) genau die Flache im Intervall [s, t]. Fiir s
und t nahe beieinander haben wir

F(s) — F(t) =~ (s — t)f(t).

Vergleichen wir dies mit der Gleichung, die wir oben aus dem Mittel-
wertsatz erhalten haben, so sehen wir, dass die beiden Probleme, also
Umkehrung der Differentiation und Flichenberechnung gewisse Gemein-
samkeiten haben.

Bemerkung 7.1 (Ober-/Untersummen) Man wihle eine Zerlegung des Inter-
valls [a, b]

Zala, bl ={(x0y X1y .. esXn) X0 =a < X1 <X2 <+ < Xn_1 < Xn = b}
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Abbildung 7.1: Flachenberechung

und bilde Ober- und Untersummen:

O(Z,,f) = Z —xj—1) mit My =sup{f(x):x € [xj_1,%]},

n
U(zZ,,f) = Z —xj—1) mitmy =inf{f(x) :x € [xj_1,%]}.

Anschlielend werden die Zerlegungen ,verfeinert” und das Infimum aller
Obersummen inf O und das Supremum aller Untersummen sup U betrachtet
(sehr vereinfacht gesagt. ..). Gilt dann inf O = sup U, so definiert man

b
J f(x)dx =inf O = sup U.

a

Dies geht nattirlich auch ohne die Einschrinkung f(x) > 0 und fiihrt zum
Begriff der Integrierbarkeit.

7.2 Integrationsregeln

Satz 7.2 (Regeln fiir integrierbare Funktionen) Fiir integrierbare Funktionen
f, g und A € R gelten die folgenden Regeln:

(1) 2 f(x)dx = — [ fx)dx, [@flx)dx =
@ [P fx)dx = [ f(x)dx + [P f()dx, a<c<b

3) [P(F+g)(x)dx = [* f(x)dx + [ g(x)dx
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Stammfunktion von f

A

Der Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung ist der zentrale Satz fiir die
Berechnung von Integralen. Man kiirzt ihn
gerne mit HDI ab. Es gilt die Regel: ,HDI
schadet nie!”.

(a) Untersumme (b) Obersumme

Abbildung 7.2: Untersumme und Obersumme

@) [OAf(x)dx = A J° f(x)dx
(5) m(b—a) < [2f(x)dx < M(b—a), wennm < f(x) < M fiir alle x € [a,b]
6) [°f(x)dx < [°g(x)dx, wenn f(x) < g(x) fiir alle x € [a, b]

Definition 7.3 (Stammfunktion)

Eine Funktion F : R — R heifst Stammfunktion von f auf [a, b], wenn F'(x) = f(x)
fiirallex € [a, b]. Zwei verschiedene Stammfunktionen einer Funktion f : [a,b] — R
unterscheiden sich nur durch eine additive Konstante. Bemerkung: Es geniigt, wenn
F auf einer offenen Menge definiert ist, die das Intervall [a, b] enthiilt.

Satz 7.4 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung) Ist f : [a,b] —
R auf [a, b] stetig und ist F eine Stammfunktion von f auf [a, bl, so gilt

Beispiel 7.5
(a) IZX“ dx = 5 (" —a™ ) fiirn € N
(b) fg(sin(x) +x%) dx
<

Satz 7.6 (Partielle Integration) Seien f, g auf einem [a,b] umfassenden, offenen
Intervall differenzierbar. Dann gilt

Beispiel 7.7
(a) fosin(x)dx = [x(—cos(x)]g—jZ(—Cos(x))dx = [—xcos(x)]8+[sin(x)]® =
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(b) [0 (sin(x))?dx
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Vektoren

Kapitel

Der Vektorraum R"

Schliisselworter:  R™, lineare Abhdngigkeit/Unabhéangigkeit,
Linearkombination, Skalarprodukt, Norm,
Orthogonalitdt, Vektorprodukt

Definition 8.1 (R™)
Der R™ ist die Menge aller reellen n-Tupel, d.h.

X1
X2
R™ .= i eRfiirj=1,...,n
Xn
X1 Y1
Fir | © | e RMund | : | € R™ definieren wir die Summe
Xn Yn
X1 +Y1
X+y:= :
Xn +Yn
und fiir A € R die skalare Multiplikation durch
}\X]
AX = :
AXn

Damit wird der R™ ein Vektorraum, in dem man Elemente (Vektoren) addieren und
mit reellen Zahlen multiplizieren kann. Allerdings ist im R™ im Gegensatz zu C keine
Multiplikation der Elemente untereinander erklirt.

Definition 8.2 (Linearkombination, lineare (Un-)Abhingigkeit)
Sind x1, ... x¥) € R™ Vektoren und A1, ..., A\ € R Skalare, so ist

k
AMx 4+ Aax® = inx(” € R"
i=1
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eine Linearkombination. Die Vektoren x'"), ..., x¥) heiflen linear abhingig, falls

es Skalare A1,..., A € R gibt, die nicht alle gleich 0 sind und ¥ Aix(V = 0.

Ansonsten nennen wir x1, ..., x\*) linear unabhiingig.
Beispiel 8.3
Die Vektoren x(!) = (}) € R? und x(2) = (3) € R? sind linear abhangig, da
1 5
—5x(M 4 1x2) = 5. 1. = (0,0).
x4 Ix o)t 0 (0,0)
2 3 1
Die Vektoren x(") = [ 1|,x2) = [2],x(®) = | 2] sind linear unabhingig.
0 1 8
Um dies zu sehen, nehmen wir an, dass Zf:1 Aix(Y =0, also
8.1) 0= 2+ 3+ As
(8.2) 0= M+ Do+ s
(8.3) 0= A+ 8As.

Wenn wir Gleichung (8.2) mit 2 multiplizieren und von (8.1) abziehen, so er-
halten wir:

(8.4) 0= A+ —3A;
(8.5) 0= A+ 200+ 2
(8.6) 0= Aot 8As.

Addition von und (8.6) liefert jetzt 503 = 0, also A3 = 0. Setzen wir dies
in (8.6) ein, so folgt A, = 0 und folgendes Einsetzen in (8.4) ergibt A = 0. Aus

Zf:1 Axt =0 folgt also A7y = A, = A3 = 0 und die Vektoren sind linear
unabhéngig. <

Definition und Satz 8.4 (Skalarprodukt, Norm)
Auf R™ bzw. C™ wird durch

X1 Y1

n
<X»U>=X191+Xzyz+"'+xnynzzxjyb x=|1:],y=|: | €ERY
1= Xn Yn
n X1 Y1
(oY) =xag1 Fxl + o Fxaln =) x5, x=| i [,y=|: [eCh
j=1 Xn Yn

ein Skalarprodukt (-,-) : R* x R™ — R bzw. (-,-) : C* x C™ — C erklirt.
Man nennt R™ bzw. C™ ausgestattet mit diesem Skalarprodukt einen euklidischen
Vektorraum. Ein Skalarprodukt (-,-) : C™ x C* — C ist eine Abbildung mit den
folgenden Eigenschaften:

(S1) (x,y) = (y,x)
(82) (x,y+2z) = (xy) + (x,2)
(S3) (ax,y) = a(x,y)

Linearkombination

linear abhéngig

linear unabhéngig

Skalarprodukt

euklidischen Vektorraum
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(54) (x,x) >0
(85) (x,x) =0=x=0
fiir alle x,y,z € C™, a € C.
Da fiir x = (X1y...,%n) € C™ stets (x,x) > 0 gilt, kann man ||x|| = /(x,x)
Norm einfiihren und nennt dies die Norm (oder Liinge) von x. Eine Norm || - || : C™ — RJ
hat die folgenden wichtigen Eigenschaften:
(N1) ||x|| >0
(N2) x| =0=>x=0
(N3) floxx|| = led|[x]l, a€C
Dreiecksungleichung (N4) |Ix+yll < |Ixll + Iyl (Dreiecksungleichung)

Ungleichung von Cauchy-Schwarz

Notiz:: Mathematiker kiirzen die
Cauchy-Schwarzsche Ungleichung auch
gerne mit (CSU) ab. Wenn man in
mathematischen Texten also (CSU) findet, ist
die Chance daher sehr grof3, dass damit die
Ungleichung und nicht eine grofe bayerische
Volkspartei gemeint ist.

fiirallex,y € C™. Auflerdem gilt die wichtige Ungleichung von Cauchy-Schwarz:

6y < (ox)(yy),  dh ()l < x|~ [yl fiir allex,y € C™.

Der Beweis der CSU lauft wie folgt. Wir zeigen, dass fiir komplexe Zahlen
Z1y...yzZn und wi, ..., Wy gilt:

2
n n

n

_ 2 2

2 mw| <D Izt ) il
j=1

j=1 j=1

8.7)

Daraus folgt dann unmittelbar die Behauptung. Sei Z := Z;; lzi|?, W =
Yty wil? und U= 3, zjw;. Wir wollen zeigen, dass gilt:

(8.8) uP < zw.

Falls W = 0, so gilt w; = --- = wy, = 0 und und es folgt auch U = 0. Wir
konnen also W > 0 annehmen. Dann haben wir

n n
0< Z|WZ)' *UW]| = Z(WZ)' *UW]')(WZ]' *UV_\)]')
=1 =1
n n

n n
=W? Z ‘Zj|2 —wl Z ZjWj — UWZ Zywj; + |U|2 Z |Wj|2
=1 =1 =1 =1

=W?2Z —WIU]* — WIU]? + |U*W
=W?Z — Wluf?
=W(WZ — [U]?).
Wir haben also gezeigt, dass gilt:
W(WZ —|u?) > 0.

Da wir W > 0 vorausgesetzt hatten, folgt damit WZ — U2 > 0. Dies ist

dann (8.8).
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Beispiel 8.5
Im R? wird durch die Vorschrift

X
(%, y) = 2x1y1 +x1Y2 +x2y1 +x2y2, x= < ]>,y = (w) € R?,
X2 Y2

ebenfalls ein Skalarprodukt definiert. <
Satz 8.6 Mit ||x| = \/(x,x) gilt fiir x,y € C™:

e+ 1yl = IxI? + [yl + (6 y) + (4 y)
= [[XII* + lyll* + 2Re(x, y)
x4+ yl|* + [[x —y|I* = 2||x||* + 2|ly||* Parallelogrammgleichung
Ix+yl* = [Ix — ylI> = 4Re(x, y)

In R™, versehen mit einem Skalarprodukt, gilt
I +ylI? = [1xII* + [[yll* +20x, ).

Aufierdem haben wir, wenn x und y senkrecht zueinander stehen (x L y) mit
Pythagoras

I +yl? = Ix® + Tyl
Dies gibt Anlass zu folgender Defintion:
Definition 8.7

Zwei Elemente x,y € R™ (bzw. x,y € C™) heifien orthogonal, wenn (x,y) = 0.
Insbesondere steht der Nullvektor O € R™ senkrecht auf allen Vektoren.

Nach (CSU) ist [{(x,y)| < ||x|l||ly] fur alle x,y € R™, insbesondere gilt also fiir
x#0,y#0

(%, y)l (o) )
X[y X[y
Néhere Untersuchungen zeigen, dass der Winkel zwischen zwei Vektoren

x,y € R™, x,y # 0, sinnvoll definiert wird durch die eindeutig bestimmte
Zahl « € [0, 7, fiir die

<1

—

1<

_ ()
[yl

cos()
glltig ist.
Definition 8.8 (Vektorprodukt)

Seien x,y € R3. Das Vektorprodukt (oder vektorielles Produkt oder Kreuzprodukt
oder dufSeres Produkt) x x y ist definiert als der Vektor

X2Y3 —X3Y2
X XYy =|X3Yyr —x1y3

X1Y2 — X2Y1

orthogonal

VAN

Was bedeutet (CSU) hier?

Vektorprodukt
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Beispiel 8.9
X1 y1 0
x=|x2]l,y=1vyz2]|,xxy= 0
0 0 X1Y2 — X2Y1

<

Bemerkung 8.10 (Geometrische Deutung) x x y ist derjenige Vektor in R3,
der senkrecht auf x und y steht und bei dem x,y und x x y (in dieser Reihen-
folge!) ein Rechtssystem bilden. Die Lange ||x x y|| des Vektors x x y entspricht
dem Fldcheninhalt des von x und y aufgespannten Parallelogramm:s.



Kapitel

Matrizen und
Gleichungssysteme

Schliisselworter:  Lineares Gleichungssystem, reelle /komplexe Matrix,
transponierte Matrix, Matrixprodukt

Wir beginnen mit einem Gleichungssystem mit 4 Unbekannten und 4 Glei-
chungen, in dem die Unbekannten nur in der ersten Potenz auftreten (und
auch nicht in Produkten untereinander) — es handelt sich um ein lineares Glei-
chungssystem:

(9.1a) 5%1 —3%x3 + 15%x4 =11
(9.1b) 2x4 —X2 +3x3 =1
(9.1¢) X1 +x2 —5x3 —X4 =0
(9.1d) —X1 —X2 +2x3 +2x4 =2

oder verkiirzend

)]

-3 0 15 X1 11
9.2) —

N
- |
-
\
U‘Iw
I o
® R
w N
N o =

wenn vereinbart wird, dass z.B.

X1
X2
X3
X4

(5 =3 0 4 = 5x7 — 3x2 + 0x3 + 15x4.

Zur systematischen Nutzung veranlasst dies zu folgender Definition:
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reelle Matrix

komplexe) Matrix
m X n-Matrix

i-te Zeile der Matrix

j-te Spalte der Matrix

Matrix-Vektor-Produkt

Definition 9.1
Das rechteckige Schema

ar a2 a3 ) Ain
azq azz azs ... Q2n
- (au)]Sigm A(m‘n)
<j<n
QAm1 Am2 Gm3 ... Qmn

mit ai; € R (bzw. ay; € C) heifit eine reelle Matrix (bzw. komplexe) Matrix mit
m Zeilen und n Spalten (m x n-Matrix).

Die Zeile z; = (ai1, ai2, 043y ..., Ain) € R™ (bzw. C™) heifit i-te Zeile der Matrix
A(m,n); die Spalte

heift j-te Spalte der Matrix A (1, ), (1<i<m, 1<j<n).

X1
X2
Ist Ay n eine komplexe m x n-Matrix und x = . ein Vektor des C™, so

Xn
definieren wir das Matrix-Vektor-Produkt Ax durch:

apx] +aieX2 + -+ aQinXn
a1x1 +az2X2 + -+ + QnXn

Am1X1 + Qm2X2 +++ + QmnXn

Vi
A\ n
=1 . mitvi:Zaijxjfﬁriz],...,m.
: P
Vm

Damit konnen wir das lineare Gleichungssystem in der Form (9.2) kurz als

Ax=b
schreiben.
Beispiel 9.2
Sei
3 2 0 4 f _01
A:]O—]O,x:o,y:],
-1 -2 3 -4 1 1
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dann gilt
3 2 0 4 % 5
Ax=[1 0 -1 0 o | = 2],
-1 -2 3 -4 1 0
—1
3 2 0 4 0 1
Ay=(1 0 =1 0 1= -2
-1 -2 3 —4 1 0

<

Zum manuellen Losen von linearen Gleichungssystemen benutzen wir {ibri-
gens normalerweise eine noch kiirzere Notation, indem wir die Klammern
und die Variablenbezeichnungen weglassen:

5 -3 0 4
2 -1 3 0
1 1 =5 -1
-1 -1 2 2

Definition 9.3
Zwei Matrizen A(m n) und By q) heifien gleich, wenn m = p und n = q gilt und
wenn

ayj =by; firl<i<m=psowiel <j<n=q.
Eine Matrix A () heif$t quadratisch, falls m = n gilt. Fiir zwei (m, n)-Matrizen
sind definiert

eine Summe A+B: (aij + bij )1 <i<m
1<55<
ein skalares Vielfaches AA : AA = (Aaij)i<i<m fiirjedesA € R
1<j<n
(bzw. A € C)
Ist
apr a2 ... Qiqn Z1
azq azo N aon V%)
A= : =1 . =(s1 s2 ... sn)

AGm1 Gm2 ... Qmn Zm

eine (m,n)-Matrix, so ist die transponierte Matrix AT erklirt durch

aig azq cee QM
T a2 azz2 ... Qm2
Al = . )
aAin aAn ... Qmn
eine (n, m)-Matrix und hat die Form A" = (z] z] z1), wobei
by
T b
z = . fiil’ZZ(b] b, ... bn).

bn

gleich

quadratisch

Summe

skalares Vielfaches

transponierte Matrix
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Satz 9.4 Die Menge {A : A ist (m,n)-Matrix} = R™*™ der (m,n)-Matrizen ist

ein Vektorraum.

100 0

Beispiel 9.5 010 0

(a) Einheitsmatrix E(; m) = 0 0 1 0

0 0 0 1

Ao 000 0

0 A O 0

(b) Diagonalmatrix D = 0 0 A3 0
0o 0 0 Am

A; € €)

(c)A<z 21 1), =22 L
42 1 -1 0 0 1 1

Definition und Satz 9.6
Sei A € R™ ™ und B € R™*P mit der Spaltendarstellung B = (81 S2

wobei sz € R™, dann gilt
A-B=A(s1 s2 ... sp).
Die Matrizenmultiplikation hat folgende Eigenschaften
(mit Matrizen A € R™ ™ B € R"*P C € RP*9)
(A-B)-C=A-(B-C)
(A7 +A2)B=A1B+ A,B falls A,Ap € RMxn
A(B1 +B,) =AB; +AB, falls By,B, € R™*P
0-A=A-0=0.
Im allgemeinen hat man

AB # BA
AB; =AB; % By =B, mitB;,B, € R"*P,

Beispiel 9.7

€ R™ ™ mitA; € R (bzw.
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