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Aufgabe 25: Zeige:

a. Z[ω−1]
∗ = {±1,±i}.

b. Z[ω−3]
∗ = {±1,±ω−3,±ω2

−3
}.

c. Z[ωm]∗ = {±1} falls m ∈ Z<0\{−1,−3} quadratfrei.

Aufgabe 26: Es sei m ∈ Z eine quadratfreie ganze Zahl und x ∈ Z[ωm].

a. Zeige: Ist N(x) irreduzibel in Z, so ist x irreduzibel in Z[ωm]. Gilt auch die

Umkehrung?

b. Zeige: Jedes Element in Z[ωm], das nicht Null und keine Einheit ist, läßt sich

als Produkt von endlich vielen irreduziblen Elementen schreiben.

c. Welche der folgenden x ∈ Z[ω7] sind Einheiten bzw. irreduzibel?

(i) x = 8 + 3
√

7, (ii) x = 3 + 2
√

7.

Hinweis: in Teil b. führe man Induktion nach |N(x)|.

Aufgabe 27: Bestimme unendlich viele Lösungen von x2 − 5y2 = −1.

Aufgabe 28:

a. Für m ∈ Z quadratfrei bezeichne B(m) := {N(α) | 0 6= α ∈ Z[ωm]} die Menge der

Normen von Z[ωm]. Zeige oder widerlege:

(a) n ∈ B(−7) ⇒ 2n ∈ B(−7).

(b) n ∈ B(7) ⇒ 2n ∈ B(7).

b. Zeige: Sind x, y ∈ Z zwei teilerfremde ganze Zahlen und ist 1 6= m ∈ Z quadrat-

frei, so sind x und y auch teilerfremd in Z[ωm].


