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Kaiserslautern, 26. Januar 2006 — p.1/2:

Varietaten und Grébnerbasen



1. Einstiegsbeispiel

Gegeben eine Sequenz:

CTCACGTGATGAGAGCATTCTCAGACCGTAGACGCGTGTAGCAGCGGC
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1. Einstiegsbeispiel

Gegeben eine Sequenz:

CTCACGTGATGAGAGCATTCTCAGACCGTAGACGCGTGTAGCAGCGGC

Modell: Sequenz entstand folgendermalien:

1. Wahle sukzessive einen von drei Tetraederwurfeln
Wi, We, W53 mit Seiten A, C, G, T.

2. Wirfele und notiere das Ergebnis.
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1. Einstiegsbeispiel

|dee:

* Wahrscheinlichkeitsverteilung der W, bekannt,

Pw,(A) | Pw,(C) | Pw,(G) | Pw,(T)
1 =1 0.15 0.33 0.36 0.16
7= 2 0.27 0.24 0.23 0.26
1 =3 0.25 0.25 0.25 0.25
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1. Einstiegsbeispiel

ldee:

* Wahrscheinlichkeitsverteilung der W, bekannt,

Pw,(A) | Pw,(C) | Pw,(G) | Pw,(T)
1 = 0.15 0.33 0.36 0.16
1 =2 0.27 0.24 0.23 0.26
1 =3 0.25 0.25 0.25 0.25

» Wahrscheinlichkeit 6;, W; zu wahlen, unbekannt.
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1. Einstiegsbeispiel

Pw,(A) | Pw,(C) | Pw,(G) | Pw,(T)
1 =1 0.15 0.33 0.36 0.16
1 =2 0.27 0.24 0.23 0.26
1 =3 0.25 0.25 0.25 0.25

Dann ergibt sich als Wahrscheinlichkeit fur A, C, G, T

pPA = 0.15-(91—|—0.27-192—|—0.25-(1—91 —(92)
po = 033-601+0.24-605+0.25- (1 — 01 — (92)
pa = 036-01+0.23-02+0.25-(1—07 —02)
pr = 0.16-6071 +0.26 - 05 + 0.25 - (1 — 64 —(92)
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1. Einstiegsbeispiel

Dann ergibt sich als Wahrscheinlichkeit fur A, C, G, T
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0.15-67 +0.27- 69 + 0.25 -
0.33-01 +0.24- 69 + 0.25 -
0.36 - 01 +0.23 - 69 + 0.25 -
0.16 - 81 + 0.26 - 5 + 0.25 -
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1. Einstiegsbeispiel

Dann ergibt sich als Wahrscheinlichkeit fur A, C, G, T

pa(01,05) = 0.15-601+0.27- 05+ 0.25 -
pc(01,02) = 0.33-61+0.24-65+0.25-
pa(01,02) = 0.36-61+0.23-62+0.25-
pr(01,02) = 0.16-61 +0.26 - 63 + 0.25 -

1 — 61 — )
1 — 61 — )
1 — 6 — 6)
1 — 61 — )

und mithin als Wahrscheinlichkeit fur die Sequenz:

1 14 1 1
L(01,09) = p' - pgt - p&? - pp -
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1. Einstiegsbeispiel

Wahrscheinlichkeit fur die Sequenz:

4
L(61,62) = p4 - pé - pg - I -

Ziel: Wahle 0 < 61,60, < 1 so, dald L(6;,60>) maximal.
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1. Einstiegsbeispiel

Wahrscheinlichkeit fur die Sequenz:

4
L(61,62) = p4 - pé - pg - I -

Ziel: Wahle 0 < 61,60, < 1 so, dald L(6;,60>) maximal.

Alternativ: maximiere [(6y,62) = log (L(61,62)), wobei

[(61,02) = 10-log(pa)+14-log(pc)+15-log(pe) +10-log(pr).
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1. Einstiegsbeispiel

Alternativ: maximiere [(6y,62) = log (L(61,62)), wobei

[(61,02) = 10-log(pa)+14-log(pc) +15-log(ps) +10-log(pr).

“Maximieren” heifdt: kritische Punkte betrachten:

1(01,02)
50, 0

U010
0, =
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1. Einstiegsbeispiel

Alternativ: maximiere [(6y,62) = log (L(61,62)), wobei

[(61,02) = 10-log(pa)+14-log(pc) +15-log(ps) +10-log(pr).

“Maximieren” heifdt: kritische Punkte betrachten:

Ol(61,02) _ 10 Opa , 14 Opc , 15 Opc , 10 Opr _
50, = 5,00 Yoo 90, T oe 90, Tor 95, — U
0l(01,02) 10 Opa Opc opc opr 0

14 15 10
50, = 4 90 Tpc 00: T pe 905 T pr 005
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1. Einstiegsbeispiel

Alternativ: maximiere [(6y,62) = log (L(61,62)), wobei

[(61,02) = 10-log(pa)+14-log(pc) +15-log(ps) +10-log(pr).

“Maximieren” heifdt: kritische Punkte betrachten:

0l(01,02) f1(01,02

_ J1(61,02)
(9(91 - g1 (91,92) o O
8l((91,(92) . f2((91,92) O
002  g2(61,02)

mit f17f2791792 < Q[91792]'
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1. Einstiegsbeispiel

Alternativ: maximiere [(6y,62) = log (L(61,62)), wobei

[(61,02) = 10-log(pa)+14-log(pc) +15-log(ps) +10-log(pr).

“Maximieren” heifdt: kritische Punkte betrachten:

A8 = 0 = fi(01,02) =0
M) = 0 = folb1,02) =0

mit f1, fo € Q|01, 62] geeignet.

Kaiserslautern, 26. Januar 2006 — p.4/2:



1. Einstiegsbeispiel

Problemstellung:

Finde 0 < 01,65 < 1 so, dal’ die Wahrscheinlichkeit far die

beobachtete Sequenz maximal wird.

Kaiserslautern, 26. Januar 2006 — p.5/2:



1. Einstiegsbeispiel

Problemstellung:

Finde 0 < 01,65 < 1 so, dal’ die Wahrscheinlichkeit far die
beobachtete Sequenz maximal wird.

Gleichwertig zu:

Finde (01, 602) € (0,1) x (0,1) c R? so, daR

f1(91702) :Oa f2(91762) :Oa

fir geeignete Polynome f1, fo € Q[01,02].
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2. Notation

* v =(x1,...,zy,), Variablen,
°* a=(ay,...,a,) € N?, Multindex,
o % =220, Monom,

° lal=a1+ ...+ ap,
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2. Notation

°* = (x1,...,x,), Variablen,

°* a=(ay,...,a,) € N?, Multindex,
o % =220, Monom,

° lal=a1+ ...+ ap,

°* Mon, = {z* | « € N"}, Menge der Monome in z,
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2. Notation

°* = (x1,...,x,), Variablen,

°* a=(ay,...,a,) € N?, Multindex,
o % =220, Monom,

° lal=a1+ ...+ ap,

°* Mon, = {z* | « € N"}, Menge der Monome in z,

. R:Q[xl,...,xn]:{ > agx® aaEQ,dZO},der

Polynomring in z.
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2. Notation

°* = (x1,...,x,), Variablen,

°* a=(ay,...,a,) € N?, Multindex,
o % =220, Monom,

° lal=a1+ ...+ ap,

°* Mon, = {z* | « € N"}, Menge der Monome in z,

. R:Q[xl,...,xn]:{ > agx® aaEQ,dZO},der

Polynomring in z.
* Manchmal: (z1,...,x,) = (01,...,0,), oder
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2. Notation

°* = (x1,...,x,), Variablen,

°* a=(ay,...,a,) € N?, Multindex,
o % =220, Monom,

° lal=a1+ ...+ ap,

°* Mon, = {z* | « € N"}, Menge der Monome in z,

. R:Q[xl,...,xn]:{ > agx® aaEQ,dZO},der

Polynomring in z.
* Manchmal: (x1,...,2pm) = (P11,---,Pnm), Oder
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2. Notation

°* = (x1,...,x,), Variablen,

°* a=(ay,...,a,) € N?, Multindex,
o % =220, Monom,

° lal=a1+ ...+ ap,

°* Mon, = {z* | « € N"}, Menge der Monome in z,

. R:Q[xl,...,xn]:{ > agx® aaEQ,dZO},der

Polynomring in z.

* Manchmal: (z1,...,216) = (paa,pac,---,071T)

Kaiserslautern, 26. Januar 2006 — p.6/2:



3. Varietaten

Ziel: Gegeben f1,..., fi € Qlzy,...,x,], l0se

filx)=0  fo(x)=0 ... fr(z)=0.
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Ziel: Gegeben f1,..., fi € Qlzy,...,x,], l0se

filx)=0  fo(x)=0 ... fr(z)=0.

Definition: 7 ={fi1,..., fx} C Qlz1,...,zy,], dann heildt

V(F)=1aecC"| fila) = ... = fr(a) = 0}

die durch F definierte Varietat.
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3. Varietaten

Definition: 7 = {f1,..., fx} C Q|x1,...,xy], dann heildt
V(F)={aecC"| fila) = ... = fr(a) =0}
die durch F definierte Varietat.

1. Frage: Wieso C"? Wir suchen a € (0,1)" ¢ R™!
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3. Varietaten

1. Frage: Wieso C"? Wir suchen a € (0,1)" Cc R™
Antwort: Fundamentalsatz der Algebra

f € Qlzi] dann hat f in C “genau” deg(f) Nullstellen.
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3. Varietaten

1. Frage: Wieso C"? Wir suchen a € (0,1)" Cc R™
Antwort: Fundamentalsatz der Algebra

f € Qlzi] dann hat f in C “genau” deg(f) Nullstellen.

Problem in R: f = z? + 1 hat keine Nullstelle in R!
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3. Varietaten

1. Frage: Wieso C"? Wir suchen a € (0,1)" Cc R™
Antwort: Fundamentalsatz der Algebra

f € Q|x1] dann hat f in C “genau” deg(f) Nullstellen.
Problem in R: f = z? + 1 hat keine Nullstelle in R!

Quintessenz:. Theorie Uber C schoner, also lose
zunachst tber C.

Kaiserslautern, 26. J

anuar 2006 — p.7/2



3. Varietaten

1. Frage: Wieso C"? Wir suchen a € (0,1)" Cc R™
Antwort: Fundamentalsatz der Algebra

f € Q|x1] dann hat f in C “genau” deg(f) Nullstellen.

Problem in R: f = z? + 1 hat keine Nullstelle in R!

Quintessenz:. Theorie Uber C schoner, also lose
zunachst tber C.

Definition: S C C" dann Vg(F) = SN V(F).
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3. Varietaten

Definition: F ={fi,..., fiz} C Qlz1,...,z,], dannist
V(F)={aecC"| fila) =... = fi(a) =0}.

2. Frage: Mul3 F endlich sein?
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3. Varietaten

Definition: F={f1,..., fiz} C Qlx1,...,2,], dannist
V(F)={aeC"] fi(a) =... = fi(a) = 0}.
2. Frage: Mul3 F endlich sein?

Wenn f =g1- fi+...+gr - fr Mit g; € R dann

fla) = gila) - fila) + ... +grla) - frla) =0 faralle aeV(
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3. Varietaten

Definition: F={f1,..., fiz} C Qlx1,...,2,], dannist
V(F)={aeC"] fi(a) =... = fi(a) = 0}.
2. Frage: Mul3 F endlich sein?

Setzenwir (F)={g1-fi+...+9r" fr |9 € R} dannist
V(F)={acC"| fla) =0 Y fe(F)}

Nullstellenmenge von unendlich vielen Polynomen.
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3. Varietaten

Definition: F C Q|x1,...,z,] beliebig, dann ist

VIF)={aeC"| fla)=0 V feF}

2. Frage: Mul3 F endlich sein?

Far (F)={g1-fi+...-+9x-fr| g € R, fi € F} dannist

V(F)=4aecC"| fla)=0V fe(F)}
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3. Varietaten

Definition: F C Q|x1,...,z,] beliebig, dann ist

VIF)={aeC"| fla)=0 V feF}

2. Frage: Mul3 F endlich sein?

Far (F)={g1-fi+...-+9x-fr| g € R, fi € F} dannist

V(F)=4aecC"| fla)=0V fe(F)}

3. Frage: Kommt man immer mit endlich vielen f; aus?
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3. Varietaten

3. Frage: Kommt man immer mit endlich vielen f; aus?

Antwort: Hilberts Basissatz.
Ist 7 C R beliebig, dann gibt es f1,..., fi € F so, dal3

(F) =15 Jw)-

Insbesondere:

V(F)=V(f1, -, fr)
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3. Varietaten

3. Frage: Kommt man immer mit endlich vielen f; aus?

Antwort: Hilberts Basissatz.
Ist 7 C R beliebig, dann gibt es f1,..., fi € F so, dal3

(F)=(fr,- s fu).
Insbesondere:
V(F)=V(fi,--, fx).

Quintessenz: Jede Varietat ist Nullstellenmenge von
endlich vielen Polynomen.
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4 \\/as hell3t

Kaiserslautern, 26. Januar 2006 — p.10/2:

Varietaten und Grébnerbasen



4\Was heilt  fi(z)

Hoffnung: #V (f1,..., fr) < oo.

Dann: “lose” = “finde alle Punkte in V' (f1,..., fz)".




4\Was heilt  fi(z)

Hoffnung: #V (f1,..., fr) < oo.

Dann: “lose” = “finde alle Punkte in V' (f1,..., fz)".

Wie macht man das?




4\Was heiBt  fi(z)

Hoffnung: #V (f1,..., fr) < 0.

Dann: “lose” = “finde alle Punkte in V' (f1,..., fz)".
Wie macht man das?

Einfachster Fall:

fl = aj1r1 + aij2r2 + ... QlpTp T+ b1 = 0
fo = aoix1 + agre + ... agpry, + by = 0

fo = apir1 + apors + ... appTn + by = 0
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4\Was heilt  fi(z)

Hoffnung: #V (f1,..., fr) < oo.
Dann: “lose” = “finde alle Punkte in V' (f1,..., fz)".
Wie macht man das?

Einfachster Fall: Gaul3algorithmus — Zeilenstufenform

|
-

/ / / / /
oy = aboTy + ... as,xy + by = 0

f?lz — af/nnxn T bf/n = 0
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4\Was heilt  fi(z)

Hoffnung: #V (f1,..., fr) < oo.
Dann: “lose” = “finde alle Punkte in V' (f1,..., fz)".

Einfachster Fall: V' (f1,....f.) =V (/f],.... )

f1 = dyr1 + dxe + ... dpx, + V) = 0

oy = aboTy + ... as,xy + by = 0
/ / /

fn = Upptn + b, = 0

Ruckeinsetzen liefert die (hier eindeutige) Losung.
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4\Was heilt  fi(z)

Hoffnung: #V (f1,..., fr) < oo.
Dann: “lose” = “finde alle Punkte in V' (f1,..., fz)".

ldee: Gegeben F C R, finde G ={¢1,...,¢9;} C R so, dal3

(F)={(G) und g¢; “hangtnurvon z;,.... z, ab".
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4\Was heilt  fi(z)

ldee: Gegeben F C R, finde G ={¢1,...,9;} C R so, dal3
(F)={(G) und g¢; “hangtnurvon z;,.... z, ab".

Beispiel:
’ F:{fl Zx%—x%, f2=33%—5132},

* G={f1, fo=fo— fi =235 — x2},
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4\Was heilt  fi(z)

ldee: Gegeben F C R, finde G = {g1,...,9;} C R so, dal}
(F)={(G) und g¢; “hangtnurvon z;,.... z, ab".
Beispiel:
© F={/i =2 a3, f2=af— w2},

* G={f1, fo=fo— fi =235 — x2},

o fl=a3—20=0 = axy=00deraz; =1
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4Was heit  fi(z)

ldee: Gegeben F C R, finde G ={¢1,...,9;} C R so, dal3
(F)={(G) und g¢; “hangtnurvon z;,.... z, ab".

Beispiel:

o]-‘:{fl:gj%—x%, fgzx%—ﬂn},

* G={f1, fo=/fo— [i =23 — a2},

o fl=a5—29=0 = wxy=0o0derz =1
°* fi(21,0)=0 = x1=0.

* fi(r1,1)=0 = a1 =1oderz; =—1.
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4Was heit  fi(z)

ldee: Gegeben F C R, finde G ={¢1,...,9;} C R so, dal3
(F)={(G) und g¢; “hangtnurvon z;,.... z, ab".

Beispiel:

’ f={f1=fc%—x%, f2=33%—£€2},

\ /
» G=A{f1, fh=fo— f1=12%— x2},
2 2 2 \/

s fl=25—29=0 = wxy=00derz; =1

° fi(z1,00=0 = z1=0.
* fi(r1,1)=0 = a1 =1oderz; =—1.
o Also: V(F) =V(G) = {(0,0),(1,1),(=1,1)}.
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4\Was heilt  fi(z)

ldee: Gegeben F C R, finde G ={¢1,...,9;} C R so, dal3
(F)=1{(G) und ¢; “hangtnurvon z;, ... z, ab".

Quintessenz: Die Idee reduziert das Problem darauf,
Nullstellen von Polynomen in einer Veran-
derlichen zu finden! (Numerik!)
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4\Was heilt  fi(z)

ldee: Gegeben F C R, finde G ={¢1,...,9;} C R so, dal3
(F)=1{(G) und ¢; “hangtnurvon z;, ... z, ab".

Quintessenz: Die Idee reduziert das Problem darauf,
Nullstellen von Polynomen in einer Veran-
derlichen zu finden! (Numerik!)

Beispiel: F = {fi = 2% — 1, fo =2? -2} C Q[z].

* Wir haben zwei Polynome, die nur von = abhangen!
* Missen wir fur beide alle Nullstellen bestimmen?
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4\Was heiRt  fi(z)

ldee: Gegeben F C R, finde G ={¢1,...,9;} C R so, dal3
(F)=1{(G) und ¢; “hangtnurvon z;, ... z, ab".

Quintessenz: Die Idee reduziert das Problem darauf,
Nullstellen von Polynomen in einer Veran-
derlichen zu finden! (Numerik!)

Beispiel: F = {fi = 2% — 1, fo =2? -2} C Q[z].

* Nein, denn (fi, f2) = (ggT(f1., f2))!
* Also: V(f1, fo) = V(g8T(f1, f2)).
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4\Was heiRt  fi(z)

ldee: Gegeben F C R, finde G ={¢1,...,9;} C R so, dal3
(F)=1{(G) und ¢; “hangtnurvon z;, ... z, ab".

Quintessenz: Die Idee reduziert das Problem darauf,
Nullstellen von Polynomen in einer Veran-
derlichen zu finden! (Numerik!)

Beispiel: F = {fi = 2% — 1, fo =2? -2} C Q[z].

* Wie berechne ich den ggT von f; und f,?
* Antwort: Euklidischer Algorithmus!
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4\Was heilt  fi(z)

ldee: Gegeben F C R, finde G ={¢1,...,9;} C R so, dal3

(F)={(G) und g¢; “hangtnurvon z;,.... z, ab".

Beispiel: F = {fi =2° -1, fo=2? -z} C Q[z].

Eukl.Alg. = wiederholte Division mit Rest: r_1 = f1, rg = f5

ry = 22 —x = (z+1)- (22 —2)+ (z—1) qr-To+ 1

rg = 2°—1 = r-(x—1)40

qa - T1 7

ro=0 = ggl(f1,fe)=r1=2-1
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4\Was heilt  fi(z)

ldee: Gegeben F C R, finde G ={¢1,...,9;} C R so, dal3

(F)={(G) und g¢; “hangtnurvon z;,.... z, ab".

Beispiel: F = {fi =2° -1, fo=2? -z} C Q[z].

Also:

V(fi,f2) =V(e—-1)=1
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5. ldeensammlung

* 1. Gaul3-Algorithmus — viele Veranderliche

Grundidee: Man entledige sich sukzessive der
einzelnen Variablen.

Wichtig: Dazu mufd man die Variablen angeordnet habel

Kaiserslautern, 26. Januar 2006 — p.11/2-



5. ldeensammlung

* 1. Gaul3-Algorithmus — viele Veranderliche

Grundidee: Man entledige sich sukzessive der
einzelnen Variablen.

Wichtig: Dazu mufd man die Variablen angeordnet habel

* 2. Euklidischer Algorithmus — eine Veranderliche

Grundidee: Fuhre Division mit Rest durch und er-
niedrige dabei sukzessive den Grad.

Wichtig: Monome sortiert nach Grad und Division mit Re
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5. ldeensammlung

* 1. Gaul3-Algorithmus — viele Veranderliche

Wichtig: Dazu mufd man die Variablen angeordnet habel

* 2. Euklidischer Algorithmus — eine Veranderliche

Wichtig: Monome sortiert nach Grad und Division mit Re

* 3. Quintessenz:
e Ordne die Monome vernunftig!
e Verallgemeinere Division mit Rest!
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6. Lexikographische Monomordnung

Definition:  Fiur z%, z° € Mon, definieren wir

> 2’ = Fi =0, i1=0i_1,; > Gi.




6. Lexikographische Monomordnung

Definition:  Fiur z%, z° € Mon, definieren wir
> 2’ = Fi =0, i1=0i_1,; > Gi.

Offensichtlich gilt:
* > st eine Totalordnung auf Mon,.
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6. Lexikographische Monomordnung

Definition:  Fiur z%, z° € Mon, definieren wir
> 2’ = Fi =0, i1=0i_1,; > Gi.

Offensichtlich gilt:
* > st eine Totalordnung auf Mon,.

o 2> P — %Y = %Y > Y = 0,
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6. Lexikographische Monomordnung

Definition:  Fiur z%, z° € Mon, definieren wir
> 2’ = Fi =0, i1=0i_1,; > Gi.

Offensichtlich gilt:
* > |st eine Wohlordnung auf Mon,.
o 2> P — .Y =Y > 2ot =20 7

o 1= g0.-0< o fiir alle a.
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6. Lexikographische Monomordnung

Definition:  Fiur z%, z° € Mon, definieren wir

> 2’ = Fi =0, i1=0i_1,; > Gi.

Notationen: f = Z,da|20 Ao - % € Qlry, ... Tyl

* Mon(f) = {z% | an # 0}, die Monome von f.
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6. Lexikographische Monomordnung

Definition:  Fiur z%, z° € Mon, definieren wir

> 2’ = Fi =0, i1=0i_1,; > Gi.

Notationen: f = Z,da|20 Ao - % € Qlry, ... Tyl
* Mon(f) = {z“ | aq # 0}, die Monome von f.
* Im(f) = maxMon( f), das Leitmonom von f.
* le(f) = aq, wenn Im( f) = z®, der Leitkoeffizient von f.
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6. Lexikographische Monomordnung

Definition:  Fiur z%, z° € Mon, definieren wir

> 2’ = Fi =0, i1=0i_1,; > Gi.

Notationen: [ = Z,da|20 Ao - % € Qlz1, ..., Tp).
* Mon(f) = {z“ | aq # 0}, die Monome von f.
* Im(f) = maxMon( f), das Leitmonom von f.
* le(f) = aq, wenn Im( f) = z®, der Leitkoeffizient von f.
* It(f) =le(f) - lm(f), der Leitterm von f.
* tail(f) = f — lt(f), der Schwanz von f.
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6. Lexikographische Monomordnung

* Mon(f) = {z“ | aq # 0}, die Monome von f.

* Im(f) = max Mon(f), das Leitmonom von f.

* le(f) = aq, wenn Im( f) = z¢, der Leitkoeffizient von f.
* It(f) =lc(f) - Im(f), der Leitterm von f.

* tail(f) = f — lt(f), der Schwanz von f.

Beispiel: [ = 2:131:13% + 513%333 — 75132:13% + 3 € Q[:El, 9, 512‘3]
Mon(f) = {z125, 2523, m223,1}, Im(f) = x123, le(f) =2,

It(f) = 2122, tail(f) = a3x3 — Txoay + 3
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7. Verallgemeinerte Division mit Rest

Definition:  Gegeben f, f1,..., fir € Qz1,...,z,].

f=a -h+.. . +a frt+r

heil3t Division mit Rest, wenn gilt:
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7. Verallgemeinerte Division mit Rest

Definition:  Gegeben f, f1,..., fir € Qz1,...,z,].

f=a -h+.. . +a frt+r

heil3t Division mit Rest, wenn gilt:
D1: Im(f) > Im(q f;) furalle i, und
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7. Verallgemeinerte Division mit Rest

Definition:  Gegeben f, f1,..., fir € Qz1,...,z,].

f=a -h+.. . +a frt+r

heil3t Division mit Rest, wenn qilt:
D1: Im(f) > Im(q f;) furalle i, und
D2:  r=0o0der Im(r) € (Im(f1),...,Im(f)).
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7. Verallgemeinerte Division mit Rest

Definition:  Gegeben f, f1,..., fir € Qz1,...,z,].

f=a -h+.. . +a frt+r

heil3t Division mit Rest, wenn qilt:
D1: Im(f) > Im(q f;) furalle i, und
D2:  r=0o0der Im(r) € (Im(f1),...,Im(f)).

Wir nennen r den Rest der Division mit Rest
oder eine Normalform von f bezuglich f1,..., f..
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7. Verallgemeinerte Division mit Rest

Definition:  Gegeben f, f1,..., fir € Qz1,...,z,].

f=a -h+.. . +a frt+r

heil3t Division mit Rest, wenn qilt:
D1: Im(f) > Im(q f;) furalle i, und
D2:  r=0o0der Im(r) € (Im(f1),...,Im(f)).

Beispiel: f=azy+y? f1=19%¢€ Q[z,y]
f=q fi+(zy+(1-0q) y°

Ist flr jedes ¢ € @@ eine DmR — keine Eindeutigkeit!
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8. Grobnerbasen

ldee: Self=q - fi+...+q.- fi. +reine DmR, dann

fE]Z:<f1,...,fk> <~ 1 =0.
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8. Grobnerbasen

ldee: Self=q - fi+...+q.- fi. +reine DmR, dann

fE]Z:<f1,...,fk> <~ 1 =0.

Beispiel:
f=3x*+z—4, fi=a’+3x—4, for=2°—-5r+4¢€ Qz].

f=-3-fi+0-fo+ (—8x+38)
ISt eine Division mit Rest r = —8x + 8 # 0, aber

f=x-f1— f2e€{f1,f2)
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8. Grobnerbasen

ldee: Self=q - fi+...+q.- fi. +reine DmR, dann

fE]Z:<f1,...,fk> <~ 1 =0.

Wir wissen, falls » £ 0:
* Wegen ID2 gilt:  Im(r)Z{m(f1),...,Im(f%)).
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8. Grobnerbasen

ldee: Self=q - fi+...+q.- fi. +reine DmR, dann

fE]Z:<f1,...,fk> <~ 1 =0.

Wir wissen, falls » £ 0:
* Wegen ID2 gilt:  Im(r)Z{m(f1),...,Im(f%)).

* Falls Im(r)¢L(I):=(Im(g) | g € I), dann r & I.
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8. Grobnerbasen

ldee: Self=q - fi+...+q.- fi. +reine DmR, dann

fE]Z:<f1,...,fk> <~ 1 =0.

Wir wissen, falls » £ 0:
* Wegen ID2 gilt:  Im(r)Z{m(f1),...,Im(f%)).

* Falls Im(r)¢L(I):=(Im(g) | g € I),dann [ & I.
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8. Grobnerbasen

ldee: Self=q - fi+...+q.- fi. +reine DmR, dann

fE]Z:<f1,...,fk> <~ 1 =0.

Wir wissen, falls » £ 0:
* Wegen ID2 gilt:  Im(r)Z{m(f1),...,Im(f%)).

* Falls Im(r)¢L(I):=(Im(g) | g € I),dann [ & I.

Schon ware wenn fur das Leitideal L(7) gelten wurde:

L(I) = (Im(f1), ..., Im(fz)).
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8. Grobnerbasen

ldee: Self=q - fi+...+q.- fi. +reine DmR, dann

fE]Z:<f1,...,fk> <~ 1 =0.

Schon ware wenn fur das Leitideal L(I) gelten wirde:

L(I) = (Im(f1), ..., Im(fz)).

Definition: Gegeben I = (f1,..., fr) I Qlz1, ...,y

Gc I endlich heil3t Grobnerbasis von I, falls

L(I) = (m(g) | g € G).
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8. Grobnerbasen

Definition: Gegeben I = (f1,..., fr) I Qlz1,..., 2y
Gc I endlich heil3t Grobnerbasis von I, falls
L(I)=(Im(g) | g € G).

Beispiel:
fi=a?+3x—4, fo=a2%—bx+4, r=-8z+8¢ Qal.

r:(x—3)°f1_f2€[:<fl’f2>’

aber
v =1m(r) & (%) = (Im(f1),1m(f2)).

Also ist G = {f1, fo} keine Grobnerbasis von 1.
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8. Grobnerbasen

Beispiel:
fi=a?+3x—4, fo=a2%—bx+4, r=—-8z+8¢ Qal.

r:(x—3)°f1_f2€[:<fl’f2>’

aber
v =1m(r) & (%) = (Im(f1),1m(f2)).

Also ist G = {f1, fo} keine Grobnerbasis von 1.

Beachte:

r=geT(f1,f2) = I={(r) = L(I)={m(r)) = ().
Also ist G = {r} eine Grobnerbasis von .
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8. Grobnerbasen

ldee: Self=q - fi+...+q.- fi. +reine DmR, dann

fE]Z:<f1,...,fk> <~ 1 =0.

Definition: Gegeben I = (f1,..., fr) I Qlz1, ...,y

Gc I endlich heil3t Grobnerbasis von I, falls

L(I) = (m(g) | g € G).
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8. Grobnerbasen

ldee: Self=q - fi+...+q.- fi. +reine DmR, dann

fE]Z:<f1,...,fk> <~ 1 =0.

Definition: Gegeben I = (f1,..., fr) I Qlz1, ...,y

Gc I endlich heil3t Grobnerbasis von I, falls

L(I) = (Im(g) | g € G).
Fragen:
* Gilt eigentlich I = (G)?
* Genugt eine Grobnerbasis unserer ldee?
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Gegeben:
* G={gi1,...,q;}+ C I Grébnerbasis von I,
* f=q1-q1+...+qs- g+ r eine Division mit Rest.
Dann qilt: a. fel <= r=N0.
b. T —(G).
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Gegeben:
°* G=1g1,...,9;} C I Grobnerbasis von I,

* f=q-9g1+...+q- g+ eine Division mit Rest.

Dann qilt: a. fel < r=N0.
b. I =(G).

Bewels: a. ‘<"

r=0 = Jf=q-a1+...+q g€l

Kaiserslautern, 26. J

anuar 2006 — p.16/2:



Gegeben:

* G={gi1,...,q;}+ C I Grébnerbasis von I,

* f=q1-q1+...+qs- g+ r eine Division mit Rest.
Dann qilt: a. fel <= r=N0.

b. [ = (G).

Beweis: a.“="

O#r=f-q-g1— .. —qp-gp €1

—> 0#1Im(r) € L({) = (Im(g1),...,1m(gr))

Im Widerspruch zu ID2.
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Gegeben:
* G={gi1,...,q;}+ C I Grébnerbasis von I,
* f=q1-q1+...+qs- g+ r eine Division mit Rest.
Dann qilt: a. fel <= r=N0.
b. T —(G).

Bewels:
b.Seifelund f=q-9g1+...+q;- g+ 7 eine DmR.
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Gegeben:
°* G=1g1,...,9;} C I Grobnerbasis von I,

* f=qi-q1+...+q- g, +r eine Division mit Rest.
Dann qilt: a. fel <= r=N0.
b. I =(G).
Bewels:
b.Seifelund f=q-9g1+...+q;- g+ 7 eine DmR.
Aus a. folgt dann r = 0 und somit

f:(]1'91—|-...—|—q/<;°g/<;6<g>.
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10. Satz B — verallgemeinert FSdA

Seil = (f,...,fr) JQlxy,...,x,] Mit Grobnerbasis G. Dann
#V (f1,..., fr) = dimg (Q[ajl, . ,:z:n]/L(]))

= dimq (Qfz1.....7,]/(Im(9) | g € G)).
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10. Satz B — verallgemeinert FSdA

Seil = (f,...,fr) JQlxy,...,x,] Mit Grobnerbasis G. Dann
#V (f1,..., fr) = dimg (Q[azl, . ,:z:n]/L(]))
= dimg (Q[z1,.. ., 2,]/(Im(g) | g € 9)).

Beispiel: fi =3 +ay, fo=uay®+2zy, I={f1,[2).

G = {f1, f-} ist Grobnerbasis, L(I) = (23, zy?),

{x, 2% zy,x%y,y" | i € N} Q-Basis von R/L(I).

Also: #V(fbe):OO—{ZC:O}CV(fl,fz) .
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10. Satz B — verallgemeinert FSdA

Seil = (f,...,fr) JQlxy,...,x,] Mit Grobnerbasis G. Dann
#V (f1,..., fr) = dimg (Q[x1, ..., zn]/L(]))
— dimq (Qlz1,. ., a)/{Im(g) | g € G))-
Beispiel: fi1 =%+ 2%y, fo=2%y+azyt, fs=v>+u.
G = {f1, fo, f3} ist Grébnerbasis, L(I) = (27, 2%y, 1),

{1,2,2% y, 2y} Q-Basis von R/L(I). t

Also: #V(f17f27f3) =9.
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10. Satz B — verallgemeinert FSdA

Seil = (f,...,fr) JQlxy,...,x,] Mit Grobnerbasis G. Dann
#V (f1,..., fr) = dimg (Q[x1, ..., zn]/L(]))
— dimq (Qlz1,. ., a)/{Im(g) | g € G))-
Beispiel: fi1 =%+ 2%y, fo=2%y+azyt, fs=v>+u.
G = {f1, fo, f3} ist Grébnerbasis, L(I) = (27, 2%y, 1),

{1,2,2% y, 2y} Q-Basis von R/L(I). t

Also: v(fl;anfS) — {(Ov 1)7 (_17 1)73)((070)} :
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10. Satz B — verallgemeinert FSdA

Seil = (f,...,fr) IQlx1,...,x,] Mit Grébnerbasis G. Dann:
#V (f1,..., fr) = dimg (Q[[Cl, . ,:z:n]/L(]))

= dimq (Qfz1.....7,)/(m(9) | g € G)).

Insbesondere:

#V(f1,. .. fx) <00 <= Vi=1,....n3 : ;" € L(I) = L(G)
<~ Vi=1,...,ndgeg : Im(g) € Q|z;]

<— Vidg, €G “nurvon z,...,x, abhangi
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10. Satz B — verallgemeinert FSdA

Seil = (f,...,fr) JQlxy,...,x,] Mit Grobnerbasis G. Dann
#V (f1,..., fr) = dimg (Q[azl, . ,:z:n]/L(]))
= dimg (Q[z1,.. ., 2,]/(Im(g) | g € 9)).

Quintessenz:

Wenn wir Grobnerbasen berechnen kénnen, kbnnen
wir Gleichungssysteme l6sen — modulo Numerik!

tern, 26. Januar 2006 — p.17/2:



11. Wie berechnet man Grobnerbase

Notation:
o kgV(z®, 2”) = xrlnax{al’ﬁl} o gaion.On).
kgV { Im(f),Im kgV | Im(f),lm
¢ SpOIY(fa 9) == ( lt((f; (g)) - f = : ( lt((g; (g)) 9




11. Wie berechnet man Grobnerbase

Notation:

. kgV(xO‘, CIZﬂ) _ xrlnax{oq,ﬁﬂ o x%nax{ozn,ﬁn}.

kgV { Im(f),lm(g) kgV ( Im(f),lm(g)

* spoly(f,g) = ( Tt (f) ) - f = ( Tt (g) ) 9.

Beispiel: f = a3 + 2%y, ¢ = 2%y + 2y,
3 3
LY LY

SpOlY(f, g) m— ? (373—|—.I'2y) —Qj_y (xzy—l—xy4) = $2y2—$2y4.
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11. Wie berechnet man Grobnerbase

Notation:
o kgV(z®, 2”) = xrlnax{al’ﬁl} o gaion.On).
kgV { Im(f),Im kgV | Im(f),lm
° SpOIY(fa,g) == ( lt((f; (g)) - f = : ( lt((g; (g)) " 9.

Buchberger-Kriterium: G ={g1,...,gx} ISt GrObnerbasis

< Vi#j : spoly(gi, g;) hat Rest null bel DmR beztglich
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12. Buchberger-Algorithmus

Input: fi,.oo, fr
Output: g¢1,...,9; Grobnerbasisvon (fi,..., fi).

cS={f,-- . Skl P={/.9) | [.9 €5, f # g}

* Solange P # (:
* Wahle (f,g) € Pund setze P = P\ {(f,9)}-
* Wenn r := Rest(spoly(f, g),S) -+ 0, dann

* P=PU{(r,f)| fes}
* S=5uU{r}

* Gib S zurick.
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13. Wie berechnet man den “ e

Input:  f, f1,. -, fke
Output: r, Restvon f bei DmR durch f1,..., f.

° r — f

* Solange r #Z0und 3¢ : Im(f;) | Im(r)
* Wahle so ein f;.
o . Spoly(rfi) _ 16(r) £,

= T TR
* Gib r zuruck.
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14. Verallgemeinerung von Satz B

dim (V(I)) =0 < #V(I) <

— L(NQ|#£{0} Vi=1,...,n
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14. Verallgemeinerung von Satz B

dim (V(I)) =0 <= #V({I) < oo

<— LU)NQx;] #{0} Vi=1,....,n

Insbesondere:

max {m | Ji1 < ... <ipm : L) NQzy,. .., zi,] ={0}} =0
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14. Verallgemeinerung von Satz B

FUr I = (f1,..., fx) < Qlz1,...,z,] beliebig gilt
dim (V(I)) =max {m | Fi1 < ... <im : L) NQ[zs, ..., z;,] = {0

Wir nennen {x;,,...,z; } eine maximal unabhangig.
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14. Verallgemeinerung von Satz B

FUr I = (f1,..., fx) < Qlz1,...,z,] beliebig gilt
dim (V(I)) =max {m | Fi1 < ... <im : L) NQ[zs, ..., z;,] = {0

Wir nennen {x;,,...,z; } eine maximal unabhangig.

Beachte: Ist G eine Grobnerbasis von I, dann gilt

L) NQ[xi,...,z; | ={0} <= /Haz,f‘ll xf‘nfbn € {lm(g) | g € G]
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15. Polynomiale Abbildungen

fi,-- o, fr € Qlzy,...,z,| definieren zwel Abbildungen:

* p:C" = CF:ar (fila),..., fxla))

¢ SO*Q[ylaayk] —>Q[$1,...,an] gHg(flaafk)
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15. Polynomiale Abbildungen

fi,-- o, fr € Qlzy,...,z,| definieren zwel Abbildungen:

* 0:C" = C":a (fi(a),..., fx(a))
¢ QO*ZQ[yl,...,yk] —>Q[:If1,...,£lfn] :gl—>g(f1,...,fk).

Fragen:
* Ist o(V(I)) wieder eine Varietét?

* Wie hangen ¢ und ¢* zusammen?
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15. Polynomiale Abbildungen

Fragen:

* Ist o(V(I)) wieder eine Varietét?

* Wie hangen ¢ und ¢* zusammen?
Beispiel:

o [ = (xy—1).

c 0:0? = C:(x,y) — .

* o(V(I)) = C\ {0} ist keine Varietat.

* Wohl aber ¢(V (1)) = C.
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15. Polynomiale Abbildungen

Fragen:
* Ist o(V(I)) wieder eine Varietét?

* Wie hangen ¢ und ¢* zusammen?

Satz C:

Der topologische Abschluf? ¢(1/(I)) ist eine Varietét und
»(V(I)) liegt dicht darin.

Bemerkung: Fur Vi~ () gilt das leider nicht mehr!
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15. Polynomiale Abbildungen

Fragen:
* Ist o(V(I)) wieder eine Varietét?

* Wie hangen ¢ und ¢* zusammen?

Satz C:

Der topologische Abschluf? ¢(1/(I)) ist eine Varietét und
»(V(I)) liegt dicht darin.

Beweisidee: Zeige ¢(V (1)) =V ((p*) (1))

Kaiserslautern, 26. Januar 2006 —



15. Polynomiale Abbildungen

Genauer — betrachte den Graphen von ¢

(a, fi(a),..., fr(a))e Graph(yp) c Q" x CF

| -




15. Polynomiale Abbildungen

Genauer — betrachte den Graphen von ¢

(a, fi(a),..., fr(a))e Graph(yp) c Q" x CF

| -

C (i

Dann gilt ¢ (V (1)) = V(I + J), wobei

J=1—Ji,o oy — Jk) DQ[x1, . T, Y1, - Yk

und

gp(V(I)) = pr (V(I -+ J))




15. Polynomiale Abbildungen

Dann gilt ¢ (V (1)) = V(I + .J), wobei

J = <?/1 _fla"'ayk_fk> SIQ[xbnwmnayla"'?yk]

und
@(V([)) = pr (V(] -+ J))

Schliel3lich gilt far eine Projektion:

pr (V([+ J)) — V(([—i— J)NQlyt, ..., ykl),
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15. Polynomiale Abbildungen

Schliel3lich gilt far eine Projektion:

pr(V(I+J)=V(I+J)NQy1,--..yxl),
das heilst, man kann (¢*)" (1) = (I + J) N Qy1, ..., ys]
durch Elimination berechnen:

Berechne eine Grébnerbasis von I + J und streiche
alle Polynome, die von einem z; abhangen.
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16. Zusammenfassung

1. Grobnerbasen + Numerik I6sen fi1 =... = fi. =0,
falls endlich.
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16. Zusammenfassung

1. Grobnerbasen + Numerik I6sen fi1 =... = fi. =0,
falls endlich.

2. Grobnerbasen liefern stets die Dimension der
LOosungsmenge.
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16. Zusammenfassung

1. Grobnerbasen + Numerik I6sen fi1 =... = fi. =0,
falls endlich.

2. Grobnerbasen liefern stets die Dimension der
LOosungsmenge.

3. Grbbnerbasen liefern Gleichungen fur das Bild einer
Abbildung.

Kaiserslautern, 26. Januar 2006 — p.24/2:
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