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Aufgabe 1. Betrachten Sie den reellen Vektorraum M := R3 mit der Standardbasis
e1, e2, e3. Es sei τ : M ×M → ⊗2M die Tensorabbildung. Es sei

ϕ : M ×M → M
((x1, x2, x3), (y1, y2, y3)) 7→ (x2y3 − x3y2,−x1y3 + x3y1, x1y2 − x2y1)

a) Zeigen Sie, dass ϕ eine alternierende Abbildung ist.
b) Bestimmen Sie bezüglich einer geeigneten Basis von ∧2M die darstellende Matrix Aϕ̃
der zu ϕ gehörigen linearen Abbildung ϕ̃ : ∧2M →M .
c) Bestimmen Sie ker(π) der kanonischen Quotientenabbildung π : ⊗2M → ∧2M .

Aufgabe 2. Sei V ein Vektorraum über dem reellen Körper R. Für eine Permutation
σ ∈ Σ3 werde die induzierte lineare Abbildung auf den Tensorpotenzen ebenfalls mit
σ : ⊗3V → ⊗3V bezeichnet. Es seien τ : V 3 → ⊗3V und π : ⊗3V → ∧3V die kanonischen
Abbildungen. Gegeben sei die lineare Abbildung

ψ : ⊗3V → ⊗3V
t 7→ 1

3!

∑
σ∈Σ3

sgn(σ) σ(t).

a) Zeigen Sie: ψ ◦ τ ist eine alternierende Abbildung.
b) Bestimmen Sie für den Fall V = R3 den Rang von ψ.
c) Sei α : ∧3V → ⊗3V die durch ψ ◦ τ induzierte Abbildung. Bestimmen Sie allgemein
die Abbildung β := π ◦ α : ∧3V → ∧3V .
d) Zeigen Sie: ψ2 = ψ.

Aufgabe 3. Sei (K,+, ·) ein Körper, und seien U und V endlichdimensionale K-
Vektoräume. Sei ϕ : U → V eine K-lineare Abbildung vom Rang r ∈ N. Zeigen Sie:
2r ist der Rang der durch die Bildung direkter Summen zusammengesetzten K-linearen
Abbildung ⊕

p∈N

∧pϕ :
⊕
p∈N

∧pU −→
⊕
p∈N

∧pV.

Aufgabe 4. Seien M und N zwei Q-Moduln. Konstruieren Sie einen Isomorphismus:

ψ : HomQ(S2M,N)→ {ϕ ∈ HomQ(⊗2M,N) : ∀m,n ∈M gilt m⊗ n− n⊗m ∈ ker(ϕ)}.

Abgabetermin: Keine Abgabe, nur zur Eigen-Übung!


