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Diese Aufgaben sind schriftlich auszuarbeiten und am 9. Mai vor der
Vorlesung abzugeben. Fiir jede Aufgabe gibt es 4 Punkte.

Aufgabe 1. Sei g eine Riemannsche Metrik auf einer Mannigfaltigkeit M. In
lokalen Koordinaten (U, ¢ = (x',...,2™)) sei

i3
Die inverse Matrix zu g;; bezeichnet man mit ¢. Die Metrik g induziert einen

Isomorphismus b: TM — T*M, X — g(X,.). Bezeichne §: T*M — T'M deren
Inverse.

a) Geben Sie die Koordinatendarstellungen der beiden Isomorphismen b
und f beziiglich der Basisfelder an, die von den obigen Koordinaten in-
duzierten werden.

b) Mittels £ definiert g eine Metrik auf T*M. Berechnen Sie deren Koef-
fizienten beziiglich der von den Koordinaten induzierten Basisfelder.

Aufgabe 2. Sei M eine Mannigfaltigkeit.

a) Zeigen Sie, daf die Spur von Endomorphismen auf 7'M unter dem Iso-
morphismus T*M @ TM = End(T M) eine Abbildung

T"M@TM - R, a®uv—tr(a®v):=a(v)

induziert.

b) Ist M mit einer Riemannschen Metrik g ausgestattet, so kann man mittels
f auch die Spur tr(b) einer Bilinearform b € TyM ® TyM auf einem
Tagentialraum T}, M berechnen. Zeigen Sie, daf} fiir b € TyM @ T M gilt

tr(b) = Zb(ei,ei),

wobei ey, ..., e, eine (beliebige) Orthonormalbasis von (7,M, g,) ist.
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Aufgabe 3. Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. In lokalen Koordi-
naten (U, = (2!, ...,2")) sei gy = >, . gijda’dr’. Zeigen Sie:

a) Die Christoffelsymbole F sind gegeben durch
Iy, = 5(2 Bigj + Digir — Okgij)g"
k

(wobei 9, die partielle Ableitung in Richtung von z* bezeichnet). Die
Symmetrie der Christoffelsymbole in ¢5 folgt alleine aus der Torsionsfrei-
heit von V.

b) Die lokalen Koeffizienten Rijkl des Krﬁmmungstensors sind

Riji' = 0,1, 8Flk+z i — i)

wobei R(9;,0;)0, = >, Riji'0

Aufgabe 4. Sei (M,g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und seien (U, p =
(z',...,2™)) Riemannsche Normalkoordinaten beziiglich eines Punktes p € U (ins-
besondere gilt also 27(p) = 0). Zeigen Sie, dafl

E gi; 7 1) = E z'xt
ij i



