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Diese Aufgaben sind schriftlich auszuarbeiten und am 18. Juli vor der
Vorlesung abzugeben. Fiir jede Aufgabe gibt es 4 Punkte.

Aufgabe 1. Zeigen Sie, dafl die Divergenz eines Vektorfeldes X auf einer Rie-
mannschen Mannigfaltigkeit (M, g) durch

div(X) = Z g(ei, Ve, X)

gegeben ist, wobei eq, ..., e, ein lokaler orthonormaler Rahmen von T'M ist.
Aufgabe 2. Sei (M, g) eine kompakte, orientierte Riemannsche Mannigfaltigkeit.

a) Zeigen Sie, daf der Diracoperator D eines Cliffordbiindels iiber M (for-
mal) selbstadjungiert ist. Berechnen Sie sein Hauptsymbol.

b) Verifizieren Sie die in der Vorlesung gegebene Formel fiir den (formal) Ad-
jungierten Operator V* eines metrischen Zusammenhangs V auf einem
hermiteschen Vektorbiindel iiber M. Berechnen Sie das Hauptsymbol
des dazugehorigen Bochner—Laplaceoperators A = V*V.

Aufgabe 3. Das Ziel dieser Aufgabe ist, die elliptische Abschatzung und Reg-
ularitat fiir generalisierte Laplaceoperatoren auf kompakten Mannigfaltigkeiten
aus den entsprechenden (und in der Vorlesung bewiesenen) Resultaten fiir Dirac-
operatoren zu folgern. Benutzen Sie dabei, daf jeder generalisierte Laplaceoper-
ator A von der Form A = V*V + H ist, wobei V eine metrischer Zusammenhang
und H ein symmetrischer Biindelendomorphismus ist.

Zeigen Sie (wie schon in der Vorlesung skizziert):

a) Die elliptische Abschitzung und Regularitét gilt fiir Quadrate von Dirac-
operatoren. (Tip: hier kann die Youngsche Ungleichung helfen.)

b) Die elliptische Abschitzung und Regularitét gilt fiir den Bochner—Laplace-
operator V*V, da dieser die Einschrankung (auf Formen nullten Grades)
des Quadrates D? eines geeignet getwisteten DeRham-Diracoperators D
ist.

¢) Da A eine Stérung von V*V durch einen Operator nullter Ordnung ist,
gilt die elliptische Abschéitzung und Regularitat auch fir A.
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Aufgabe 4. Sei A ein generalisierter Laplaceoperator auf einem hermiteschen
Biindel £ {iber einer kompakten Mannigfaltigkeit M. Zeigen Sie (analog dem
Beweis fiir die Warmeleitungsgleichung aus der Vorlesung):

a) U, = e ' ist fiir jedes ¢t € R ein unitdrer Operator auf L?(E). Die
Abbildung t — U, ist ein Gruppenhomomorphismus.

b) Fiir jeden glatten Schnitt uy € C*(FE) gibt es eine eindeutige glatte
Losung der Schrodingergleichung

ou
h— + Au=0
? o + Au
auf R x M mit Anfangswert ug.
c¢) Erkléren Sie, warum (anders als bei der Warmeleitungsgleichung) die

Fundamentallésung U; nicht glattet, dafiir aber auf ganz R definiert ist.

(Bemerkung: Ist A = D? das Quadrat eines Diracoperators, so kann die Wellen-

gleichung
0*u 9
w + D7y = 0
auf R x M fiir beliebige glatte Anfangsbedingungen uy und 1 gelost werden,

indem man Losungen der beiden Gleichungen

0

8—7; +iDu=0
iiberlagert. Ahnlich kann man im allgemeineren Fall daB A nicht-negatives Spek-
trum hat verfahren, denn dann kann man mittels Spektralkalkiil eine positive

Wurzel aus A ziehen.)



