Prof. Dr. Christoph Bohle Tibingen SS 2016

Einfiihrung in die Differentialgeometrie : Ubungsblatt 10
PD Dr. Sebastian Heller 30. Juni 2016

Diese Aufgaben sind schriftlich auszuarbeiten und am 12. Juli vor der
Vorlesung abzugeben. Fiir jede Aufgabe gibt es 4 Punkte.

Aufgabe 1.

a) Welche Bedingungen miissen r(v) > 0 und h(v) erfiillen, damit

f(u,v) = (r(v) cos(u), r(v) sin(u), h(v))
die Sphére S? (ohne Pole und einen Meridian) parametrisiert? Dabei soll
die Orientierung der Karte mit einem nach auflen zeigenden Normalen-
vektorfeld kompatibel sein.

b) Bestimmen Sie die Koeffizienten der 1. Fundamentalform beziiglich der
Koordinaten (u,v). Welche Bedingung muf erfiillt sein, damit die Para-
metrisierung winkeltreu ist? Wann ist sie flaichentreu?

c) Zeigen Sie, dafl r(v) = m und h(v) = tanh(v) eine winkeltreue
Parametrisierung liefert.

d) Zeigen Sie, daB man mit h(v) = v und entsprechendem r(v) eine flachen-
treue Parametrisierung erhalt.

e) Gibt es eine Wahl von r und h, so daB die Parametrisierung von S?
gleichzeitig winkeltreu und flachentreu ist?

Aufgabe 2.

a) Eine nach Bogenlinge parametrisierte Kurve auf einer Fliche in R? ist
genau dann eine Geodatische, wenn ihre geodatische Krimmung ver-
schwindet.

b) Wann sind die Kurven u +— f(u,vg) bzw. v — f(up,v) auf einer Rota-
tionsflache

fu,v) = (r(v) cos(u),r(v) sin(u), h(v))
Geodatische? Interpretieren Sie die Bedingungen geometrisch. Welche
der beiden Familien von Parameterlinien besteht nach geeigneter Umpara-
metrisierung von f nur aus Geodéatischen?

Aufgabe 3.

a) Zeige Sie: fiir eine Fliche mit 1. Fundamentalform g = *(du® + dv?)
gilt
K = —e 2 A,



wobei A = a% + aa_;.
b) Berechnen Sie K fiir
4

1+ k(u? 4 v?2))

g = ( 2(du2+dvz).

Aufgabe 4. Zeigen Sie:

a) SO(n) ist eine Untermannigfaltigkeit der n x n—Matrizen. Was ist der
Tangentialraum in 1d?

b) Ist X eine schiefsymmetrische Matrix, so ist die Kurve v(t) = exp(t.X)
eine Geoditische von SO(n) beziiglich der induzierten Metrik.

(Tip: die Euklidische Metrik auf den n x n—-Matrizen ist < A, B >= tr(A*B). Die
Gruppe SO(n) wirkt auf den n x n—Matrizen von links und rechts als Gruppe
von Isometrien. Bestimmen Sie den Normalenraum an SO(n) im Punkt Id.
Bestimmen Sie den Tangential- und Normalenraum an SO(n) in einem Punkt
G € SO(n). Folgern Sie, daBl 4”(¢) im Normalenraum an SO(n) im Punkt ()
liegt.)



