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30. M |K sei eine Körpererweiterung und E1, E2, E seien Zwischenkörper von M |K
mit E = E1 ∨ E2. Beweisen Sie:
Wenn E1|K und E2|K normale Körpererweiterungen sind,
so sind E|K und (E1 ∩ E2)|K normale Körpererweiterungen.
(Zu beachten ist: Jede normale Körpererweiterung ist algebraisch.)

31. Sei K ein Körper mit algebraischem Abschluss K. Weiter sei f ∈ K[T ] ein sepa-
rables Polynom vom Grad ≥ 1 und L sei der Zerfällungskörper über K von f in
K und G = Gal (L|K) die Galois-Gruppe von f . Bezeichne W die Menge aller
Nullstellen von f in K und sei W : G = {Bi | 1 ≤ i ≤ r} die Zerlegung von W in
G-Bahnen.
Beweisen Sie, dass die Primfaktoren von f in K[T ] genau die (paarweise verschie-
denen) Polynome fi :=

∏
b∈Bi

(T − b) für 1 ≤ i ≤ r sind.

32. Sei K ein Körper und seien f, g ∈ K[T ] normiert und irreduzibel. Zeigen Sie:
Gibt es in einem Erweiterungskörper L von K eine a ∈ L mit der Eigenschaft
f(a) = 0 = g(a), so ist f = g.

Im Folgenden sei p eine Primzahl und Fp der Primkörper der Charakteristik p und
Fp∞ ein algebraischer Abschluss von Fp. σp : x 7→ xp bezeichne den Frobenius-
Automorphismus von Fp∞ . Für q = pm bezeichne Fq den Teilkörper von Fp∞ mit
genau q Elementen.

33. Für q = pm gelte Fqℓ = Fq(a) mit einem a ∈ Fqℓ . Beweisen Sie, dass dann das

Polynom pa :=
∏

i∈ℓ(T − aqi

) das Minimalpolynom von a über Fq ist.
(Beachten Sie den Spezialfall q = p.) (10 Punkte)

34. Beweisen Sie:
(a) Die Körpererweiterung Fp∞ |Fp ist eine (absolute) Galois-Erweiterung.

Setze G := Gal (Fp∞ |Fp) = Ap∞ in der Bezeichnung von Blatt 6.
(b) Fp∞ besitzt keinen Teilkörper E derart, dass 〈σp〉 = {σ | σ ∈ G und xσ =

x für alle x ∈ E} gilt. (10 Punkte)

(Die Abbildung Γ von (9.1) der Vorlesung ist somit in diesem Fall nicht surjektiv.)

35. Sei K ein Körper mit algebraischem Abschluss K. Beweisen Sie:
(a) K|ℑ(K|K) ist eine Galois-Erweiterung.
(b) Wenn K|K nicht separabel ist, ist K ein nicht perfekter Körper der Charakteristik

p > 0, insbesondere nicht endlich.
(c) Geben Sie für beliebige Charakteristik p > 0 ein Beispiel an mit ℑ(K|K) 6= K.

Die Übungsaufgaben 33 und 34 sind schriftlich zu bearbeiten und am Mittwoch,
dem 24. Juni 2009, in der Vorlesungspause abzugeben.


