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17. Es bezeichne 0 : C — C: z — o(z) := z die Konjugationsabbildung auf C.
Weiter sei U C C offen und f : U — C sei eine Funktion und U? := o(U).
Dann ist f7 := oo fo(o|ye) eine auf U? definierte Funktion. Beweisen Sie:
(i) U7 ist offen in C.
(ii) f ist genau dann holomorph in U, wenn f holomorph in U7 ist.
(6 Punkte)

18.

(a) Zeigen Sie, dass G := {re®|0 < r € Rund |t| < 7} ein einfach zusam-
menhéngendes Gebiet in C ist. Skizzieren Sie dieses.

(b) Zeigen Sie, dass durch f(re') := In(r) + it eine Funktion auf G definiert wird
mit der Eigenschaft exp (f(z)) = z fiir alle z € G.

(c) Sei f =wu+iv die Zerlegung von f in Real- und Imaginérteil.
Berechnen Sie u(x,y) und v(z,y) fir z = x + iy mit Re(z) = x und zei-
gen Sie mit Hilfe der Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen, dass f
holomorph ist.

( 7 Punkte)

19. Sei D C C* = C )\ {0} ein Gebiet mit 1 € D und f sei eine Stammfunktion von %
auf D mit der Eigenschaft f(1) = 0. Beweisen Sie:
(a) Fiir jedes 0 < r € R existiert ein w € C mit |w| =r und w & D.
(b) exp (f(2)) = z fiir alle z € D. (Hinweis: exp (f(z))/z ist konstant!)
(c) Es existiert genau eine stetige Funktion ¢ : D — R mit ¢(1) = 0 und
z = |z|e*) fiir alle z € D.
(f heife der Hauptzweig des Logarithmus auf D, vgl. auch Ubungsaufgabe
18.)
( 7 Punkte)

20. Beweisen Sie den Hilfssatz (6.9) der Vorlesung.

Die Ubungsaufgaben 17, 18 und 19 sind schriftlich zu bearbeiten und vor der
Vorlesung am Montag, dem 20. November 2006, abzugeben.



