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T
Sei n eine ungerade natiirliche Zahl > 1 mit der Primfaktorzerlegung n = H Py
k=1
und x sei eine zu n teilerfremde natiirliche Zahl. Beweisen Sie:
(a) z ist eine quadratischer Rest modulo n, d.h. es gilt z = y? (mod n) fiir ein
y € Z, genau dann, wenn x ein quadratischer Rest modulo p}* fiir alle k ist.
(b) « ist eine quadratischer Rest modulo p;* fiir ein k£ genau dann, wenn x ein
quadratischer Rest modulo py ist.
(c) Welche Konsequenzen ergeben sich daraus fiir das Jacobi-Symbol?
Wie miisste demnach ein quadratisches Rest-Symbol modulo n definiert wer-
den? (4 Punkte)

Sei p eine ungerade Primzahl und weiter a,b,c € Z mit a 20 (mod p).
Beweisen Sie: Die quadratische Kongruenz modulo p

ar® +br+c=0 (mod p)

2_4ac

hat modulo p genau 1+ (b >
Hinweis: Betrachten Sie den Korper F), = Z/p.

) Losungen.

Sei R =Z[i] = {z =z +iy | v,y € Z} C C der Ring der ganzen GauBlschen
Zahlen. Fiir z = z + iy setze N(2) := 2z = 22 + y?. N(z) heifle die Norm von 2.

Beweisen Sie:

(a) R = Z]i] ist ein euklidischer Ring mit euklidischer Norm z — N(z), d.h. R ist
ein Integritédtsbereich und fiir alle 21,29 € R mit zo # 0 existieren ¢,r € R mit
21 = qzz + 7 und N(r) < N(z2) oder r = 0.

(R ist deshalb ein Hauptidealring und die Begriffe ,Primelement* und , irredu-
zibles Element“ fallen in R zusammen.)

(b) Fiir 21,22 € R gilt N(z122) = N(21)N(22). Fiir a = u +iv € R gilt N(a) = 1
genau dann, wenn a eine Einheit in R ist, d. h. a € {1, —1,4, —i}.

(c) Wenn m = z + iy ein Primelement in R ist, so ist auch T = x — iy ein
Primelement in R. # = x + iy mit x > 0 ist genau dann ein Primelement in R,
wenn 7 =p =3 (mod 4) mit einer ungeraden Primzahl p ist oder N(7) = 22 43?2
eine Primzahl p = 2 oder p =1 (mod 4) ist. (Hieraus folgt der Kehrsatz zum
Resultat von Ubungsaufgabe 19 (a).) (8 Punkte)

Die Ubungsaufgaben 42 und 44 sind schriftlich zu bearbeiten und in der Vorle-
sungspause am Dienstag, dem 29. Juni 2010, abzugeben.



