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9. Sind V und W K-Vektorräume, so wird das cartesische Produkt V ×W zu einem
K-Vektorraum via

(x, y) + (x′, y′) := (x + x′, y + y′) , r(x, y) := (rx, ry)
für alle x, x′ ∈ V, y, y′ ∈ W, r ∈ K; diesen K-Vektorraum bezeichnen wir ebenfalls
mit V ×W . Beweisen Sie dies und zeigen Sie darüberhinaus, dass V ×W = V1⊕W1

gilt, wobei V ∼= V1 und W ∼= W1 gilt.

10. Sei V = R
4 und B = {ej : 1 ≤ j ≤ 4} die kanonische Basis von V mit ej =

(δkj)1≤k≤4. Weiter sei B0 := {(1, 1,−1, 1), (0, 1, 0,−1)}.
(a) Bestimmen Sie suppB(x) für alle x ∈ B0.
(b) Zeigen Sie, dass B0 linear unabhängig ist und bestimmen Sie eine Basis C

von V mit B0 ⊆ C und C \ B0 ⊆ B. (6 Punkte)

11. Beweisen Sie Satz (1.26) der Vorlesung: Sei M eine Teilmenge des K- Vektorraums
V der endlichen Dimension n ≥ 1. Dann gilt:
(1) Wenn |M | ≥ n + 1, so ist M linear abhängig.
(2) Wenn |M | ≤ n − 1, so ist 〈M〉K 6= V .
(3) Wenn |M | = n und M linear unabhängig ist, so ist M eine Basis von V .
(4) Wenn |M | = n und 〈M〉K = V gilt, so ist M eine Basis von V . (8 Punkte)

12. Beweisen Sie Satz (1.28) der Vorlesung für dim(V ) = ∞.

13. Beweisen Sie Satz (1.31) der Vorlesung:
Das innere Produkt β : Kn × Kn → K : (x, y) 7→ β(x, y) := (x | y) =

∑n

k=1
xkyk

ist eine symmetrische Bilinearform.

14. Sei V := {f ∈ R[X] : Grad (f) ≤ 5} der R-Vektorraum der Polynomfunktionen
vom Grad ≤ 3 mit geordneter Basis b = (1, X,X2, X3); wir identifizieren dabei

das Polynom
∑

3

k=0
akXk mit der Polynomfunktion t 7→

∑
3

k=0
aktk.

d : V → V : f 7→ f ′ ist dann ein Endomorphismus von V .
(i) Bestimmen Sie die Koordinatenmatrix A = κb(d) = κb,b(d).
(ii) Bestimmen Sie Ker (d), Im (d) und die Dimensionen dieser Unterräume. Gilt

Ker (d) ⊆ Im (d)?
(iii) Bestimmen Sie einen Unterraum U ≤ V mit der Eigenschaft V = U ⊕ Im (d).

(6 Punkte)

Die Übungsaufgaben 10, 11 und 14 sind schriftlich zu bearbeiten und am Mitt-
woch, dem 29. Oktober 2008, in der Vorlesungspause abzugeben.


