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Im Folgenden bezeichne K einen Korper, V einen K-Vektorraum und es seien n, m € N.
15. Sei 7 € End(V) und gelte 72 = rom = 7.

Beweisen Sie, dass dann V' = Ker (7) @ Im (7) gilt.

(Ein solcher Endomorphismus heifit ein Projektionsoperator.)

16. Gelte V.= U @ W und dim(V) = n. Dann existiert eine geordnete Basis b =
(b1,...b,) von V derart, dass mit dim(U) = r das Anfangsstiick by := (by,...,b,)
eine geordnete Basis von U und by := (b,41,...,b,) eine geordnete Basis von W
ist.

Zeigen Sie, dass genau ein Endomorphismus 7 € End(V') existiert mit den Eigen-
schaften 7(x) = z fir alle x € U und 7(x) = 0 fiir alle x € W. Bestimmen Sie
die Koordinatenmatrix P = ky(7) = Kpp(m). Zeigen Sie, dass 72 = 7 gilt und
bestimmen Sie Ker (7) und Im (7). (5 Punkte)

17. Sei A= (111---1) € K™ und es sei b € K = K'. Bestimmen Sie alle Lésungen
x € K™ des linearen Gleichungssystems (der linearen Gleichung) Ax = b und
eine Basis fiir den Losungsraum L(A,0) des zugehorigen homogenen Gleichungs-
systems. (5 Punkte)

18. Seien A € K™*™ und b € K™ gegeben. Dann bezeichnet 4 : K" — K™ : x —
Az die Linksmultiplikation von A mit dem Spaltenvektor z; fiir j € {1,...,n}
bezeichne a.; = (ax;)i1<r<m die j-Spalte von A.

Beweisen Sie die Gleichwertigkeit folgender Aussagen:

(a) Das lineare Gleichungssystem Ax = b ist losbar.
(b) belIm(La).

(c) bef(a;j:1<j<n),. (4 Punkte)
19. Die Abbildung § : R? x R? — R : ((x1,22), (y1,¥y2)) — (z1,22) < 01 (1)) (zl)
- 2

ist nach der Vorlesung eine Bilinearform.
(i) Beweisen Sie, dass d schiefsymmetrisch ist, d.h. es gilt 6(z,y) = —d(y, z) fir alle

r,y € R2.
(ii) Zeigen Sie, dass b = (e1+ea, €1 —e3) eine geordnete Basis von R? ist und berechnen
Sie die Gram-Matrix Gg. (6 Punkte)
3 0 0
20. Beweisen Sie dass die Abbildung v : R3* x R3 - R: (z,y) — 2|0 2 —1 ]y
0O -1 1

ein Skalarprodukt auf R? ist. Geben Sie fiir v einen expliziten Formelausdruck an.

Die Ubungsaufgaben 16, 17, 18 und 19 sind schriftlich zu bearbeiten und am
Mittwoch, dem 5. November 2008 in der Vorlesungspause abzugeben.



