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0/1

Zentrale Automorphismen der Ord p gibt es fiir die Gruppe & genau dann, wenn
fiir den Kommutatorinidex ig und die Zentrums Ord zg gilt: p|(i@,z@), und
wenn nicht & = 2 x B und || =2 21is, 21zs

1/2
8.3.62

Vertauschbarkeit subnormaler Ugr.

Sei A <1< B, B <1 B, A* die groBte mit B vtb subnormale Ugr von A; dito
%*
Dann gilt:

(1) Ql’ Kern 2A* nilpot., ’B’ Kern 9* nilp., genau gleiche Primteiler
in ‘Ql/Ql* %/’B*’, alle “kritisch”, d.h. es gibt nichtmod. Ausschnitte in
&.

)

Bew.:



a) AY < A* da A¥vB
B) Ann. Sei p Primt. /2%, nicht B/B*; dann AvB*, AzvB*, B =
(B* - -Cg) C€g ein - p-kopfig

) Sei p gemeins. Primt 2/2A*, B/%B* nicht kritisch: Dann 5
seminor, AzvB  W!

(2) 2A* ist die maximale mit B vtb. Untergruppe schlechthin! Diese ist also
stets subnormal.
Bew: 2A* < U <A — U << 2, der Kern 2A* <A < $ & A/ Kern nilp.
[Von S. 3 iibernommen:]
Fiir beliebige Gr. bei Roseblade-Stonehewer, J. Alg. 8 (1968)!

2/3

(3) Sei P p-Sylowgr &. Dann ist 2 (= AN P) die grofte mit By vertb
Ugr von As.
Bew.
a) AvB — Ay v By
B) Sei Q[?q} <0< Ap, Av By
2%y ‘B;jf’ =p®
I =R
da R px einkopfig, folgt RvB, R < A" — Q <AL

3/4
Maximale nilpot. Untergruppen
(1) Seien PPy x Q1, P2 x Qo maximale nilpotente pg-Untergr. von &.
a) Ist Py % Po, so Q4 %Qz
b) Ist Py = Vo, so = Qo
¢) Sogar P12 = P2o

wobei c¢: bis auf Konjugiertheit in &
Bew:

(a) OBdA P11 <Po. dg € Zs Py:
(01,093%)q - Gp.; wegen R; X Q1 maximal
istr=90; ; Q<

(b) Klar: Vertausche Rolle 1,2.

(c) Ist sogar Py = P2, so o0BdA Py = Po, wie ob (Q1,09) = Q;, Qf =
Qi1,9€ Zs Pr (P2 xQ2)9 =P x Qf = P1 x !y



(2) Verallg: Sei p+ (p) = 0; A, x Ap. B, x B, seien max. nil o- Gr in &
a) Sei ™A, <B,; dann A, > B,

b) aus = folgt =

C

c) und sogar A, x A, = B, x B,

4/5
Seite 5 ist leer
5/6

Permutationsgruppen; Zum verallg Satz von Frobenius

(1) Ist & tra und hat &; auf Q — 1 einen intra Normalteiler 91;, dessen
Tragebiete von &; halbreguldr permutiert werden, so ex. 9t < &, N tra,

NNG; =Ny

(2) z.B: es geniigt, dal My < &1, & 2-tra, 1 /M nilpotent, N; intra ist, die
Nicheinfachheit von & zu zeigen.

(3) 2-Tra der PGr vom Grad p, die nicht < NP sind, folgt leicht so:
Ind.: primire Komplexe konjugiert; die grofite 1-tra Gruppe unter ihnen
ist daher <(&, H) = &, wo NP = (H); R 3-tra, da > N, also & 2-tra.

6,7

Ordnung prim. Gruppen

Satz: & pri, Gr = n, p2‘|®|, p?>n=2A, <6.

Ind. Bew: Sei 8 eine p- Sy Gr &, {QS&B = {Fixpkte}
f=19%l
1. & 2-tra
2. Min-Grad 8 > & — 2% pn=tfp, k>1
2a siehe 25 (S. 16)
A. f=0 besser P~ statt Py, ist spéter dann zu iibernehmen

3. N'B; ist 2-tra auf ¢B1 denn 3y ist p-Sy Gr 12

4. NP1 < NP
Ind: Sonst PB1 < (P, PB) > B, 3IH € (P, P’) mit (OrdH,p) = 1, das lésst
jedes & € T, fest, TH < ¢B1 = ¢* wergen 3 erzeugt H unter NP eine

tra Gruppe $ mit 79 = ¢*B; .



unnotig

d.
6.

10.
11.

12.

13.

a) Falls ¢ > 5, enth. & ein P mit ¢ < p—;l Zyklen, da n < p(p — 1);
p>2g+ 1> 2¢— 1 also nach Manning W»Bl’ <4qg—4 < 2p— 6,
n<4p—12

7/8

n = kp, k§4—1]72 k<3—-gq=1 — k=2 — & (p+1)-tra
— & < A,. Also 4 bewiesen.

’Qﬁﬁ‘ = p Denn auf ¢* = ¢*I3; ist P halbreg und < 2 tra
NP1 scharf 2-tra auf ¢, da > Zykl Gr Grd p

. Kein G € & it 1,2 (€ ¢P1 = ¢) fest und fithrt ein v > 1,2 v € ¢, in

ein § € ¢, § # v iiber. Denn sonst giibe es (1)(2)(vd—) € NPy

Kein G € &4 fiihrt 7,6 € ¢ in das gleiche Transgebiet von B iiber.
sonst 3: GPY,G71 = (1)(2)(74...) trotz 7]

B125G, G#1 auf ¢
8/9

sonst sind 2,...,p = ¢ — {1} ein Impr Block A fiir &;. Wihle ‘]3?1 sodafl
dies 2 nichts fest lisst. P& vertauscht dann jede Ziffer in ¢ — {1}. G4
bringt also lauter rechte Ziffern 4, (> p) nach ¢ — 1. Ein Zyklus ¢ in
B1, der so eine Ziff. enthilt, enth keine zweite, da sonst A N { Trag C'}1
ein Block fiir C¢t da # Trig C1G1 ist. Also jeder Zykel von 31 enthlt
hochstens eine d,., daher Kk —1> Aut d, =p—1 k>p W!

Das G von 9 macht B¢ < &1 und ¢(P1, PF ) < ¢Py = ¢*

Sei 9 das Erzeugnis aller B < &5; Dann ist NQ 2-tra auf ¢Q

daher NB; 2-tra auf ¢Q

Die Gruppe der Ord. p(p — 1) von NB; auf ¢ hat also eine intra Ugr mit
einem 2-tra- Konstituenten auf ¢£Q. Da die intra Ugr alle zyklisch sind, ist
|¢Q| = 2, dh 9 hat keinen Fixpunkt # 1,2. Also liegt jedes A =2, — p in
einem Tragebiet von 0, das die Lge > p hat und daher auch rechte Ziffern
(> p) enthilt.

9/10

Kein Tragebiet von Q enthélt 2 der Ziffern ... 3, —, p. ... Denn der zugehor.
tra Konstituent ergéibe in N*B; eine UGr mit tra Konst # 1 auf {3—p}, <
&1, trotz 7.

Also enthilt Q > p — 2 Tra Gebiete mit Léingen

> p+1
pPP-p—2 > n-2>@p+1)(p-2)

daher = =



14.
15.

16.
17.

18a.

19.

D.
20.
E.

Q enthiilt p—2 TraGebd Lgep+1.n=(p—2)(p+1)+2=p*>—p
B ist pri
Sonst hat ein Block A > 2 die Linge 1 +x(p+1)|p? —p—1

2 1 2_
bl = vganny < B = p g

Die Zahl der konj Blocke ist
L (p+1),y=1

B 2-tra, & 3 tra; 14,15 & Manning 17.7 S. 42
NPy 3-tra ¢ trotz 6 W.

10/11

Also: Es ist (gilt)

. f>0
18.

Vor: f =1 Sei jetzt P eine p-Sy, die 2 fest 148t. Py ist p-Sy G112, also NP,
2-tra ¢ = ¢P1. P1 (besser P* statt P1) liegt in zwei versch p-Sy Gr; P,
PE < &, also IH € (P, PE), (OrdH, p) = 1. H lisst jedes t € TP, fest,
wegen 2-Tra von NP, gibt es tra Gr $ < (H)N¥1 auf ¢. Es ist }¢’ <3
wie in 4a also & > 2, Marggraf[f].

f>1 — die Gruppe $ der H € g mit TB* C ¢$ ist # 1, aber intransitiv
auf T9.
22 hierher

= 2 Sei wieder P* eine Ugr vom Index p in 3, die kleineren Triiger hat.

Zua# B € ¢ = ¢P* gibts K € &: o, pK € ¢, K zentralisiert jeden in
P+ auftret. Zyklus.

Bew: Wihle G € 8,0 — 1 =2, Cp={1,2,...}¢ FGp: PG <
B

Das System der Zyklen C...C,,, die in PB* auftreten, wird also durch
GG in ein ebenfalls von P zentralisiertes Zyklensystem iiberfithrt. Also
gibt es N € N'B: CE¢12N = O, Setze GG1oN = K:

o =1Ne¢p pN=2Negp, CK=0C,

11/12

[\

f=

Dann N* 2-tra ¢* NPB* pri ¢* also wie B folgt Wid!

f=3



21.

22

23

24.

24a.

Bew 23:

a) |79 N¢@| > 2 Genauer: Es gibt 2 Ziffern in ¢, die im gleichen Trans-
gebiet § liegen. dann H-(af...) € H

w:a.Kz(j f:x) 0,0 € ¢

9 =9 JH €9, H = (po )Seietwal,2im selben Tragebiet
von $

b) Es gibt in ¢ zwei Ziffern, die in versch Tragebieten des Tréigers von
9 liegen.
Bew: $) ist intra auf T'$) nach 18a. Seien «, 8 in verschiedenen Tra-
gebieten
19. 3 M e, o en, o g c .

b’) also 3 nicht im selben Tragebiet von $) wie 1, 2.
12/13

c) $ hat keinen Fixpunkt in ¢*. Wire « einer, 3 keiner, so o™ gM ¢
¢ off Fixpunkt § in ¢ trotz b, a.

d) R tra ¢* Es geniigt zu zeigen: Sind a8 € ¢*, so 3 K : off € {1,2}
denn f3,2 sind im selben Tragebiet sogar von $. Wihle 8 = off #
das geht: 2; Wihle K : o, 3% € ¢. Da im selben Transgebiet von
9, ist off € {1,2}

Nie ist bei f > 1 & tra, dh N'R* tra ¢*
Bew: £ hat auf T'¢* die Ordnung p®, und |¢*| Z 0 (p), denn wegen f > 1
ist ptn. Also ist 9, da |R: H| = p¥, tra auf ¢* wenn K es ist, trotz 18a

13/14

Die Untergruppen 1, ..., B+ vom Index p in J3;, die kleineren Grad als
B haben, werden von NP transitiv permutiert. (Wird vielleicht nicht
gebraucht, Beweis lang, bis S.16.)

Bew. Unten

Sind «,8 € ¢Pa, so I K € R, (= N Zentr der Zyklen von PB,) mit
o, K € ¢. Bew wie 19

Ferner gibts K € R : K = (po...) p,c €¢

Ist A die Gesamtheit der Zyklen, die in jedem PV (N € M = NP)
auftreten, so ist A # @, wenn N intra auf {Pi,..., P}, und Y = K
zentralisiert jeden Zyklus in A und ist tra (nach 24) auf Q — A, da jedes
ae—A

14/15



genauer
26

24.

(26)

nach ¢ gebracht werden kann und die Durchschnitte der Tragebiete von U
mit ¢ ein unter der 2-tra Gruppe /¢ invariante System mit Lgen > 1 nach
24a bilden, also nur aus einem Tra System bestehen. Aus der Transitivitét
von U auf Q — A folgt, da U auf A Ord p® hat und (|2 —A|,p) = 1: ¥ tra
Q — A. U hat eine Ugr, die auf ¢* tra ist, nimlich was vom N N V.P
iibrig bleibt wenn man die Konstit. auf A wegdividiert. TP enthilt ein
p- Element, P das \,1 < XA < /¢ (¢ = Anz der Zyklen von B auf Q — A)
Ziffern aus ¢ heraus nach 2 — A bringt, denn kein p-Zyklus in B kann
ganz in ¢ liegen, wegen NB. U enthilt dann ein p-freies a. Ebenso wie
U gibts ein 2 zu einem anderen Tra System von P auf {1 ..., PP} mit
derselben Eigenschaft. Auch 20 enthélt auf ¢ eine tra Ugr 20'.

Wo(P) = W,{P), f > 1 vom Grad f + ¢ und transitiv. Denn

Die Kommutatorgr zweier tra Gruppen, deren Tréger etwas gemein haben,
aber sich nicht enthalten ist tra auf der Vereinigg der Trager.

15/16

Forts. Bew 23.

OBdA ist ¢ < %, daher ¢ < "Q—;f

Ferner ist nach Marggraf[f] Gr 20,207 § < Gr < £+ f. Also f +/{ >
53— f+p>%5 — f+kp> %5 wenn Pikip zusitzliche Fixpunkte hat, dh

Gr By < 5. Geht nicht.

& enthélt kein p-Element mit Grad < 4 nach Manning, denn das gibt
q < 35 < 5. [ unndtig; siehe 27 |

16/17

Hilfssatz iiber Kommutatoren in P Gr-

Sei T eine transitive Gruppe auf ihrem Trager T, und @ eine Permut, die
eine Ziffer von T fest 148t, aber nicht T als Ganzes. Dann ist die Gruppe
((Ty 0 Q)™ )1, e tra auf ihrem Triager T U T?.

Bew: Ist v eine neue Ziffer, dhv =79, 71 € T, v # T, und a® = o, a € T,
so exist G € T: G = (ar...)

GoQ=G1'Q7'GQ
=(ra...)(av...)
=(tv...)
(GoQ)2=(r"v--)
also v mit allen 7 € T verbunden, daher alle 7 miteinander verbunden,

alles verbunden.
Frage: Verallgem auf ¥ und mehreren tra Konstituenten: S. 23



17/18

Fortsetzung D: f > 2

271. 3=ZsP>3Q: (|Q,p) =1, Q =1 auf Q — ¢*.

28.
29.

30.

31.

32.

Bew: P* =P, o< o.

Die Gr R, die jeden Zykl von * zentral, enthélt zu a, 3 € ¢* stets ein K
mit o, 85 €9 (19)

Mit einem solchen K transformiere das EL by ¢ P*, h € P. Dann erhélt
manein PER, P=(po...)... poc €¢

Also gibts in ANNP ein Q = (po...)... und da Q keinen p-Zyklus auf
¢ enthilt (er wiirde zu Vergrofl. von N fiihren), gilt durch Potenz. mit

p:
JReR, R=(po...)...p 0" € ¢ (OrdR,p) = 1. Dieses R zentalisiert
B, sonst giibe es p- El des Grades ¢* — ¢, also auch des Grades < % (notfalls
durch wegdividieren des Stiicks in ¢* — ¢). Aus (|R|,p) =1, R € R folgt
R|Q—¢>* =1

18/19

3 ist tra auf ¢ denn ¢3 = ¢, 3 <NP, NP 2-tra ¢.

3355 =1auf Q— ¢* S versetzt eine vorgeschriebene Ziffer « € ¢
Bew: R? tut das, wo R nach 27, Z passend in 3 nach 28.

Die Gruppe 9, die auf Q) — ¢* =1 ist, enthélt ein H, das > 1, <[ Ziffern
aus ¢* — ¢ nach ¢ bringt; dabei | = £=2.

Bew: Wihle K € & : ¢X # ¢, K fiihrt moglichst wenig Ziffern (u) aus
¢* — ¢ nach ¢. Wihle P € P —P*; p&X versetzt > 1, hochstens p Ziffern aus
¢, kein Zykl P¥ liegt ganz in ¢, also fithrt PX genau p Ziffern aus ¢* — ¢
nach ¢. Also u < [ ;P¥ kann durch ein Produkt von p-freien Elementen
von PX € & dh durch ein H € §, in P zuriick transformiert werden. H
fiihrt also p Ziff. von ¢* — ¢ nach ¢.

19/20

S>5M#A1, Gr M < 3l

Nimm nach 30 in $ ein El H, das in 2 — ¢* = 1 ist und nach 30 < [
Ziff aus ¢* — ¢ nach ¢ bringt, eine darunter etwa ¢ erreicht. Nimm zu
einem anderen Po (# P*) nach 29 ein S € 3 = ZP, das ¢ bewegt und auf
Q — ¢o = 1 ist (insb. auf ¢* — ¢). S hat mit M héchstens ! Ziffern gemein:
M = So H # 1 hat Grad < 3[. Allgemein gilt:

In 2-tra & # A, des Grades n ist Min Grad > 2
Bew:

1: n <24 Kklar



2 n>2m>0 - >n_n_n>n
32’: NB: Wahrscheinlich sogar m > %
ja: Min Grad 4 — 7 (Séguier S. 58)

20/21

33. n > 31, wenn [ minimimal gew&hlt nach 30
denn es gibt mind. 3 gekoppelte Ziffernsysteme in 9B, sonst gibts P’ Gr
<3

34. Endwiderspruch:

33) 3l,<n < 6 m <18l

— 32 — min Gr.
p<6 p<5 k<4 1<% 1=1
Nach31dMed®d, GrM <3 : &>,
21/22

Pri. Perm-Gr: Konstit von &1

& sei prim.

(1) Hat eine p-Sy-Gr. P von &; k Konstituenten # I, so hat &; hochstens
k Konstituenten %, 7,
Denn jedes ¥, enthélt einen Konst von 87 = Korollar zum Satz: p‘ || —

p|IZul.
= Sonderfall der allg Vermutung iiber Anzahl der Tra Konst &; und von
HCTB;...

22/23

Transitivitdt von Kommutatorgruppen

(i) 2 habe die tra Konst 2;
B " Bi.
Jedes 2; bewege eine Ziffer, die bei 9B fest
1" By " A .
Dann hat 2 o 9B dieselben Transitivitéitsgebiete wie (2, B’), wo A" aus A
durch Fortlassen derjenigen Konstituenten besteht, die nur Fixpunkte von
B enthalten; entspr. B.
Bew: Sei {a1,...,am} = Trd 2y, a1 € ¢B. Sei a,, ein Nichtfixpkt von B,
am trete in B auf; By enthilt by fix bei a. AB 3 (a1b1) a 3 (ar1am, ... );
B S (ambr -+ +). B = AoB enthilt (biam ---) A (amay ... )RS (ha,...);
R (biax...) KR>3 (aray)
R verbindet alle Ziffern im Trager 211 miteinander, ebenso im Tra 2A;, Tra
Br.

10



23/24

(1) Subnormale Ugr von pri Gruppen versetzen alle oder keine Ziffer.
Bew fiir einfaches 2 : A’ # 1 — A® tra A =1 — A® =P, Ztr P tra,
N2 tra

Unauflosbare intransitive Ugr von Perm Gr.

(2) $ unauflosbarer, o perfekter Kern, $§ < &1, $ hat < k Transgebiete und
ist mit diesen Eigensch maximal in & — Gr § > Z(n = Gr &)
Bew: 9 << & (1) also $9 nicht vtb mit pass. ﬁg’z. Wihle das so, dafl Gr
£ = min; hiitte £(9H, H) mehr Tragebiete als ), so wire $o mit jedem
535( vth, o << R, denn Sﬁg << R, also wegen Perfektheit bovﬁg; Also
R hat < k Tragebiete: also hat & keinen Fixpkt, Gr $ > %

24/25

(3) Sei n # p®, $H max mit ¢$H # 0, $H hat < k Tragebiete, H nicht nilpotent.
Dann Gr $ > %
Bew: §) ist auflssbar (2) & = $” £ ist nicht << & Wegen n # p® (1)
AYR = &%, H nicht vH' = H*”
Wihle $' so daBl Rv &', Gr (9, $H’) min
hétte ) neues Tra-Gebiet (fremd zu Trd §), so K vtb mit allen K($, $)
R << (H%)

(Das ist der Satz (Deskins-Adney), der subnormale Kern einer max Ugr
ist normal.)

25/26

Krit. fir 2 << &

(1) Sei A< B <&, VX,Y € 6 AX vBY Dann ist A = A®.

I. B = & trivial
II B < 6. Nach Kegel ist A® < & oder B® < &, also A9 = &' 4 &

B =BNG WAW<B <O WAXypY
AW<BIB,AC=A = AP =9
Ind.

Folge :
Satz (2) A << B <G, AvBY =A<1a 6

3) AvB, B<G - A vB, wod' =2ANG.
() A<B<G YA VS - ¥ A VA List A 99 B, 50 A v

Beweis 1

26,27

11



Fragen: A <<t ® Vor A< &
(1) Wenn fiir alle X € & A << (2, AX) ist, ist dann A <1< &?

(2) Es geniigt, das fiir || = p zu beweisen. Denn wenn 2 einf, zusammenge-
setzte Ordng, so AvAX — A <1< 6.
Und wenn 2l zusammengesetzt, B <12l, min, so (Indukt) B << &, B® =
M <1 &. Ist B nichtabelsch, so B <N, und da jedes AX ein AV ist, ist das
Erzeugnis § aller zu B isom. Fiifle von 2 normal unter & (Indukt: /%)
da oBdA & = 2F. Ist B abelsch, wieder & = F angenommen, so sei 91
ein min N'T von & in §
M =10BdA AM = 6. K= (A, AX) > A also ANM =B >1 BK,
jedes Y = MM B < AV, AXY) = & X,Y OBdA also B = M, d.h.
(A, 2A%) > (A, M) = &. Nach Vor. A <1< (AAX) = 6.

Also bleibt die Frage

(3) Erzeugt eine Klasse konj. El. schon dann eine p-Gruppe, wenn je zwei ihrer
El das tun?

27/28
[Die Seiten 28 und 29 sind rot durchgestrichen.]

Untergruppen mit wenig Tra-Gebieten

(1) A% hat hochstens so viele nichttriviale Transitivititsgebiete wie 2. Die
nilpotenten Konstituenten von A% sind schon solche von 2.
Bew: A°® =B B = AP also hat B kein Tragebiet in dem A = 1 und
jedes Tragebiet von 2 ist in einem von B enthalten. Ist B nilpot, or
(AT)B" = BT also AL = VL.
???die nilp Konst von 2 werden nur weniger

Satz (2) Sei & pri; Gr=n; $ < &; § maximal so, daB $ < k Tragebiete hat und
eine Ziffer fest laB3t. Dann Grad $ > 5, oder $) ist p-Gr., $ << &, fiir
jedes &, > 9.

A. Bew: Sei Gr ) < 5
(a) H<<(H,H%) = & (Bew: &R < B,
Nach (i) ist $§ <1< &,; $H << &, ebenso HX << K&

(b) fiir jedes G € & und 2 <1< § ist A <1< (™A, a™), denn
A << H << (9, HY).

28/29
(c) $ auflssbar! Bew 24(1) Sonst perfekter Kern 2 mit allen 2%
vtb, also 2l <1 & trotz
(d) $ nilpotent.
Sonst A = $HY mit allen Konj vtb., A <<t . Min subnormale
Ugr 9 von A erzeugt p-Normalteiler B von &, Py # E. 3 = Ztr
B # tra, da ” — Wid zu & pri

12



Vor.
(1)

(4)

(e) 9 ist eine p-Gruppe
Sonst o3, 2 eine
%Sy Gr 9. BY zentralisiert ¢, da Y <1HY << (HY HX), desgl
QX g
P2 zentral Q® P® tra, Q hat Fixpkt Q = 1.
B. Sei jetzt $ nicht auflésbar (also Gr $) > %)

Forts: (f) Versetzt $) eine Ziffer in Transgebiet I' von gg, so auch im ge-
paarten I'. Sonst 3G = (...7,7'...)... € &, sodaB HC wie
v/ fest ldsst, also §) subnormal unter Hne ist, aber 1 € Tr He.
NH =8 >% W
Daher $ = Norm Gr. in ;1 und $) eine groBte perfekte subnor-
male einkopf. Ugr. von $).

29/30
Zerschneidungs - Verfahren: Maximale 1-tra. Gr.

® maximale nicht 2 tra Gr.

Sei stets AW < &; {12}¢ = {&n}, £ € TA, n € TB = A tra n®. Dann
ist A < &.

NB: Vielleicht allgemeiner zu formulieren:

® beliebig, Vor..= 2 < &Y = V-Abschl. &; V = {{12}%}¢

Sonderfall:

® beliebig, A|B < &, aus o € T folgt 49 ¢ TB, und aus ¢ € TA
folgt % ¢ TB. (dh (a3) werden von T in T*B nicht in & getrennt). Dann
ist A< BV V={aB}d

Folge: Sei A|B < &, o, € 2, AL G. Dann 3G € g: o € TA, € € TB
oder umgekehrt.
Beispiel:

Das liefert verschmelzende Elemente fiir gegebene Konstituenten von Ugr
von &.

30/31

Subnormale Ugren von pri Gr.

(1) Seien 2, ...z <1< &, jedes A; habe einen Fixpkt. Dann ist das Erzeugnis

(24..2(g) intra denn im obersten pri Bestdteil sind alle 2(; = 1.

(2) In einer transitiven Gruppe & ist jede perfekte subnormale Ugr., die nicht

im Rumpf liegt, fixpunktfrei.
Denn sie enthélt eine einkopfige die nicht im Rumpf liegt, u. perfekt
ist, und die ist <1 &.

13



(3) Wenn eine perfekte tra Gr & von subnormalen Ugr 2; erzeugt wird, so
erzeugen schon die fixpunktfreien 2| ganz &. (2)

31/32

(4) Wenn ein Homomorphismus ¢ eine wesentliche (nicht im Rumpf von &
erzeugte) einkopfige perfekte subnormale Ugr 2l in den Rumpf von ¢(®)
abbildet, so ist ¢(2A) = 1.
denn sei R = Kern ¢
Ap -y, seien alle wesentl. mln. Ugr von &, die nicht in ¢® abgebildet
werden. Dann 20 < R. (2,,2;) = & also A < R.

(5) Wenn ein Erzeugnis ® perfekter 2; << & einen Ful = § hat, aber kein
2; hat FuB = § so ist |§| = p und der groBte p-Normalteiler von & liegt
im Zentrum Z(®)
Frage: Kann das vorkommen?

32/33
Subnormal-P einer Struktur

(1) Sei K eine Menge ,abstrakter* transitiver Permutationsgruppen, die mit
£ auch jeden transitiven Konst. jedes Normalteilers von £ enthélt.
Ist $) eine Permutgr, so ,erlaubt® K den Abstieg von $ zu $H* < $, wenn
a) H* < H b) Es gibt einen trans. Konstituenten ¥ von $) und eine
Ahnlichkeit 6% = & ,= o auf ein 8K € K und einen Normalteiler £* < 8
derart, daB $* = c71R* in 9.

(2) Kann man $** durch wiederholte Erlaubnis mit K erreicht, so $** << $

(3) Kann man sowohl 97 wie 95 jeweils durch einmalige Erlaubnis von K
erreichen, so kann man ¥ = $7 N H5 sowohl von H] wie von §3 aus durch
(mehrmalige) Erlaubnis erreichen.
zum Beweis

(4) Hilfss.: Vor. 3 — man kann 7 von 91 aus erreichen, wenn H; <N < 9
33/34

Bew M=0"1¢ £<8K

a) Ist £ tra, so £ € K 97 ist der grofite NT von N, der durch o auf
R* abgebildet ist.

B) £intra; £=L£1Ly--- L, £ € K
0; = Einschr. o 91 = 949 - - - N, auf N;
Ausfithren! Lohnt.

Vermutungen:

14



(5) Sind 91, H2 << 9, so (H7, H) = (H1H2)"
Es gilt sicher (XI 102)

(6) & pri = jeder tra Konst einer subnorm Ugr von &; ist dhnlich einem von
£ oder K, oder £3, wenn K, £ gepaarte Konst. von & sind.

34/35
Ugr. mit wenig Tragebieten.

Satz (1) Sei & pri, $H < B1, 9 nicht auflésbar, $ habe k nichttriv. Transgebiete.
Dann hat &1 hochstens k nichttr. Trgeb. Wihle |$| maximal. Annahme: § # 6.
[ bewiesen in [85] 7.5 ]

(a) H << B,, wenn H < B,. Denn $H "%~ hat < k Transgebiete
(b) $ trifft nicht alle Transgebiete von &1. Sonst Anz. n &, < k, aber ) = &,

(c) Sei M ein Erzeugnis von in &; gelegenen konjugierten <, das nicht alle
Tragebiete G2 trifft, und |9] max. Dann M < G1; & = NN

(d) Sei A eine einkopfige perfekte subnormale Ugr maximaler Ordnung von
90 (M ist nicht aufl.), und B = A®!. Dann &; = N'B.

(e) Trifft eine in &; gelegene konjugierte M = MY T (also TraGeb &
so deckt 9 das gepaarte P’, hat dort keinen Fixpunkt. Sonst 3 G
(v )3 ME 168t o/ fest, wie M, also (M, M) << &.,..

1),

35/36

Also ME < N'B, ME < &; aber M trifft P, und M < &, also versetzt
von MY, und M versetzt 1.

(f) Wihle v, +' zwei beliebige Fixpunkte vom 90 in gespiegelten, von 90t
unberiihrten Trageb von &. (Exist. nach e)
G = (yN~' ) MC lisst 1 und +/ fest, deshab I also nicht, meidet (nach
e) T', ME = N wegen Maximaleigensch. M
G<NM=6. W
Der Beweis zeigt sogar:

Satz (2) & pri, § perfekt, H < & = &, > 9, so daB jedes Tra Gebiet
von &, eins von §) enthilt; noch genauer: Bildet man von $ ausgehend die
Subnormalen Hiillen in &, Bg,.. wobei «, 3, .. jeweils ein Fixpunkt der schon
erreichten Gruppe ist, so kommt man schliesslich zu einer Gr vom Grad n — 1;
die von 2 den enthaltenden &, jedes Tra Gebiet trifft.

36/37
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Andere Fassung:
(2') In einer abstrakten Gr & sei 9 eine maximale Ugr, $§ < 9, $ nicht
auflosbar, und $ <1<t MC immer wenn $H < ME. Dann gibts nur ein solches

me.

Fortsetzg von (1f): Nun sei §) auflosbar
Bezeichnungen sonst wie in (1). Geniigt: 9t = $®1.

(g)

()

(i)

Sei M eine Konjug zu M, die 1 verschnt (1 im Konstit. ¥ # 1) und ein
0 € ¢ fest ldsst. Sei w ein Subnormaloperator, der eine passende Ugr.
U<I<IM, die auf T # 1 ist, annuliert Y~ = 1.

Dann ist 9% = 1. Sonst ist Y < N(IM, )Y = NI = &,

[ besser gleich allgemeineren Satz? |

Vor (g): E ist p- Gruppe.

Sei 4 eine subn. Ugr kleinster Hohe in 9, die auf ¥ # 1 ist; Hohe =
min l: YPPi-Pr = 1. Gdbe es in ¥ eine g-kopfige subn Ugr U, g # p;, so
PPi-Pr = QPPi-Pr £ 1 trotz (g).

37/38

Wenn M in T # 1 ist und in IV einen Fixpunkt hat, so ist der Konstituent
mv p-Gr.
[besser (1))

Das nach (e) maximal gewihlte 9t deckt jedes selbstgepaarte I' = T”,
sonst G = (y1).. € &; ME =M.
Nm 2 <®17 G>

Das max 91 kann nicht I und I meiden.

[(j) und (j') sind umklammert mit der Anmerkung;:]

(k)

(m)

= zusiétzliche Vor.!
Trifft ein Erzeugnis (%) < &; ein I, aber nicht I, so ist es auf I' eine
p-Grp. (M = H®) (i)

Sei U, das Erzeugnis aller zu $ in & konj. die in &; liegen. M = M
treffe I nicht, dann ist sogar BT p-Gp.

Bew: auf U wie geh. und p ist eindeutig bestimmt: p = p; wieder p; — p,
miteinander gepaart, so § (oder M oder V) annulliert alle lingsten einkdpf
Subnt. von $ haben Kopf p = p;

38/39
Hat 9t ¢- Fiie, § so auch jede einkopfige subn. Ugr i grofiter Linge.

(Sonst zentralisieren sie sich, also 4 < NF.)
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(n) Hat der grofite g-Normalteiler i die Ord ¢™ der  von 9 ¢, so zentrali-
siert ein gegebenes Element von 4 mindestens ¢™ ™" Elemente aus Q.

(o) Ist U <11 B, Up # 1, U¥ =1, s0 BY =
(p) U<$H U %8 nicht aufl = Anz Tra Geb &; < k

(q) Sind Uy, s zwei Endhiillen (4; < §) und schneidet 45 nicht alle Trageb
B4, so folgt aus Us“? =1 stets ¥t =1

(r) $ # p*; & pri = 3 jeder Konst &, enth einen von 9 & H < &,
39/40

(s) &1 hat keinen g-Sockel (g # p).
Bew sonst lédge der ¢-Sockel von &, (¢ € 777) in &,

Fixpunkte von PGr.

(t) Ist das Erzeugnis zweier vertbaren P-Gr transitiv, so ist eine von ihnen
fixpktfrei, genauer (w) B
Bew geniigt fiir pri (2, B) Indukt: Q = Trageb N.

(t') Statt Vertauschbarkeit geniigt Subnormalitéit 4+ Auflosbarkeit.

a) (AP, BP) treu: Indukt.
—_——
N

b) N intra: Q = Tragebiete N
Faktorgruppe ist p-Gruppe also oBdA [(2(,B)| = p und oBdA (2, B)
pri, dort trivial.

(u) Entstehen. 2, 9B tra Gruppe & und hat B einen FP, so ist A% tra. ' = a®
|

[e3

fest bei A, B
40/41

(v) Vermutung: Haben sowohl 2 wie 8 Fixpunkte, so 2o B tra.
denn oBdA haben 2B

(w) Ist ein Produkt zweier vertauschbarer Gruppen transitiv und hat eine
einen Fixpkt, so ist die andere transitiv. o® = o — a% = of.
Allgemeiner: Abschétzung fiir das Produkt der extremen Léngen der

Transgebiete

(w') Produkt zweier vertauschbaren subn Ugr 2, 9B treu = entweder: 2 und B
fixpunktfrei, dh decken Tr 2AB oder: die eine hat Fixpkt, die and ist tra
allg. gilt: grofite mal kleinste Bahnlinge ist 2 n Bew * s.o.

17



(x) Bei k=1,2,3 ist wohl sogar Grad schwacher Abschl. § in &, =n — 1.
Die schw. Abschl. ist bis auf Ahnlk. Tr. das Erzeugnis aller ,,Endhiillen®
$®a%s Die ,Endhiille* verfeinert die schw. Abschl.

(v) Auch fiir beliebige (nicht subn) Ausgangsgruppe 2 ist U die schw. Abschl.
41/42
& pri Bahnenzahl o(8,,)

(1) Vor iiber &1: Alle p-Sy Gr & abelsch oder hamiltonsch, & pri § < &,, H
rein px-kopfig —
9 schneidet in einem passenden &, > 9 jede Bahn.
Denn oBdA § <1< &, wenn §) < &, dann N'H > |J Ba
P = Erzeugnis der p-Sylow Gr &s. P, hat keinen weiteren Fixpkt.

(2) Alle Sy Gr &, hamiltonsch, & pri = jedes $ < &, deckt fiir pass [ jedes
%%, Kurz: dann gilt der Decksatz
kiirzer: $ deckt

(3) $ deckt, Tr $ = Tr & = K deckt

(4) $ deckt nicht = Jp: Ein Konst von $ hat ord p- und die p- Sy Gr von &,,
sind nicht hamiltonsch und ein Konst. von &, hat einen p-Normalteiler
und jeder Sylowkern ist auf diesen Konst. von &, =1 (Baer)

41/42

Es ist sogar der Normalisator N, s&, = 8,NMNA, A << B, A px-kopf.
auf diesem Konst I' = 1.

(5) Def: Ist € eine abst. Gr, so sei Ngs® der gemeinsame Normalis. aller in
® subnorm Ugr, die zu € = sind.

(6) Das Zentr in der Sy Gr ‘P von & mit 2, <P
42/43
Vor: $ < &,, & pri, $H deckt nicht, H < &, = H << G,. Dann gibt es:

(1) ein in gewissen Sinn* durch $ eind best. p: auf einer Bahn I" von &, ist
(schwache Abschl H®,)= p***

Defy3 — (NS@@a)F =1 fiir jedes € das in $) als char. Ugr auftritt.
* jeder annull. kiirzeste Operator fingt mit p an, dh jede kiirzeste Primér-
reihe (= Kompreihe mit Primzahlpotenzindizes) fingt oben mit p an) zitiere

Verstreutheit
Beisp.: Ns$ &, reg p-Sy Gr &,

18



43/44

A << G, |G| = oo ohne Normalketten

|G| < 0 A,B,--- <G

1

[\)

6
6
7

8
9

10

11
12

A¢ = (B) — . . B
. Def: G kurz: = A, Besser & gleichwertig: B < A
A< G A=A

A< A
. AG = A2 nach 1

CAG = A
Bew: AB =B = B<AC= (B)=A"4" nach 2

. A<B=AG<BSdenn A=AA< AB<BB -1

P{A7G) s < (A ©

.A<B<a<G=AC=A47F¢
A

A< B<<a B G- A< G 7

A< B<G A<<G=>A<A<dBA<LC<BA“=A=C<AC=
A (C)=A

. Def 2 ist dquivalent mit A << G <= A = () A; transfinite Normalreihe
44/45

Bew
a) Sei A=[A4;, B=A"%im Sinn 2
B = AP < jedes Gl der Normalkette A: B < (4; = A

b) Sei A= A% im Sinn 2
Sei D = klst Normenkette transfinit. A < D
Wire A < D, so AP < D, Normenkette hiitte nicht mit D abgebro-
chen

LA G = A1GL < Gy 10

.B<G B<AP=B<A®C
Bew: (A,B)=C B<AB<A® A<AY C<A® Cc<AcC

45/46
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13. A, << G, D=4, =D <« G
Bew: B<DB=B<AB=B<A,=B<D

14 G°=homBildG=G.B=A°
_Gg-' _g-t
B A=B° A° . B=AC

14 Aufgabe: Rechnen mit Ausschnitten - Kalkiil entwickeln
15. (A"C)7 < A7C7,
46/47
Vertauschbarkeit u. Subnormalitét

1. Ist z, € G, A<G, x, € AA™ .- A" so ist z,, € AA® ... ATt

T, = aay---alr =ayad--a) e tan,
1 = o i,
= ana1a§1 R @21711 . :E,?l
r, = (anar)ay* - a3

Folge:

2. (i) Ist AA™ ... A" = G, s0 AA™ - A™1 = @G,
(ii) Ist (i) & jeweils das Teilprodukt AA* ... A*™ Gruppe, so A = G

Man braucht also zum Nachweis von A = G nur eine Folge von A*" so
daBl A*rv AltFee—1 ypd Attt = @

47/48
Anti- Monotonie von 7 e2

(1) Sei & eine endl. Gruppe linearer Subst. die Vielfachheiten seien e, (der
irred Darst v. &). Ist dann $ = &* < &, s0ist D 6;2 > > e2 und = genau
wenn ® < lin Abschliessg *. Denn Y 622 = RgU* (= Vert Ring von &*)

0" >0

Statt Endlichkeit von &, ®* reicht auch vollstd. Reduzibilitét
Folge

(2) &* < & endl: = Mittelwert |x|? ist iiber &
<wn n n &*

48/49

Zur Darstellungstheorie von p-Gruppen
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(1) |G|:p“:k7xzk mod p
Bew: auf monomiale Gestalt bringen mit p®- ten EW als Koeff: Zeilen-

summe = 1(p). In Ge%:asseD(G) ist dann Zeilensumme ka =Y 1=k

49/50
28/4/62 Projektion von s&

in $ < & ist genau dann moglich, wenn fiir jeden Subnormalfaktor F' = Fy x Fy
gilt: DAF =9 ANF1 xHAFy daher F=A/B, 9ANF =(HNA)B/B

Bew: Ind bezgl |6]: A, B << & dann Ind bezgl |& : A| + |® : B| Man kann auf
D = AN B <-4 zuriickkommen, dann auf D = 1, (A, B) =G, |A| = |B| =p
Dann Fallunterscheidung: H deckt entweder G/N, N = A9 N B¢ oder meidet.
Fallunterscheidg ob ein a® € H oder nicht.

Aufgabe: auf |G| = 0o, Max bedgg erweitern

50/51
Verlagerung. August 62
Suzuki ist an V.-Sétzen in folgender Situation interessiert:
SP
C < Center of NgC even C is a
O eyelic direct factor of NgC.
Problem: What addit. cond. will
give a hom ¢ of G with ¢C # 1
1
51/52

Perm Gr vom Grad p. 12.9.62

1. Sind A B C Matrizen aus dem Gruppenring der zykl. PGr des Grd p, und
ist & eine PGr des Grds p derart, dass (#) &4, 4B gABC gABCE,
GABCBA — ¢ < &P, so hat auch 99 statt & dieselben Eigenschaften, wo
Q eine Permut. mit A9 = A*, B® = B*, ...

Wenn also ® maximal ist mit (#), so ist § = &%

2. Vermutung: Wenn &4, &48 &ABA < &P, 5o teilt die Invariante zu A
diejenige zu B. s. hierzu 6

q" -1
q—1

3. Tatséchlich tritt in geeigneten Gruppen des Grades p = (¢ Prim-

zahlpotenz) die Invariante ¢"~2 auf
& = PSL(n,q)
NB: Daher ist notwendig n ungerade, wenn dies p wirklich Primzahl.
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52/53

4. Die Invariante j = % tritt, wenn p = 3 (4), [vielleicht nicht in Gruppen

aber | als Betragsquadrat einer Summe von p—gl p-ten Einheitswurzeln auf,
nidmlich wo die Exponenten die [J Reste mod p sind (also k = Gaufische
Periode der Linge 21).

5. Zwei Invarianten j = t(;:lt), k= S(ij:ls), die sich nur um ein Quadrat einer
rat Zahl unterscheiden, stimmen iiberein.
Bew: Sei a?j = b’k (a,b) =1
a?lk a? <k <EEL 2 <.
P
a,b< /2 < 2 Wihle s,t < 271
() a®t(p —t) = b*f(p — s) gibt at = bs bei pass. Wahl von sign b.
at =bs+zp+2x = ‘“%fs lz| < &

—1 —1 1
|17|§pg—p'(|a|+|b|)§%'\/%
— 2 __
ol < VB2 e < 3V —T<3yp<}

53,54

la=b[ <la|+ | <vVp+1<§(p=5)
at = bs 4+ xp in (a) eingesetzt gibt a — b = 22 mod p und da beide

=0
Seiten||<§,is‘cO=a—b—29c,—>:102:a:10—>{17 —
a Tr=a a
=b (==£1
a=-b (=+1)
6. Folge: m
a’) 7 7 = m=n

3.72: Frage: Kénnen dann auch die transformierenden Matrizen zu-
erst gleich gew#hlt werden? Dann konnte man die transf. Pgr als
gleich annehmen (maximale nehmen)

A
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denn nach a) ist |A| = |u| und noch bei Wahl von sign p.

KRA = ap a€Z
JA = ap
A =lpl=j = a
L
c) T | T =>M=L
M
d)
j N nach a)

54/55

7. Zwel Invarianten mit dem selben “A-freien Teil” w stimmen iiberein. Bew
5

8. Sind j1, jo, j3 Invarianten mit jijo = a?js, a € Z,a% < j1 < pTH, so gibt
es b,c € Z mit

t1t2 + bp

= t1—|—t2—|—2b—a—|—cp

Dabei sind |al, |c| klein (S /)

—N
SIS
S

w W
|

! Achtung: neue Bezeich.
9. Unter den Vor. von S. 56 oben ist

j1+j2+c2:j§+a2wennj1 < J2 < j3 s0 <j§+j1

mit
/ p2 — 8/32 /
js = —— € N siehe S. 74, 80 s5:=2c—1b de 20
J3 =1 siehe 83 c ungerade =
[
S3 ptl 5182
-2 b
b= 27208 gy 2 2T g
p p
. Jdec=sise ,
mod p—2ist { , also 7 s§ = kl pos Rest ass mod p—2 daher
sh = ass

s# 53, 1 # s Jy = 1+j1j2 — L2 mod p—2.j=1-% mod (p—2)?
Jy—1=a*(js — 1)
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55/56

Se p 2\(P 2 2 2
_+5_ P _ 52 —
j2:(2 2)(2 2):p 52 cN
p—1 4p—1)

Dann ist 0 < s3 < p, s2 ungerade. Sei j1j5 = a%j3, a € Z, dann

(p* — s1)(p* — 53) = 4(p — 1)a®(p* — s3)

(@)
p* — (s + 53)p” + 5755 = 4p°a®(p — 1) — 4pa’s3 + 4s3a’
wihle sgn a so, daBl 5152 = 2as3(p)
(8)
S$1S89 =: 2as3 + bp beZ

Dann gibt () wegen s7s3 — 4a?s3 = (4asz + bp)bp

P> — (5T +s3)p+ (daszg +bp) b = 4pa*(p — 1) — 4a*s3
4assb+4a*s3 = 0 (p)
b+ass = 0 (p)
(v) Setze
b
ﬂ — cZ
Dann folgt

p? — (s] + 53) + 4aszc + b’p = 4a’*(p — 1)

2

2 2 2 2 2 2
— 8T+ p° — 85— —4aszc — b =4a -1
p—s1+p —s3—{p 3 } (p—1)

(—b2+4bc—4c?2)—4(p—1)c2

Durch 4(p — 1) dividiert gibt das 9.
56,57

10. Ebenso gilt, falls n2j;1j2 = a?j3 vorausgesetzt wird:

2 2
2/ - . 2 % 2 (n B 1)p
n(ji+j2)+c¢ =js+a +74p—4
mit
nS18So = 2as3 + bp
b+ ass =p°
- _ pP=(b=20)?
J3 = T4p—1

Wenn also n? =1 mod 4p — 4, so ist j} € Z.
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11. Im Fall 9 wird

(4p — 4)ass — (p — 2)s182

!
S =

3 2
p

g5 - p*(4p —4) = p° — [(4p — Dass — (p — 2)s152)°

12. Fiir p > 11 ist jedes j > 4

12a.

13.

14.

15.

15"

16.

Bew:
2(p—2
Ll) = 0(p—2) wenn ganz, ==p— 2
p—
3(p—3) p—3 p—3
- 7 = (== =>7 25 30Gr.
tip—t 4(t — 4 4
£>t24:>M > ( ):
2 p_l p—l 1+T1
p
fiir
p > 13, nicht ganz fiir p = 11
Jjejs =m?, a =" = si1s3s3 = 8m mod p
Fiir p Z 11, j1j2 = CL2j3 iSt
p ) p 5
<= b <= < = -
ol <2 pl<3p <B4
denn s
. p+1lp— 2
2<3132<TT P
CETLST T 6
b = c|sis2| + [2azss] < p*+4p
p

Dabher ist ¢ der absolut kleinste Rest von ujus mod p — 2

(wo up = (p — 2 — s2) denn es ist

Modp—2:j,=1—u? C=urun Uy = uz = aus
/ =
2c—b= 83,__8182 } mod (p—1)
S, = 1
p(2¢+b) = 2b+ 8189
gibt
5 5
2etb] < Dy lmelo 5
<p+2 2 p 2
also
|2¢ = b] <p+2+4c|
und

25
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>(1———)4>3
3 —( p—l) > 9,
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58/59

wenn be > 0, so

5
[2¢ =0 < p+§—2—2

|2c—b] < p—2, also j5 > 0.

17. Mit u = 2=2=* (wie bisher) gilt

Eﬁgiéél-(p-—Z)

= (1+wu)*> modp, alsol+u=t

j = 1—u?+

also ist u(u + 1) > p — 1. Hiernach kénnte es Zweck haben, statt ¢ besser
k= % zu betrachten (0 <u < %)

18. (a) 148t sich schreiben als
Jijs + J2js + s = jijs + jije

Frage: Ist ¢?j; = j1j47 Nachpriifen, ob wenigstens mod p — 2 ¢j3 = c2j,
wohl nicht: ¢j = ujua(l —ud) (p—2)

59/60

19. Wenn nun ji, j2 also ujuz(s1s2) gegeben sind und man weif}, dafl dazu ein
a, j3 gehort mit j1j2 = a?js, so kann man j3 so finden:
Bestimme ¢ = |ujus|p—2, dh. ¢ = (absolut kleinster Rest)

S§189 — 2¢p
p = D2
p—2
p2C — 5152
asy3 = ———=
3 b2
o2 — 4(p — 1)j1j2 + (asz)?
p?
sgna = sgn(ass)
> P’ (p°c — 5152)°
83 ==

~ (p—2% 4(p—1)jijz + (as3)?

s p* — 53 _ J1j2
ST A1) a?
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(Frage: ujug = us?)

gibt
. P’jrjz
J3 = 2
. 2c—s518
4(p — 1)]1.]2 + (%)
Jy =
Forts. 74
60/61
Seite 61 ist leer!
61/62

Charaktere von p-Gruppen
4.11.62 Hilfss. f. Tamaschke

. Ist & eine p-Gp, D eine irred Darst mit Charakter y, so gilt fiir jede Klasse
konj. Elemente mit k£ Elementen

wo p der Primteiler von p in Q(x).
Allgemeiner:

62/63

Sei ® p-Gruppe, D eine Darstellg: C, g1---gr € &, > D(g,;) habe den

Eigenwert A, > g, € Ztr Gr Rg . Dann ist A =k mod p

Bew: Ind |®]. oBdA D irreduzibel, & g; --- g, eine Klasse konjugierter
Elemente. Wihle D monomial, und sei " normale Untergr vom Index p,
die intransitiv ist. (Gibt es die nicht, so ist f = 1 und die Beh trivial.)

a) g1 € ® Dann x(gs) =0, A = ka =0 und £k = 0 mod p, da sonst
k=1, g1 € Ztr &, D(g1) diag., ¢1 €&’

b) g1 €® = alleg, € &, g, ist auch Summe von Klassensummen
in &,
Ind: |&'] < |&], also A = k(p)
Verwandter Satz S. 105
63/64

25.1.63 Zerschneidung von Perm-Gruppen
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(1)

(2)

(3)

(4)

(5)

Sei N4G, G pri, N, # 1. Dann 148t sich N, auf Q2—a nicht “zerschneiden”;
Es gibt keine Einbettung Q — a =T + A so, dass N,, I fest lisst und N}
enthélt.

Bew:

(a) Alle Bahnen maximaler Linge von N,, trete in I' auf. Thre Vereinigung
nenne I C T. Da NI C Ns (6§ € A), ist I'" Fixblock von N, und
firg=(ad...)...ist 9 =T, G = (Gq, g) 148t T" fest, W!

NB: Hierfiir geniigt schon Transitivitdat von G; Primitivitdt unnétig.

(b) Sowohl I wie A mdgen Bahnen I”,... bzw A’,... maximaler Linge
von N, enthalten. Sei etwa |I'| < |A|, dann 2|T'| < n = ||, daher
haben fiir ¢ € G stets NL und (N!)9 einen Fixpunkt gemeinsam,
also da N3 > N! und daher IV Fixblock von Ng, ist I Fixblock
jedes (NL)9, also von dem transitiven (NL1)¢ W!

64/65

Meine Verallgemeinerung des Satzes von Rietz gilt schon wenn N (G) (statt
G) primitiv ist.

Wenn NG pri ist, so hat jede subnormale Ugr von G lauter gleichlange
Bahnen.

Sei G pri, die voneinander verschiedenen Bahnléngen # 1 von G, seien
ly <lyg < ---lg. Dann hat jedes [; mit mindestens einen der anderen einen
geT # 1 (2.B. mit dem léingsten; trivial)

Ist A << G, A, # 1, G pri, so kann man A, nicht auf 2 — « zerschneiden,
ausgenommen Q = o + ' + A mit A" = 1.
Bew: Sei S = Sockel G, AS = N.

65/66
Dann A< N << G, N tra.
Ann: A, zerschneidbar:
Q = a+T+A
I
A, = K- L
L=A% <A
Beh: A® #£1— AU =1.
Einige lingsten Bahnen von A, seien in A; etwa A, A” .... Dann A’

Festblock von K" fiir jedes n € N, da K™ mindestens einen Fixpunkt (3
in o+ T hat und die A’,--- Bahnen von Ag sind. Also A’ Bahn von K%,
das AN, daher <1< G ist. Daher haben alle Bahnen von K%V die gleiche
Linge, und jeder tra Konst von K% ist treu (der Normalteiler, der auf
einer Bahn von KV 1 hat, ist <1<t G und daher = 1, da G pri). Hieraus
folgt K =1, denn K2 =1. Also A, = L

28



5/

Mehr kann man wohl nicht sagen!

Setze auf (3,3) = S die rational irred. (: Q3) 2-Gruppe (! ), (; ') der
Ord 8; |A| =2-32%, a1 = (711) mit 3 Fixpunkten in S. G ist pri, A << G,
Ay = (ay) hat 3 Fixp.

66,/67

. Seil # H < Gy, H tra auf Trd H, G << P P pri

Dann ist HC 2-tra.
Bew: P> P, >> G
HT 2 tra, P, 2 tra pri; Ind: |P|.

Hat H # 1 k < 3 wesentliche Trasysteme, H < G,, G pri, so hat mit
S o H"% auch S, hochstens k wesentliche Tra-systeme und nur den einen
Fixpkt o
Bew mit

. Die Fixpkte von N, eines N-Teilers IV von G bilden einen Block von G.

Die zugehérige Aqn ist: a ~ 3 <= N, = Ng. Entsprechende Halbblocke
wird man kriegen durch o < 8 wenn N, < Ng.

67/68

Vermutlich folgt aus A < B nicht A < B (Abschliessungen).
Gegenbeispiel ?

68/69
Perm - Gr.

G habe einen regulidren Normalteiler N, und U < G habe einen (od.
mehrere) Fixpkt . Dann ist CU tra auf den Fixpkten ® von U; |®|[|]
Bew: H:= NU U =H, HNNU tra Fix(U)

U zentralisiert die n € N, die einen Punkt von ® in « iiberfiihren.

Transfer

€1
Hilfssatz zur Verlagerung (Berechnung von det D = < ) mittels
En

eines Produktes von Konjugierten D*:
Ist P eine p-Gruppe und A das Ideal im Gr.Ring R mod p, das von den
x — 1 als Modul erzeugt wird, so erzeugt P = > x das einzige minimale

Ideal m von R in A. Denn m - A < m wegen AOOP: 0, also mA =0
m(z—1) = 0 m = ¢-P. Daher ist P als Produktsumme von (2;—1) maximal
vom Grad [ darstellbar, wo [ die Linge der Kette der Zassenhausschen p-
Dimensions-Gruppen in P bedeutet (1937; Jennings) ~1958
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69/70

Notre Dame 22 3 63 Zum Satz v. Kegel: A" v BY

unnotig

(1) A®vBY (falle 2,y € G): |A°BY =G,| AB < G = ABY < G oder
A°B <G
Bew mit A” = (A9), B* = — maximal A*B* # G

(2) A*vBY, A°B=AB¢“=H= AB=H
Bew: (1) auf G’ = (AB)"¢
Sonderfall:

(3) AvBY, A¢=B%= AY=AB
(4) FRAGE: Gilt A*v BY = AB = AB"% N A"%B oder Verwandtes?
70/71
Monomiale p-Gruppen

(1) Ist M eine trans.mon. p-Gr.: Cp, so erzeugt jede Diagonalmatrix d € M
mit det d # 1 mit ihren Konjugierten schon alle Diag Matr.
Bew: Ind Grad M =n

(1) n = p bekannt

(2) n > p: M ist impr. nimm Blocke, konjugiert, aus je p Punkten; M —
M = auf ihnen hat d die Determinante 4y, - - - ,5% mit [] # 1. Ind:
GrM=2

P
dy
da

dM > . mit det dy, # 1, det d; = 1. (i > 1).
d

n
P

(3) Beh: Zu vorgegebenen k Stellen (0 <k < 2 —1) - ji gibt es dj, € dM
mit det dj # 1, dj,, = I = Einh.matr. des Grades p.
richtig fiir ¥ = 0. Ind: sei £k > 0, fiir k£ — 1 schon bewiesen. Geg

Jis++, Jk. Wihle

d* - det ' #1, dif = dir =1
éf: &% §£ 1, &;1 == &;4,1 =1

71/72

Wihle ¢ € M, das auf jedem der n’ p Blocke zyklische Perm, induziert
(in einem passenden Zentrum). ein geeignetes Kommutatorprodukt
r= H[CZ "] hat an Stelle jj, gerade d;;' (nach (1)), also rd** = sd* €
deitd;flz---zd’f =1, det d} #1.

Jk—1
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4) Nun k = g+1wah1en<gibtJGdM, detdy #1, d; = co=ds =1
€1
geeignete Kommutrng mit ¢ gibt df, = ( ) cdM
1
Eleganterer Beweis:
72/73

Beweis kiirzer: Setze D1 = {diag det = 1}. D1 M = M. Dann D < J/\/[\, daher

o~ o~

Dy =[D,M] < ®M), M =M > D.

(2) Entsprechend gilt: Enthiilt eine monomiale p-Gruppe M mit Koeff € €
(= p-Gp) eine Diagonalmatrix d mit Koeff € C), (< Ztr €,|Cp| = p) und
det # 1, so enthilt M alle Diagmatr. mit Koeff € Cp.

Bew: d™ = d¥ wo P die zu M gehérige Permgp ist. Setze M = dM - P,
wende (1) an

7374

Forts. von S. 60  P-Gr. vom Grad p.  Notre Dame 26.4.63

Sei
(1) Jrja = a*js,
mit

. k(p—k) _ p*—s° p
2 = = 0 l<k<z
(2) 1= o1 Tapoy s esml<k<g

_ g kk-1)
p—1
Dann
(p* = sT)(p° — 53) = (4p — 4)a®(p* - s3)
sis3 = 4a’sj (p)
s182 =bp—2ass b=1(2), a=0
(3) b _ s182+2as3
P

gibt eingesetzt

P> — p(s? + s2) + b?p + dass(ass — b) = 4a*p(p — 1)
4asz(ass —b) =0
asz —b
p

(4) ass —b=cp, c=
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gibt eingesetzt
p? — s34+ p? — 554+ b% + dassc = p* + 4a*(p — 1)

und mit der Abkiirzung

(5) sy =b+2c
(gegeniiber S. 56 hier a — —a) gibt es
a:= Iz
b:=  d(zs3 —vp)
= 9
NB: In der Bezeichnung von XVT 69 ist ¢ Y
dsh = 283 — VS
S3 ‘= P — 2
js= 1(2)
2 o2
. . P — s
6 1ty + A =d®+
©) L+ o
(7) =a® + jj

Wir zeigen durch Abschétzung, dass j5 > 0, also wirklich eine Invariante ist
(auf S. 80).

(7) J1js + jojs + ¢*js = jija + jajh
7475

Fortsetz: Kongruenzen

(8) J=f3 (p)
2
(9) i=1 0
(10) b=ass (p) Bew(4)
(11) s182 = —2ass (p) (3)
(12) s? =p? mod 4p — 4; (s,4p—4) =1
(12" 8182 = b — 2as3 (p—1) (3)
(13) c=—-b+ass p—1)
(13") 5182 = —(b+ 2¢) = —s} (p—1)
(14) 8182 = 2b — 2as3 (p—2)
(15) 2¢c= —b+ as3 (p—2)
(16) $1852 = —4c (p—2)
(16) j=1-7 (-2)
(16") sS4 = ass (p—2) (15)
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75/76
Forts.: Abschétzungen

Sei p > 79. wegen

) k(k—1)
17 A S
(17) J =
(17) s2>2p—1
s2 = p® modp-—1(12)
2 = 1(p-1)
52 = b 2p—15 3p—27

s # p dadp—41p’ —p
a1803222p—1

ist stets
(18) p—1k(k—1)

also bei p > 79 k(k—1) > 78

(19) k> 10
Ferner
(20) k(k—1)>p—1
(21) E>p—1+k>p+9
9(p — 9 -
(22) jZ\/er (p=vp+9) _ vPlp \/ﬁ)z\/z‘a—l
p—1 p—1
>9
Ferner

Pr(*) _p+l

23 < 2
(23) e 1
o p=3 i3
Daher aus (1) [ mit jo < = IE
1
(24) a? < —p*



Sonst: aus (1) mit iy < pTH —1und j3>5

2

p p p
25 22 E
(25) T S TR
(26) ..<p+1'p—77(p—3)2_1(da5 <s1 -2 s<p—+1)
Jij2 > 1 Y 16 2> 51 0 1=
2
< —
M2 =16
, 7
(26" < Tp (3.29)
(26") le] <la|+1 (4,26")
76/77
[ Die ganze Seite 77 ist durchgestrichen |
77/78

FallI: a > 0,b > 2a

fiiri = 1,2 ist

s$ip > 8182 = bp — 2as3 > bp — 2ap

$i > b—2a>0
s > (b—2a)?
2 b—2 2
o< P (b —2a)
4(p—1)
o i _ P27
J3 16(p—1)%-9
2 (1 o2
u < D (b—2a)
12(p— 1)

p? — b* +4dab— 4a®> — 12a(p—1) > 0

p? =0 —4da[-b+a+3p—3>0 (26")
Satr dvozzp s

b < p? —4da(a +p) < p* — dap

0<b<p—2a
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Nun ist aber, wenn ba > 0:

(27) le] =

asz — b |a| od.
— (=4 I < |af
b )

|s5] = [b+2c| < |[p—2a|+2]|al =p, j5>0

also ist in Fall I

Fall I: @ > 0,b < 2a
Wegen
S189 + 2ass3

p

b:
ist b > 0,

s <10l +2lel < 2ol +2lal (27)
p
< = 25
< £ o)

also j4 > 0 und sogar

j/ _ p2 _ 8/32 - %p2 _ 2p2 -
ST A(p-1) T Ap—-1)  9(p-—1)

alsoin Fall Ik 2(p+1) < j§ < 1(p+1)

%@+U

Fall III: a < 0,6 >0

Wegen
5182 + 2as3 -

ist

Ferner

ls5] = |b+2¢] < {

also j5 > 0 in Fall III
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Fall IV a < 0,b<0

s182 + 2ass (2]a|s3 — s182)/p oder

b= < 0 gibt |b| < 205 | _ p
P 6
also
p
b < =
o< L
p
< 1< =41
le] £ a|+ _12—|-
s < T+2<p,

J4 > 0 in allen Fillen I - IV, noch priifen!

Also weitere Ungl.

(28) s <p
(29) ac >0
sonst

sy = asz3— (p—2)c

ls5] > (p—2)|c|] >p—2—« (28), denn |c| > 1

Bew. f. ¢ # 0O:
Wire ¢ = 0, so
5189 + 2ass

nach (12) ergibt sich

a?—1>4p—4
widerspricht j; + j2 = a? + j4, wonach a? < pTH
(30) b <p-—3
in
Isogar < p—2a

II sogar < g

III sogar < p—2

IV sogar < g
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(31)

Bew:

le| < |al
c= “53be, e < |a|’%”+‘g‘ <la| + 1.
Js <j1+j2 (17,31)
p? +sh > s+ 55
80/81

Forts: P-Gr vom Grad p

. Sind die Bezeichnungen k und ! fiir die Ldngen der Tra Systeme von §) in

Darst ®2 so gewihlt, daB n = [N'P : P| Teiler von k ist, so ist N & vom
Index pl in &.
Bew: Index p* geht nicht wegen 2:

. Fiir jeden Primteiler ¢ von n enthilt $§ N K jede ¢-Sylow Gruppe Q von

&, welche 91 nichttrivial schneidet. Dabei ist angenommen, dass O; ele-
mentweise in sich iibergeht bei &; — &3, denn Q hat in Darst. &5 einen
Fixpunkt «, 913 N Q hat einen einzigen, 1, also ist & = 1, und der bleibt
bei &1 — &, fest wegen D1; elementweise in sich iibergeht.

Nicht jede ¢-Sy-Gr von &1 zu ¢ | n kann im &, - Bild die Ziffer 1 fest
lassen. Denn sonst &; als Normalisator ihres Erzeugnisses auch.

81/82

Wenn ein &; das unter UQ invariant ist (wo P¢ = P~1) noch ein weiters
V gestattet, so dal g € &P, so bleibt gV invar. unter V*UQV = UV*2Q),
Y VEU ~W
UV* =aW +bP
Dann ist V*U = VW (bei passen. Normierg W) = UU* = WW™*, (wobei
&Y W gestattet, W = 3" P).

also gestattet

QﬁoL)o el

v [v

@V o — v o @VW:QSV*U
w

Dann ist
V*(U + W*) hermitesch

Forts: 82 und XVI 51ff.
82/83

Forts: PGr vom Gr p
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5. Man koénnte die Permutationen, die mit UQ vertauschbar sind, nach
Schurs Vorgang mittels Polynom - Darstellungen untersuchen; oder die
U = 3" P darstellen durch u(z) mod p und (1 — z)? (oder (1 — z)P~1),
und so UV = U*W diskutieren
Forts: 241, XVI 51

83/84
Aufgabe <1«

Mit Hilfe von Tamaschkes Theorie den Verband derjenigen subnormalen Unter-
gruppen von GG untersuchen, die unter einer gegebenen Autom.-Gruppe A von
G invariant sind.

Lit. Verlagerung:

Higman, Canad JM. 5 (1953) 477
Kochendorffer J Austral Math Soc 3, 63-65
Zappa Mathematiche, Catania 13, 61-64 (1959)

Frage: << |&] < oo

Tritt jeder Kompfaktor von A8, wo 2,B < &; schon in /A oder B auf? Dann
wire die Menge €, der Gruppen, die nur Komp f. aus A haben, wohl subnormal
persistent. wd!

84/85

1 Forts: ja. Man kann auch Hauptfakt unters.: genauer 3
Aufgabe die subnormalen Ugruppen der charakteristisch einfachen Grup-
pen. Sind sie etwa normal?

2 Frage: Wenn A Erzeugnis subnormaler Ugr von & ist, und nicht normal,
gibts dann ein g € G mit A # A9 < N'A? Das wire niitzlich in Verbdg
mit Zorn

21/6/63 3 Ist G = (A;), A; € GG, so enthilt jeder (subnormale, # 1) Ausschnitt
von G einen von einem A;. Dann die Eigenschaft €(X): ,,Jeder Ausschnitt
von X enthélt einen Ausschnitt eines A;“ ist persistent

4. NB: Eins der A; braucht nicht <1<t G zu sein, die anderen brauchen nur
“schwach subnormal” zu sein, dh. Erzeugnisse subnormaler.

85/86
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5. Zwei schwach subnormale Ugr, die keinen zyklischen Ausschnitt = 1 iso-
morph haben, sind elementweise vertauschbar.

6. Frage: Ist eine charakteristisch einfache Gruppe, die einen zyklischen Aus-
schnitt hat, abelsch?

7. Man koénnte & dann aufldsbar nennen, wenn jeder (subn.) Ausschnitt von
& einen abelschen Ausschnitt enthélt.
Frage: Ist jede Untergruppe einer auflésbaren Gruppe auflosbar?
Sind Bolkers “aufl Gruppen” in diesem Sinn auflésbar? vgl. Russe: AMS
Transl. (2) 17

Def 8. A< = A= (A;), A; << B

Frage: Git <9< <B 1916 - A1q11B7
Gt A< <<8, BA<I<G =ANB A1 <16?

86/87
26.6.63 Ausschnitte
(1) G Gruppe: ACG =+ A=Z/N, NIZ <G

(2) AiEG%%-ﬂAZ—::%
A; = Z;/N;; mit Z = () Z,, N:H(ZQNi)

mengen-
theor.

NB: Fiir A; < G ist (| A; = mengentheoret. Bedeutung
Fiir A; = G/N; ist (N A; = [[ G/N; die g - g Faktorgruppe

(3) AnB=BnNnA

4) (AnB)NC#ANn(BNCQC)ia.
Bew: |G| = 4; exp2. |A| = |B| = |C| = 2.
G/AN|G/BNC] = GJ/ANC=C
IG/ANG/BINC = G/GﬂO_O/C} 7

(5) Def: Z1/Ny < Zo/No = Z1 < Zo, N1 > Na N Z,
(6) -+ = Z1/N1NZy/Ny = Z1 /N,
87/88
(7) 1 = mina (Ausschnitte von &), G/1 = maxa.
(8) Z1/N1 < Zy/Ny < Z3/N3 = Z1 /N1 < Z3/N3
(9) NAi/B; < A/B < A;i/B; = A/B=Ai/B;.
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(10) Verallg. der Projektion:
Sei N < Z <G (nicht N < Z1)
H<G
Setze H-Z/N := Gesamtzahl d N Kl zN, die El’e von H enth.
.= (HN Z)N/N

(11) Dann schon gilt: Sei K < H.
H~Z/N = K~Z/N < Z-H/K = N~H/K nimlich = HNZ < NK.

88/89
<14 o0

1) G perfekt, € Min sub, G = (AB), A,B << G > G = AgBg
(Kerne) = () A9,...
Bew: Wihle By bei festem A minimal mit By < <B, G = (A, By);

G = A%B,
G = By (AG) By<Bi<---<G
G = (G, G) (307 382) (AG)
( BBy ) (A%
——

=Bo wegen Mini-
malitidt von Bg

Bi=B»=By By<B, By<G

G = AG (Bo)
= A44° (By)

A (By)
G = ABy= ABg

ebenso weiter = AgBg

1) Erzeugnis statt G € Min sub: AN B € min sub; nach Hall = G € - --
89/90

Methode: 2) Allgemein sollte man mit dieser Methode perfekte (Sub-)Normalteiler von
Produkten (sub-) normaler Ugr von & untersuchen.

(3) Folgt aus A; IS G, A; perfekt (A;) =[] A;? Dabei kann Betrachtung des
maximalen Normalteilers von (A;) in [] A; von Nutzen sein.

40



(Elementweise
Vertauschbarkeit)

#4)

9.

Sei A,B<<4G, AN B = 1; Beh AZ N B4 enthiilt keine abelsche subnor
Ugr #1von 6 % (4,B) =1

Bew: < klar

> Indukt n =[FE : A]+ [E : B], wo [ ] = Tiefe, E = (AB)

n=0,1,2 klar

n>2 etwa [E:B]>1, BAE:

A, :=ANBE =ANnBA

[BE : A;)<[E:A], [BF:Bl|=[F:B]-1

Ay << G, da <A.

abel S << G1A; B1BA = S <1< G, S <1 ABPNBA >~ S=n

Indukt: (Ay, B) =1 = (Ay, BY) = (4,1, BF)

A;j abelsch, AE, G<ABNBA - A, =1

Hieraus folgt (A, BF) = E ANBY = 1; APN B hat keine abelsche subnor
Ugr von G, daher (A, BF) =1 (Indukt), (4,B) =1

90/91

A, B<L<G, ANB =1, (A, B) = E, APNB¥ enthilt keine subnor abelsche
Gr.#1= (A,B)=1
Bew: in 4) wihle E fiir G.

Gedanke zur Behandlung von &S& = Menge der Erzeugnisse subn Ugr
von &:

¢ € ESG > [ : €] = min max ;[& : A;] (A;) =€

Esist [:€¢ =1 ¢<J6&

Esist [6: ¢] <o

. Die richtige Verallgemeinerung der subnor. Ugr sind vielleicht die endli-

chen Durchschnitte von Erzeugnissen unendlich vieler Subnormaler Ugr.

91,/92

. Das Erzeugnis endlich vieler (n) endlicher subnormaler Ugr. ist subnor.

und endlich.
Bew: Indukt. n.
Fiir n = 2: Ind min [& : 2], [& : o]

Aufgabe: Schranke fiir Ord & Tiefe des Erzeugnisses angeben.
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10. In einem Erzeugnis beliebig vieler endlicher subnormaler Ugr’en hat jede

11.

endliche Ugr eine endliche subnormale Hiille.

Ist H < G und gibt es unter den in H gelegenen A I< G eine maximale
M, soist M < H, und M enthilt jede subnor. Ugr von G in H.
Forts: 100

92/93
Arith. Str. zusg. Gruppen 13.7.63

. Seien 91, H2 w-Untergruppen der endl. Gruppe &. Fiir eine Komp-Reihe

®; von & sei V; $§1-6? konj zu $H2—&* und dies eine maximale w-Ugr von
& (i=1,2,--)

Damit gilt das Gleiche fiir jede K Reihe von &.

[ NB: Analog fiir HauptR. und charakt. Reihen.]

Bew: Es geniigt & = &; x &5 zu betrachten

Der Witz ist: $;-®2 = $;®; N Gy das zeigt: Sind $H;—G! konj in &', so
9;61 konj in &, also unter &, daher $; N &4 konj in B,.

Dass auch ;=62 = (); N &1)&? konj in &, ist klar.

. Entsprechend fiir ;-6 = H,-6* statt Konjug.

. Wenn sogar die 57)1_’2_‘61. konjugiert in ihrem Erzeugnis sind £, 2 konj.

in ihrem Erzeugnis €.
Bew: o0BdA & = (’5_@5* <1 6; Ind: 9] = f)_ﬂ &* k_onj_in &*
oBdA 9 =9H; G =NH;in &/G*=6 sind H1, H2 konj.

93/94

.Def: Me €&, & = M ist w-Gr. v. & und keine w-Gr. MM von & hat

extremal

Ordng, die echtes Vielf. v. |90

NB: Kann wohl weiter gefait werden: Es soll keine w-Gp in & geben, die
die gleichen KFG wie 91 hat und noch ein paar primzahllge dazu, dann
wire z.B. jede max aufl w-Gp “extremal”.

Sei 1 <N, My € €,6 (i =1,2) [ i =1 geniigt, denn i =2 777
Seiimlﬂ‘ﬁzimgﬂ‘ﬁ&iml‘ﬁzimg‘ﬁ

Dann My = MS fiir ein G € &.

Bew:@:/\/(ﬁﬁlﬂ‘ﬁ)ziml,img

oBAABG =& M NNIS & MN=6&

&=m; N

w

n

NM1NN=0
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Frage 7.

Satz 8.

Frage 9:

9a

10.

11.
12.

Nun ist |91 : 91 NN, = 1 sonst kénnte man mittels des Normalisators
——

2
einer p-Sy 91/0 noch grofere w-Ord erzielen, die ein Vielfaches der alten

ist.
allgem: 10
Frage: Entsprechend fiir lingere Normalketten?

94/95

. Def: $ € w- Mi & (w-minimal)

wenn ), aber keine echte Ugr von §), zu jedem p € w eine p-Sy & enthiilt.

. 9 € w- Mi & hat “Eigenschaft D”, also S& — S$ Homo.

Sei M < g, und &/N € E,(B/MN). Sei 9|, = 1. Sind dann je zwei Kom-
plemente von 91 in & konjugiert?
ObdA kann man 9 als p-Gruppe annehmen beim Beweis.

Zwei w-Hall-Gruppen, die dieselben Projektionen auf eine Normalkette
{&;} von & haben, sind konjugiert.
Bew: (4) $; N &, ist w-extremal in &;.

Ist der Schnitt einer maxim. aufl. w-Ugr $ von & [ kurz: § € MAwS |
jeden Normalteiler von & in einer Gruppe aus MAwMN?

95/96

Das wire zu bejahen, wenn folgendes gilt: eine aufl. w-Gr a von Autom
von & lafit stets eine w-Gr # 1 von & fest, wenn |&|,, # 1.

Sei ;6" = H-6" eine w-Gp (i = 1,---,5) die in ihrem Normalisator
in &’ kurz: — einen Index hat, der zu w fremd ist.

“grofle w-Gp” Dann ist 1 = f)g.

Bew fiir s = 2 wie 4, dann Indukt.

Die Vor von 10 ist fiir s =2 und $; € €,6 (vgl 4) erfiillt.
Vorschlag zur Bezeichnung:

J =intravariant

M =“maximal”

A =*“auflésbar”
w =*“w-Gp
‘H =“Hall”
“faktoriell” = F =“abelsch auf alle Faktoren von &”
G =“grof}”
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z.B. $ € FGw® heifit: jede Projektion von $ in Faktor § von & ist eine
w-Gp, die in Norm in § einen Index prim zu w hat.

96/97

13) H-6' € Hu®' = H € Hw®.

14) Ist fiir eine Kompreihe & stets H-&° € Hw®® so gilt das fiir jede KR.
von &.
gentigt:

B=6B1xXG,

H1=HNG 2 / groB

[Geniigt zu zeigen: H = (HNG1) X (HNGSs) |
Beweis: £ := 91 N G < HG,

Ry ist € HwWB,.

H < NRy: HRw Gp

Q:S:fjoﬁz SNle,Q:ﬂle SNle Q:ﬂ@l w—Gp
CNG&; =N wegen H; € CwdB,
C-6/6; = H:6,/8; < HB,/&; H <L
C=9>R<H

|.61 XR|:|57)| Sﬁzf)lxﬁdann/

(14) § € FH0S = § < 6.
D

(15) Ist fiir eine K-Reihe &' stets H-6" € Hwd’, so H € FHwS; und wenn
R = H-B', s0 R = 9
,,konjug. in ¢

97/98

(16) Insbes. ist MAw < Hw daher gelten 14,15 auch fiir FMAwS

(17) Ordnet man die p; € w in bestimmter Weise, ist jede {p,---} - Sylow-
Normalisator Turmgruppe € J N Hw; sie sind selbskonjugierend und man
kann in jedem einfachen Faktor von & eine solche beliebig wéihlen und
dann zu einem $ € FIHw® zusammensetzen und alle $ sind konjugiert.

(18) Wenn Vermutung 9a stimmt, ist MAw C FHw
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(19) Nicht ist MAw - J z.B: ®168 w = {2, 3}
® Fiir unendliche Gruppen: Man kénnte 0 € w zulassen, so von Torsions-
gruppen wegkommen

98/99
(20) Sei € eine Klasse von Untergr. einer Gruppe & (& laufend) derart, daf

H(A x B)/A € CAx B/A
HNAec

folgt: dasselbe mit Vertauschung 4 < 9%B. Dann folgt aus H—&* € CH fiir
eine KompositionR (oder HauptR:) dasselbe fiir jede.

(21) Wenn sogar gilt

H-{AxB/A} eC{}

HNA ecm}ﬁ_ﬁmﬁxg’m%

so hat jede Gruppe $ € F& die Distributivititseigenschaft
HEDG: HN (W)= (HNA)
wenn A; << &

(22) Fiir unendliche Gruppen konnte niitzlich sein der Begriff der
lokalen Konjugiertheit:
A zu B in G lok. konj. < zu jeder endl. erzeugten (oder: endlichen) Ugr
A’ von A dg € G: A9 C B und dasgl fiir B’ < B.

99/100
16.7.63 << Forts. von S. 92

(1) 2,8 1< &, AB = B,
SB erfiillt die Max-Bedgg >~ AB <1< & allgemeiner 2
Bew: sonst 3¢, /A<, 91 86,¢, <ABC, =2A-(¢,NB); ¢, NB ~
W!

(1) Es geniigt: die { Subn Ugr von B > 2 N B} erfiillt die Max. Bedgg.
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(2) Satz: A, B << &, AB = BA - AB I G

Bew: Indukt ¢(2,2AB) =n
n=1: 2A<AB bekannt

n>1:
AB ﬁ — Q[QISB
_ = A (ANDB) =AB
A ——
_BIB
B << &
2 HA,AB) = t(A,AB) =1
= A 9 & > AB <9< G

Noch allgemeiner: (7)
3) Frage: Erzeugen endlich viele A9 eine subn. Ugr wenn A <1< G?
4) Frage: Welche B € SG haben die Eigenschaft:
A << G (A B) <1 G?

100/101

5) Sei A, B <1< G stets vorausg.

(A,B) << G = AP «< @

6) t(A,G)<2>(A,B) << G

(7) Wenn A, B << G und (A, B) = ABA, so (A,B) <1< G
Bew wie 4: AP = A= ABAmit B=ANB

(8) Frage: Geniigt auch (A, B) = (AB)? oder sogar = (AB)"?
(9) Seien A, B <1< G. Beh:
(A,B) << G = AP <9< G+ (A,B) << G
(10) Def: A lokal subnormal in G %~ Aus E < A, F endl erzeugt folgt F 44 G
Frage: Eigenschaften?

101/102

(11) Wenn G € Min subn, so diirften meine Sétze iiber die Vertauschbarkeit
von subn Ugr gelten. Jedenfalls ist dann, wenn A <1<t G, A/A’ direktes
Produkt endlich vieler p-Gruppen; A ist das Erzeugnis einkopfiger sub-
normaler. Tamaschkes Verbandstheorie iibertragen.

(12) Frage: Was fiir eine Verbandsstruktur hat S& wenn & € Max sub?
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(13) Frage: ® € Min sub > S& Verband?
Gegenbeispiele wiren wohl zunéichst unter den p-Gruppen zu suchen. Stoff
fir Madison.

(14) Aufgabe: Subnormale Kerne und Hiillen unter der Vor G € MZ* sub
untersuchen.

102/103

(15) G € Max sub; D, A, B << G, D < AN B > jeder Faktor von (A, B) iiber
B enthilt einen Faktor 2 von A iiber D
Bew: Wihle Gegenbeispiele mit maximalem D

a) Wenn D = A red. B, fertig
b) D<4

Wihle A1, By SNDﬂg

D
A B
A1 Bl

D
Denn By < A fertig (Max alg D. Sei By £ A <<t G. Ebenso A; £ B
subnormal.
Denn D < D := (Ay, By)
D= AP . B,

{Fakt D bis B;} < { Fakt AP bis D}, also
I: jeder Fakt D bis B; enth Fakt A bis D. Nun bilde A4 := (4, D).

Wegen D < A; < AN D ist nach Max Eig D:

II Jeder Faktor von A bis D enth Fakt A bis Ay, also enth. Fakt A u
D.
Nun (A, B) = (A, B)

III Jed Fakt (A, B) bis B enth Fakt A bis B;.

T4+II+11T geniigt

103/104
Ansatz zum allg. Beweis von (15) ohne Max:
den Ausschnitt Z/N iiber B moglichst hoch schneiden. Man kann N = B

annehmen. Bei Annahme der Min Bedg fiir subn Ugr kann man annehmen
D=Dg4
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(16) A,B<<@G, G = (A, B). G/BY perfekt, & B € min = 3 minimal A; <
A3 (A,BY) =G & A <G

104/105
Charaktere von p-Elementen in monomialen Darstellungen

(1) Sei & endl Gruppe, D(g) monomiale transitive Darst: C vom Grad n, h
ein Element von p-Potenzordnung in &, k die Zahl seiner Konjugierten,
x = Sp D(h), X" = Sp P(h) wo P die entsprechende tra. Permut-Darst
von & ist. Dann 0
k k
X BX od p
n n
WO p}p in Q(x).
Bew:
kx = Diagonalelement von Z D(hy)
n 1)
hi€ Kl h

> P(h) = ’“nio

=l

105/106
P-Gr mit reg Normalt.

In Diss Erber findet sich der Spezialfall & aufl, 3 = &5 des folgenden allgem.
Satzes:

Enthilt & einen reg NT' N, so sind je zwei Fixpkte a, 3 einer bel. Ugr $ von
® konjugiert unter DTN CH = Cn$H.

Bew: Sei oY = 3, dann oNH = 8, pN N = g N-INH = 1.

[B* = H0T hat & = H wenn 1 € ¢$H. [ Bew. durch Vergleich der Ord] in
einer tra Gr (6*) sind daher je zwei a, 8 € ¢&; konjugiert unter N&;. Da
Ne- 87 = &% - Nw®7 folgt der Satz.

Folge: In einer aufl pri Gr ist jede Gruppe mit > 2 Fixp verschieden von ihrem
Normalis. (in anderer Formulierung, allgemeiner aber gleichwertig, =“Satz von
Taunt“: & endl, U < &, aus U < Y < & folgte NY = Y. Dann folgt aus
U< VNWE auch V=V, G>9.

106,/107
Selbstkonjugierende Untergruppen

(1) Df: S <G sC < VYge G: ScjS9in (S,59)

= pronormal
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(2) Thm: ,Fixpunkte selbstkonjugierender Untergruppen®
Seien S < G,S seiin G, T <G, G= ST, G acting on €2
a,B€ ¢S, peal
Dann 8 € a7V
Bew: 8 =o' H :=(9,5") < Gg = Fixgp
3¢ €G89 =5 tgd <NS
atd' =39 =3 aber tg' ¢ T

107/108

S<G<G=TS

g =tS,tgeT N <S, Sq> <Tps

besser

tl = tto S T

SY =St =gt's” =95 =85 ' eNS

at/ — atg/S7 — ﬁg/S7 — 657 — 6

NB: Besonderer Beweis lohnt eigentlich nicht:

Bekannt ist 3n e NS : o = 3. Nunn=st,t e NSNN, 8 =a" =
ast — Oét

(2) ist also nur Korallar zum allg. Satz iiber selfcon].

108/109
4]

(1) A, B<I<4G, ANB = M, von A bis M kein Faktor p = AB = BA und
jede Kette von A bis M entspricht einer Kette von AB bis B.
Indukt da(M) +dp(M) =s
mit el’weise Vertb. bei s =2

Q(A/M) = Q(J/B)

(2) Wenn keine subn-Reihe von G 3 mal denselben Primzahlindex hat, sind
je zwei subn Ugr von G vtb.

(3) Vermutung: A,B < G, ANB=M, (A,B)=J
|A/M| =p*, |B/M|=p"=|J/M|=p
Zum Beweis diirfte niitzen

(4) A,B<<G, |(A,B)/A| < 0 = (A, B)<<G
(da (A, B) eine max in G subn Ugr oberhalb A enth.)
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109/110
Fragen von D.G. Higman  20.10.63

Sei rk G = Anzahl der Bahnen von G, wo G eine primitive Gruppe.

(1) Ist die Struktur der minimalen Normalteiler N von G eingeschréinkt durch
Vorgabe von rk G?
z.B Anzahl der einfachen Faktoren, Primitivitit von N

(2) Bahnlidngen 1, k, k(k — 1) sind fiir prim. G hochstens moglich, wenn k =
5.7,57.
Existieren Beispiele fiir 7,577

(3) Wie vertrigt sich rk G = 3 mit der Existenz von reguléiren Untergruppen?
(Meth. von Schur)

110/111
<1< endlich (Frage: Auch co?)

A ~ B bedeute: A, B<4<G@G, perf. Kern A = perf Kern B
(1) ((ANB),C) ~ AC N BC Bew einkopf perf.
(2) (4, B)NC~((ANC),(BNC))

#(3) (A,B)=J= A" nB’ ~(AnB)’
Bew: Sei P einkopf perf, P < A7 N BY. Diejenigen P®, die £ A sind,
werden von A fest gelassen (einzeln), und sie liegen in B. Wenn also kein
P* < AnB, so {P*} = Q+ R, wo %giig ii;‘g gelegene P? bezeichnet,
Q#0, R+#0 (wegen P € A’ N B7), mit R besteht aus den nicht in A
gelegenen P*, daher R* = R. Aber nach Def von R ist auch R® = R,

daher R’ = R, also R=R’ = {P*}, Q = () —«

#(4) (A,B) ~ (A;,By) mit X; = ija J = (A, B)
Bew: P eink. perf., P < J = (A, B). Wire P £ (Aj,By), so P £ AY,
P ¢ A* fiir gewisse y,z € J also P £ (AY,B*) = Jy, Jo<I<J aber
JJ =(Av" B¥'Y > (A, B) = J also Jy = J

111/112

Allg:

(4/) J = <A17 co aAn> ~ <A1Ja e 7An.l>
Bew: Sei P eink perf < J. Ware P £ rechte Seite, so 3z; € J > P £ A7*
= P £ Jo=(A7" - A7)
Jo << J aber J§ = (A1---A,) =J

(5) Wenn J = (Ay,---, Ap), s0 J = (Al ... Ain) Vj, eJ
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(5)

(6)

(7)

(1)

(2)
(3)
(4)

Satz 1:

SG € max, (A;)ier = J = <Afl> = J denn r.S. = Jy ist <<J, und
Ji =J
ohne alle Vor! A, B konj in (A,B) == A= B
——
J
Bew: B= A7 < A7
J=(A,B)< A’ J=A B< Aund umgek.

Vertauschungssétze sollten erhéltlich sein unter der Vor, dass die gemein-
samen p-Faktoren zentral sind in geeignetem Sinn.

112/113
<1 o0

(A,B) = J; A, B<< G, 8J lattice ANB loc imp (dh: 1 # F < ANB, F
fig = F # F') = A’ n B’ loc imp
Bew mit Induktion nach dj(A) + d;(B) mittels

»loc imp“ is normally persistent
Jede auflosb. Gr. im Sinn von Baer ist loc imp: dergl ,,lok aufl* ist loc imp

Def: °(G) = { einfache Faktoren der endlich erzeugten Untergr. von G'}
(oder := { Kopfe der. ..}

Frage: Ist > (A) C S nor per?

NB: ,loc imp“ scheint nicht aufzutreten in Plotkins Bericht ,, Generalized
soluble and generalized nilpotent groups“, AMS Transl. (2)17, 29-116

!
2268 =50220 Y
Bew: Ind dg(B) : J = {a)’ -Bmitn=1, B/ = R-B R =rad B¢
nach Ind: (B,R) =1, da R B’
B,BY < ZsR,clpRin B¢ BY < B-Z Z =CR B% = BZ B = (B%)aqG

113/114

endl. Perm.-Gr.
16.11.63

Sei G eine transitive Permgruppe des Grades n, und G, habe die orbit-
lengths n;, > n; =n. (— FPG Ex 3.13)
i=1
Sind alle nn; =1 mod 2 so ist |G| = 1(2).
Bew: Sei |G| = 0(2); zeige: 2|n|3%| fiir pass 3 # a.
Wihle t = (af)--- € G. Setze A = Gog, B = Gup(t); A g B, also

2||G/Ga5| =nng.

Allgemeiner:
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Satz 2.

2/

Satz 3:

Allg.

Sei p||G| und pfnniny - -n,. Dann 3G, = p-Sy G: 2|[NG, : Gy.
Bew: t = (af8)--- € G |3%| =:n; Dann 3 G}, < Gap § Gap - (t) =B

NG, /G, deckt B/Gop.  2||NG, /G,
Ist ING), : G| (Gp = p-Sy Gr S) ungerade fiir eine tra PGr G, und 2||G,

so p | nn; fiir ein j.
114/115

Sei T ein transitiver Konstituent einer Untergruppe U einer Perm Gr G,

Trager T =T 3> . Seien K, - - - , L die tr-Konstituenten von G, die von I'

getroffen werden, und K, - - - , A ihre Triger. Dann (Go,U) < (Gky...uA)e,

wo € die abstr. Komposfaktorgruppeen von ( (Ggu...us)?)5Y "L bedeu-
c

tet.

Bew: Ce¢ = (Gru...un)e

. Ist G (p—1)-fach transitive (p Primzahl) und sind n,ny, no, - -- die Grade

von G und der tra Konst. von G1 2,... p—1,s80ist p | n(n—1)--- (n—p+2)n;
fiir ein j.

115/116
Perm Gr & <1«
Lemma:
A
C < A = A’f‘
A
C << B, = BB
= Ch = Cj{‘ = Cf
Bew: OA = AlA' ﬁ A.
A A
C << {B = N(Cp) > NA, NB.
116/117

Ordnung prim - P Gr.

Ist G transitiv mit einem reguldren Normalteiler R, vom Grade n, und
1a83t sich R durch r Elemente erzeugen, so gibt es A C Q mit |A| <r+1
und Ga = 1.

Bew: R={(x1, - ,2z;), « € R; A:={a,a®, -+ o }.

Folge:
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(2) Hat die trans. Gr G einen reguliren Normalteiler, so ist |G| < n'*log2",

Aufgabe:
(3) Abschitzung fiir die Ordnung einer auflgsbaren pri PGr des Grades n.

(4) G pri, 6 € A = Triger eines lingsten tra Konstituenten von G4 = Gus
ist intransitiv in jedem tra Konst von G,
Bew: Sonst 35: Gap tra A’, A invariant bei (Go, G).

117/118

Frage iiber monomiale Gruppen:

Wann gibt es eine Matrix M aus 0 und Einh.-Wu so, dafl ¢g='1Mg = e(g) - M?

(mit =(g) # 1)
hochstens wenn & # 6.
Genau wenn & x & eine lineare Darst # 1 enthélt.

Uber 01-Matrizen

Beweis des Satzes von Konig: Bezeichnet r den termrank von A (= maximale
Zahl von Einsen, keine zwei auf einer Reihe), so kénnen die Einsen von A durch
r Reihen iiberdeckt werden.

Bew:

(1) Man kann A maximal mit geg. r(4) = r annehmen: A < B, r(B) =
r(A) = A=B.

(2) Nach Streichen einer Zeile und Spalte mit Schnittel’t 0 ist immer noch
r(A') =r.

(3) A 148t sich (Induktion) durch r + 1 Reihen iiberdecken, und zwar kann
man von diesen eine beliebg. Zeile und eine bel. Spalte mit Schnitt 1
vorschreiben. Alle Schnitte sind 1.

(4) Seik >1 (Typ A= (k x 1)) und eine Zeile minimaler Zeilensumme s sei
die unterste, (und A maximal); etwa

0 Wihle Uberdeckung mit 7 + 1 Zeilen

und Sp, davon unterste Zeile n rechteste

Spalte. Wegen 3 sind die tiberdeckenden

k 15 Spalten unter den letzten s, und wegen

T (oBdA) r < k enthélt jede von ihnen ei-

111 ne 0, und zwei aulerhalb der gewéhlten

0 oJ1]1]1 iiberdeck. Zeilen. Das widerspricht der
——

Min eig von s.

1

NB: jede maximale Matrix sieht so aus:
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uf

~—

wo | und — mit Einsen voll besetzt, u + v =

118/119
P-Gr. vom Rang 3
G tra, G, habe 3 tra const. Eine der beiden Vert. matr. sei
—_—— ——
e f
Dann ist (bei trans. G):
(0) G pri = |s|,|t| < v da V > 0 indecomposable & primitive,
n=14e+f
(labe) O=v+es+ ft
nv = v? + es? + ft?
und (Beweis Frame)
nw (s — )2
ef
Ferner (aus (V —s)(V —t) =cF, F = (;1) (vglel't (1,1) und max EW))
@) (0= 8)(w—1) = (0 +st)n
und dhnlich Sp(V —o)(V —t) = —
(3a) no(t+1)=e(s—v)(s—1)

und ebenso

(3b) no(s+1)= f(t—v)(t —s)
Daher aus 3a- (t —v) —3b- (s —v) :

(4) nvfv—1-s—t)=(n—-1)(v—28)(v—1)
und daraus mit (2)

(5) vo—1—-s—t)=(n—1)(v+ st)

und mit Frame und 3a, b:

fls=t)(t+1)=(s—v)w
©) {e(t —s)(s+ 1) =(t—v)w

Das sollte Behandlung eines [J freien n ermoglichen
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119/120

Kompfakt Gr & Trans Konst von U,

(1) Sei G pri, U < G, U # Uy < Gy. Dann ist B(U,) = B(UL) mit T' = oV
A

Y Menge der Kompfaktgr.

Bew:

Uy

l UA<QU1G.,G

(2) Kompfakt von Gg:

G pri = Y (Ga) S Y (K)+ Y (A) wo K = Konst von G, auf g% A =
Konst von U auf %= wo Gay < U < G und 3,7y spiegel an «

Ga .~ Gg
Gy w

‘1
120/121

Pri P-Gr G mit einem maximalen Sprung
in der Reihe der Bahnenldngen von G,
27.11.63 nach Lektiire von MZ D G Higman

(1) Sei G tra, Bahnlgn G, =n1 =1<k<ng---
Dann ng > k(k — 1), und wenn ng = k(k — 1), so ist G, 2-tra auf " mit
IT| = k.
Bew: V sei Vertmatr zu I'
ny > k(k—1) = V*V = kI + gV mit ???, gibt Imprimitivitit; siehe
(I+V)>
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ny=k(k—1)=V*V=kI+W W zu A Linge ns.

=V?2
R n3 n4
—_— N S
0 1 -1 0 0
1
V= : M N 0
1
0 N’ R
—_—
T A

Wenn M # 0, so reichen die Einsen in den Zeilen Nr. 2,---  k + 1 gerade
aus um N # 0 zu machen fiir geeignetes A, |A| = ng, also M £ 0= M
hat k — 1 Einsen in jeder Zeile & Spalte,

|

I+V = 1 1 = G impr.

0
Also M =0

121/122

Wiire G, nicht 2-tra auf T, so gibe es Vertmatrix R fiir G, mit r Einsen
je Zeile, SpR =0, 0 < r < k — 1. Die Summe der n Konj. von R intr G
gibt vert Matrix S fiir G mit rkn Einsen, also rk je Zeile; rk < k(k — 1),
daher S = r - V; das lieferte aber M # 0. Wid!

(1'.) Die k(k — 1) Einsen in N kénnen so angeordnet werden:

(1") G1ktm ldsst auch 2 fest. m =1---k —1
Denn die Spalte & + 1 hat in dem Festblock 2---k + 1 von G, nur eine 1
an der Stelle 2.
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(1) Die Darstellung (1') liefert eine Zerlegung von R in k? Blocke der Grosse
(k—1) x (k—1) (die mit Permutationsmatrizen besetzt sind, wenn rk G =
3). G§ ist impri, hat GL, also obersten pri Bestandteil.
G1,2 hat einen tra Konst auf £+ 2, .- ,2k vom Grad k£ — 1
Denn |G172 : G1727k+2| =k-—1.

Aufgabe: Fortsetzen bis

a) Bestimmung von V' und der maximalen mit V' vertb P Gr
b) Bestimmung der maximalen G mit maximalem Sprung hinter einem
spéteren ng { 277 )
122/123
Fortsetzg: Sei n = k2 + 1

N = Gj,... p+1 ist auf Rest halbreguldr und genau k Konjugierte N liegen in
G1, aber nicht in G2, k41 = G1r. Diese N* miissen ,hinten“ k Fixpunkte
haben, sonst gibt N*9' zu viele Konj in G, also haben sie genau einen Fixpkt
in T'. Daher ist N = einen halbreguliiren Normalteiler von Kj, wo K = GY.
Dabher:

(1) entweder ist K = GY treu, oder K5 hat halbreg. Normalteiler # 1.
Diese Uberlegung muf3 einen allgemeinen Satz iiber die Kerne bei untreuen
trans. Konst. geben.

(2) Nach (1) ist K imprimitiv, wenn k = £, den es hat einen halbreg. auflés-

baren NT, und sein Grad ist { 566 } %+ pt.
123/124

Higman-Gruppe

vom Grad 50 mit orbit lengths 1,7,42:
Sei V' die Vertmatrix mit Zeilensumme 7. Dann hat V' die EWe 7, —3, 2 mit Vfh
1,21,28, und geniigt V2 =71 +W,V =V’ V2= F +6 — V. V hat Gestalt

0 el 00 -~ 0

f 0 -~ 0

0 f 0

v=| ¢°© 0 :
0 : f

Olc| S

e=(1111111) f=(111111) § = S}, Permut.
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Die Matrix

[0 Sip Siz - Sir)
0
S = ' _
S71 Sr2 Srs 0

1.1

Fo
geniigt den Gleichungen (mit F' = (1"'1)42 =Fyp, E= ( o )

SF =FS =6F
SE=ES=F—E
S =F-E+6-S
. S3 =4F +2E - 6+7S
S* =33F —9FE 442 — 135
S5 =176F + 22FE — 78 + 555
S hat die EWe 2, (—3),6, —1 mit Vfh 21,14, 1,6.

Die Gl — zeigt Sp.S2 =0

Fir [+S=TgltT2=F—E+G+T gibt Beziehg zwischen S;i

124/125
Abschliessg von P-Gr

(1) Die 2-AbschlieBung G® einer P Gr ungerader Ordnung hat ungerade
Ordnung. Denn die Langen von G, G, bleiben ungeéndert.
Frage: Kann |G(?)| dann neue Primfaktoren enthalten?

(2) Die p-Abschliefung einer PGr, deren Ordnung # 0(p) ist, hat eine gleich-
artige Ordnung. Bew wie (1)

(3) Seien A < B = tra zwei P Gr. Dann

B< A® &« A hat dieselben Orbits wie B
A, hat dieselben Orbits wie B, (V)

Denn dann ist jede einfache VertMatrix von A auch eine von B, und
umgekehrt ist trivial.

(3) A < B nicht notw. tra. B < A® <= jeder irred Bestandteil von B bleibt
irred bei Einschrénkung auf A, und verschiedene bleiben verschieden.

(4) Die 2-AbschlieBung einer tra p-Gruppe Perm Grad p" ist die volle p-Sy
der S?" — P +£1,
Ableitung
Denn genau dann bleibt jede in SP" enthaltene irred Darst bei Einschrkg
auf P irreduzibel.
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(5) G unipri vom Grad p® = hochstens p?||G|.
Bew:

a) P’ hat orblengths p = je p gekoppelt = |P’| < p?,|P/P’| = p? oder
b) orblength P’ = p? = |P'| < p*»—1, |P/P| = p

N = grofite Ugr mit orbits von N

125/126
10.12.63 Symbolische Potenzen im Vertauschungsring
Vi - Vi
(1) Sei V=1 : eine Vertauschungsmatrix von G, und je zwei
Vie -+ Vi

Vg seien vertauschbar. Fiir die , pu-te elementarsymmertische Funktion®

eLV), definiert durch [ — ("0 | = Y (= 1) fa(211 - Zn)
' T

Ilg k? Variable!

6)\(‘/) = f)\(Vllu e 7Vnn)
gilt dann mit jeder Primzahl p:

eu(VP) = (eu(V))" modp
= ¢,(V®P) mit v .= (VE)

Bew: (zop) =

S (1) He, (XP) = [T — X
n

[((AL —z)P| = |\ - X|P
= D AMeu(X)P(=1)tr

p Faktoren
en(XP) = en(X)P = (Zvaﬁvw " ')p

Z Vaglys
= e#(v(p)).
(2) Insbesondere fiir den Spur-Block SB(V) = > V;; gilt SB(V?) => V¥

(3) Hiernach enthilt der Vert-Ring von G unter Vor (1) stets eine Matrix W
mit SB(W) = SB(V®) (p).

126/127
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Vergroflerung von 2-tra Gruppen
Satz (1) Sei G 2-tra auf Q (| < o0) und G, = H; sei t = (af) -+ € G. Sei

H<H<S%
Notwendig & hinreichend fiir Existenz eines G > G mit G, = H ist:

)
Q

Bew: notw klar, da ﬁﬁ = Gap
hinreichend: bilde G := H + HtH

da GH < @, folgt rechts Mult. G > CA?; G Gp.
Es ist
ﬁ:Hﬁﬁ, da H tra Q) —«

also tHt = tHHgt
da G 2-tra

~ e N ~
=tHt-t " Hgt < (H+ HtH)- Hg
< (H+HtH)H =G
127/128
Aufgabe: Darstellungen faktorisierter Gruppen

(1) G = AB, x4(g) induz durch mon Darst ¢ von A,
x5(g) induz durch mon Darst w von B

== Xaxs = 0
GXAXB 1  wenn ¢(z) = w(x) itz € ANB

Q|+

Bew: Verkettende Matrix ist bestimmt durch ihr Element (1, 1), daher
Rg verk Modul < 1, und = 1 genau wenn ¢ (z) = w(z) fir x € AN B

(1) Im Fall % > Xaxp = list der Grad f des gemeinsamen irred. Bestandteils

p= (m:;ff) % = f = Rg Verk. Matrix von x4, x5
wo p(a)z = p(a) -z p(b)y =¥ (b)y, unitér
1

0
Bew: oBdA y = < :
0
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Da y*p*(a)p(b)z = ™ (a)w(b) - y*x

1 1
Wegen irred mon p ist y*z # 0 oBdA y*z =1 also y = (0> x = é
0 0

gibt fiir p(g) = (M1 g=a"b:mi+E&miz = \g) := ¥(a)w(b)

ma21 M22 '”)f><f
fir g = ab Wid!
128,/129

Daher |m1; + &mq,|? = 1 fiir festes g also |G| = 3 |m11 + Emy,|?, also
G

Gl = Y P+ €2 [ P + 2Re¢ S mima,
G G G
G| 2
7 (1+€1)
f:1+|§|2:|17|2: |x|j|y|22
|z*y|

also oBdA £ =+/f — 1, p unitér.
Nun ist Eémi2 = A(g) — ma1 also [€]|my,| < 2
2] - 1 = g2 Smu)? < 416

f—1=[¢? < 4f Klar, hilft nichts.
[Nun ... nichts: durchgestrichen]

129/130
Aufgabe

Untersuchung der genau 3-tra P Gr mit transitiven Untergruppen kleineren
Grades (2-tra bei Hall 1962).

Aufgabe: Arithmetik der Gruppenringe

Jeder komm. Ring: 7?77 der von ,ganzen“ Groflen erzeugt wird, ist endlicher
0-Modul (0 = ganze GroBen in alg. Zahlkorper)

Frage: Welcher Ring wird von allen Untergruppensummen einer abelschen endl.
Gruppe erzeugt (reduzierte Form?)

130/131
S-Ringe von Matrizen

5.1.64 NB (25.10.76)
Siehe hierzu DG Higman: Geom. Dedicata 4, 1-32 (1975): Coherent
configurations I
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(1)

Def: R ist ein S - Ring von Matrizen, wenn R aus n X n-Matr. besteht,
iiber 0 = ganze alg Zahl eine Basis aus ,,einf. Matrizen®“ 71, - - - .7 besitze
(nur 0,1 als Elemente) mit > 7, = (1), =1
Higman fordert noch ein Diag. el’t = 1 = alle El'te auflerhalb Diag = 0,
d.h. Tk(l)(nxn) = nk(l) = (]‘)Tk
1
1.0

o1y € R R halbeinfach. Also nq +--- +n, = n.

1
Vollstandig reduziert sei

egmal

—~

T~red T = D°(1) . GrD°=fs

r = Rg,D. Die Anzahl der indqn. Darst in R sei d
Vorlaufig kann R irgend ein halbeinfacher Ring von Matrizen sein.

Setzt man fiir jede f x f-Matrix A = (ax,)

ail
ai2
A= ) in fester, willkiirl. Anwendung, und bezeichnet Ty> die Per-

arr
mutationsmatrix des Grades f2 mit

(A)) |=TpA |,

So ist
F(F=1)
2

det Tf2 = (—1) 5

da soviel Paare von Stellen (4, k), (k,¢) vertauscht werden.
Es ist SpAB = A_l/Tf2B |. Setze

Wegen 7 =Y fZ ist D eine r x r-Matrix

131/132
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(3) Fiir S-Ringe ist

Sp 73Tk = Npbik=
= Sp red 7; red 7%

= Z es Sp D°(7:) D’ (3,)

=Y es(D°(7) 1)'Ty2(D° () 1)
=D'ED|,,.

E = €5Tf§ N N = n(éik* )’r><7‘7
ist also
# D'ED=nN

A :=det D ist ganz algebraisch, da

A? = LdetD T~ D

= (Sp TiTk)

in der Darstellung von R, die jeden irred Bestandteil nur einmal enthélt.
Alle Spuren sind ganz alg. da > EWe(7;7%)

Ersetzg einer Darst in D durch eine dqu. &ndert A nicht:
DY(7) = (A"~ x A)D’(7), det A'~ x A=1

132/133

. A? ist rational.

Denn Kérperautom. (eines Korpers, der alle Elem von D enthilt) vertau-
schen die Darst. nur bis auf Aquivalenz, also A — +A (5)

. Ist die Anzahl der Darstellungen D° mit

reellem Charakter nichtreellem Char
geradem Grad f 0 co
ungeradem Grad f r1 c1

soist A= (=1)1-A
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denn Vertauschg zweier Darstellgen mit nichtreellen Char. vertauscht f
Paare von Zeilen, gibt also — wenn f ungerade, + wenn f gerade. Die
Darst. mit reellem Char geben nach 5 bei x — T keinen Beitrag zu sgn A.

133/134

(8) Ist m = per D die ,Permanente“ von D = (d;),® = > dyg, - -+ drd,, SO ist
fir o € aut K

Darstellungen von
7% = per D% = per D; so vert,
dafl ~ den alten

§det(-~-):A

also A = A mod 2 fiir jedes o € aut K

Frage: Ist 7 rat?

Dann A? = (7 +27)2 =72 mod 4=0,1 mod 4

Ja fiir ,Determinanten-Permanente“: 31.5.76 iterierte Laplace-Entwick-
lung

(9) Fiir jede Darstellung D* eines halbeinfachen belieb. Ringes R, die die irred
Darst. D) irgend eine Anzahl von Malen, e3-mal enthélt, ist die Diskrim.

d
* 2
D(r,--7) = A?nmn) = H 65-f6 .AQ(ﬁ Ty
5=1

Bew (3). Das gilt fiir jede Basis (1 ---7,) von R. Dabei
A" = det(SpurD*(1;7:))

(9') Frage: Wenn R, R zwei S-Ringe mit R C R, ist dann
Ay, ,TT)‘A(?l, -+, 77)? (Antwort (14)") I.A. nicht!
Wenn ja, gilt fiir R C Gruppenring von $): A(7 - - ~7'T)’hh
das gibe gute Teilbarkeitsverscharfungen fiir Frame

134/135

(10) A ist rational genau wenn jedes « € Aut K eine gerade Permutation der
Charaktere von R bewirkt, fiir die f ungerade ist.
Wenn R = Centralizer Rg dann e, ungerade! Denn Vertauschg der geraden
Darst dndert det A nicht.

(11) Wenn neben 75, auch stets 7;° = 74« vorkommt.

— S. 143 Seir = h+2s
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h die Anzahl der hermiteschen }
K

wo 2s die Anzahl der nicht hermiteschen
Dann ist .
s=% Ié&ﬁ%::_2_+_cl
5

denn

sgn [N| = (-1)°

= sgn |E|-sgnA?

Daher

(1)  s=#fs=2,3(4)

wenn 2|c;, dh wenn jedes « die ungeraden Darst. mit nichtreell Char
gerade permutiert und sonst = 1 + #f5 = 2,3(4)

135/136

(12) Die Elementarteiler von {--- es ---} teilen die von {---nj---} denn die
—~—
f§ mal

ersten sind die von F, die letzteren die von N, und D kann ganz alg
gewihlt werden;

e _ ey oon)y = A2y ) = A2,
[les

Bew 3.

(12)) Ist R S-Ring 11 + -+ 7 = F = (1)rxr

D) —
Bew: benutze {A (7k) = 1

7=F To="m9, -+ ,7, =T, als Basis R
n Nng -+ Ny
n2 N ~,
N N0k = (Sp(7i7k)) = D'ED
Ny
n Rest wie
D= ? D
0
1 n A
. | B
edeﬁzl O



(14)

(14

n Z\ (1 0
0 B) \0 E
mit B —1)x(n—1)

Daher n|A, (ngd/k+)o... = BEB—Z'Z

nrf2 H Nk
12
[1e;

ganz. Elem. Teiler von (nd;x-)a...r — Z'Z sind durch die von { es--- }o...,

—
f3 mal

#

teilbar.
136/137

Achtung: Statt 77 = 7,» € Basis zu verlangen, geniigt, dass die Basis als
Ganzes selbstdual ist beziiglich des inneren Produkts
Spur xy.

Antwort auf 9':

Ist R ein Teil - S - Ring im Zentrum eines S - Rings R/, so ist

A(Tl . "TT)}A(T{, .. 77-7{/)

Bew: Diskrim Matrix D'(rq,---,7/,) = D'(1y---7 7)41---7)); fiir die
treue Minimaldarst D’ von R’ ausschreiben. Die r x r Det # 0

fiir geeignete Wahl in den ersten r Spalten sind dann

+det D(71--- 7). Laplace.

Das Gleiche gilt wenn man die irred Darst von R’ ganzzahlig machen kann
derart dafl R daher ausreduziert ist und dqu Darst daher gleich sind.
Aufgabe: Erweitern auf m x n S-Matrizen von XI 353

Man mufl wohl von Paaren von Moduln reden: (M, N) mit M N Ring &
N M Ring; das kénnte fiir Ganzheit der EWe geniigen

Vielleicht sollte man das als Def fiir halbeinfache Halbringe nehmen mit
allgemeinerer Aq.def M ~ PMQ, det P # 0 det Q # 0

Das wiirde besser zu nichtunitédren Darst. passen

z.B.: vtb mit (%1 192) wenn D, zwei Darst. eine Gr oder Moduln von

N[O
0 M 0 P~MQ
N o0) 7 \Q NP 0

F

Matrizen der Form < 0 | M )

137/138
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Aufgabe: Halbringe von (m x n) - Matrizen

(16) Def ein Halbring M von m x n - Matrizen : C ist

a) ein Modul: C, der
b) MM*M < M erfillt (M1M5Ms € M).

(17) Ist M Halbring, so M* und UMV mit U,V unitéir auch Halbringe
Bew: M*MM* < M*

UMV -V*M*U*- UMV = UMM*MV
c UMV

(18) Def: M ~ N wenn M =UNV U,V unitir
(19) Def: M halbeinfach wenn

Chixa
M~ Caxgo
Caxga
el—Llal eg-lnal eq-mal
fisgi €N

(20) Der Verkettungsmodul zweier unitérer Darstellungen ist Halbring

(20") Der Verkettungsmodul zweier transitiver Permgr ist ein halbeinfacher S-
Halbring.

Vermutung: Ein Halbring M, der endlicher o-Modul ist, ist in einem mit
Elementen € o.

138/139
Rg =m

M = {p}

N = (v} so dass
\

(21) Was man fiir diese Th. braucht, sind zwei Modul {

Rg =n
Darst D von R

MN ein he Ring R ist. Fir jede { Best fiy -1 - -

} kann man dann

die m x n Matrix bilden:

D(py ... pm; viee-vy) = (SP(D(Min))); A =det D
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23.

Transf auf andere Basen uj---vj--- ist klar: A — det A-det B- D
Abhéngigkeit von D wie in 9.

Ist m = n und D,(Ml, ; UT) } monomial, so ergeben sich Elementar-
D (:ul e vm)

teiler, falls geeignete prv € R ganz sind in dem Sinn, dass sie einen endl.
o-Modul erzeugen.

Um in einer Darstellung D eines Rings und endl. o-Moduls R einen ganzen
Teilring R (dh endl o-Modul) auszureduzieren, bis zur Trenng der inéqn
irr. Bestandteile, geniigen die Nenner, die in D(e;) auftreten, wo e; die
zentralen prim Idempotenten von R durchliuft. Denn damit kann man
die D(e,) auf Diagonalform bringen.

I 0 A 0 I 0\ A 0 i -
X I B C -x 1) \xA—-cx+B C inear in X.

z.B. um eine homogene volle Darst. D% in einem Matrizen- S-Ring trennen,
geniigen die Nenner der Koeffizienten des auf 0% > e,f, normierten
zentralen Idempotents zu D?

139/140

Allg Theorie: Gegeben Ring R mit 1, freier R-Modul M mit einer bilinea-
ren nichtausgearteten Abbildung (a1, as) — ajas geschrieben, € K = ein
——

Korper.

RgrA=n

Sind dann by, -, by; 77\1, e ,Bn zwei Basen von M, so gilt fiir die Ma-
trizen aus K, xn

Y

ng: dz :/b\}C = glkbl

biby, = bibi&, C =BX O

bib, = bibi&, B=C'X o ~

Setze X aus [ in o ein; dividiere erste Gl durch Zweite: CB~1 = ...

Wenn beide Basen “monomial” sind in dem Sinn dass B und B mo-
nomiale Matrizen sind, so ergibt

Ia) Orthog rel fiir die Spalten von C'
Ib) Orthog rel fiir die Zeilen von C
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(IL.) Ist z.B. M eine halbeinfache Algebra: K und K zerfillend und setzt

II1.

man ajaz = Sp D(ajaq2) fiir eine beliebige treue Darstellg. D(M) :
K, so ist jedes System von Matrixeinheiten e; in M eine monomiale
Basis. Und wenn D ~ > es D%, D% irred H bel, ist

: /
Sp(e‘i"keﬁ )_{O a # 6§ od ik # ml oder 3’ #£ 0

M”11 dk=lmuda=6=3
daher
oo B 0 «## [ oder ik # ml
ik Cim = .
—_— es a=0,ik=ml
140/141
Also ist fiir ein System von Matr Einh. &1 - - - &,,:
€1Qf12
€2Qf22
E = . = E/ WO Q = (5ik,ml)
esQ 2
nur von der Darst D abhgig.
_ fo(fs— )
dethg = (—1)?

nicht von der Wahl der Matrixeinheiten.

Ist z.B. M ein S-Ring von Rg n in einer Gruppe H der Ord h, mit
einfachen Basiselementen 7 ---7,; ™ = %,, |%,| =t,, und wihlt
man fiir D die reg. Darst. von H, so wird die Matrix

tq
to

T=(r )= ts = (tidp-) = T"

wenn zB. 75 = 74.
Setzt man also
C = (eimw) = (Sp D(&i7x))

so wird nach I

Cr-C’ =F
C'E-C =T
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IV. Besonderer Fall: M kommutativer S-Ring: H. Die Darstellung w,
von M komme in der D(M) e, mal vor. Dann ist (e, = n bei T%)

tq

€1

ty

141/142
Mit prim Idemp €, von M wird

C = (SpD(gim)) = E(wix) = EW
wik = Xi(m) fir M, wi, € T ganz alg, gibt
{WTW’ - E-
W'EW =T W/'N*W =T
det W = |x;(7x)| mit 71 = M; 7o = 777

h * *
0

h}detW
0
Spezialfall: M = Ztr H; H habe Darst Vfth e,; H habe Char Z;
Grad f,,

ni
fr -
E= - T= n3 = (nidi=);

n; Klassengl.

o= ()

BAWT™ = (W) W= BT

XTx' =1
X'x =T
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V. Ist eine Ordnung in einer anderen enthalten, so ist ihre Diskrim-
Matrix ein Vielfaches der anderen: = ElTeiler Sétz
Anwendg auf ganzzahl. S-Ring in einer bel Max ord die letztere hat
Diskr Matrix nach II.

142/143
Perm Gr G, tra, Char =

Th: Die Anzahl der selbstgepaarten tra Konst. von G, stimmt iiberein mit der
Gesamtzahl der reellen einfachen Charaktere in x(G) (mit Z&hlung der
Vielfachheit)

Bew: ?

Achtung: Anders bei Higman, D. G.:

Coherent Configurations I; Geometriae Dedicata 4(1975), 1-32:

(7.4): Die Anzahl der symmetrischen Basismatrizen des Vertauschungsrings V
einer primit. Perm. Gr. ist gleich der Anzahl der irreduziblen Bestandteile 1. Art
minus Anzahl 2. Art, beide mit Vielfachheit gezéhlt. Dabei 1. Art: Darstellung
auf reellen Matrizen transformierbar. 2. Art: Charakter reell, Char. Darst. nicht
auf reellen Matrizen transformierbar

(well known for the group case, Frobenius-Schur)

Dort iibrigens eine zusétzliche Bedingung (6.5) (,,Krein inequality®) fiir die Ba-
sismatrizen von V.

Vorlaufer bei L.L.Scott, AMS Notices, Jan. 1973, 701-20-45.

143/144
Die Seite 144 ist leer
144/145

Arithmet. Struktur bis S. 162: Januar 64

(Madison) 14.1.64, 2032 M = max; ™ = 7-Untergr. G konjugiert in G, besser =

Z = Centralizer
(1) Sei NG, N € nG. Dann A € MnG < N < A, A/N € M=nG/N.

(2) Sei N4G, |N| =1, A<G.Dann A € MnG < A€ nG, AN/N €
MnG/N. Bew Thompson

(3) Folgende Klassen ,grofler® m-Gruppen haben Interesse: lage

LrG: = {A|AenG; AdBenG= A=B}
MnG: = <
MinG: = {A|AenG; |A|||B|=|B|.=|A|=|B|}
MomG: = |A| <|B|=|Bls= -

M siehe (7)(11). Es ist My € M; € M C £.
z.B.
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(4)

(5)

(6)

Lemma (7)

Def:

Ae MynG, NG, |[N|s #1= ANN #1.
Bew: sonst B = Ny4 Sylowturm N.

Folge fﬁI’GZGQEGl EEGEZ 1, Gi—l/Gi :ZGi gﬂt
A e MGy BﬂG’\:AﬂGA:>AEB

Bew mit Induktion mittels
A, B € MnG, B-G* = A-G*, N™ir 9@ X
= ANN = BNN =[], (ANN,); mit N = Nyz+Ng ist A < N, € M7nN,
Def siehe (7)
Bew:
a) [IN|l=p’,pemr NNA=BNN=N
145/146
b) IN|=p",p¢gr=ANN=1=BNN
¢) N=N; x---x N, N, = N/ einfach

Nun Benutze

Ny <G,CN1=1,NN\NKy =1, K; < ZgNy, K := Ny x K1, A € M=nG,
GEA—NAN1:>[N{1,N1]:1
K

—_— —~
:>Aﬁ(N1XKl)Z(AﬂNl)X(AﬂKl), und AN Ny € MnNy, wo

ﬂsz{BHcEwautGﬁBczB, & z¢ =2 €nG =z € B}

Besser Def: (11): Bestimmg von M : (9)

Zum Beweis besser erst Lemma 8!

Bew: oBdA K| = ZgNy; dann Ni, K1, N; x K invariant unter A4 N;.
Bilde die von N4 Ny auf N; induzierte Automgr C; (AN Np)¢ = AN Ny;
Wiihle ein beliebiges B € M{X € 7Ny, X% = X}. Dann B € MnNy, B
invariant unter N4 N1, also

B4 = (B, B%, - B") wo A= (NaNi)a

r=1

Aber jedes B% liegt in einer anderen Konjugiert von N7 unter A, und
die zentralisieren sich nach Vorauss. gegenseitig. Also B4 = B! o B o
---B% ¢ 1G Wegen A € MnG ist BA < A, insbesondere B < A. Also
B < ANN;.

146,147

Nun enthilt aber C insbesondere die von ANN7 auf N7 induzierten inneren
Automorphismen, also BATM = B, daher B - (AN N;) € 7N; und fest
unter N4 Ny, also B- (AN N;) =B, dh. B< AN Ny, also B=ANN;

Schlufl des Beweises von (6):
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a) Wéhle K7 = G wo A = min mit N; ﬁ G,. Dann deckt Ny das G,
[N1,G)\] = 1. Wéhle in (7) K1 = G gibt

ANGy_1=(ANNy) x (ANG))
also

A-G* = (AN Ny) : Gr/Gy

dis-
junkt

ebenso
B-G* = (BN N;)-G\/G»
(AﬂNl)G)\ = (B ﬂNl)G)\
ANN, = BNN, € MrN,

ebenso N, statt V7.
b) Wihle in 7 K; = Ny X --- X Ng, gibt

AQNZ(Ale)X(AlﬂNQ'Ns)

also kommen die 1. Komp von A invertiert vor, ebenso die o-ten
Komp:

AﬂN:HX(AmNa):H(BmNU):BﬂN

147/148

Lemma (8) Verallg. des Gedankens von (7):
Vor: A € MrnG, B € 7(G; fiir jedes a € A ist B- B* = B* - B.
Beh: B< A
Bew: BA € 1G, A- B4 € G, = A.

(9) Ist CG =1, so0 ist B € MrG <= IM € MrG > B =Gn M.
# s. (10)

~

Dabei G := aut G, mit identif. G, inn G
Bew:

a)BEJ\//TwGéﬂCgautG >

B =BC
X =2CcrG=X<B

B¢ = B, also BC € nG. Wiéhle M > BC, M < MnG. Dann
M NG > B und fest bei M, also bei C', daher M NG = B

b) SeiMEMﬂ'@,B:GﬂM. Dann BM = B, und wenn X € 7G,
XM =X, s0 XM cnG,also XM=M,X<M,X<GNM=B.
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(10) Fiir jedes G ist B € MnG <= 3M € Mnr hol (Holomorph) G mit
MNG=B.
Bew wie (9). s. auch (11)

148,/149

(11) B€ MnG < 3H>G, M € MrH, MNG =B

Dies die beste Def von M aber wichtiger M (4)
Bew:

a) = (10) H =holG

b) <« C := Aut von G, indduz von M; B¢ = B;
XC=XernG=XM=X,(X,M)cnH,=M

(12) Be MnG, Gy char in G = BN Gy € MrGy Bew Def (7)

(13) Aufgabe: C,(S* wr S¢) =?

(14) Aufgabe: Wann MnG = MrG = £rG?

(15) Def: MrG = {B|3u,muG << H,M € MxH,M NG = B}
c, orG = Aut. d. Klassen konjugierter X € ./\//\le, M

(16) Aufgabe: Untersuche die Familie der G mit -G = 1. Normal persistent?
149/150

(17) N4G,e:N=1= ¢;G=¢,G/N.
Bew: Wenn M, =1, (24); Sonst (20). Sonderf 21
(18) ¢;:G = 1¥n < @ sol

Bew: ¢, < ¢, < g}
(19) Frage: M=M?

(20) ;G =1,B € MrG = Bec H G

Hall-
gp.

Bew: M C M\, also ¢, G =1

(21) aufl N 4G = ¢,G = ¢,G/N
braucht nicht Th.— Feit

¢

(22) Aufgabe: Nichtabelsche ,, Kohomologietheorie mit durchweg subnormaler*
Einbettung untersuchen 0 — A — B
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(23) Ist a,G die Zahl der Klassen unter aut G' konjugierter max - Untergrup-
pen von G, so gilt:

C char in G = a,.C < a,G

mit <1< char char statt <<.
Aufgabe: Weitere Sitze fiir: a, statt ¢, beweisen.

150/151
(24) Wenn N <G, |N|W:1;A,B€7TGSOAEB — ANEBN —
AN/N ~ BNJ/N.
G/N

Bew: Th. Feit.
(24) Wenn N < G; NSA,BSGSOAE;B = A/NG7NB/N

(25) Ist jede komp Fakt Gr von G entw. 7- oder 7'~ Gp, so ist %,,G =1
Bew: GI<H, M € MnM = mit (27)
M deckt die m-Char. fakt. von G, meidet die 7'~ Char. faktoren von G
Bew: Indukt |G| mit (1), (2). Dann Konjugiertheit nach Satz fiir Layer
Projections

~ d
(26) Frage: ¢,G = 1 = jeder Komp-Index {:/O ?

151/152

(27) N<9<G, N € nG, Ac MrG = N< A

(28) Aufgabe: wird die duflere Aut. Gr einer perfekten einfachen Gr. stets von
Involutionen erzeugt?

(29) Grofie Aufgabe: Statt der Familie 7G eine beliebige invariant definierte
Klasse kG von Ugr von G betrachten, x klassifizieren nach Verhalten bei
Hom, X, ... Grundvor: o iso G = k(G?) = (kG)°
z.B. k = coc A€ cocG <= Vg e GIh e (A A9) A9 = A" also

A€ cocG < A~B=A ~ B
G (A,B)
oder

isc G B A
AE{ auc G } — BSG{ Jdo€ aut G5 B=A° }:>A<AA,JB>B
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(30) Zu jedem x gehort #, &,
A€iG = IG>G, AekG, ANG=A

AchCG — IGB>G, ...

152/153

Zu jedem k gehort ‘& :

A€e®kG < V,,:H—~G,3B€xkH 3> B" < A.

— o
z.B. 1t =7, Mr=Mr.
Komposition von Klassen.
A€ rANG < dH € \G, A€ kH
Ac KNG < 3G, A>2Ge )G, AcKG, A=GnA

z.B. Hm = H7U; dabei
feste Bez:

AevG = AJG

AecoG@ <+— A<LG

A€ déG@ <= A direkter Faktor von G
Man konnte schreiben 0 = v...v oder = v*
Aber vielleicht sollte man wie in Kohomol Th die Untergr als Abbildg ab-
strakter Gruppen festlegen. Vielleicht gibts das alles schon in Funktoren-
Theorie.

Def: k kovariant <= [p € hom G = (kGQ)" = k(G")]
z.B. m kov, Mm nicht.

153/154
Def:

super var
Kk covar = k(G")
subvar

(KG)"

N v

fir vn € hom G
Besser: Schreibe

NIy

RN ="K

wenn fiir jeden Hom 7 von G gilt k(n(G)) = n(k(G)), z.B. Mn subvar

k direkt <= A, Be€ xG,IAXx B= Ax B € kG
Def:

NIy

Ae K(Gl X Gg)
K distrib <= > A=A x As,
Ai < Gi, Ai € kG
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(31)

zB. 7 ist direkt; M ist distr.
K= coc = Kkn=mnK, KO CK
M coc distr. Allgemeiner:

. K direkt
Satz: Sei { K6 C ko C K
schwiichen ?)
Bew:

}; dann Mk distrib. (,direkt* wohl abzu-

a) Sei A € Mr(G1 x G3), A; =Komp A in G;; dann

A; € kG; da nk C kY
A; € k(G1 X G), dakd Ck
A< Ay x As € kK(Gh X G) da k direkt
A=A; x Ay da A € Mrn(Gy x G2)

b) Sei A= A; x A2, A; € MkG;; G = Gy x Ga.
Dann A; € kG da kd < K
A= A; x Ay € kG da k direkt; |G| < 0!
Wihle A < B € MkG, dann ist B = By x By (a)
also mit A; < B; € KGi, A; = B;

154/155

Wenn #(C) # 1 fiir jeden Kompfaktor jedes M < G so gilt:

Ist A, B € MnG, A-G* = B-G” fiir jeden nichtabelschen Faktor G* in
einer K. — R, von G, so A 3 B.

Bew: Ind von unten
Aufgabe: Projektionseigenschaft SG — SM.

Die Vor von (32) kann ersetzt werden durch

A, B sollen je eine 2-Sylowgr. von G enthalten. Vielleicht geniigt auch:
TIhre Projektionen in die nicht abelschen Faktoren G* sollen je eine 2-Sy
von G enthalten

Hauptlemma: M € MrG, S,T < G; wenn P; € ©S;, so (P;) € 7G, wobei
S; die verschiedenen Konjugierten von S unter M sind; S < NT, SNT =1

= [M-ST/T]~S = M-S ()
155/156

Vor schwiicher: Wenn linke Seite von (x) = P gesetzt wird, soll PM € =G
sein: d.h. fir P= (M NST)-T NS sei PM € nG.
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v
(36) Vermutung { : In der dufleren Automgr. jeder einfachen Gr. S bilden

nilpotente

die |S|- Elemente eine Untergruppe.

auflosbare
= [V"]: S cinfach, |S|x #1, Ac maut G =3B exS, B#1, BA=B

Th (37) = zwei max m- Ugr A, B von G s. auch sind = genau wenn ihre

Projektionen in die nichtabelschen Faktoren G* einer Normalreihe von G
simultan-konjugiert in GG sind
Bew mit 42

Th (38) = keine max 7-Ugr von G meidet den m-Sockel S von G
(:= P/Q wo Q die max m-aufl nor Ugr von G und P/Q = Sockel G/Q)
geniigt V' (S;)! ,fiir die einf. Fakt. von*
wohl gleichwertig:
= keine max 7-Ugr von G meidet Kopf A wenn A << G und minimal
in SG nicht - 7 - auflésbar (daher A einkdpfig)
geniigt V" (Kopf A)

156/157

(39) Frage: Sind in einer einfachen Gruppe je zwei m-Untergr maximaler -
Ordnung konjugiert?
Antw: 15.11-77: NEIN! Bsp: |G| = 168, m = {2,3} aber dort wenigstens
konjugiert in Aut G,

(40) Methode: Erst die G untersuchen vom Bau

G

1

wo G/H und Km-sol, und H/K direktes Produkt einfacher nichtabelscher
m-Gruppen.

Th (41) A, B € MrG, A~G* = B-G fiir die nichtab G*

=A = B
(A4,B)
Bew: die Vor iibertréigt sich auf G* = (A, B); auf G* (37) anwenden

(42) Projektionen: A< B< G, Q € QG =
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i) A=(Q-B) = (A-Q)-B
ii) A-Q = [A~(Q-B)]-Q

also die beiden linken Seiten bestimmen sich gegenseitig

Bew:

i) Q=U/N; Q-B=UNB/NNB
A-(Q-B)=(ANUNB)(NNB)/NNB=£2/NNB
L=AINNB)NUNB=ANNBNUNB=ANNUNB
andererseits A-Q = (ANU)N/N = ANNU/N
(A-Q)-B=ANNUNB/NNB=£/NNB

ii) A~(Q-B)=ANNUNB/NNB s.o.

[A=(@-B)]-Q

(42) A<G' <G, Qe QG, Q =Q-G

aq. 42
=

i) A-Q' = (A-Q)~Q’
if) A-Q = (4-Q)-Q
i) A-Q = A-Q'

im endl Fall wegen Ord.

(ANNUNBNU)N/N
ANNU > N
(ANNUNBN)/N
ANNU/N
(ANU)N/N = A-Q

(43) Esist Q1~(QQ2) = (Q1—Q) N Q2 genau wenn
a) (UlNﬂU)NQﬂUQZUl(NNQﬂUQ)ﬂUNQﬂUQ
&Ib) (NlNﬂU)NQQUQ:Nl(NNzﬂUQ)mUNQQUQ

wobei die Reihenfolge der Faktoren gedndert w. kann.

157/158

158,159

(44) Esist Q1-Q2 = Q2—Q1 genau wenn Uy NoNUs = N U;NU, & N1 NoNUy =
N1N; NU; und das ist gleichwertig mit Ny < U; & Ny < U; dh mit

(N1,N2) <UL NV

(44") Also Q1-Q2 = Q2—Q; <= Ni,N2 <U1NUz <= N; <Uj

Frage: = Q1~(Q-Q2) = ( ).?
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(45) Aufgabe: m-Gr maximaler Ord in A™, S™

(46) Frage: Kann man eine Gruppe, in der die nichtabelschen Kompfakt. C*
vorkommen, so vergréfern, dass jedes C* durch aut C* ersetzt wird und
keine neuen nichtabelschen Faktoren auftreten ?

159,160

(47) Sei cHwG die Anzahl der Klassen konjugierter m-Hallgruppen in G; Dann
gilt:

!
Ist cHTG* =1 Y)\, so cHnG = 1; und je zwei Hallgr. v. G sind schon in

ihrem Erzeugnis konjugiert.
Steht das bei Hall? Bedeutet G* € C,, = G € C,,
Bew: Indukt A.

(48) Vermutung: A € MG = A-G* € £rG*.
Das wiirde 37 in der Theorie der grofien Proj. einordn.

[NV
1

(49) Vermutung: Ist N I G |N|, = ,AenG, s0ist A € ccG <=

AN/N € ccG/N dabei A € ccG <= YV € G3h € (A, A%) 5 A = AP

(50) Sei £<4G, £ € 7'G (dh |€], = 1). Sei A € 7G, U = U* < G; dann ist
ASNUL = (ANU)L.
Bew: Sei a € ALNUL dann a = u(L)
Wiéhle n € Nyn = 1(|G|x);n = 0(|G|r)
a=a"=u"(L) u"ist m-El't in U.

160,161

Ersetze u durch u™, dh oBdA kann man (u) € 7G annehmen. {(a), (u) sind
Kplte von £ in (a)€ = (u)L; also nach Zasshs. 3l € £ 5> a = u' wegen
Ut=Uistu'€U,alsoac ANU; ACNUL < (ANU)L > triv.

(51) Man kann zu gegebenen Ay € wK) nicht immer ein A € #G finden mit
A=Ky = A*. (K nichtabelsche Kompfaktgr G)
zB. in As wr As schreibe m = {3,5} vor

{unten 3X5XHxXx xbxH

oben 5 } geht nicht

(52) Fragen:
a) G einfach: ¢,G=1=¢,G=17
b) |G = Qeinfach = c;Q=1] = cxG =17
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(54)

(2)
(3)

161/162

31.1.64 (Madison)

Sind die Riimpfe aller ein-dick-kopfigen subnormalen Untergr von G auf-
l6sbar (,,G einschichtig®), und sind fiir ihre einfachen Képfe S; zwei ver-
schiedene Untergruppen von S; nie ineinander enthalten, so ist

¢x(G) = Anzahl der Klassen

unter G konjugierter Funktionen f auf ¥ = {S1,---,S;,--- } mit Werten
f(S;) = eine Klasse in S; konjugierter Gruppen € MmrS;.

z.B. Wenn noch alle S; = A® und |7 N {235}| = 2, so hat f(S;) stets 2
mogliche Werte, daher

¢x(G) = Anzahl der orbits

von G auf der Potenzmenge von X

1
- @ . QGZG 9¢(9)
wo ((g) die Anzahl der Zyklen = orbits von g auf ¥ bezeichnet.
162/163
T, 15.7.64

A<<G, BL<G,G={(AB),
dgeG: BI<NA= ALG.

Statt dessen geniigt: Ng(A) deckt G/A; (Nov 73)
z.B. |G: A1 <00, BCUWNA)Y (g€ G)

Bew: Sonst A <1--- < Ay < A; < G (kanonische Reihe)
G=B- Al g = bal.
B < NA < N A,

B < NAy; = NAY!
B<NAy, Ay <G Wid!

Allgemeiner:
AQ<4G, B<G,3ce (A, B);B°<NA= B<NA. (1)
Damit kommt wohl heraus: hat eine Ugr von &, ¢ < 5 wes. Bahnen und

ist & pri, so hat &, < 4 wes. Bahnen.
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163/164
19.7.64 2-tra Gru: 3-Relationen

(1) Die Gruppe & des Grades p der Ord p(p — 1) ist gekennzeichnet durch die

Relation
R:x+y=2z
Bew: & 1af3t R invariant; wenn s € &P R invar 143t so erhilt S den Mittel-

pkt; 1a8t s 0 und 1 fest, so 148t S alle 57 fest 0 < z < 2". Wihle 2" > p,

dann la83t S alle 2%, 2%, ceey pz;nl fest, also alle x:
H=GruR=9H:=1;daB<H, ist BE=9
(2) Die Basis-3-Relationen von & sind
G : z=y=z
Uy : z#£y==z
Uy : y#zx==z2

(1) : 2tz=y
ar—y=(a—1)z 1
(a) {x#y#z#x firg #a€ K,

(3) Beuziiglich der Verkniipfung zweier Rel R, S:
fr-fs = fr(@tz)fs(tyz)
t

haben die char Fkt der Basis rel von & die

164/165
Multiplikationstafel:
G U1 U2 (a) 75 0
G G 0 U, 0
U, |l oy 0 2 {x 0 [+
Y
U2 0 (p — 1)G 0 U2 trivial
(a) 0 Uy 0 (aa’)
a#0

Hiermit miifite sich zeigen lassen, dafl jede echte Obergr. von & 3-tra ist.
G, Uy erzeugen Ideal

G, Uy, Us, Z(a) erzeugen Ideal ¥
——

X
=
{y
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(4)

Sei R der Ring der invar Fkt mit rationalen Werten.
mod 7 haben wir als Elemente die () mit a # 0 und der Relation > _(a)
0 und der Multipl. Tafel (Fiir @ als Koeff 7?77)

(@)
(@) | (ad)

a517257p_1(p)

Also
R/T=Q(Z,1)/(D_a")

165/166
noch 2-tra P Gr

Frage: Ist der 3-Relationenring einer 2-tra Gr & = dann 2-Rel-Ring von
B,7

Dann kénnte man so die Frage der Erweiterung einer tra PGr untersuchen
Antwort: Ja, im Wesentlichen

Sei & < & jeder 3-Rel. f(zyz) von & ordne zu

besser: 7 flz,y) = flzya) o€ fest
Dann o B B
{ lel/‘i-_fzfz = ~01f1 +/52/f2 .
Jio fa = fiofa & fifa= fife

Also R — R, ist Homomorphismus (+ o -)

Dabei fz 0 < f(zya)=0in z,y

Ist & transitiv, so folgt f(ayz) =0 ayz

Also: _

f — [ ist Isomorphismus wenn & tra. Aber Achtung: hier x,y = « zuge-
lassen

166/167
Jeder invar. Fkt f(xyz) von ® = 2 tra ordne zu

falz,y) = flzya) fir z,y € Q — «

Dann ist
(f T g)oz = fa (‘3 Jo + f(ﬁaa)g(aﬁa)
Q Q—a
mit § # «
——

const.

Da die Konstanten h(zy) auf Q@ — a + Q — « ein Ideal €, bilden, und
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f=c= fo=c ist f — f, ein Homom §/€ auf F,/€,. Der Kern dieses
Hom besteht aus den f(zyz) mit f(zyz) = const auf

Z#{x ,
Yy

d.h. auf (z,y) € (2 — a,Q — «). Das sind die
f = const fyzy—, + const fy+,—,+ const fr—,—.; also sind sie trivial.
[ NB das sind die G, Uy, Uy im Bsp (3) |

167/168

Satz: Die bei der 2-tra Gru & invarianten Funktionen, die fiir z = z und
fiir z = y stets verschwinden (deren Triiger also zu den 3 trivialen Basis
rel. x 2y =2,y #x =z, ¢ =y = z fremd sind) bilden einen Ring Ry,
der vermége f — f, nach (6) isomorph auf dem vollen Ring aller Rel von
G, abgebildet ist. Das Einselement von fR ist

fm_yséz:{l rT=y#z

0 sonst

Satz: Sei & tra Ordnet man jeder bei &, inv. Fkt f(zy) (z,y € Q —«)
zu die Fkt

29 =a
gesd

0 wenn z = x oder z =y

wenn z #

so ist f — f ein Isomorphismus von R(G,) auf den Ring Ry der 3-Fkt
von &, die fiir z = @ od = 0 sind
Y

Nunin f 2 — y — z — a!
168,/169
Primit. P-Gr.: Allgemeines

Sei & pri Q, a ¢ T' = Bahn &,

Sei 0 £ACQ, A® £ 1£U<B,,Tpe .

Dann 3G € &, 4 #ndert A und hat einen Fixpunkt in T
Bew: A%- ist nur bei &, invariant. Wahlt man also H so, daf

s £ B,
YH < 6, fireiny, €l

was wegen Primitivitdt von & gelht7 so laBt U A%« nicht fest, daher

3G, U 1iBt A% nicht fest; U 1aBt A nicht fest und hat Fixpunkt
G

ne=vel.
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Anders gesagt:

169/170

(1) & pri, 0 # A C Q treffe nicht alle Bahnen von &,, I' ist eine Bahn # «
von B,, 1 # i hat FP = 3G € &; 4 éndert A und hat FP in T.

Allgem. Zerschneidungssatz

170/171

Satz (1) Wirke $§ auf Q =T + A, T'® =T. Sei A = UA; eine Uberdeckg von A,
Vi:yeTl,0 €Aj=A; T SeiM={N ¢ 5|Afv = A;Vi}. Dann gilt

N x ;:nA C f)(2)

Zu zeigen ist: zu geg. N €e M, v eI, j € A
dH € : 68 =+, 67 =6V,

Bew: Sei § € A;. Dann 6V € A; C 69~
Wiéhle G € 9, oN = §C.

Sonderfall A; = §7 gibt die bisherige Zerschneidung

171/172

Wirke $ auf Q = 1'.‘.+ A; T9 =T. Sei A = UA,; eine bei § inva-
riante (im Ganzen) Uberdeckung von A. Es gebe £ < $ derart, dafl

i) R in jedem 7® einen Fixpunkt hat
ii)  fiir jedes 6 € A; gilt A; C 0% '
Sei M= {N € H|AN = A;Vi}. Dann ist

Nt x NA < /@
NIH

yeTl
5€Ai

5 := 6o ¢ AZH” = Ay. Nach Vor ist

Bew: Geg

Ao C 68 C 5270 = §HoM0
also —

A; € §Ho9 0 — §%1; (1)
Allgemeiner:

Q=T+A,H<6 I9=T

% habe in I' die wes. Bahnen I';, in A die Bahnen A;
vzv.]zlfﬁ € Fi, 5j S Aj : Aj < 5]6%

Dann ist H7, H2 < 63
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172/173
<< Perm Gr.

(1) & sei tra, SG € max und werde von zwei subnorm. Ugr’en 2, 9B erzeugt;
dann ist 2 oder B fixpunktfrei.
Bew: sonst hat (2, BY) Fixpkt, ist # &. aber:

(2) (A,B) =6, s6 € max, ABIIG = (A, BI) = &.
denn sind (A, BI) =& 91 &
(A, BI)Y® < & aber = .
Frage:
(3) Welche unendlichen & haben die Eigenschaft:
A,BALB, (A B)® =6 = (A,B) = &?
anders geschrieben wird verlangt:

AB <6, A - B =6= (AB) =6

173/174
S-Ringe: Vollst.- Eig.

(1) Ist $ = (P) x (@) el abelsch Typ (p,p), so ist, mit R = (PQ), der von
1,{P),(Q), (PQ), 9 erzeugte Modul 9, obwohl er S-Ring ist, deswegen
nicht einbettbar, weil jeder einbettbare S-Ring, gedeutet als Gesamtheit §
invarianter Funktionen von 2 Variabl., die folgenden Eigenschaft hat (die
M nicht hat):

f(@&)g(§y)g(zn) f(ny)h(&n)
Aus f,g,h € F folgt

(*) D FXV)g(VY)g(XW) f(WY)L(VW) € §
V,W
Wihle bei I
[(X,Y) = X(Q) (XY")
9(X.Y) = xpoy(XY )
WX,Y) = xppy(XY™h)
xom = Charakt Fkt von 9
Aus () folgt ndmlich dann: 5
=~ o)
Y = W{(Q) | wenn ein ???SR é Qoa,\\
X=wir)| (P A
JU,V { X=V(Q) | (R) enthilt,
V =Y(R) so auch * ViAW
V =W({P) (PQ?)
=z mod (P)

86



174/175
Invariante Funktionen bei P Gr. 9.8.64

Hi Satz 1. Sei $§ < &, § tra Q, 0 € Q. Sei My C Q1 (k > 2), My inv bei H.
Definiere M C OF : (&1,--+ &) € M <= fiir jedes N € § mit {1 =0
ist (€A, €8 ) € My besser k durch k + 1 ersetzen
Dann gilt: M inv & <= Ny inv Gy
Bew: = (51"'&@71) S 93?0, Go € &y = (51,"' ,€k71,0) S Dﬁ, da My
inv &g (650, ,€90,,0) € M
H=1:(F---¢7) €My = M inv &
<= My inv B
Nach Def. ist

m = {(51"'€k*10)H|H6~6 (51"'51671) 69310}
also 9 = (My,0)"
= (931070)&”5 = (mo,0)® inv. ®

—~

unnotig, siehe 2'-3

Satz 0 Ist f(zy---) inv. bei 4 < & und & = Y. G4, so ist > f(zCyCv---)
1 v=1

inv. bei &.
175/176

Satz 2. H < &, H tra Q, 0 € Q; f eine Funktion von k Verénd. in (2
Dann f(& -+ &) inv &

<  Jg(& - &k—1) inv. B
fl& - &—18e) =

g(&f" - ¢Ly) wenn &ff =0

Besser 2/ S. 177.
Bew = Sei f(&1---&) inv &. Setze g(&1 -+ -&x1) = f(&1---&-10)

a)

g(e 6 = S g0 0%) = fl&r--610)
g(&1 - &k—1) = g inv. &g

& =0= fl& &) = FE&7 - 6510) = g(&l" - &10)
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Satz 3:

Satz 2’

Satz 4:

< Sei g inv &g, f(&--+) = g(&F ---) wenn & = 0. Fiir gegebenes
(a1 ag) € QOF setze

o= flon---ak) M= {(&r---&)|f(& &) = co}
Mo ={(& - &-1)|g(&1 -~ &—1) = co}

Dann gilt: (§1 -+ &) € M <= fiir jedes H mit & = 0ist (& --- &8 )) €
Mo

Mo inv {20 ; daher erfiillen 9, My die Vor von Hi Satz 1, also ist I
0

inv & daher (aq, -+ ,a5)% €M f(af - af) = flar---ay) finv &

unnétig, sieche 2'-3

176/177
noch invar. Fkt
Nun Vor reg. Ugr:
Sei 2 =9, & wirke auf Q, K¥ = KH (H € §)
Dann f(zq---xy) inv & < 3If(xy---ap) = g(x1Tk, -+ , Tk—1Tk) mit
g

g(uy -+ -ug—1) inv &1 (1=neutr El. $) und wenn es so ein g gibt, dann

g(ul .. 'uk—l) . f(ul . Uk—ll)

siehe 3’
Bew: die & der rechts angeg. Eig sind die mit der Eig. 2:

ka =1+« H= x,;l
Besser und direkter: Sei $ tra 2,9 < &

flay - xpqr) inv & <= f(x1- zpq1) inv H & f(x1 - 20) inv &g
Bew: < G € g —; withle K € $, 08 = 2,4

S ) = Ft G 050)

KG = GoH setze yX =z; (i=1---k)

Voller Bew S. 179

Vollstdigkeitseig der k- Invarianten von &;:
Sei wie in 3 2 = §; Dann gilt:

a) Aus f(z1- -z, @y - xg) inv Bg folgt natiirlich
flxr - xp oy xp) Inv &g (kurz: € Fo)

c) Aus f(ziz,xp) inv &g folgt f(x1Ty, -+ , Ty -, 2k T,) inv By (v =
1---k)
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d) siehe 178

(e) f(z1---zk), g(u) inv &y =
FALTUNG
S flz,t- - xpt)g(t) inv B
ten
NB: fiir k¥ = 1 ist das Schurs Ring-Eig.
(¢’) Man braucht die Summation in e nur iiber eine beliebige bei &, feste
Teilmenge ¥ von $) zu erstrecken (ersetze g durch g - xz)
177/178
d) f(u) inv &; — f(u™!) inv B

&) flzy-ap), g(u) inv & — > f(xat, -, zt)g(t) inv &g

tea®o
f)
PN €, dah h
flar ) € 51 = { LOTRRD o 2kTRE) €8, daber ane
f(o1Tx, -+, op1T, 1) € B

g) Ist U< B, f(x...) inv &, h(x) inv U, so

foh=>" flart")h(t) inv 4.

Bew:
c) k=1
J(@1, Tpq1 -+ TkThg1) iInv & 21 & pq
=  f(xg+1,T1- 2, T1) Inv B xpgq =1
= f(fl oy -+ ',kal) inv &
d) folgt aus ¢ (k=1)
g) flzy Hh(y) nv U
h) $ add geschrieben:

fa—y—y)fly—= z) } € 3
f(zy) € Fo — f(y,2), f(—z y —2)(~y z —y)
i) S. 179
Kurzer Beweis der Hauptsachen mit (Vor § reg, ) = 9)
Satz 3’ a) f(x1 - xky1) €T — flaxr--x 1) €F1
b) f(w1-xk) €F1 — f(T1Thy1, , ThThy1) €T

C) —)f(l'lfk,"' ,xk—lfkvl)eg
Bew
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b): Satz 2'.
¢) b mit 21 ident xy

Beweis von Satz 2': § tra 230

178179

Beh: f(z1-- 2k 0) € Fo, f(x1 xpxpy1) iInv H = f(z1- Tpap41) €F

H: 0" = a5,
Faf o) = fy® 079 wo Cay=y[l H € §

Yr+1 =10
= fyEL...0%L) woH=G,L,Le$H
= flyor---0")
= fwf--.0) da finv. $
= f(yl()) daf(fm'"())éso

flytt - 07) = flar - 2p4a)

Wahrscheinlich ist 3 zu verallg. mittels Q = /9,

1) fo(zy...)inv &g — > fo(x—t y—t ---)inv bei jeder Ugr von &,

tex
die ¥ als Ganzes fest 148t.

5.  Beispiel: Gruppen vom Grad p
Sei Q= K, Dl =z419H< B = einf. tra.
a) Bestimmung der f(z) € §a
12"t e g

Da & nicht tra auf 2 — 0, gibts 3 lin un inv Polynome

39 €0, Grg<p—1,9(0)=0

hierunter wihle g so, dal ¢ normiert und Grad ¢ = m = min
Ist T Bahn von &g in © — 0, so nach 4e’ (mit 2. Fakt. = 1)

Fo+d gla+t)=> gla)= > gu(a)t" =h(x)

teT te¥ ti
1<v<m
m
glx+t)=> g (@)t, g=g
0

90
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da Gr h < m, ist h = const, also

Ztuzo v=1,---,m—1wegen Gr g, =m — v
T

daher ist |T| > m
Ferner ist da g € §o und & tra ¥

g(t) —g(t1) = const auf T (f; € ¥ fest)
=0
also m > |Z|; m = |F]
g(t) = g(t) + [[(= =)
tex

wegen » t¥ =0, v=1,--- ,m — 1 sind die ersten m — 1 el sym Fkt der ¢
auch 0, als [[(z —t) = 2™ + const

g(x) = 2™ + const =™
wegen ¢(0) =0
™ e Fo

180,181

hieraus folgt m‘p — 1 da fiir 90 = 2’ (x # 0) stets

" = p—l=gm+7r, r<n
=27 27e€Fy r=0

Nicht nétig fiirs folgende:

NB: Hieraus folgt, dass 1,z™,2%™ .-, zP~! K-Basis von §g sind, denn
ein m und richtige Anzahl p—;ll + 1 da festes Bahn ¥ C 2 — « die Linge
m hat.

Einige 2-Invarianten. Mit 2™ enthélt §o (impr §) nach 4f auch (z — y)™
f(z)

vom Grade m auch
g9(z)

und Fo enthélt mit jeder Form {

Tt f(at)g(ty)

teK
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fog =3 flot)glt,yy=tmm =

teK

F=)"fuaty™ g = gty =

_f og = Z fﬂ(aj)th—ngtuym—u wegen Ztu =0
8% tm

p—11v
od.v=0

m
= Z Fuguaty™ "
pn=0

181/182
Da die Koeff in f = (x — y)™ alle £ 0, ist
merl_merl
foof:xm+xm71y++ym:
— r—m T
. (z#y)
p—
Daher o o
pmHL_ym
h={ @ Y hes
mz™ =1y
r#0, 2 =2 =
merl _ ym+1 LL'/ m—+1 y/ m+1
x—y - I/_y/ (x#y)
subtrahiere 2™ = 2’ ™:
m __ ,m rm o__ o /m\,,/
@™ —y™y (= / y/)y wegen 2™ — o'
rT—y -y

x/ ! y y/

—:—(—y;c/:;py/ — = - /Wenn Im§£ym

T Y r—y T -y

das gilt aber auch fiir 2™ = y™(# 0), da dann Je mit 2™ # ™, also

C/ y/

g
ZT

also zu Gy Ja: 290 = ax fiir z # 0 auch fiir 2 = 0.
ZuG 3 ab; 2% =ax+b

182/183

Noch Gruppen vom Grad p
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A. NB: Bei Ausnutzung der zykl Vert. C der Ord 3:
fxy)eF — fly—x —x) hat Ord 3

Im Fall 2 = K, wird es zweckméBig sein, Funktionen auf {2 x {2 mit Werten
aus K> zu betrachten, damit die 3. Einh Wurzeln da sind.

B. NB: & vom Grad p ist 3-tra genau wenn &7_; nur die beiden Bahnen
{1 =1} und Q — {1 — 1} hat. Will man also indirekt zeigen, da§ & 3-
tra, so kann man annehmen &7_; héitte 3 Bahnen und damit drei lin un
2-Invarianten.

C. Die Gesamtheit § der Vertauschungsmatrizen derjenigen Gruppen auf
1,2,---,(p—1), die zur Gruppe &g einer Gr des Grades p gehoren, hat
die Vollstd-Eig:

flry) €= flr—y —y €F
f(0,y) = f(z,0)=0

gesetzt werden kann. Das bedeutet:

i p—1

l 1

a d

b :

: e

c 0

0 €eg=> a €g.
d b

e e

Das ist wohl eine der 6 ,,Spiegelungen“ der Bahnen von &g
Wenn N € NP mit N? = 1, so gilt auch f(y —z y) € F:

a C
C a
0 = 0 €5.
d e
d
7 7

183/184
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Das muss niitzlich fiir die Untersuchung der nicht 3-tra Gruppen & vom
Grad p sein. Ferner:

¢’. Frage: Sei U ein Ring von Matrizen mit dieser Symmetriebedgg, bestehend
aus allen Matrizen, die mit einer geg tra 2-abg P Gr $ auf {12---p — 1}
vertauschbar sind; ist dann HP=PH mit P =(P), P:x — x + 17

184/185
noch Gruppen vom Grad p.
d) Ist & 2-tra, f(zy) € Fo, so ist

Zf(x—t,y—t) inv &, also :(:c—y)p_l-c—l—d
t

fm\(:v,y)zz:(w—t)k(y—f)l _ Z xk—nyl—)\<k></l\)

t K+A=p—1 &
= Form vom Grad k+1— (p—1)

Ist also f(zy) € Fo, f = hi, hy homogen vom Grade k, so ist
0 k<2p—2
S hilw =ty —1t) = Lo
“@—ypt k=l=p-1

e) Die Faltung definiert man besser nicht durch > f(z—t)g(¢), sondern durch

p—1

fog==> fl—tglt)=flz—t)gt)], .

t=0

Dann gilt ndmlich

k _
=l gk )7 k=0,1---,p—2
2P M 41 k=p-—1

daher P71 o f(x) = f(z) wenn Grad f <p — 1.
£) mit (Af)(z) = f(z+1) — f(x) gilt
A(fog)=(Af)oyg

Ferner

fog=gof, fo(goh)=(fog)oh
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(2)

(3)

185,/186

0 Grg<p-—-1
log= 1
+1 g=t°

p—1
log=gp—1, wenn g(t) = > gut".
0

(0%

n=p

Bei reguldren Ugr vom Typ (p,-- - ,p) ist Betrachtung des &p-invarianten
Polynoms g(x) niedrigsten Grades und ¢g(G) = 0 niitzlich: es hat die Ge-
stalt

g = 2Fh(2P~ 1)

(Bew: g(cx) = c"g(x)) B
Wahrscheinlich ist k|p — 1 (Bew:  — cz) und f(z) = F(z"7) fiir jedes
f € § wenigstens bei 2 abgeschlossenen &.

186,/187
P-Gruppen & vom Grad p? mit reg. elem Ugr.

Wihle K2 := Q = Wertevorrat der Funktionen. Die bei & invar. Fkt.
sind Polynome in z,y, - -- vom Grad < ¢ :=p? — 1 in jedem
Azimutalen Fall: Die priméren Komplexe # triv. sind konjugiert. In addi-
tiver Schreibweise: mit f(z) € §o und a € K, ist f(az) € Fo

Fo enthiilt, wenn n nichttriviale Bahnen von &, existieren, mit e = 21

n
genau eine Fktion der Gestalt

(@) —2*hy(@P~1) (A =1---n)
L) =1

Sie ist gekennzeichnet durch

fr(az) = a®* f(z) (Va € K,,) Dabei f, =1~ 3,0

NB: Dies kann auch ohne Anwendung von Polynomen zum Nachweis der
Existenz und Eindtgkeit von f) direkt dienen, wobei ,,1¢ dann irgend
ein festes Element # 0 von €2 bezeichnet und iiber den Wertevorrat der
Funktionen nur vorausgesetzt

187/188

wird: Korper der n n-te Einheitswurzeln enthilt).
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k+l—q

flx+y) =Ty filx), fi=—foat™
wenn Z‘q =p?>—1

(5)

{xk ol — (_1)l+1( k )xk—i-l—q B

ap +aip+ -+ amp™ @i
< . . < — = =
0<aib;<p-1 ( bo +bip+ -+ byp™ ) H(bl)

(6) Nach (5) ist 2* o 2! # 0 genau wenn k + [ — ¢ innerhalb od. auf Rand des

Quadrates
0 1 p—1
p 2p—1
O,
0 /! l
k+l—q
k
2
1=
p(p—1) P 4

bleibt:

(7) Die in f) auftretenden Potenzen liegen auf Schriglinien:

e le

(8) Kein f(x) € Fo enthélt eine Potenz aus A = /. Sonst wire ein f #
const -z? inv & und in x — az, a € K. Solche f sind aber = o + 322,

188/189
9) f1 hat gewisse Potenzen aus der 1. Schriiglinie unter der Diagonalen / =: A
Denn sonst hiitte f{* Potenzen auf A. —«— (7)

(10) fn—1 hat nur Potenzen iiber A. Sonst hitte nach (6) f,_10- -0 fr_1
—_—

n
Potenzen auf A.

(11) Nicht n = 2: Bew (10), (9)
Nicht n gerade.
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(12)
(f)\)k:fkk )\:1727
fAf;L = fAJr,u
Bew: 2
(13)
frofu=cxu rap (A4 p#n) Bew: 2
f)x o fn—k =-1
Bew: |, = X' HA®) filt) = ¢
NB(13’) Bei Fkt mit Werten in bel Kérper nach (3) gilt statt 135

f)\ Ofn—)\ =q '6;E,O - fn =-1 +’726LE,O
189/190

(14) Ist f* das fy von kleinstem Grad, so ist f* o f = const fiir jedes f € Fo
mit Grad f < ¢, das heiit Y f(¢) = 0.

Bew:

(15) Grad fog < Grad f (in normierter Schreibw, von Gr < ¢); und < wenn
Gr g < ¢ Bew (6)

(16) Fiir das f* von (14) gilt ferner:

n* =Gr f* < % D
f* hat nur Potenzen iiber A.

q

[ NB: Kiinftige Aufschreibung wire besser mit g¢: pD , dann A\,
und die kleineren Exponenten liegen unter A. ] 0 p-1

Zum Beweis: nach 11 ist n ungerade

(17) Genau eins von fy und f,—» (0 < A < n) hat Potenzen nur iiber der
Diagonalen A.
Sonst fx o fn—x O Potenzen auf A. —« (8), oder fyo f,_n =0 —« (13)
Bew (16): Mindestens pr—l oder prH haben nur Potenzen iiber A (>).
Also mindestens n* = Gr f* < Gr fp%l < p2;1-p6 oder n* < Gr prﬂ =
p(p_2+1) p© daher n* < %e. Also liegt n* in dem rot schraffierten Bereich
(da die Verteilg der Potenzen symmet. bezgl \ ist; siehe 18):

190/191
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(17)

(19)

2 2
rot: n* :5\ /
ep(P’Ql)C - )(\/ «— Pot von fa (griin)
(pt+le _, mrd /h\/
P~

Ce(l+p) =e(p - 1)

& enthilt unter A nur Pkte, die unter oder auf / (griin) liegen, darauf
liegt aber kein roter Punkt.

Der Beweis zeigt zusétzlich:

Entweder Gr fa_1 < (ngl)ep oder Gr fap1 < 2dlep oder beides.

Jedenfalls n* = min Gr < %Hep, n* € [||N= = :

. . n+1l
und > enthilt den Grad jedes f), der < p%e ist.

Die Verteilg der Potenzen in f) ist symmetr. zu \, entsprechende Koeff
¢, d sind konjugiert: ¢ = dP.

Bew: fa(z) = fX ().
191/192

Wenn f; Potenzen unter A besitzt, so haben f1, f3, f5--- ,fnTﬂ nur Po-
tenzen iiber A

Bew: fa, f4, - ,fanl haben Pot unter A, da f4 = fa0 fo,--- und sich die
yausseren“ Potenzen so lange nicht wegheben bei der Faltung, als man A
nicht tiberschreitet.

Allgemeiner zeigt dieser Schlufi mit (17):

Wenn fi, fn, -+, fu. Potenzen unter A enthalten, so K + A+ -+ u # n,
und wenn -+ < -, 5o hat f,_(cqat...4p) nur Potenzen iiber A.
0 (n—1)e
p—1
&
Bereich fiir i@& n+1)e
den Mini- & Bessere
malgrad n* & .
] & Zeichnung
piite ‘S w17
o
p’—1

192/193
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noch Gruppen vom Grad p?, azimutale

(21) Der Fall n = 3.
Fortzusetzen vielleicht mit Untersuchung von 3 g(z — t)h(y — t)k(t)
Benutzt man als Wertebereich der Funktionen irgend Integritédtsbereich K
mit 3 3-ten Einheitswurzeln 1,4, 62, so gelten bei Bahnen 0, %, () = g’
%(a") = g" g symbolische Potenzierung die Tafeln

o T ¥ g
fol T 0 0 0
0O 1 p p?
fol 0 1 p* p

fi]-1 -1 -1 -1

I: Festlegung der lin. un Funktionen aus o

| fo J1 f2 IE
fo | fo fi fo 0
| f Cf2 p*fo+ f3 0
fa| fa PPfo+ /s nf 0
s | f3 0 0 —p* f3

II: Faltung f; o fx
Da z.B. die Charakt. Fkt x; (von %) geg. durch

3x1=—fo+ fi+ fa— fs,
wird
21,
9xox = xol3p° =3+ xilp’ —8+n+(
+x2[p? = 2+ np + Cp?) + xalp® — 2+ np” + Cp

Dabei ist ¢,n € K mit 3n = p2. B
Im Fall der kompl Zahlen K ist |[¢| =p, { = 7.
Also gibt 217 die Multipl Tafel des Schurrings bis auf , kleine* Unsicherheit

193/194
Gruppen vom Grad p®, azimutaler Fall

& wirke auf K, K = Korper GF(p*) & enthalte {z — ax + b} = 0N (= scharf
2-tra)

Aufgabe: Untersuche, ob & 3-tra, wenn & > 91!

Ansatz: Die bei 9 invarianten Funktionen f(zyz) mit Werten in K sind genau
die homogenen der Grade 0,q,2¢,3q, (¢ = |K|-1 = p®-1) die nur von den
Differenzen abhiingen, sowie die Linearverbindungen von solchen. Trivial (dh
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invar bei &%), sind genau die Linearverbindgn (mit Teilgraden < 1)
von 1, (z — )9, (x — 2)9, (y — 2)%, [(z — 2)(y — 2)]? « was aber noch mod z** —z
inv zu reduzieren ist, denn bei & inv. sind genau die Linearverbdgn von

qu’yq’ (LL' - y)qvquq

invariant.
Ansatz: Die Annahme, & liesse eine weitere Fkt. inv, widerlegen

194/195

Erweiterungen der scharf 2-tra Gruppe
x — azx +bilber GF(p*) =Q =K

kann man untersuchen mittels der (mindestens) auf Q — {0,1} (besser auf
definierten Funktionen 2 — ), die bei &; invariant sind: §o;1. Es gilt:

a)

rz—1 x 1

Bou 3 £(@) = For 3 F(1 =), F(2), F(E—), F(=20) S

x r—1

1-— x)
(Das sind die 6 gebrochenen lin Transform, die 0, 1, oo vertauschen.) Ferner
gilt:

(2)
T Ty z

T—y T

So1 2 f(z) = Fo > f(

denn allgemeiner gilt

(3)

r—z
y—z

So1 3 f(z) = F > f( )-

Hieraus folgt:

(4)
f?g
£,9 € For = Fo1 3 Z’ﬂg)g(w, 3 r - t)g(ta)
t£0

=f0og

IIEDEED IS

teK 0#£te K

NB: Es ist fir f =3 f(t): foOg=Jfood

WO
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(5) Ist

p*—1

Fu3f=> andndg=) ba’
0

So ist

Z /CLl,b,/.IV € SOl
195/196

(6) Hieraus folgt ein Beweis fiir meinen Satz:
& >N (Gr. =p)=6 3-tra,

wo [9| = p(p — 1).
Bew: Wihle f € §o1, f # const, Gr f minimal = m
p—1 0
Bei pass. Normierung wird f = > a,z¥, a, = )
1

Ferner ist f(1 —z) = (—=1)™f(z) +c.
Wenn m =1, so f = x inv. unter &g, &g = 1, fertig.
Sei m > 1. Koeff. Vergl. bei 2™~ gibt

f@)+cd = (@=-1)"—ama(z—1)m"14...

am—1 = —M = am-1

Dam # 0, ist a;,—1 #£ 0, daher = 1, also m = —2, wegen m < p — 1 ist
m=p—2

[Nun ist ¢ = (z — 1)P~1 — 277! ein Polynom vom Grad p — 2, also
f = const g |

Also gibts nur < 3 lin un Funktionen in §o1, zu kennzeichnen durch
ap—1,ap—2, a0 : ® ist 3-tra

(7) Mit f € o1 ist auch f(aP) € Fo1. viel allgemeiner (8)
Bew: OBdA hat f nur Koeff 0,1 (5).
Dann ist f(zP) = [f(x)]? € Fo1-
Die in §o1 auftretenden Exponentenkonfigurationen gestalten also Spiege-
lungen an Mittd » daher auch an

I 196,197

(8) Wenn (h,p? —1) =1, 50 f € Fo1 = f(z") € Fn
Bew: OBdA f=2lea(®) . €a(®) = 0za
Werte ganzzahlig
h = Primzahl: e, ® ey, = eqp

fOfO-Of=> emth-...

777

101



(8"

kleinste Reste mod h: Y e,n = f € Fo1

also f(z") = f(x) fl@) = flan).

Insbesondere fiir ungerades h | p? + 1 ist stets

f() € For — f(2") € o

p2+1
also £ — 272 erlaubt. Daher

2k {e

2.1 —1
2“‘3 xk—>xk+p2 :xk7p2

Wenn also das f mit minimalem Grad m (Siehe 6) eine gerade Potenz

2_
enthilt, so enthilt es stets ¥ + 2P fiir ungerade k£ mit demselben
Koeffizienten.
Falls es nur gerade k enthélt, so ist f(x) = f(—z) = f(1 — x), dabei

fl@)=f(z+1), dh. f(x)=g@P—2) Grg<p-1.
Mit der 0-1 - Bedingg folgt dann f = (2P — )P~ L.

197/198

Die f mit f(z) = f(1 — z) sind darstellbar als
Zc,,(x” +(1-2)")
Wenn
(’I’L,p2 - 1) = (k7p2 - 1)7
so gibt es h mit
hn=Fk (p*> —1) und (h,p* — 1) = 1.

Also gilt dann
Foa" = foa”
fir das ,,minimale® f.
Aufgabe: Perm Gr mit regulérer zyklischer Ugr vom Grad p — 1 untersu-
chen mit Q = K.
Man weif3:
x%) € §1, a,p—1)=1
f($)€§1—> f( )x 1 ( p )U
Ef(?)g(t); Eaubux € 51.

Vielleicht leichter
aus Schurs Satz von pri — 2-tra
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Eine Klasse von Gruppen zu Ringen

Satz: Sei R ein Ring. Dann bilden diejenigen 1 — 1 Abbildungen von R auf
sich, die in der Form =z — g(z) = > a,0,(z) dargestellt werden kénnen mit
a, € R, o, ein Ring-Endomorphismus von R, eine Gruppe €g. Es ist Egp(pe) =
Holomorph von (p,p,--- ,p)

———

(e

198/199
Allg Theorie der Perm Gr mit reg Ugr
Sei (bei additiver Schreibg der reg Ugr)

FAg:=> fla—tgx)
und
fog(z)= f(g(x))

Dann gilt:
Ist f inv bei B und g : x — g(x) € & und ¢(x) eine beliebige Funktion, so ist

(1)
(fAp)og=fA(pog)

Folgt das aus einer allg Formel mit belieb ¢ und f7
Beweis:

(fAQlog = > flgl@)—the(t)=>_ flglx) - g(s)elg(s))
e 2@ 8)elg(s) = F A (pog).
199/200

1" Fiir belieb lin [([(x +v) = [(x) + [(n)) ist (b Ak)ol= (hol)A(kol)

(2) Hiermit Beweis des Satzes von Burnside iiber Gr & = p:
Sei f € §o, 0 < Gr f < p— 1. Durch Faltung kann man erreichen

h:GrfSB%i

Dann ist #¥ = fohy, (k=1,2,---,n) fiir geeignete Funktionen hy,. Also
ist nach (1)
g€&=g" = [ Nhi(g),

daher Grad gk| <mn;

reduz —

-1
k=1: Grggnng;

also k + 2: Grgz|red:2Grg§n, Grg< gusw: Grg=1
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200,201
(3) Diejenigen Permutationen g auf 2 = GF(p?) die durch Polynome der Art
9(z) = a+ fr +ya”

dargestellt werden konnen, bilden eine Gruppe.
= Normalisator der Translationsgruppe. Man kann so ein El, nichttrivial
in  annehmen

4) Allgemein ist mit g = p® — 1
(4) Allg q=p

v O — 1) = (—1)itRH o
2;;1( gy — t)h(z —t) = (—1)

=1 wenn
p ungerade

°« — Z fi@)ge(y)hi(z) = — Z "fi(x)gr(y)hi(z) 1 <i,k,1%#0,0,0

ikl qlitk+1
=1,2,
WO
flayz) = S @i fi(y) usw.
also
filz) = =f(x) NP i
Dabei ist

(5)

@) = O

(6) In xiyj‘k kommt z%y® genau dann vor, wenn a + 3 = i + j — k und
a=<1,0<k;

201/202

dabei heiBt a < i : () #0, dh. 2 kommt in (z + a)® vor.

(7) Ansatz: Wenn man eine f(z,y) € §o finden konnte, fiir die
xy =Y f(x—t,y—t)p(t) eine Losung () hat, so wire fiir g € & stets

9(@)-g(y) = fla—ty—t)p(g(t),

daher hitte g(x) hochstens den Grad 4 - Gr f.
Niitzlich ist dabei:

(8) Fiir f(xy), h(z) erklire f AR =" f(z —t y —t)h(t).
Dann gilt mit k(\) bel:

(FAR)ANE=fA(RAEK).
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(9) Der Fall n = 3 [ Skizze ist eingelegt mit Vermerk “Zu S. 202 XIII* |

10.

0 e 2e p—1

Ist F' die invar Fkt zum Exp 2e, so folgt aus F' A ¢ = 0 (A = Faltung),
dass ¢ fremd zum Quadrat @ (abgeschl) ist. Also ist > ¢ (t)t* = 0 fiir

1

ze [1] dhpna? =0, insb p Az’ =0

Beweis: 10 .

Vermutung: Hieraus folgt 2"5 = F A h lésbar. (??? hN ??? Frobenius -
Algebren jedes Hauptideal durch seinen Annulator bestimmt ist)

202/203

Satz von der Losbarkeit

einer Faltungsgleichung auf endl. Abelschen Gruppen 2.

Gegeben f(z),g(x). Genau dann gibt es u(z) mit f A u = g, wenn aus
fAv =0 stets g Av =0 folgt.

Bew: ,Nur dann“ klar:

ghv=uANflv=uA(fAv)=un0=0

»Dann® Sei
F=(f(x=9)nxn, G=(9(x = y))nxn

mit n = |a|. Aus F; = 0 folgt G, = 0, also (mit F' ~ ({§)) 3 Matrix
My sen:
G=MF
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dh 3 Fkt m(x,y):
glx—y) = > mxt)f(t—y)
g0—y) = > mO,)f(t—y)

m(0,—t) = v(t) 9(z) = S0 f (=~ 1)

g=vAf
203,/204

11. Wieder n = p?
Sei & die Menge der Exponenten, die in der Darstellung mindestens eines
g € & wirklich auftreten; Sei 8 die Menge der Polynome k(x) derart, dafl
fiir jedes g € & k(g(z)) nur Potenzen aus € enthilt. Dann gilt:

a) Rist & — K- Modul: Y ¢;k;(gi(z)) € R

b) k€ 8 — k(ax +b) € Rwenn a € Ugr der Ord e, b€ K
c) k€ R, f beliehig=kA[fef
)

d) Vor #: Sei € < 1. Quadrant. Wenn € # {0, 1,p}, so ist 22, 2% € &,
P+ g R

e) nach 10 gilt: Wenn ein k € & Potenzen einer Schriigreihe & enthiilt,
aber beide Enden nicht enthélt, so € = {01p}, denn

f) Die (p — 1)- homogenen Teile von k € R sind wieder in R, falls €
keine zwei Exponenten enthélt, die sich um Ae unterscheiden und in
derselben Zeile liegen.

Denn k(z) € 8 — k(ax) € &; das gibt e-homogene Teile € R, so dafl
die Potenzen innerhalb k in Schritte von e fortschreiten. Aber wegen
x € & gehoren sie zu €, schreiten nur p — 1 fort.

204,205
g) Die Potenzen, die in den R auftreten (=: Exp K) sind genau die aus
¢: Exp R = Exp &.
Bew —: z € &, also k(z) Exp € €, Exp & C €.
—:g€ R, also € C ExpR

h) @ ist abgeschlossen bezgl Verschiebung mit Vektoren N Bew c¢)
d.h. mit o und T 1.

Sei € C erster Quadrant: a < §, b< &
Wenn € # {01 p}, so

enthiilt & keine Funktion z™, n & {0, 1, p}
Bew:n=a+0bp, 2" € R —

Vor * i)
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)

k)

y

Vor * m)

)

g - (g?)® hat Exp in €.

Wihle g so, dass es Exponenten auf der hochsten Schriglinie hat, die
€ trifft. gP hat dort auch Exponenten, und wegen

Gr g+ Gr g? < p? — 1 ist Gr gg? = Gr g+ Gr gP, nichts hebt sich,
B&P enthilt was auf der doppelt so hohen Schriglinie.

Unter Vor * tragt jede Schréglinie héchstens 2 lin un Funktionen zu
£ bei. (e)

205,/206

Wenn ein k € £ kein 2}, A < p—1 und kein 27=*, X\ < p— 1 enthilt,
so ist k=0 (e)
Von 3 benachbarten inneren Exp auf einer Schréglinie in € sind im-

mer mindestens 2 in € enthalten.
sonst verschiebe auf die 3 Schrigr h) d)

Exp R liegt symmetr. zur Diagonalen durch 0, denn Exp{g} tut das,

weil * Exp{¢?} C € = exp{g}.

* das folgt aus

aP € R aufler wenn € = {0, 1}

(Vor: *!)

Bew: 2 € &; man kann jedes k € R auf die Schriglinie (1, p) schieben,

das auf hoherer Schréglinie liegt, kommt x? + cx heraus, so ist wegen

x € R auch 2P € K. Ausnahmen koénnte es also nur geben, wenn P

nur in k A -, auftrifft, d.h. jedes k = ag+a1z+...+anpx™, m <p—1

ist. Dann ist, wenn € # {0,1}, ein k = 22 +ax+b € &, 2% € &, Wid.
206/207

alleg? € R (g€ &) (n) (a)

EkeR—-kPeR

Bew: Sei k =Y a,z”

> avg’(z) = k(g(z)) hat nur Potenzen in € = &P

Yonmonon ¢

SabgP(x) m n o n

StabaP = k(z)P € R

Enthélt K in einer Schréglinie, die nicht durch 0,1 geht, zwei linear

un hom Fkt, so auch in die vorangehenden.

Bew: < 0 7 sind lin un wenn 0 einen inneren “Platz* hat; und einen
solchen kann man stets machen wenn in der Schréglinie 2 lin un exist.

Enthélt ein Schréglinie eine Null, so hat die vorangehende den Rang
2.

207/208

Wenn € im 1. Quadranten, so € = {0,1,p + 1}, & 14t die reg Ugr.
invariant
Bew: Enthélt 8 eink in der Schriglinie durch 2,1 + p, 2p, so ist fir
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einen homogenen Teil h héchsten Schriggrades (etwa m), der in pas-
sendem ¢ in & auftritt, k(h(£)) = 0 fiir jedes £ € K.

Bew: Ist & = ax? + bxPT! + ca??, so ist 0 = ah? + bhPH! 4 ch?P,
aber nur mod zP” — x, da sonst etwas in einer zu hohen Schréglinie,
nédmlich der zu 2m, auftrite in k(g(z)). o

Setzt man h = > a,x” und dann h* := Y a,zP”

wo der Exponent mod p? — 1 reduziert ist:

p?” = { kl positiver Rest von p* mod p? — 1} so ist

ah? + bhh* + ch*? = 0 formal

Durch Korpererweiterung K kann diese Form faktorisiert werden:
0 = (ah + Bh*)(vh + 6h*)

Da K|[z] Integritétsbereich, folgt ah + Sh* = 0 etwa.

208/209

also Jc : h* = ch (c € K fest) fiir jeden homogenen Teil des Maxi-
malschriggrades m in g, also ist ¢ € K. (nicht nur in K). Also hat
die Form k eine rat Nullstelle ¢, also ist die zweite auch rat. Bei pas-
sender Normierung ist k = (z — ca?)(x — daP)

Falls ¢ # d, sei wieder h ein hochster (Grad m) in g, und zwar
etwa in g1 mit ¢g;(0) = 0 auftretender homogener Teil. Dann ist
h — ch* = 0, daher hat h — dh* = (¢ — d)h* den vollen Schriggrad,
also hat g1 — dg} den vollen Schriggrad.; k(g9) = (g1 — cg7)(g1 — dg7)
hat nur Schriaggrad m, also liegt g — cg® ganz auf der Schriglinie
durch 0, d.h. g1 — cg] = const

g1 — cgt = const., wegen g;(0) = 0 ist const = 0

gi(gr") —clgilgr P =0

z—cxP =0 %

209/210

Alsoist c=d: k= (v —cx")?, ¢ # 0 wegen (d).
Wegen k € R hat dann g — cg? stets nur (fiir Vg € ) Exponenten
im auf die Halfte dhnlich verkleinerte Bereich %QE. Ubrigens ist & ein

#0

Dreieck , denn sonst gébe es g = entgegen g = cg”.
Satz I: Sei ® eine unter * — —z invariante, z.B. 2-abgeschlossene! Gruppe auf
Q = K,2, p > 2, die alle Translationen + — x + ¢, t € K enthilt. In der

P
p>—1
reduzierten Darstellung jedes g € & : g(z) = Y a,z” mdgen nur Exponenten
0

Lsiehe 214
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aus dem 1. Quadranten Q; auftreten?(siehe 214 g mager“): v = a + bp, mit
0<a,b< p2;1. Dann ist entweder die Gruppe ¥ der Translationen normal in &,
d.h. es treten hochstens v = 0,1, p auf, oder & enthélt einen intra Normalteiler
mit auflésbarer Faktorgr; ist also imprim

210/211
Beweis: Wiihle ein Polynom m(x) € K2 [z] nicht konstant derart, daf

a) fiir jedes g € & die in m(g(x))req auftretenden Exponenten in £, liegen
(z.B. k = z tut das), und

b) der grofite dabei auftretende ,,Schriggrad“ 7 = a + b (wenn v = a + bp)
moglichst klein, etwa = n ist.

A. Sei M die Menge aller Polynome f(x) iiber alg abg Erweit von K2 mit

E)lip flg(z)) €

(Exponentenmenge = {v})
Expf(g(x)) <n

1
={v}

m(z) € M, also M # .
Da neben g(x) stets g(z) —t € & wo t € K beliebig gewiihlt ist, folgt:

m(z) e M=m(z—t) €M
211/212
M ist G-Modul:

fi,foeM—cifit+cafoem
f(z) €M — fg(x)) € M

Also feM — fAheIM, Vh.
Ferner ist 1 € 9, und

f(x) €M — f(a") eM
SchlieBlich gilt
flx) eM= f(—x) e M.

Bew:

Exp f(—g(z)) = Exp f(—g(-2))
——
=f(g(=))

wegen —g(—z) € &

2Es geniigt vielleicht, dass die Potenzen in den Leitgliedern in £; liegen (maximaler
Schriggr.)
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B. Wir zeigen: 91 enthélt kein & vom Schriaggrad 2.
Annahme:

M > k= ax® + B’ TP + 2 + Sz 4 exf + 1
oBdA n = 0. Ferner ist M > ¢ := k(x) + k(—x)
M > L= ax? + o' tP 4 vz

212/213

Notfalls in Erweiterungskorper K zerlegt sich der quadrat. Teil £:
£ = (ax + baP)(cx + dzP)

Da ax + baP # const, 3g € & : Grad ag + bgP? > n. Wegen der Quadran-
tenbedingg ist Exp cg 4+ bgP C &1, Exp cg + dgP € 24, also n > Grad
(ag + bg?)(cg + dg?) = Gr + Gr daher Gr cg + dg? £ 0, cg + dg? =
const, x — g(x): cx + daP = const %
Folglich gibts kein k& + 9M: Gr k = 2.

B. Es gibt kein k& € 9t mit Grk > 2.
sonst Ik Ah € M mit Gr kAL =2.

C. Wihle k € M, k = const, oBdA k(0) = 0. Nach AB ist k = ax + Sz?,
und da k(g) € M ist auch k(g) = o’z + f'aP ++/

I. 2 € M. Dann g € M, Grad g = 1 fertig (Vg)

II. © ¢ M. Dann enth. M nur ein Elm mit EI't mit k(0) = 0, also ist
mit festem &
k(g) = ¢q - k() +dg

Die g € & mit ¢, = 1, dy = 0 bilden Normalteiler 9 mit auflésbarer
Faktorgr. Fiir g € M ist k(g(x)) = k(z) und da k(z) # const, ist N
intransitiv. QED

(M=Kernv. g— (% dlg )

213/214

Aufgabe

Satz I kann vielleicht auf Halbgruppen & mit regulérer elementar-abelschen
Untergruppe erweitert werden. Vermutlich ist g(z) € ¢ — —g(—z) € &. Siehe
auch Satz I1. 232

Bemerkung: Die Funktionen f(z) = ax + P sind die sémtlichen additiven (dh
Endomorphismen von K ): f(z +y) = f(z) + f(y)

Der Schriiggrad Gr o(z) ist die kleinste Zahl k mit

@(I):Zflfz'“f}( K <k, f; additiv
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Satz: Ist & 2-abgeschlossen mit einer regulidren Untergruppe $) dargestellt auf
9, so gilt:
g(x) € B — —g(—2) € B

Bew: Ist f(x) inv. bei &g, so auch f(—z); daher

214/215
22.9.64

Satz I': Ist & eine nur einfache tra Gruppe des Grades p? mit el ab. Ugr §, die

const

nicht in & normal ist, so hat & entweder eine Invariante f(zP~!) # P21
x

oder die ,homogenen® Invarianten f; von S. 189 liegen fiir ¢ > 5 oberhalb der
Diagonalen
haben die Faltungstafel auf S. 189 mit ¢y, = 0 fiirn < i4+j < 37", d.h. finf; =0

0

Beweis: 0BdA sei & 2-abgeschl. Wire ein f; unter fy,---, f n_1 ganz oberhalb
der Diagonalen, so ganz im 1. Quadranten 1, also hiitte f;($) nur Exponenten
oberhalb f, also in 94, falls x = f A h Losung h hat. Nach Satz I, 210, geht das
nicht. Also ist z = f A h unlésbar. Nun
f homogen und

Grf>lund fAh=2x
mit passenden « so dass a?t! =1 .
Bew: je zwei Faltungen f A h, die homogen vom Grad 1 sind, sind lin abhéngig:

Hilfssatz: Sei { unlgsbar, dann ist f = (az + zP)"

215/216

etwa = const(ax 4+ f2P). Nach Vor ist 8 # 0, oBdA = 1. fo = (ax + aP)™ ist
eine Fktion dieser Eigenschaft

giibe es ein davon lin un f 7 ", so kénnte man ¢ finden, so dal g = f — ¢fp

die Potenz aP™ nicht enthilt: g = Dann 37 : g A h = z im Widerspruch
zu g A h = const (ax + aP).

Schlufl des Beweises I1.:

Waire ein f; ganz oberhalb der Diag, i < ”Tfl, also f; in 1, so wire f A h
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unlosbar
also f; = c- (2P +dx)%. Da f; = ff = cP(z + dPaP)", wire +cd = P, d = P71,

fi _ C{Eie . (l‘p_l 4 cp—l)ie

Wihle dy € K dg*1 = —1; das geht da p:+—11 gerade. Dann ist f;(doc) = 0,

trotz doc # 0. Aber f;(x) # 0 fiir x # 0. Wid.!
216/217

Noch Permgr mit reg Ugr. $

Normierung von & durch Anderung der Einbettung von K in &
Ist 0 ein Automorphismus von §, so ist

a) o vertauschbar mit Faltung und mit &° = o~ '&0.
b) f €0~ fa?) €

¢) f(x) € M (im Sinn von S. 211) — f(z7) € M)
Damit kann man dann das 2" + cz vom Beweis Satz II (8. 216) zu 2? —z
normieren durch Ubergang von & zu &°.

Partielle Summation:
z-[fAgl=@f)Ng+ fAxg
2 [fAg)l=(@f)Ng+2xf Aag+ fAaPyg
aPtU[fAgl= (@PP ) Agtaf AaPg+aPf Aag+ f APt
aP - [fAgl=a2PfAg+ fAaPg

217/218
Es gibt in K2 zwei Ableitungen:
P=fa+nl, fr=fatte

Rechenregeln aufstellen! siehe 221(1)

Partielle Summation funktioniert mit additiven Funktionen I(x):
Iz +y) =1(z) + l(y) also fiir I(z) = ax + BzP:

UfANgl=(f)Ng+ fNIg
Bew:
= lx)f(z —t)g(t)
D @) — 101 f (@ = t)g(t) + > 1t f(x — t)g(t)
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f, g sind beliebg.
Ist | additiv, so gilt _ _
AR =]zt AxF] ol
wenn u € K, I(u) <0, »u=0und f(h) Ap(l) =0 V[, wenn [ ausgeartet:
Jug # 0 : l(up) = 0 denn dann tritt jeder Wert von ! p-mal auf.

218/219

n = 3 Hier hat das f (zum Exp 2e) einen 1-Annulator a homogen, auf der
Schriglinie 5e oder tiefer. Denn auf der 5e — 1 hat es sogar 2 lin un (alle diese
e+ 2 Potenzen mit f gebildet, ergeben Linearverbindgen von e Potenzen auf der
Linie e — 1). Und wenn zwei Annullatoren eine Defektsumme (Defektschréiglinie
von p? — 1 aus geziihlt mit 0 beginnend) < p — 1 haben, sonst ihre ggT auch

Annullator (ggT der Formen in a?’ 1 xpz_p).
NB: k < p, [ additiv —

N R L
lk A $p2—l—p _ ﬁlk_l
wenn [ = ax + BxP
219/220
n=3

Mit Hilfe des Annulators (Zerlegung von a*) Linearfaktoren) kann man zeigen

!
f:Zailfe CL:Hli
=1

Ansatz: Man berechne dann zB. f A 2 ~D=(2¢=2) oder allgemeiner f A z*
als > f3;l; damit ist dann auch jedes g € & als Y ---1¢ dargestellt. Hieraus
sollte man sehen kénnen, dal ¢ und ¢2 nur dann Bereiche oberhalb der Linie 2e
liegen, wenn g sogar oberhalb der Linie e liegt, d.h. in ;. Dann Satz I, S 210
anwenden.

%) an der Gestalt als A Polynom in 27" ~1=1 zP"~1-p

0 0
il Y =P
= 5 und 5 (T = 2P)

Sind [q - - - I, verschiedene Linearformen, so sind fiir festes k > e
k k
LR s

lin un (Vandermonde)
Sie miissen sich eignen zur Untersuchung der fA und damit der g € &.
Vielleicht empfiehlt es sich, f als ,symbolische Potenz* zu schreiben!
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(1)

220/221
noch Gruppen vom Grad p?

Die Untersuchung des Rings der f(z,Z) mit 2P —Z = zP —z = 0 ist vermoge
z = x + iy gleichwertig zu ¢g(z,y) mit 2P =z, y? = y.
Bew:

Klul/u?" —u2 K[z,7]/2" — 7, 2 — 2 2 K[z, )/a” — z, 3 —y

»modulo*

Wenn form g2 =7 (uP -7, u° —u), g% = r+a(u? —u) +b- (WP —u); oBAA
a,b homogen; = au? + buP wegen Homogenitiat; Gr a =Gr b < 2§ —p

Im Fall n = 3 wére es wohl niitzlich, erst zu zeigen: Es gibt keine als

Leitglied eines Gruppenelements auftretende Form ¢* # g(z,y) € K|z, ]

2(2L

p(*ls )
2

wo { linear vom Grad g =k i mit

g% =aa” +by (+),

wo a,b Formen des Grades 2k — p. stimmt im wes. siehe 223
(dass k # % sein miisste, folgt so:
Wihle Diffop § = a% + 60% mit db = v, den gibts wegen Grad b = 1;
dann
2g — 0g = da — 2P + (db)y? = da - 2

Wenn 1. a # cb, so da # 0, so also g|:1cp g = 2* ebenso g = y* Wid!
Wenn II. a =c¢b:

221/222

Wenn aber a = const b, so g- % =ci 2P+ ceoy? = (dix+doy)? g = (dix+doy)¥

Jal 223

NB: fiir g = I*, I linear reduziert sich g2 tatsichlich auf ,niedrige* Poten-
zen:
g2 —P. l2k—p _ ( P+ - yp)l2k—p
— (x) In K(2%) gilt die entsprechende Bedgg fiir Graderniedrgg;:
g% =.. 2P+ . ZP. [Verweis auf (x) S. 221]
NB: Wenn g = =N - g1, [ linear, so ist

9> = 1" (g9
= oaP4 P
Die Frage wiire, ob nur dann. Sonst invariant gegen T/:Z;CISZ mit | ab ‘ #0
Daher kann g2 =", 2P+ .. y? nicht eintreten, wenn g = I¥+15 [; # const Iy

NB: bei uns ist g = > 7 ek, n<e

denn oBdA I} =z, [y =uy:
(zF + %) = — 2k gk =, % Grad,.
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222/223
25.9.64 Noch P Gruppen vom Grad p?

(1) Satz: Sei K ein Kérper der Char p, f € Klz], p > 2, f2 = r + saP’,
< f<phA>0,f#0.4= Grg
Dann ist entweder

2T
11 Grf=k <mim'—G<2m-1{% 1005 .
m = max(#,§) m’' = max(r’,s’)
oder
— A\P| £2 p*
I 3 amit { Q)Lf &a’ €K
r=—al s (also @ € K wenn K vollkomm.)

NB: sogar 2k — k* < m +m’ — ¢, wo k* = # verschiedene Wu von f

Bew: Man kann annehmen, daf§ » und s keinen [0 # 1 als gemeinsamen
Faktor haben; damit ist 7' + ts’ # 0. Bilde

h(x)
—_——
R(t) := Diskr, (r(x)+ s(z)t) = Diskr h
Res, (r + st , r' + s't) = Res(h, h')
GI‘tR(t) < m+ m’

mit m = max(#, 8), m' = max(r’, §')
Frage: Gibt es Ahnliches wenn f - g ,klein“ statt f2 klein?
Sei

(=" fin>1; 0<n<k
(3:—5)""'1“2:7"—|—$33pA
goa+é: 2 r@+€) +s(@+E) (@ +e)
= (@ + &)+ & s(x + )+ s(z+€)

wegen n + 1 < p ist

2"z + &) + € s(x + &) = ag + a1z + - -
apg=--=ap,=0
I. Wenn nun Gr h < n, so folgt
r+ &)+ s(z+86)=0
r(z) = —€" —s(x) > € €K
2= s(2) = (=€ +a") = s(2)(z - &

fertig
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223/224

Sei also weiter Gr h > n = ng, fiir jede Wurzel ¢ von f

d
%...)

d
= Res(a0+a1x+a2x2+-~'+i(x+§)[t—§p] ) a)

R(t) = Res(r(z+&)+s(z+8)-t,

sotsi1atsan’iie
ao—l—so[t—fpx] a1+ s1[ ]
a1+ s1] ] 2az + 2s4] ]
ap—1+ Sn—l[ ] Nap + NSy - [ ]
m’ Spalten m Spalten

also wegen ag = - -- = a,, = 0 haben wir
(t— € )" R()

Aus £ # n folgt 5”k #* 77”k wegen Char p, also indem man ¢ die
Nullstellen von f durchlaufen 148t, folgt, wenn R(t) # 0,

I k=Gr f<Gr R(t) <m+m'
Sei nun R(t) =0, dh.

h:=r(z)+s(z) -t € K(t)[x]

hat einen quadratischen Faktor # const h = k2 - 1,

k.l € K(t)[z]Gr k > 1 . Nach Wegschaffen der Nenner in ¢ und
Primitiv-machen von k,! wird k3 - lo = h - p(t) = primitiv, also ¢ =
const, und wegen ¢- Grad auch ko € K[x] unabh. von ¢

lo =, +t ..,
also k3|r und k3]s  Wid!

224/225

Zusatz (1') Unter den Vor von (1) ist in jeder Darstellg

n

f(ﬂf)zzcu(f—&/)k n>p;10dern:1

v=1

Denn (z — a)pT+1 |f, oBAA « = 0 durch Translation, also
il = _ p+1
2 0= ! LED k p—=o0o... 21—
S ; &y, Ty
§u#0
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Sei n > 1, dann ist ein &, # 0, die Anzahl der von Null verschiedenen ist
> e

Damit ist der Fall erledigt, dass der Annullator a von S. 219 quadratfrei
ist.

NB (2) So kénnte man im azimutalen Fall p* wohl mindestens fiir n > 5 direkt

die Elemente g € & mod  — g vermoge ihre Leitglieder, untersuchen,
nachdem man durch eine Transl x — x + az? den Grad max gemacht hat.

NB (3) Man sollte die Untersuchung iiber die Einbettung regulirer Gruppen $)
von vorn herein invariant fithren (beziiglich Automorphismen von ).

225,226
[Die ganze Seite ist durchgestrichen.]

Siehe 227
226/227

Darstellung der Funktionen Kpe — Kpo:
(1) Der Ring der Funktionen Kpo — Kpo ist isomorph Kpe [z]/2P" —z = Rk,

(2)

RgK[ula"' 7ua]/(u€_ula"' aug_ua)

wenn K > Kpa; dabei K = K[z]/2?" —z
etwa o = 3 Bew: Wihle o, 3,7 € K3 so, dafl mit

o a/ a//
o =aP, o =a gilt |6 B B"|#0
! 1
v
In Rg setze
up = ar—+aoaP+ o P’
ug = Px+ 2P+ ﬁ”wpz
uz = yr++2P+ ”y”xpz

227/228

Dann ist in u” = u; mod z#° — x.
Umgekehrt; definiert in K[ujusus] drei Polynome zyz von ujugus durch

up = azr+ady+a’z
uy = fr+py+p"z
us = yr+9'y+v"z
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Dann folgt aus u! = u;:

wp = azP +ad'zP +ao'yP
up = BP 4 flal 4y
uzg = 2+ 2 +yyP
also
r=2F y=aP z=4¢"
daher

3
P =z

RK e sollte gut geeignet sein zur Untersuchung der Abb von K. in sich.
Alle diese u; sind additive Funktionen auf Kj«, wenn fiir { € Kp« gesetzt
wird u;(§) = o + &'€P + o'¢P”; Die Translationsgruppe (p,p,p) von K pa
ist 27 =z + d;.

up =ug +af + '€ +a”’¢" usw., d.h.

228/229

die Translationen sind die p® Transform
T uiT:ui—l—TimitTier
(NT)g ist uf = Z cirug, detey #0
NZT ist u = qunk +d;

Ist & auf K3 2-abgeschlossen und sind je zwei nichttriviale Bahnen von &,
konjugiert (azimutaler Fall) so erhélt & mit g(z) stets auch g(az) a € Kp,
und mit f(x) ist (auch ohne 2-Abschlielg) f(ax) eine Invariante von &,
Va € K,

¢ e Kpa <~ (ul,u2,u3) € K,

Wo u1 = af + /&P + € usw.

NB: Zur Behandlung der P Gr mit reg $ = (p,p---,p) wird sich der
——

«
Koérper Kp« nur dann empfehlen, wenn in $ eine Ugr der Ord PP, B«
ausgezeichnet ist, oder eine Kette von solchen; die wird man dann mit
Teilkérpern von K. identifizieren, oder wenn bestimmte Autom. von §
interessieren, die man

229/230

besonders gut in K« darstellen kann. In allen anderen Féllen wird man
besser als €2 den Vektorraum U der Dim « iiber K, nehmen,
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z1
z2

etwapr = | . x; € K,. Invariante sind Funktionen f(z), Abbildungen

Ty
von 2 in sich sind Funktionen n-Tupel:

f1(®)
=1+ 1,
Ja(r)

Faltung ist
Frg=>" flx—A)g(A)
AeT
Vorteilhaft ist hier die Regel von den getrennten Veridnderlichen: Wenn
f(x1---2q) = f'(x1---x8), und &hnlich g, f"(zg41--- ) so ist

frng=(fing)- (1" ng")
Insbesondere ist die Faltung von Monomen x}* z5? - - - 2% leicht, ndmlich
variablenweise auszufiihren.
Dann braucht man die Binomialformel nicht:

no +nip+---\ _ n;
( ko + kip- - ) _H<kl) mod p.
Wieder gilt, wenn Exp h(zy---z,) die Menge der wirklich auftretenden
Exponentenkombinationen bezeichnet:

Ist f Invariante von &g und x1 = fA .-, so ist fiir jedes g € &
Exp g1 € Exp f.

230,231

(1) Der Ring aller Funktionen auf endlichem 2 mit Werten aus einem
Koérper K mit | K| > 2 ist ein Hauptidealring.
Der ggT von f und g ist die Funktion, die auf
Trager f U Trager g = 1 ist, sonst =0
Jedes Element von Kz --- 2]
Sy, +d.
Bew:

(2P —z,), 18t Produkt von Faktoren

& K Kpe[z]/zp® — .

1
(2) Im Ring mit a = 2 ist Iy Als = {O wenn [,y lin gg; daher
l; = ci1T1 + CiTa
231/232

Gruppen vom Grad p?
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Satz IT Wenn & drei elementfremde rationale Komplexe # {1} hat mit Lingen
2 < n1 < ng < ng, so ist & linear oder & > N # intra & /N auflosbar.
Beweis: 0BdA & 2-abg. Besteht &; aus n1 Ugr der Ord p, und ist die i-te
von ihnen gekennzeichnet durch I;(z1,22) = 0, so ist (I; linear),

na n1—1 Oéeﬁl
Zlffl =: f1 inv. bei &y = ¢ ny 0#ad i
i=1 0 a=1

ebenso
n2
E : p—1 __,
mj =: fQ.
=1

Wegen nq > 1 sind z1, 22 = fiA .. also fiir Vg € & (91,92 = fiA ..
daher, wenn &; hom Leitglied gy = h1; Gr by = k:

aber ebenso = E djm?

Fir &k > nqy +no — 1 sind l’f~-~mﬁ2 lin un, also ist £k < ny +ny —2 <
2(p+1

) —2<2(p—1)

Ebenso Leitglied go.

NB: Das Gleiche gilt fiir jede Funktion f mit f = f1A . .= fo ..

232/233

Also ist Gesamtgrad J) < @; kurz: Exp g; C: €.
Nach Vor. ist nq > 2.
Dann ist 27 und 23 von der Form fiA .-, also ist nach NB 232

2
Exp {g; Ccé.

92
Auf Leitglied hy wende (1) von S. 223 an:
hf:m:f—i—sxg Grr,s=2k—p=m

= entw.

k=Grhy<2m—-1=4k—-2p—-1 k> 31

oder
ni

no
W |y = el =3 dym!
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Satz III.

Differenziere mit n, —1 lin Op, die alle I; aufler einem [y, zum Verschwinden
bringen. Wenn

o~

< pil
ny —1 _ 2 so bleibt I|I§*, 1 = lo

Wenn sogar

ptl
ng—1< 2 ,
? k
so ebenso [ = myg; aber [; # m;. %
233/234
Also ist 1
ng—lzp oder > k.

Der erste Fall ist unmoglich wegen

1
2%<7”L2§7”L?,=>7”L2-i-n3>p-|—1a
also
1
Eo< mp—1<Ptl
2
k< p;l

- 2
Dann ist Exp g; im 1. Quadranten I von 210: & linear oder > O intra,
& /M aufl.

Sei & pri, Grad p?, mit reg Ugr. & habe einen nichttrivialen rationalen
Komplex; & habe einen irrationalen Komplex. Dann ist & linear.

Bew: Nach IT hat & nur einen nt rat Komplex, daher nur eine 1.u. homogene
Invariant fy vom Grad p— 1. Wenn & eine hom Inv vom Grad < %(p -1)
hat, so wohl fertig wie frither (~ 225)

Hat & keine hom Inv., so kleinen Grades, so gibts f1, fo € Fo mit f1(az) =

a® - fi(x)
folaz) =d’fo(z), a+B=p—1, §#0; a<p.

Dann
finfo=cfotd= foNfiNfa=cfoNfo=c-e

234/235
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e %0, da
P

e = > fo(=t)fo(t)
= (p—1)-[k(k =1+ (p+1— kK

wenn der rat Komplex aus k Ugr besteht. Wegen & pri ist £ > 1, daher
e Z 0(p). Also ist fo A f1 # 0, das ist also homogen vom Grad « < %.

HS & 2-ab pri, reg el ab Ugr, Grad p? = entweder Rang g < 3, jeder Komplex
rational.

oder & l? &* = 91 ® H2 Kroneckerprod, &1 = &5 (von k = 2)

Einzelheiten bei Existenz einer vom Invariant oberhalb 2 (p—1) noch nach-
zupriifen.

Bew: I, IT TII € 234, tritt Rg & = 3 auf?

Kurz: & unipri, Grad = p2 = i.a. & linear: $H < &.

235/236
<14
Unterhaltung mit Mr. Camina, QMC, London 22.10.64
(1) Def:
GeZ:— IfG>>AD B.then NgA<I<LG
simlplc
GeEX: <+ AJKG=>NA<Q G
clear: X C Z.. Problem: X = Z7
W(G) =[\NcA, A<<G.
(2)
result: G/W(G)nilp =GeX
problem: = 7
3) Unterhaltung mit Barratt, Prof, Manchester:
Gilt
GleOO%ngZOO:GlgGg ?
4) Arbeit D. Robinson erschien Proc. Camb. PhSoc. 1964
236/237

31.1.65 nach Rektorfest
Erweiterung der Theorie max. w-Gruppen.
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Sei QG die Menge der In-Gruppen (Ausschnitte) von G.
Sei Jein Idealin Q: A€ Q, Be€J

= A-B&B—-A € J (gleichwertig: = B—A € J)

[NB: JQCJT=QJICT]

Das Ideal habe die zusétzlichen Eigensch:

I. Gy S’Gg, G1 <Gy S’Gg, GQ/Gl S j, Gg/GQ cJ=> Gg/Gl cJ (,,Integra—
bitét“) (Od 7,Additivitfit“)

II Go>Gq, Go>Ge, G1NGy = G, I € T mit IﬁGQ/Gi :GQ/Gi (i: 1,2)
= Gy/Gs € 7.

III Ist Go> G, Go>G1 > Gy und GQ/Gl S IﬁGl/Gg = {G2/G2}, So exist
H/Gy <J: HGy = Gy, HN Gy = G2, und je zwei solche H’s sind konj
in Go.

Dann sind vermutlich je zwei Maximal Ausschnitte in J die dieselben Projek-
tionen in eine K;-Reihe von G ergeben, konjugiert in G.

237/238
Teilkonstit. primitiver P. - Gruppen

(1) & tra Q, &, simultan tra, auf f% # 4% mit Lingen b > ¢; (|Q| =n). &
habe keinen Teilgrad m mit m > b und m‘bc.

= R:= <6a56'y> C ®a'y®ﬁ; c< |ﬁ 6a||(ban) )

wenn ¢ > 1, so & impri
Zusatz 1" auf S. 239

Bew:
YCH
Ga SJbe G5 &,
¢ C C
LA (CPO m
b b ‘
b |
I
I
I
I
|
T
Gap \ Gy
C C ) C
I
Gapy
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Gug -Gy = 6,

|Q5ow : ®aﬁv| = b
|G : Bapy| = be
be=16,:6up,| = 8,846, 8s,]

= com
m>b m|bc
m==»
Also steht hier: (Pfeil auf < oben) =

Gapbpy =6,

6oy  vtbmit  Bup, G4,
@'OW vtb mit <Q5ag, Q557> =9

also
®o¢; 6’)/ S 604757) g 6a'y®ﬁ
c S [(Ba,8,) : B, teilt b;

Wenn ¢ > 1 so & impri
Bew:
6,86, CRC 6,84

Wde!
238/239

Zusatz 1’: Wenn
(R:8,) =0,

so ist wegen & < &,83 sicher R = 6,63 also &, vertb &z.
Frage: Gehts ebenso fiir Mannings Satz iiber 2-tra Konst von &,.

239/240
Frage von Dénes, J. Budapest 1965:

Gibt es eine Gruppe G, in der ein passendes Element ¢’ € G’ nicht ein Kommu-
tator ist?

Gruppen & vom Grad p.
(1) Zwei Untergr. vom Index p, die je eine Bahn gleicher Lénge besitzen, sind

konjugiert.
Denn von &; aus haben sie dieselbe Invariante.
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(2) & 3-tra = Klassenzahl ¢, = 1 (Ito)

(3) a%j; = b%ja = j1 = jo oder a? = b?
Bew: a’k(p — k) =b%l(p—1) oBdA ak > bl;a,b >0
ak=0bl+xp 6=%15>2>0 a2,b2§p4il
[1]0a—b—25x=yp
[2 ] bly=2(a—2x)

[1] Zeigt: y=0
[2 ] Zeigt:
0o J T =0—ak=0bl alp—k)=bp—1) a=b
" lz=a—ak=0bl+ap alp—k)=0bl ak=bp—1) a=0b

240/241
Gruppen vom Grad p  Forts. v. 83

Satz: Ist jljg = j3j4, so ist, jl = jg oder jl = j4.

Bew: Sei

k(p — k)
p—1
oBdA sei kl > mn; k,l,m,n < §

= s daels s, Gatoem

k(p —k)l(p —1) = m(p —m)n(p —n)
® kl=dmn+zxp 6==1

daher

ngl—mngxpgkl+mn<2~g

[\t

gibt eingesetzt in ki(p? — p(k +1) + ki) = - -

{m+n+6(2x—k—l):py o
mn(l—y) =k -—z)(l-2) )

(I) zeigt, da = > 0, wegen kl > mn:

1
—p < py < 2p, y—{o v

Fally=1: (k—z)(I—z) =0 etwaz =k ® gibt k(p — 1) = —Imn, also 6 = —1.
mn=k-(p—1)&m+n=k+ (p—1) (aus I) geben {m,n} = {k,p— [}, etwa
m=p—1>5W |/
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Also ist
y=0:

e S RCIRT S IR () B

etwam=0k—z),n=0l—-z);x=k—0m=[=1- 0]
® kl=dmn+kp—3dmp=~kp—1)=dm(p—n)alsod >0, 6=+4+1 /
® El=4+Fk—-2)l—2)+apgibt 0=z(p—-k—-1+2z) +/
Istx=0,som=F, j1=j3.Ist ( )=0,som=k—xz=p—1>5 W
241/242
Gruppen vom Grad p

Aus der Vorauss.
k(p_k)l(p_l) :m(p_m)a2(p_ 1)5 CL# 1,(1,> 07 kalam<g

wenn das aus kA = apu entstand, gilt
gla = q|k, q|l bei passend. Normg.
folgt:

(1) kl =dma+ zp

(1) a®m® < pjije
(1) am < 4p%

)

)

)

") Al < 30+ /P)

(2) 6z —k—-1)4+a(m+1)=yp

3) (a—y)am = (k —z)(l — )

(3') s.u. Frage: verfeinerbar in Q({/1)? Frage: ac |?
)

(4) Fir j =220 £ st £ < j< by p—1<j <2
Y, a,m bestnnmen k—xl—x
Unter der Voraussetzung k < m < [, also j; < j3 < ja, folgt:

(5) £ <a? < 2 stets < k, 1 |y| < ||

) =
(5) j1 <a*<ja
(6) <1 (1)
)

(3) z(p+xz—k—1)=am(a—y—9)
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26.9.65 (12) Ist jijo = a?j3 wegen kX = ap, so ist alji, aljz

5978 (14)

Bew: Sei ¢“|a, wiihle q|q, q 1 &.

Dann q%[kA  q¥A  q¥A=jo  ¢%[ja.
Anderer, einfacher Bew. 1. unten auf dieser Seite x

allg Zahlentheorie:

Sind a, b, ¢, d paarweise teilerfremd, so ist

1 = a1bed 4 abied + aberd + abedq

la1] < lal, |b1] <b usw.

neZ, 1<n< 777

mit
Bew:
1 - X1 X9
abed @ b
reduziere 1 mod a, 7?7 y; und 0 <y ca 777
1 _ Y1 Yn
n abed ~ a + + d

andert zwei oder 3 ein y3 ab — yo — 1.

Aus (12) folgt:

kA = p®p kommt nicht vor

aly oder |yl <ay=0

o {a|k all
a=p =

* Anderer Bew (12):

. =\ .
fi)\:au:>)\ﬁ:]—2-ﬁz>ﬁ,u=ﬂ=j—l)\
a a a
" K)\:a/t:})\ﬁ:aﬂﬂ_ﬁh_g —
K ak a
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243,244

15. Gilt j1jo = a’js wegen kA = ap, s0 ist j1jajs = r? mit jo|r|jajs
J1=a203,- -+, T =a1a203

16 Sei
K1K3 = asK} + xz3F und zykl.

dann ist

K1 K] = azasl + ¢1 F und zykl.
kf = asas + c1p und zykl.
k1 = asas + c¢1 und zykl.
Jj1 = agag
k1(a1 +x1) = zykl =t = counstg
aici + kix1 = const

k1ks = azks + x3p

wenn a1 < as < ag, SO asaz < %, daher a1, a5 < 4

17 Jeder Primteiler von ajasag ist 2"-ter Rest mod p wenn 2T}p —1.
denn kein glajagas ist = q, so ist jeder Konjugierter q; reell, qi‘li =
qi‘ﬁ, Yq;|k; q’FL Wid!

k
nggg{l
ko

ki(p — k1) = azaz(p — 1)

Ersetzg von k durch p — ko oder zyklische Vertauschung ergibt entweder
{a1,a2,a3} — {a1aza3} oder {a1,az, a3} — {—a1, —az, —as}

244/245
18.
k3
kl —am =xp = |a| < o2 0derH=O
z()00)
also z~ B pg x k2
P P

kEp—10)+am=(k—2z)p
p—Fk)l+am=(1—-2z)p
(p—k)p—1)—am=(p—k—-1l+xz)p
zk—z)p—-p—-—k—1+2)=0 mod a>m?
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wenn [[ :=]# 0, so

la*m?| < k2l(p —1) wenn k < [

da m — p — m nichts an |a| dndert, folgt

2 2 2

2
k3, also auch

13
1 D\ 2
) |(12| < 5\/]37 |a/3| < (5)3

3
larazas|® = jijajs <

43
3

p§
|a1a2a3| < ?

19. Der Automorphismus g — ¢%7 der Ordnung 2 von (&, &XT) 148t ein
Element ¢ aus einem 2-Sylow - Zentrum fest. ¢ untersuchen 7!

245 /246

Perm Gr vom Grad p? Forts. von 235

(1) Ist I(x) = anx1 + agae, soist fir 0<i<g=p—1

(o) A (@l (2 + 2)) = it 1) - 11, 72)
X X9

Ahnlich zu Differentiation

(2)

F=3 1,007 b= Ayt 2)) =
14

T1 2

h2‘m‘1772mg =2 Zﬁpﬁo’lp(C) . Z,Y(C) . AZ;2
p,o

a By

(6% 60
I, =apry + Bpr2 ¢:= (1172)

(3) Wenn f(r) € inv Gy, dann

Apo

D Fe-9fo-9fG-H=">f € v
¢
Das sollte man auf f = >’ 12 anwend. Es wird *f # 0
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(4)

Z 0 tg _J1 aund B pos-Vielfache von ¢
P sonst

(5) Ist

f= le(;)q, so ist r(r — 1) > p — 2; G nichtlinear
p=1
Bew. Schitze Anzahl der Pkte ab, die von zweien sichtbar.

246,247
Perm Gr vom Grad p : Burnside-Beweis.
B: > tg(t) =0 wenn & 1-tra
(1) 3 invariante
f(x) :ia,,:r” 0O<n<p-1l,a,#0
0
wenn & # 2- tra
(2)
STHf@d 1) = fla—19) = an(z —t9)" +an_1(z — 19" 4o

an(—)" + 722(1)
c = th(x—g(t))
= 2™ 42" Mano1 Y magn Y tg(t)]

[Anmerkung mit Verweispfeil auf das erste Gleichheitszeichen in (2):

Koeff von x"~" ist links 0, rechts = Koeff t" in g(t) + nay,
also Grad g < n |
also

D tg(t) =0 wlg,Vg
t

A: Lemma: Gr & =p, > tg(t) =0Wg € & <= g=az+b,Vyg
Bew:

(3) Aus
F(x)Lg(x), YVge G
folgt
F(h(a)) Lg(x)
F'(x)Lg(x)
k(z)Lg(x)
VGrk< GrF
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h(z)Llg(z) Vg,h € &
m =maxGrad g =2m <p—1

15I5I25 e 7$prlJ-g(I)vg

-1
h®1lg Vg,h H:O,l,-~-,pT

-1
red Grh® <p—1—m O<m§pT

also
km<p—1—m wenn km <p—1, O</§§pT

(7) WéremZQ,soﬂn:OSng% p—1l=rkm+r 6<r<mrm<p-1
km<p—1—-m r=p—1—rxm>m Wid.
folgt B

247/248
NHHY

(1) Fiir H < G defin.
cH = ﬂ H*HY
z,yeG
H*#HY
(2) (GH)g =gH, Vg eqG

(3) ¢H < G. u,v € gH u = hihy, v = hihi uv = hi(hahs)?h} konj zu
(hah1)*(h2hs)"

(4) z € gH = H* = H sonst = € HH?, Wid.
(6) v € gH = (HY)* = HY (4)
6) regH=x€ HBew:x € H* xz=z2"'hz z=h
(7)
(| H°HY=()H" (6)
Hw#Hv z€G
Idee zu Grad p:

(a) Die Fktion zu KT aufstellen, Involutionen suchen, die sie fest lassen.
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(b) Invarianten F(zq1zaz3) suchen. z.B. > f(z1 —t)f(z2 —t) f(x3 — t)

(c) Fiir nicht 3-tra Gruppen: Ist f(zy) inv bei &¢ irgendeinem §) < &, so ist

P
zu Fay) =) f(x —t;y — t) - p(x) stets Grad f(a9,y9) < Grad f(zy)
Wenn 3f mit Gesamtgrad < p— 2, so & linear (das mufl Bew fiir den Fall
INE : B| = p— 1 geben.)

(d)  — p(x) beschreibt eine Permutation von F, genau wenn

fir v=0,1,--- ,p— 2 und @(z) # const.
Bew: sonst Vielfachheit z von x im Wertevorrat von ¢:
© # 0 gibt > Az, = 0 fiir r verschiedene \'s, r < p—1 v, =0 Wid.

248/249
w-Untergruppen

Aufgabe: Untersuche die w-Kerne von G, das sind die Untergruppen von G, die
zu jeder w-Untergruppe von G eine konjugierte enthalten.

[Eingelegtes Skizzenblatt:]

XIII zu S. 250

Beh: Av B® falle B* < B¢ = A°“NB'% < AB

falls A, B Gegenbeisp mit maximalem |A| + |Bl; (AB)g =1
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A..GB

normal

/" B
%G (<< G)
nB

A

[rote Beschriftungen sind eingeklammert.]

(B < AYB)
A°B<H<G= B<x< H&B<1A¢BNBE
ACB<H<G=B<<xH

A
AB< H<G= oc}lger<]<H Nopin#N' = N< AYNBC

A B<ASBNABC
AﬁﬁNBGwmn&ﬁﬂlB<<KMmméG§K<G

[ Nur schwach lesbare Textteile werden als ausradiert interpretiert.]
249/250
<1<
Vermutung: G endl, (oder € max sgp); A4, B < G,

Vy € B¢

Vz,y € G( od { Vi € A-C

} A*v BY)= A"“NB"¢ < AB.

Das Gegenbeispiel mit kleinstem |G : A| + |G : B hat folgende Eigenschaften:
(1) A,B<AB; A°G.B"G =G, alle A**C . BvC konj in G
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2) ANBC&ANB <1 G

3) 4G AN B"G/A”G N B¢ N AB = p Primzahl

4) MNB << G wenn A < M <G.

(2)
(3)
(4)
(5) Nmin <G = |N: NNAB|=p, |[N|=p".
Bew mit

(6) dgC=2,0<D<G=D-CY<@G
insb. anwenden auf 1-kopf. perfektes C; D = A od B.

(7) AB<H<G=A<<1 Hoder B<a< H
Bew: sonst A"# > A B*H > B.

(A6 NB¢<AHB
Ind: { A¢N(B)¢<ABH
AHNBH<AB= A HBN ABH < AB

das gibt
AYNB°<AB

250/251
noch <<

8. A" < AG BY< B¢ = A* < NBY, BY < NA®
Satz: 9 AB # G, A® v BY Va,y = A°B < G oder AB® < G.
Folge: 10

AAB N BAB Q@G da << A°B & < A<« G
A* v BY = e} G G G
ABT N BA” 9< G  da BA” < NAB

trivial auch AB° N B << @ [Zusatz: AAB = AB BAB — B4 |

Satz 11: AB # G,
genauer 12 .
A v BY Vxy = {2,4];2 ;ZAGG &

Note: 11 = 9_
Bew: Wihle B max.

B =(B,B™,.--) ,AB #G.
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Dann A < N B, aber auch A < Nﬁt, Vt € G: sonst
Ja€e A: B := (Et,Em> >B
AB* = AB' £ G

nun A - B*t 4G, B< B
Also A* < NB A <NB

_G pR—
A-BA <ABY = AB#6G.

7?7, nochmals auf A angewandt (oder gleich A, B maximal) bei festge-
haltenem B:

Satz 12.

Frage: ACNBCE< ABS 0 BA%?
Vermutlich geniigt z € AB“, ye BA™ = A¥ v B*

251/252

9': A® v BY, AB # G = entweder A°BA” £ G oder BAB® £ @

Satz 13:  a) Ist N/ < Nypin IG, A< G, ANN #1,s0ist AN <G
allg: b) Ist Npin <G, A < G, AN N > subnorm Ugr # 1 von N, so ist
AN < G.
Frage 14: a) Was folgt aus A < NBVz € G?
b) Was folgt aus A* < NB & B<NA* Vz e G?
15. Def: fiir A, B < G setze A"B = A (4B) Dann gilt AP ist monoton  in

A, B.
(A1, As) B = (A7B, A5 P)

16. Frage: A v BY = A" NB"“NAB <1< G?
,'G
16. Satz: (Enthélt Kegel und meine) (wegen ABY < AB)
,BG
AT v BY = AB* = AP wenn 1.S. geniigend lang
APNBA << G
Bew: Wenn AB = G, so 1.S. < AMAB) = AB ynd > AB*
Wenn AB < G, so etwa A°B=:H <G (11)

G
(LS.); = ABB" < AB-BY 5 gB-BY _ (g,
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Ind: (15.); = A” ) )

NB: Klar: AB° NnBA >DA _D=ANB,also D¢ < AP, DG =
DB
FRAGE: (ja) Ist fiir beliebige A, B in G stets AB YN BAY qq @7

252/253
29.11.65
Vertauschbarkeit & Subnormalitit <1<
(1) BG «—(e.g. oder A
(A,B,G):= limAB" }”_’OO = (n=N)

N
Diese Folge fallt monoton
(G endlich; klappt auch in G mit Minbedgg)
(2) (4,B,G) = (AP, B,G)

3a.b (3) A= (ABG), B = (BAG) sind die umfassenden Untergruppen von G mit
p.254 A=AB B=pBA
Frage: auch fiir ,,<“?

Vor: Weiter sei nach (2) stets A < NB&B < NA
(1) (A,B,G) = (A, B, H) fir

H, = AB¢
H, = BA®
Hs; = AB(A®nBY)
H, = ABA“nB°

(5) (A,B,G)N(BAG)<<4G
Pf Indukt. (4) mit Hs, nebst

(6) Wenn G = AB“ N BA®, so (A, B,G) = A¢
Bew: ABY — AABY — g6 pAY — B
Kegel:
(7) Wenn A% v BY und AB < G, so G* := AB(A° N B%) < G

(8) (A,B,G)¥ = (A?B¥G¥), wenn ¢ € hom G
obwohl Durchschnittsbildg ,,eingeht; eliminiere dies. (n = N)

253/254
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(3a) (A, B, Q) ist isoton in allen Variablen
(3b) (AAG) = A€

9 Wenn bei festem A, B (< N'§, wohl entbehrlich) gesetzt wird G* := AB“N
EAG und H = G™* das Endglied der absteigenden Kette, so ist mit
A= (ABG) und B = (BAG)

A=A" B=pBH
H=AB=DBA (AB=H = ABH = BAH)

Bew: H = ABH” = BAF als Endglied?

H
BH LAB
A-B°

Z:ABA" :AA'B ::AH

ebenso B = B - .
Also 4} < H = ABH = AB; ebenso = BA auch wenn 4§ £ N%.

A <N(BAG) B <N(ABQG)
A-(BAG) = B-(ABG)=G**
(ABG)(BAG)
(10) AP = A= AN(BAG) << G
—_———
=DI6]
Bew: DIG] = DIABS oder BA®] 44 [ ] (Indukt. anw.) und < AN BE 4G.
Wenn [ | =Giso DIl = An BC.
Es geniigt AN B4 <<t BA denn AB = G = (BAG) = B* Forts. XIV,
10
[Keine neue Seitennummer!] 254/254
) = HALIBL AT
|[AnB| |ANB|
Also
(11)
[ANB|=|ANB|-[A: A = |A:‘fr‘w§| [ auch ohne 7 < N5
ANB << G

(12) Wenn A® v BY, so G*"* = AB (Kegel)
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(13) Vermutung: Wenn A, B < G sind und A << B” gilt fiir mehr als |G|
Elemente x € &, so ist A <1< G.
Ist richtig, wenn A = A’. Denn zu A, A*J mindestens 1 y € G —
A, AT < BY. also A v A%, A << G.
Stets ist wenigsten der perfekte Kern

A* <<« G.

[Keine Seitennummer eingetragen!] 254/[255]

Ist A nilpotent, = P x Q x ---, so ist [P, QY] =1, also (P%, Q%] =1, also P¢
Wenn H < G, so ist die Vor. fiir eine passende Konjugierte von G (statt G)
erfiillt.

oBdA: Der “Subnormalisator SA (C G) enthilt also zu jeder maximalen
Untergr. M von G eine Konjugierte.

[255] /256

Unabhéngige Untergruppen
besser: ,,{G : G;} unabh*

1 Def {G;}i=1.., unabh. in G <= Vi, - 2,39 € () G;x;.
Vielleicht bequemer: Va1 ---x, € G3g € G, g; € G; — g9; = z;
Achtung: Baer Nor Sol gps ??? nennt {G,} indep < (G,) =[] Ga
®

[\

eq: ... () z;G; # 0 siehe schirfer: 10
{Gitier uin G, AC I = {Gi}ica un G.

[SJU Nl

{GZ} un G, GZ < Hi < G = {Hl} un G.
% Gl,GQ un G <— G1G5 = G Bew: ﬂHZxZ D) ﬂGle 75 0
Satz 4 Sei {G;} un G und H < G. Dann

{GinH}m H < HNG;=(|HG,

hatte Breuninger 16.10.65 fir n =2, H < G, (G; < H.

Bew: = ,g € (HG; = g€ HNG;"

Bew: g € Hg; 3g; € G, y; ::ggi_1 € H

dh = hzyZ :ggiilyi; h;e HNG; C G;

g=hy;'gi=hd, d=y;'9;€G; deNG; g€ HNG;

< Seiy; € H 49 = g:yi, 9: € G.

g =y lg;  €HG;, Vi

=h7'd, deNG;,he H
HBh:dg:dgiyi:hiyi, h; e HNG;
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5 (Breuninger) {G;} un G, N; := NG;, K :=(\G; N:=(N;, =
N/K:HSZ/K, S; =NnN m Gi:N/NﬂGi

dir JFi
Bew: 4: {G; N N}uél N
256/257

6 Ist G kompakt, so ist {G;}ic;r un G <= jedes endl Teilsystem ist un G.
(Alles obige gilt fiir beliebige Indexmengen!)

7 Fir A, B C I (= Indexmenge) definiere G4 := (] G; usw.
i€A
Dann

Gaup = GaNnGp
Ganp = Ga-Gp

auch fiir unendliche Uberdeckungen von I usw aufschreiben!

Lemma (8) Zum Beweis der zweiten Formel:
Lemma:
(A fest) Das System {G; N Ga}ier un G4 denn

;i € Ga = 3g = givi; gi € G

firicAistg=gix, €Gi g€ Ga
Bew 75: Nach 4 ist

GaGp = () GaGh
beB
= ﬂﬂGaGb?’é n= (] G
beB acA = cans

9 {G;} un G = G wirkt simultan-transitiv auf

a) alle G/G; : 3g € G — G,;g = G;x; fiir gegebene z;

b) G wirkt simultan-transitiv auf den Klassen zu G; konjugierter Grup-
pen
Bew: geg z; € G;3g € Giz;;GY = G*
257/258

unabhéngige Untergruppen

10. {Gi} un G; %4,y € G = NGy # 0
Bew: Jt € G, te ﬂ:viG, LL‘lG = tG, ﬂszzyz = ﬂtGiyi = tﬂ Giyi 7’5 1]
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258/259
<a< 12.12.65

Lemma (1) N <G, G/N perfekt: A, B < G,
G=AN=BN =G = [A,B] N
N——

Kommu-
tator

(2) N<G, G/N perfekt, A,B< G, A,B<(A,B), G=AN = BN
= G=(ANB)N

(3) N< G, A << G, A minimal mit AN = G, G/N perfekt = A4 G

Satz (4) A, B<<QG, G/BC perfekt (Aq: G = (A’, BS) od wenn |G| < o0 G =
(A')B)),dgA<2,G=(A,B)=G=AB=BA
Frage: auch fiir dg A > 27
Beweis: Sei A 4 G. Ind dgB =d. d <1 trivial.
d>?2

Nach Ind ist (B — B;) G = AB;. Ferner G = A1 B, da G = (A4, B)“ und
A, B <1< G.

Das gibt Bild 1.

Fall I: aus N <G, N C AB folgt N =1
C<D,Vbh€BistC=C"<D"VgeGI €B > DI=D"
C=D9Vged

CI<D,C°<D<AB,C¢=1, C=1

259/260
Daher AﬂBl = 1, G:ABl

Da A 4 G angenommen (sonst Beh trivial), 3 A9.3>. AN A9 < A
Da A, A9 d Ay, ist nach 2 auch

(AN A9BE =G
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Daher nach Ind: G = (AN A9) - B;. Also

A < (ANAY%)-B
A = (AnA%)-(ANB)
= ANA9 wegen ANB; =1

Wid.
Fall IT: AN <« G, N < AB. Benutze

(5) Lemma: A;B < G; Ny <G, N\, C AB

(VA e =
[HNA} gAB:AB-HNA
AEA

Bew: |A| =2: ny € N,

ny = aib;
niny = aibing
= alnébl

al(aéb’g)bl € AB
|A| < oo Indukt
fin,
Al =00t x € [[Nx =z €] Nx.

Damit Bew Fall 1I:
Wiéhle N :=[[ N, Ny <G, Ny C AB

260,261

G =G/N:

Dann gilt fiir (z —
M = 1; G/BY perfekt. d(A) < 2,

— h
G=(AB);M<AB, M<G
dgB < d. o
Also nach Teil I: G = A B.

Das heiit G = ANB = AB

Satz (6): A << G, B G, G=(A,B), ACAB=G=AB
Aq: A/(AN B)4 perfekt
Bew: Indukt d = dg A, bei festem d nach dgB.
d=1triv dgB <1 trivial
Fall d = 2 folgt aus (4): Fiir N := BY ist
G'N>AN=(AB)=(A,B) =G
also G/N perfekt.

Fr.: reicht A/A’(ANB)LB/B'(ANB)?
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Fall d > 2: nach Induktion ist G = AB; = A1 B ferner fiir G* :

G*=AH = AKH = DH denn

A

Fig 2. 1

NG*> A NBy D,A;;AiNBy,F E;A,E, A;.

Also G* < As, dgG* < dgA =1

Indukt: G = G*B = AH'B = AB denn G*' B D A'B > A,
also G* B> AB D AH = G*.

<1

(7) Vermutung (7):

A,B<< G, A/(ANB)A'® B/(ANB)B =0

= AB = BA

NB Kriterien fiir A ® B = 0 siehe Fuchs, Buch Chap XI

(8) Frage: Gibt es Vertauschungssitze der Art:
Ist A,B << G, soist [A,---, Al v B wenn k > f(dgA)?

Perm Gr mit regulédrer Untergruppe

Satz: Sei & tra $, H < &, H additiv geschrieben, Sei U < &
Sei fy eine bei & invariante Fktion

fo:$H — R(= Ring)
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Sei § eine bei il inv. Menge von Fkt f : § — R. Dann ist foAF (:= {foAf|f € F})
inv bei 4.
Bew: Sei p € foAS,uelU

p(z) = > folw =9
13

S
BN
2
~
8
Z
=
|

> folu(z) =€) f(€)
1S

> folulx) = u()) f(u(§))
13

> fol(bageyu) (@) f (u())
¢

tp(x) =z —p, t,€6
Nun ist aber
(tueyu)(x) = (hete)x mit he € &g

denn
0 = (tueyu)(§) = (hete)(§) = he(te(§)) = he(0)
Also
p(u(@) = Y folhe(x — &) f(u(8))
> folw = &) f(u(©))

> folx—&F(E), Fesd
foAT

m

Kiirzerer Beweis: 199 (1)
263,264
3.1.66

Perm Gr von Grad p

(1) Ist m der kleinste unter den Graden der bei G invarianten Funktionenmo-
duln (Gr m = max Gr f, f € m),
so sind alle Grade 0,m,2m, -+ ,p—2,p—1
es ist m| p—2
Bew: Grad m* = p — 2- Grad m, wenn m ## 0

(2) Ist 4 der kleinste unter den Graden der Invarianten von Gy, so sind
Oaia2ia"' 7p_1

alle Grade von Invarianten
Bew: Faltung
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(3)
(4)

Die aus einer Invariante Grad i hervorgehende Modul 7?7 hat Grad 1.

Ist G nicht 2-tra, so ist i < p—1, also m|il[p—1, m|p—1 aber auch m|p—1
also m = 1; dh g linear, Vg € G

Variante:

(3")

(4)

(5)

alle
fkt
Grad f =i, finv Go = deg fAD =i

deg fAIMy=14i—1

3 fmit 1 <i<p—2,so0 existieren G-Moduln mit Grad ¢, — 1, also nach
2ist m|i— (i—1), m=1
Besser bei dieser Variante die Dimensionen der G-Moduln anschn.

Faltung mit Invar. von Gy ist G; Modul-Endomorphismus und umgekehrt.
(centralizer ring)

264,/265

Die Anzahl der Bahnen von Gy ist die Anzahl der einkopf x 1-képf G-
Moduln.
Bew. Ordne Invar lexikographisch

Sind a,b P-moduln (d.h. Faltideale in 9) mit a A b # 0, so ist jedes
T €a-+ b.
Bew. 3aAb#0;alsoFandb=1.

x; =xi(aNb) = (zia) Nb+a A (z;d) <a+b

Ist G primitiv, so gibt es keine unter G invarianten Funktionenring aufler
¢ und M. -

Bew. Weierstra3-Stone

NB: Es gibt keine gemeinsame Nullstelle von m (= G-Modul# 0)

Ist G pri, und sind a, b P-moduln mit b = a*, so ist ab = M.

Bew: sonst 3m # ¢ mit mLab, d.h. mab C M. Dann mb C at = b, der
von m erzeugte Ring m  mb C b also m = 901 nach 8: also Mb C b; da
b keine feste Nullstelle hat, gibts zu £ € Q b, b(§) # 0 und b > d¢,b, also
b =M.

[Zusatz zu (5) auf Seite 264:]
+— insbesondere mit rank G = 3 = Anzahl der 1. Moduln
in einer Komplositions|reihe von 9.

265,266
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1. Taam C.T.: Compact linear transformations
PAMS 11, 39-42
(mogliche andere Def von vollstetig)

2. Menon P.K.: Difference sets in abelian groups
PAMS 11, 368-376

3. Ostrowski, A.M.:  On some Conditions for non-vanishing of
determinants.
PAMS 12, 268-273

4. L. Solomon: On the sum of the elements in the character

table of a finite group.
PAMS 12, 962-3

5. Le Varasseur, R:  Les groupes d’ordre fini ...
Ann Univ Lyon (I) 15 1904
Paris, Ganthier-Villars

gibt Tabellen von Gruppen der Ordnung p°.
266/Einband

Frame-Verallgemeinerung 131-143
(Rinderspacher gezeigt 3-75)

Verallgem. von D.G. Higman Tagungsbericht OW 22/1977
Dazu B. Weisfeiler, ebenda

ein Satz von Frame und Verschérfung:

> x@) < ) xw)
z€H<G yEHg

Siehe Sonderdruck FRAME: Double ...
BAMS 49,81-92
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