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3.2.71 : <<: Gemeinsame subnormale Ugr.

0B/1

V: Stets sei gegeben A, B < G; setze M := AN B, Ay = Ma, By = Mp,
M, = Ay N By, Ay = My, usw., p,o,... seilen Funktoren, die jedem X
ein X? < X zuordnen, X, := (Y << X[Y? =1),s0dass X,Y 9< -+ =

(X,Y) = (XP, V7).

K << B, NpK* < A= K, < B;.

L

Bew: (Kp,Kb>P:1,Kp§NBK”b§Ab. NB: K*
Nicht vorausg: K <1< A.
(2) K <9< B, K? 9 A, NgK? < A= K, < Ay, L/K/
Bew (1): K, = K;;1 < Big = Ay, o= K*
{2,3,5,7,11,...}, v := X/X” € M, X” min.
(3) Sei K = K™ homogen (d.h. Erzeugnis isomor- M
s. (4) pher einkopf.) K << B, NgK < A. Dann K'=K
K < B, und wenn K < A, so K < As.
K =K.

(4) K << B, H := (eink. perf. SNT von K max. Ordnung) [ Anmerkung:
geniigt: Erzeugnis gewisser | . NgH < H = K™ < B (also wenn P =
PP<Kund P<A, so P < A,.

Sonderfall:

(5) K << B, H wie in (4), A := NgH = H < A,, und wenn K™ < A, so
K™ < As.

1/2
Zweckméssig.

Def: Charakteristik x(G) :=

Dann ..

p wenn 35S << G, |S| = p,
und T simple <G = |T|=p

1 sonst

.= [Ag] or [Ba| = x(G)~



A< NsnB = A/AN N primér.
Sei P einkopfig perfekt, P(G) := (Q|P = Q << G). Dann

(1) Aus H = P(H) <1<t B, NgH < A folgt P(B) = P(ANB) = P((ANB)3).

Bew: f‘__ M:=ANB,BJP(B)<NH<ANB,
| < ;B M = AN B, (AQB)B = Bj. Da-
NH M/ B her H <<t Mg, und wenn Mp <1< X <
e G, dann P(X) < Ap. Insb. P(M) <

. Ap,Bgp, Mp.

Also P(M) = P(Mg) = P(B).

(2) Aus H=P(H)snB, K = P(K)sn A, NH < A, NK < B folgt
P(A)= P(ANB) = P(B) (1)

insbes. Hsn A, KsnB; sogar H,K sn
A 4B (A, B), also P(A) = P({A, B)) = P(B).

2/3
Gemeinsame Subnormalteiler
Vor: 1. Sei(4,B) =G, Mg =1, ANB =: M; Ay = Ma, B = Mg, M; = AiNB;.

3. Sei As minimal mit As <1 A, Ay << B
Il By " By <1 B, By <1< A.

2. 2 175A212M1A,17EBQZ:M13
4. A > NpAs, B> NaBs
. NgAs = A, NgBy, =B

Ut

1,2 = a) socA,socB,soc M € & (aufl.)

A A B
b) Mp;é1:>A§:10dB§:1(Mp:Op(M)) A, B
1#£A, Bo#1

1,25 = ¢
M, #1 = M, =1 (Vg # p). Sonst etwa AY = 1, B = 1 nach b.
BS < NAS = A8, BS < Ap = By, By < Ay Wid.



1,2 =

d) M,#1, AL £1
NGAL = A
Bew: BY < NAD * = A’ B¢ < By, By < As.

}ipBBQSAQ.

[h:] unschon [:h]
3/4
<< Gemeinsame Subnormalt.: Schwache Vorauss.

. N<1{A =N=1
Sei B

1# AB;
dh. - =ANnB= -

——— —_——
NB(Apa) < A; Na(Bap) < B.

Setze M := AgBa, also Ag << M > By.

Apa Bap

Satz (1)
Unter Vor. V gilt

a) 1 # soc M auflosbar
b) Ist p e m und NpAY, , = AN B, soist By, < Apa, < Ap.

c) Wenn By, Ap, # 1, so ist entweder NpA%, , > AN B oder NyBY , >
ANB.

Bew:

a)socM=1=M=1=Ag=Bas=1=Apa=Bap=1=B <AL
B=A=B=1Wid.

B) PP =P << Ap = P < NyB%p = P* < NaBap < B= P < By =
P << Ba.

v) 4 < P[Ap] = P[Ba] ==1 Wid.
§) P'=P <aqa M =P << 3” °' = Wid.
4/5



Bew

b) Sei etwa Ba, # 1. Dann B4, << M. Ba, < N(A})°,
ng < NB(A%A) = AﬂB), Ba, < (AQB)B < Ap < A, By, < A,
Bap <<Apa, Bap < Apap < App

c) Sonst Ba, < Ap, < Ba,, Ba, = Ap, < 4, =1 Wid.

Seien A, B normalisator-abg., M7 = AN B,
My = grofiter gemeinsam. Subnormalteiler
von A und B, Az = (Mi)A7 Bz = (Mi)B;
und M;;9 = A; N B;. Dann sind die Strecken
jauflosbar (und A und Bs primér etc.). Ge-
nauer: Ay # 1= Ay, < A3, dh. Ay, < Ay =
Ay, < As.

5/6

<< Gemeinsame SNT: Starke Vorauss.

Satz 1.
Vor: A4 B, AAB<G, A¢6 =Bg=1. Apa #1# Bap, D= ANB.

Beh: 3p € m:
a) Apa oder Byp ist p-Gruppe
b) Ist Aga nicht p-Gruppe, so Bap < Apa

¢) soc A, soc B, soc D sind p-Gruppen

)
)
)
)

d) Dy = By = (Ap)p; Bap < (Apa)p = (4B,)a

A B
D
BA AB
Apa Bap

Bew:

04) Ba < D, sonst, <BA,A> =GBy =1Bag =1 Wid.



B) Ba=Da#1, Ap = Dp
Y) Puin << D, P=P' = P* < NAY , = A, P < Ap =
P[D] = P[Ag] < B, <A, =1, Wid. Also Ppin << D = |P| =p.
§) A% # 1und BY, # 1 = P[D] < % Wid. also a) v/, etwa Apa? # L.
Dann Bap € p.
E) BZXB SN(ABAp)b = Ab, BZXB < Ap, Bap < Apa, also b) v
() Qmin 99D, [Q] # p = Q < N(Bap)* = B*, Q < N(Apa,)® = A,
@ < Ap N Ba, QD] = Q[B4] = Q[Ap] 9 ;; Wid.
77) Qmin <1< A, |Q| 75]7 = Q SN(BAB)G = Ba, Q < BA, Q << D Wid.
¥) Qmin << B, Q| #p=Q < N(ABAp)b =A% Q < Ap Wid.
6/7
7.2.71
Satz 2: Vor: A# B; A B<G; Ag =Bg=1,5 << A, S << B; Sp #1 # Sp;
D := AN B. Dann 3X € {S4,Sp} : X% =1, (Sockel X)? = 1. Beh:
(a) Sa™ < Apa [ Verweis auf S47: | d.i. der perfekte Teil von Sy
(b) SaP? =1 75 Sa% =S4 < Apa
(c) Falls weder S4 noch Sp primér, so Ip: Die Sockel von A, B, D, S sind € p.
Es ist Sp < Ag N By, SAp < Aga, SBp < Bapg. Ferner ist 4% = 1 oder
Sp™ =1 mit r,q € 7.

Bew

(a) Sonst 1 # Sa™ =[[H, Hpom <A, H* <NH = A, H < Ap < Apa.
(b SAPU:17§SAU:>SAPb§./V'SAU$SAp§ABA.

(c

(d) Wenn weder S4 noch Sp primiéir, so Aga # 1 # Bap

)
)
) Sa nicht primir = Aga # 1.

)

(1): dp:soc(A,B,D,S) € pund Aga oder Bap € p.

Wenn Apa € p,so Sa™ =1, Sa% =1, Sa? < Apa, Sa®? = 1;

Wenn Bap € p, so Sg™ = 1. In jedem Fall 5,° < NSy, = A, S, <
Ap N Ba. Daher Sp, < Bap. NB: Wenn ¢ # 7, so By, < NSy™ = A,
Brp < ABu qu < BA'

NB: Ztr(}Sy B) < Ap.
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<<0 Gemeinsame Subnormalteiler, starke Vor.

1. Beispiel von B.Fischer (31.1.71, Oxford)
Fiir G = Sym6, A = Zs(12), B = Zs(12)(34)(56) ist G > A, Apa = ((12)),
Bap = ((12)(34)(56))
Bew: Ap = ((12))((34))((56)), Ba = ((12)) - V4(3456).

2. Sei A< G, Ag = 1, N < A; nicht (N? =1, (Soc N)? = 1). Sei N <
S << A. Dann S <9< B< G = Spgp =1, Sock Sp? =1 und N'S < A.
Sonst e NS: Al=B+#A, Sy >N, Sg > Nt & qp, Wid. zu S.7

3. A, B < G, verschieden, U4 <1<t B, U® <<t A = U%? =1,
Bew: 8.7, S := UAUB.

4. AB<G,A+B, UAB <A UPA<B=U?=1.

8/9
Subkonstituenten prim. Gruppen
SIMS
Satz 1: Hat G, auf einer selbstgepaarten Bahn A einen nilpotenten
K =K' e Konstituenten, so ist G¥, =1 fiir passende Primzahlen p, ¢
Bew:
A=Ga Gs=B
N N R S . P 7
GaA SB

Sa=SpeN, also S =G5 94 3,
Sa = Sp erfiillt p.7, Satz 2c.

Allgemeiner:

Satz 2 Hat G, auf zwei gepaarten Bahnen I'; A nilpotente Konsti-

K, K e tuenten, so ist Gor oder Goa eine gp-Gruppe: X% =1,
(Sockel X)P =1 (XP =1 zugelassen). Bew. S.7 Satz 2

Frage iiber Frage: Kann bei transitivem G G, € 91 sein, Gg/ aber ¢ N7
trans. G



Methode Kann man Selinkas distrib. Subnormalfunktoren Uz ete.
f. SIMS (4.15) fiir das SIMS-Problem verwenden?
9/10

gepaarte Konstituenten zweier PermDarst.

Paare von transitiven Darstellungen zweier Ugr A, B von G-
Sei G = > Ag; B. Dann heifit der tra Konst von A auf Bg{lA in G : B gepaart

mit dem " B auf Ag;B in G : A. Gepaarte Konst
haben proportionale Grade. Wenn 2 gepaarte nilp. mit A, B <G, so ist wohl der
Kern gp.

Gradsatze? Struktur?
10/11

Gruppen von Grad p

Von den 1970 bekannten einfachen Gruppen besitzen genau die folgenden Un-
tergruppen vom Index p: PSL(2,5), PSL(2,7), PSL(2,11), M11, Mas; PSL(n, q)
wenn q;:11 =p; A,.

(P.Neumann, OW 1971)

11/12
A. Schinzel

Math. Inst PAN, Stiiadeckych 8, Warzawa 1

25.2.71
schrieb mir am 17.2.:
In der PermGr Aff(n,p) =: G gilt die Zyklen-Eigenschft: o € G, Zyklenlingen
von o haben ggT = 1 = ¢ hat Fixpkt. Er fragt: Folgt das aus der unionproperty
wenn H <G, H CJ,cqGa dann 338 € Q: H < Gp.
Ich habe mir {iberlegt:
Sei G eine PermutGr des Grades n mit regulédrem Normalteiler N. Hat ein H <
G eine normale 7(n)-Hallgruppe N, mit Fixpunkt, so hat H einen Fixpkt (Bew:
Zassenhaus-Thompson auf den Konst. von Ng Ny auf Fix Ny anwenden). Daher
gilt die Zykleneigenschaft fiir jede Gruppe G vom Grad p® mit reg. Normalteiler.

Frage: Gilt etwa stets H NN =1 = Fix H # (7 (Klar ist, dass fiir jedes F mit
N < F < G F iiber M zerfillt: FF = NF;.) Nein! G : |G| = p*, N <G,
P
G=NA=NB,|A|=|B|=p, ANZtrG=BNZtrG=1, A #+ B.
G
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<<1: Join problem, Permutability

Frage: Sei A; <<t G (i=1...n)und J := AjAs--- A, < G. Ist dann J < G?
[ gemeint ist wohl: J <1< G |
Allgemeiner:



Frage: Seien A; <1<t G (i = 1...n); Sei B maximal unter den Untergruppen von
G, die in A1 As - - - A, enthalten sind. Ist dann B <1< G?

Bem: Eine schwache Form der Vertauschbarkeit von A, B besteht darin, dass
(A, B) bei der Zerlegung nach dem Doppelmodul A, B nur eine beschriink-
te Zahl von Summanden hat.

Frage Geniigt eine in diesem Sinn schwache Vertauschbarkeit von A mit allen
A% um A << G zu machen?

Forts. 14
13/14
<< weak permutability

Def: Ay, As,..., A, (€ G) cg (conjoint globally) :< [['_; A, unabh. von Rei-
henfolge

(1) Al,...,AaniAlAQ...An <G
Def: Ay ... A, Gcg:oVy e, AT .. AT cg.

? AL A, Geg = AT Ay ... A,Gcg (T < G)? Dann kénnte man Kegel
nachmachen.

Sei A,B <1<1 G (endl.), 1 = (|JA: A'|,|B: B'|,|G : A|,|G : B|).
Folgt dann A v B?

14/15
27.6.71

Der Subzentralisator - Normal. Satze

Satz: |G| < 0o = [Sockel G, FittingG| = 1.
Bew. wie [53]. oder direkt: geniigt N < G, N € p, S € p-Sy Fitt G, aber

N < P, daher [N,P] < N, = 1.

Satz: A <1 G, A< CA, = AP < CG,
Bew: OBdA A = AP, [A,G,] < A,

Kor.: A << G, A < CAy = A™ < CGn
7 FittA

15/16



gesamte Seite griin durchgestrichen
6.9.71

Subnormalisator |G| < co
Aus A << (A, A9) fiir alle g € G folgt A << G
Bew: (0) min Geg A =G, 14N <G =G =AN

1) A = A’ einfach: Av A9

3

:(0)
(1)
(2) A einfach, A’ =1: (A, A%)p-Gr. Baer (Gorenstein) Math Ann 133, 256
(3) G ist nicht einfach in min Gegenbeispiel

(4)

4) Sei Nnin <G. Esist NA <10 G nach Minimalitét, also G = NA. D := AN
N <A, und D < A, also nach Indukt bzgl M, D << G, D <<« N, DN,
D<IG. D=1dasonst D =N, G= AN = A. Also hat A nur p-Fiifle
(sonst wihle N passend), |[N| = p¥. Wegen G = N A ist |(A, A9) : A| = p*,
daher AP <1 (A, A9), G = A < N(AP). AP I G. Also AP =1, da sonst

[ durchgestrichen: AN mit NN AP #1 ]G = APA > A. Dann ist G = AN
eine p-Gr, A << G. Forts: 19

Kiirzer: E einf SNT von A — E¢ < N(A) wenn E = E'.

< N(AP) wenn |[E| =p
1#NaG=G=AN.
im ersten Fall G = ECA> A
im zweiten AP 4G, G = APG wenn AP # 1. Also AP = 1. Nun Baer:
A%p-Gr.

[ Folgendes ist durchgestrichen: |

NB: Aus B < Sg(A) folgt nicht A << (A, B).
Beispiel: G = Sym6, A = ((12)), B = ((135)(246))
Besser G = Alt 6, A= ((12)(34)), B="

16/17
6.9.71

Sn.-Funktoren

1. Aus A,B,C << G, A*vBC =CB, C* C AB* folgt AvB®, A®v B.
Bew: A“v BC <1< G, Av B*C®, AC*B* = B*C*A
Also aus C* < AB® folgt A%O‘ B|LA
2. a € N (Def nachstehend), A, B << G, AvB — (AB)* = A*B*.
Def a € N (Normalfunktoren) :< (AP = A, BA = B — (AB)® = A*B°,

aoc = oa fiir Isom o)

10



Satz 3

Forts. 21

aeN,v:G— F=G*eMNein Homomorphismus — av = va.
Bew: H: =G x F, (g, /)" =f,¢9° :==99", 0 : G — H. Dann ow = v. Es
ist

b) G7* = G*°, daher G°° = G

a) Esist H/Kerv 2 F x F € Mund Kerv < G7 < H, also G7 I<J H.
Ferner H = GG° = GF, daher (nach 2) G*G?* = G*F“, m macht
hieraus G = F*. Mit a) gibt das G* = G7%™ = F* = G¥“.

ICl=p,ae N.Damn (C*=1=G*=1V Ge€6,.)C*=C=G*=
GV G e 6,

Bew a) G werde von seinen Elementen der Ord p erzeugt. Indukt |G|.

b) G beliebig: G < H vom Typ (a) (z.B. Sylowgr. d. symm. Gr.).

Kurz: Auf &, ist a =

17/18
Normalfunktoren

Mit Homos sind Norfkt i.a. nicht vertauschbar, z.B. kann « die einfache
perf.Gr. A zu 1 machen, aber nicht eine eink. Gruppe mit Kopf A in ihren
Rumpf abbilden.

a €N :

Man kann |«|g definieren als > j(F®) — 1, wobei F alle subnormalen
(Ausschnitte oder) Untergruppen von G durchlduft. Es ist

|alg > 0,= 0 genau wenn o = 0
lale < la+Ble < ol + [Bla
labla < lala, [Ble-

Man sollte die Beweise durch Gegenbeispiele mit kleinstem || fiithren
und Zerlegungen wie o = (7 X 7’)a(p x p) benutzen

Das Erzeugnis zweier a-Bilder ist stets wieder eins:
(A%, B®) = ((A*)P", B*) = ((A"")*, B*)

vorausgesetzt, dass das Produkt vertauschbarer a-Bilder wieder ein a-Bild
ist. Bew: Ind |A| + | B].

18/19

11



11.9.71
Subnormalisator

A,B<G: Sg(A,B) :={x € G|A* << (A", B) >I> B}.
Sei S C S¢(A4, B). Dann gilt

(1) Ay < Na(BP)g (:= G, wenn S = ), A,5 < Na(BP).
(2) A= AP <C(4,) » A< Ca(By)g A% < Ca(By).

No
(3) NoN\l.>' N/ :>N0N1N2--'NrgS(AaB)aNTNT—l"'QE(A,B)
7/

(4) Ist G eine tra PGr, A<4<4G,, so gilt {g € Gla? = 3, A << Gg} C S(A).

(5) Sei A,B < G und (G, ) eine Perm.-Darst. von G. Setze ), = {y €
QA << Gy} Seige G, Y 5NY 5 #0. Dann ist g € S(4, B).

So erhélt man ganz S(A, B). Also:

(6) S(A,B) ={g € G|3(G, Q) mit Y 4N> 5 #0}. S(A,B) bringt A in die
Lage, auf B zu wirken.
Deutung: Der Subnormalisator S(A, B) bringt A in die Ndhe von B. Def:

U nahe V :& U,V 9<(U, V). “U,V haben gemeinsame Vorfahren.”
g € S(A, B) adjustiert A auf B. Forts: 21

19/20
11.9.71
Forts. Normalfunktoren von S.18

l'auch SN? (1) *: A [AP, A)] ist Normalfunktor. < auch [AP, AP,], dann natiirlich.
Bew: A,B<J, N :=[A, A)][B,,B] < J.
Erz. N ist [JP, J,] = [AP, J,]|[B?, J,| = [AP, A,][B,, A,] = 1.
(3) Hilfssatz: Ist A<J<G, so ist [AP, Ay] = [AP,G)p] = [AP, AP] =1 M 4G,
Dann mod M ist [AP, A,] =1, [AP,Gp] = 1.
besser: - = Hom. auf G/M, 1 = [Ar AD] = [AP, A}] = [Zp,Zﬂ, also
[Ap, Gpl =1, [Ap, Gp] < M

G
. o - AK
(bei kerp € pist A, = A, & AP, = AP, | jTﬂkerﬁ—K
Ist [G*, G] Funktor?

Aus [A, Ag] = 1, A << G folgt [A%, Ge] = 1.

12



20/21

Forts. von S.19: Subnormalisator

—
Lo A=A 49 Q<94 <4,
o B=DB <9< 44B, 4B
: : — N(A1N(A2) - N(Ag) - S(A, BN (Bg)
4 r -~ N(By1) € S(A, B)

2. N(A)S(A,B)N(B) = S(A, B)
Frage: 3. Wie ist N'(A) in S(4, B) ausgezeichnet? Als Linksmuiltiplikator?

4. Eigentlich sollte man S,u ¢(4,B) oder Sopc(A, B) bilden. Fir o €
Op G, B=4"in (1) ist z.B

[TV aHN' ) < S(4,B)

daher z.B: AIINATINE < pr(poy,
Was man allerdings so erhélt geht auch durch Transformation A — A®.

5. Aus z € S(A) folgt nicht 22 € S(A). G =5°,2=(13524), A= ((12)),
AT = ((3,4)), A7 = ((5.1)).

21/22
Ganz schwache Abschliisse

Def: Sei ¥ C 2¢: A, B < G. Dann R
“sehr schwache AbschlieBung” von A in B := (AT | AT < B, T <G) =: A
[ Anmerkung : besser: A% |,

subnormale /7 11 = (A' | A< B VYVt € T;T € T) := A = A9,
Bezeichnung: [ausgestrichen]

Bs ist [A <]A < A < B [nur wenn A < B].

Satz: A< Z < B —N(Z)<N(A),
A<Y 4B - N(Y) < N(A).

Beide Operatoren sind idempotent. Ganz schwach abg. ist z.B. der schwache
AbschluB A®. Darin steckt auch Knapp 5.8, ebenso meine Fille: A = B¢ =
ASSS = A.

Ist R eine nicht notw iso. abg. Klasse von Gruppen, H eine Gruppe, so braucht
man oft das Erzeugnis der (subnormalen) $-Gruppen in H. Schreibweise ($H)
bzw. (HsH).

13



| Arbeitsthema Satz: Ist H < G und $ ein G-inv. Teil von 29, so folgt aus (HH) < Z < H:
N(Z) < N(HH) und aus (HsH) < Z << H: ...
Zusammenhang mit Alperin?
22/23

Allgemeine Strukturbeziehungen

12.9.71
Satz 1 Sei A < G, X, Klassen mit N9). Dann ist fiir jede Hilfsgruppe
B < G: .%(A) = %(Aﬂ (./V'@B A))--A- Wenn (NQJB)S(BA) < C mit
ANC << A, soist X(A) =X(ANCO).

X C
)s(B

1" Kiirzer:
XCNY
N@QB)spay <C ¢ = X(A)=2X(ANO).
ANC << A

2. BAM <G, Mg=1,XCNY, DB # 0= X(A) C X(ANMsa))
Aa € NB® im Sinnvon X ¢ NY & X 2 X, <44 ...b> Y] 2 Y =

X1 <NV
3. Sei NB=B <G, Bg=1,9% =9. Dann 9B = 0 oder (XA) < Bg(pa).
23 /24
[gesamte Seite 24 leer]
24/25

PGr: Deutung von Punkten

16.9.71

Def Ist G < S, so “deute (o, )" € Qx Qin G” als {g € G | o9 = 3} =:
Gla—p)=(a,8) in G. -
Deutung im Gruppenring * (o, () = \G—lal Sz, x € Gla— f).
Dann ist nach Wahl von 0 € Q ungefihr A(a) = A&, wo A Bahn von
Go.
Dann ist z.B. in G (o, 8)¢ = g ' (o,8)9 = (97 ag,97189), a(aB) =
(aB) = (aB)B, (o, 87) = (aB)g, (a?, f") = g~ (aB)h.
Deute 2-rel G, Schurring; das sollte Knapps Schurhalbring umfassen (dort
fehlt aber die Wirkung von G durch Rechtsmult., das typische an Schurs

Methode.)
* Besser: Pfeile « — (3 deuten:
G < 8% und G
Def Fiir - sei a = B :={glad = in G
{MGQ 8= (gla? = 5} (in G)
€ .
a Y= ‘%j (in QG),
d.h. (o, 3)” € Hom(F, F). 1 oder noch besser die Matrix Z|c?a(\g) ,

D(g) € Qaxa-

14



(11.4.72) Die G-invarianten Funktionen zweier Var. iiber Q = G : H sind die diag
G x G-rechts - und H x H-linksinvarianter Funktionen auf G x G.

25/26
P-Gr

1. Gleichheiten in der approximierenden Folge $¢ > G > G > ... >
G™ > ... > G: Eine ihnliche Frage fiir universelle Algebren behandelt

R.W.Quackenbusch: The descending varietal chain of a variety. Abstract
72 T - A 212, Notices AMS 19, ¢ : A 576

26/27
Subnormalisator u. Verwandtes

4.1..71 |G| < co. Dann

A<Q<9 G & ausge (A A%) folgtge A
< aus g € A folgt g & (A, AY)

6.11.71 |G| < 0, A < G, (G,a,a,...) C Af jedesac A= A << G.

Bew: Sei G Gegenb. minim. Ordnung, auch A minimal. A < H < G =
(Hya,...,) < A= A<<H IIM <G, A< M; A <M = 2 € M.
Ist B << A, so (G,b,b,...) < (A,b,b,...) < B, also B <i<0 G. Daher ist A
einkopfig: R <- A, R << G.

R =1 [sonst withle Ny, <G; A, N < NR;
falls R <G, geh in G/R: A/R <4< G/R, A << G Wid.
also R 4 G, daher AN < G, A << AN << G Wid ]

Also A einfach. Falls |A| = p, dann (z,a) € M = a* € M = A® < M,
reM=G<M Wid.
Also A" = A Ist &« ¢ M, s0 D := A*NA# A; (G,d,d,...) < A*NA =D,
D<< G, D<A D=11Istax g M,s0o E:=A*"NM < A*, (M,e,e,...) <
A*NM = E, E<< M, (E,A) = 1. Wire E # 1, so A N A% > E > 1,
A* = A% AT 9 (A, A*) = G Wid,, also AN M = 1 wenn & & M. Aber
Va# 1,2 ¢ M: a® € M Wid.

27/28

Subnormalisator (Forts.)

Satz: Jedem g € G, a € A sei ein g, € G so zugeordnet, dass
Zq € (a)bwi1<a> fiir ein b # 1 in (a),

fiir jedes t € G mit a' € A 2!, = (x,)" gilt.

Sei gg.a,.. € A (geniigend lang) fiir alle g, a. Dann ist A <<G.
Bew. wie S.27:

Gmin B 1< A = B << G, A einfach.
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Fall [A|=p:, 2 &M, 2, € M=b"" €M, A € M ???

Fall A’ #1: D := ANA! = 1 fir A* £ A, da D << A einfiissig. £ := ANM?* =1
fir ¢ M, da [E,A*] =1, ANA* > E. E # 1= a* € NA, A* < NA,
AA" =G, A<SG  Wid.
WweM,atl€A z,€M, dann b € M, ANM™ #£1,z€ M Wid.

Folge:

ag

Satz A< @, a0’ € Af alleag= A<Q<4G.
schéirfer:
ES
Satz A< G, A= (E,)), B> <A= A<<G.
28/29

11.11.71

Sei G eine endliche Gruppe. Bilde den Graphen Zﬁ, dessen Ecken die Klassen
erzeugungsidquivalenter Elemente # 1 von G sind: {z} = {y} & (z) = (y),
(Wir bezeichnen sie aber als Elemente von G kurz mit x), und  — y bedeutet
y € (z,zY), dh. [(z),(y)] = (z)W). Fithre T;= {y | = — y} als (die kleinste)
Basisumgebung von x ein und bilde Topologie. Dann sind die offenen Mengen
die nach rechts unbeschrinkt durchlaufenden (randlosen). A% = {z | 34 —
x1 — --- — x} ist die kleinste A enthaltende offene Menge (offene Hiille).
YA={y|3IA gy « -« y} ist der topologische Abschlufl von A.

Sei fiir A C G Figj[x; | A] die Menge der Elemente von G (z), die in reduzierter
Form Koeff aus (A) haben [und fiir z; die Exponentensumme 0]. Dann gilt: Fiir
A C G ist

FM Th

I. A° = subnormale Hiille von (4) in G
II. ={ce G|3f € Fylz | A] mit f(c) = c}. Kurz: ¢ € Fye | Al.

29/30
Beweis 11

(a) ced < ce€ Fyle|a

Bew: =: denn ¢ € (a,c"az,c?

ax,...)
o —m m+n
< Fylz,a) = az™bx"cx” - - - = ax™br "™ e - = ab®

ce (A[AC]), ced

(b) ¢ € Fyle | Al = mod (A)A9 ist ¢ = 1, also ¢ = f(c) = 1, ¢ € Ay,
wenn A; das oberste Glied der Normenkette usw: also ¢ € (A)“(419) = H
c=ac Vac”...777.

(c) Gibt es f € Alx1] mit ¢ = f(a1,...), ap € A und ist d = f(d) mit
f € Blx], so gibt es h € Alz] mit d = h(d).
Bew: 3k € b[z1], d = k(a),,a,z), b, € B. Setze l(z) := f(a,,k(a,...z,x),

16



x = Tonband
Wenn z Fixpunkt, so auch gewisse abgebildete f € Fylz,a] = f™(x) € @
fiir n > ny.

30/31
4. H<G.Dann H << G < H = H°

= a) Sei ?7?? h — g, dann g € (h,h9) < H,HY, 7?7, H = (H,g)

b)=h € H, g € G = g,h?%h"”,... endl in H, also H <<t G nach
Schliisselsatz.

Vermutung: (A) =24 A% YA = Sg(A).
Was bedeutet die vereinfachte Relation a — b < a — [b] oder b — a?
Frage: s,t € S,svt = s-t e S?
Frage: A; € XG, (A;, A;)* € X — A € X7
31/32

<

ANG <« G

Frage: Geniigt fiir A << G schon Vg € GAG' < G : { et

[Antw.: 2.2.80: Nein: fiir {\(7’3 gilt An{g) <{(g) ]

Tip: Untersuche E, F C G.
.ef

EatF := E attrahiert F : (=) ¢¢ € E schlieflich, und
oder F nat F' :< E wirkt normal-attraktiv auf F'
< FatFund E=FE°¢, F=Fc¢f alleec F

Achtung: E, F C G endlich, Eat F # (E) << (E, F). Sonst wére der Subnor-
malisator eine Gruppe.

Frage: Geniigt fiir A << (A, g) schon [g,a,...,a] € Af. Va € A?
s. dazu Peng, Sonderdr, MZ 93, 294-298 (1966)

Kuroschs Normalketten verfeinern unter Beschrinkung auf (schrittweise) De-
fekte 2,3, .... Gilt bei der Endverfeinerung ein Eind.Satz?
32/33

Lokalisierung von Einbettungsfragen

Als Randstelle von H in G kénnte man einen (minimalen) Ausschnitt A = Z/N
von G bezeichnen, der von H weder gedeckt noch gemieden wird. Es gilt z.B.
wohl: H << G <& H-A << fir alle solchen A. Vielleicht lohnt es, den Fall
N < H hervorzuheben

17



Bemerkung iiber Faktorisierung:
Sei G <G; A,B,C CG, AB,AC < G.
Dann ist A(B,C) < G, also A(BC) = (ABC).

————
Bew: P := Linksmult L(D) > AB, AC,(ABC)
33/34

Mittenwald-NOTIZEN
22.12.71 - 3.4.72

1. Schur-Zassenhaus angehen mit 22 - m(z)
2. Bei PGr vom Grad p auf arg x achten
[ Unterpunkt 3 durchgestrichen |
3. Ist A <1a< G, wenn A ein Erzeugendensystem FE besitzt, das “attraktiv®

ist (e¢ C A) [und lings einer Komp-Reihe von A gestaffelt ist, so dass
die ersten paar Erzeugenden jeweils ein Glied A; der K’ Reihe erzeugen?
Geniigt vielleicht sogar aus jedem A; — A;_; ein Element?]

Ja: Bartels wenn die e primér

4. Ist das Erzeugnis jeder bez. Abhéngigkeit vollstdndigen Teilmenge einer
endl. Gruppe subnormal?
34/35

5. Ist die Menge aller von einem EI't indirekt abhéngigen El'te einer endl.
Gruppe eine Untergr.? [Fiir mehrere El'te kann das nicht stets gelten,
sonst wire die mengentheoretische Vereinigung von subn. Ugr. eine Ugr.]
Vorfrage:

6. Héngen in einer einfachen Gr. je zwei El'te indirekt voneinander ab? Zu
untersuchen vielleicht mit Stabilitédtsgruppe einer Zusammenhangskompo-
nente des gesschilderten Abhingigkeitsgraphen.

[ Unterpunkt 7 durchgestrichen |

7. In einer endlichen Gruppe G ist die Ugr. A genau dann subnormal, wenn
aus a € A und b € G, b konjugiert zu a in (a,b) stets folgt b € A.

8. Nach Topologieen suchen, in denen aba~'b~! (oder a~'ba) stetig ist.

35/36
29.1.72

Konjugiertheit maximaler Untergruppen

1. Ist {G\} eine Normalreihe von G, A <G, so deckt A alle G* bis auf genau
eines (GY etwa)

18



Al

. —
2. Sei {G} Hauptreihe. Ist A=G? nicht = 1, so ist A = Ng(A # G7) (was
zu Konj.Krit A = B fithrt) und H < G, dann H < A < Aj = AJ,

3. Vor 2 ist sicher erfiillt, wenn man eine HR durch Ag wihlt, etwa G; = Ag,
und G;_1 so, dass ANGj_1 # G, dh dass A nicht G7 meidet. Dann ist
tiberdies Ztr G¥ = 1.

[Randbemerkung :] Geht das denn immer?

4. Entsprechendes gilt fiir Gruppen mit Operatoren.

36/37
13.2.72

Komplemente

Grundlagen Vorl. Gr'Th 1971/72 §32-33

(1) Ist A <G, |G : Al =n, Ag I A, A/Ag abelsch, so wirkt G von rechts,
N(A) von links auf U :={V |V C G, AzNV =1 Vz € G}, d.h. N(A) xG
wirkt auf 0.

(la) [Ist noch (z — z™) € Aut(A | Ap), so| [h:] stets [:h] definiert
Ve W =], 4, (vw™) € Ao

eine Aquivalenz, die mit den Wirkungen vertriiglich ist, und stets
wirkt 35

Vo, wih Aga : W ~aV, d.h. AJA) = V.
reg

N(A) x G wirkt auf V. [NB: X wirkt reg auf 9.

(2) Vor 1, la. Dann g — a (Vg ~ aV) ist Homom. G — A/Ay.

(2a) Allgemein: Die Suppl./ Komp. von A sind die Pkt. Stabilisatoren G, zu
G-Riumen, auf denen A { tra} wirkt; der Schnitt ist A,.

reg

(3) Enthélt Ag die Fokaluntergruppe von A mit G, so ist a=Va ~ V (Va €
A VYV € ); daher wirkt dann A von rechts transitiv auf U, und Gy ist
Suppl. zu A mit Schnitt Ag; sowie Gy = Gy V W € U, daher Gy <G

= Fokalsatz in schérferer Fassung: 3, Gy : { ﬁ%oG: g e
0= 410

Was passiert, wenn A/Ay durch Konjugation reguldr auf U wirkt?

(4) Gy ist invariant unter allen o € Aut G, fiir die V7 ~ V ist und A7 = A,
Af = Ap. Hiangt diese Methode mit Eckmann-Transfer zusammen?

(5) Kann man Gaschiitz Satz so beweisen? Schur-Zass. auf Q-Gruppen iiber-
tragen.
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37/38
Komplemente, Forts.

1. Ein Supplement B zu A < G mit BN A = Ay heiit zweckmifig ein
Komplement zu A : Ag. Also: B € KplA: Ag: AB=G, AN B = Ay.

2. Die B € Kpl A : Ag sind die Stabilisatoren G, in denjenigen G-Riumen,
auf die A transitiv wirkt mit A, = Ao.

3. Fiir Verlagerung geniigt es, zu jedem bzw. zu einem a € A ein V' zu finden
mit V¢ ~ V.

38/39
[Seite 39 leer]
39/40

Gruppen vom Grad p

AnléBlich Lektiire von Camerous Entwurf 29.2.72:

1. Haben K1Ky; = wusKi +x3J & Zvk (C hat — n3)
KiK{ = jil+X\J Y (C hat ny statt j;)

hieraus eine elegante Herleitung von j, = u,_ju,4+1 mod J ist
KlTKlKQ = leQ, & = UgK{Ké] = U3UQK2

Also ji = wauz; k% = j1 + M\ip, k1 = j1 + A\1. Die K, sind paarweise
vertauschbar, auch mit KPT.

2. Es wird K1 K> K3 = U3K§K3+k3x3J, also = ngjsl + (U3)\3+k3$3)J, also

n1j1 =... (Zykl)
aber auch  wusAs + ksxs = ... (Zykl)
als auch +usjs = ...
nsks + ksxs
Daher ki(z14+n1) =--- = ... (auch bei C). Aufstellen aller Symmetrieen,

die durch K; — J — K, entstehen.

1
1
3. Weitere Gedanken: Besser D, = K, — %Jy betrachten: D, ( ) =
i
D1D2 = ’U,3D§, DlD? = leO WO IO =1- %J

4. Die K;, K weiter in 01-Matrizen zerlegen (in 16 Stiick?)
vermoge X oY := (za8Yap) bilde K10 Kyo KT usw.
40/41
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5. Ist 2¢||p — 1, so ist 2~ !|# Primid.faktoren von K (mit Vielfachheiten)

6. Man sollte K nach Potenzen von § = 1 — ¢ entw. (¢? = 1). Daher niitzt
§=1-eP1=1-(1-06)P1=-6-62—---—4P1 Setzt man x =
k(14 ad +bd% + ), 5 = §2(8%), so wird wegen k& = k? (p,°)

(14 ad + b6?)(1 — ad — ad® + b6?) = 1

(vgl. §2):
b—a—da*+b = 0 (p)
_ ad*+a
b = —— @

KlKQ = ’L@,E liefert (1+a15+b152)(1+a25+b252) = 1—a35—|—(b3—a3)52,
also a1 + az + a3 = 0 (p) (Rest nichts neues)
[ndmlich by 4 ba 4+ ayag = bs — a3 = @,
a3 + a1 + a3 + az + 2a1a2 = a — as |
Vgl. 6% in (14 a15+b10% +¢163) (1 + agd +b20% + a26%) = 1+ az(—5 — 6% —
§3)+b3(8%+283) —c30°, c1+c3+brag+arba+as = —az+2bz—cy = a%—cs.
besser: wenden
41/42
noch Grad p
1. (1 + CL15 + b152 + 0153)(1 + CL25 + b252 + 0253)(1 + CL35 + b352 + 0353) =1
c1 + ¢ + c3 + bias + brag + baay + baas + boay + bsas + ajasaz =0

c1+ co+c3 —aiby — asby — asbs + ajasaz =0 (p)
2. Wenn K, K5 den Korper F' vom Grad f erzeugen, so ist p—;l =1 (2)*
und K3 € F und man kann annehmen, dass die Untergruppe der Ordnung
f im p-Sylow-Norm. vorkommt.

*

3. Kein q | j ist = q, daher gibts z - 2¢ Konjugierte zu g, also Grad F = 0
(29), und Grad q ungerade, daher g""&e™2de = 1 (p): q ist 2°-ter Potenzrest
mod p.

4. Die K, als Funktionen zweier Variablen iiber [, auffassen und durch Po-
lynome darstellen.

42/43
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noch Grad p

. Um alle “Invarianten” fiir p aufzustellen, braucht man nur zu jedem pri-
miren Teiler ¢ von p — 1 ein § mod r = 2=1 zu bestimmen, fiir das

g7 =1 mod r. Zu dem Teiler [[¢; von p — 1 gehort dann [] g, reduziert
mod 1’1[;1,

i
. Zu je zwei Partitionen der Menge der priméren Teiler von p — 1 in je zwei
Teilmengen gehort eine eindeutig bestimmte dritte: Zu rstu (7} ;) und
rt - su gehort su - st. Wie hingen die zugehorigen drei Invarianten zusam-
men? Bilden die Invarianten beziiglich dieser Verkniipfung (vorausgesetzt,
dass jede Invariante bei nur einer Partition auftritt) eine bemerkenswerte
algebraische Struktur?

43/44
. Abschétzung der w; in K1 Ky = ngg + x3J:

p—|—1'p—1p—3
4 4 4

1 bei Cameron: u ...

(wrwaws)® = j1jajs <

IS
°°| Ll

lwiwows| <

. Schreibt man kjke = usks + x3p usw. (wie Cam.), so fithrt Elimination
von ug aus ki (p—ki)kz(p— k) = (p—1)uiks(p—ks) zu kika = ki +ko—bs,
WO b3 = a3 +x3, a3 = U3+ s, genauer: klkg = kl —|—k2—b3 +p(b3—y3 — 1),
wobei (die rechte Seite ist klein) Z 3 y3 = %,

also k1k2y3 = (p — 1)&3173, k1k2k3y3 = (p — 1)ACC3, wo A = a1k1 = CLQ]CQ =
asks siehe 3

. Mit a; = u; + x; gilt auch k;a; = A unabhé.
Bew: K1 Ky = G3Kg + $3L§ wo Ks+ Ly = J, K1Ko K3 = agKgKg +
x3K3L§F. Spur: sym = azksp+ 0. Also A = % - Spur K7 K> K.

44/45
p und Verallg.

. Sind 51, S5 zwei n x n-Matrizen, G1, G2 zwei Gruppen von n X n-Permuta-
tionsmatrizen derart, dass S; 'G1S < {Perm.Matr.}, und ist Rang(CS; +
CSy + CJ) = 3, so hat G1 NGa, falls transitiv, wohl mindestens 3 Klassen
konj. Untergruppen des Index n.

. Wenn also G, G zwei Gruppen von Grad p sind, in denen beiden (12 - - p)
vorkommt, und lésst sich G; durch S; in Permutationsmatrizen transfor-
mieren, so ist G1 N G wohl auflosbar oder S lin abh von S; und J,
falls meine Vermutung iiber die Zahl der Klassen konj. Ugr. vom Index p
zutrifft.
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3. Wenn insbesondere N € Ng,((12---p)) und G; durch S nach PermMatr
hinein transformiert wird, so ist wohl G; N GV auflésbar oder SSV.J lin
abh. (falls meine Vermutung zutrifft).

Frage: Potenzrestcharakter von K7

4. Zu jeder der Verkettungsmatrizen K; sind k;,l; 2°~'-ter Potreste mod p
wenn 2¢ | p. Denn k? = j; = 2°-ter Rest. Wenn j = as + 3t, st =p—1, so
sind s,t 2~ !-te Reste.

45/46
Seite 46 leer
46/47

Teilerfremde Wirkung: Fixpunkte

9.4.72
Die endliche Gruppe A wirke auf G. Sei H < G, (|G| < o), (|H|,|4]) = 1,
H = HA, Hgy = (Hgo)*. Dann ist # Fixp. A in Hgy = # Fixp A in H ( und
daher hat A auf Hgg dieselben Bahnlingen wie auf H).
Bew: Das semidirekte Produkt H > A wirkt auf Hgy vermoge =% := h=a°
oder dhnlich. Der Stabilisator von gy hat Ordnung |A], ist also zu A nach S-Z-
F-Th in H > A konjugiert, also hat auch A einen Fixpunkt. (Schon &hnlich bei
Glauberman?)
Vermutung: Meine Fixpunktformeln gelten auch fiir die Anzahl der Fixpunkte
von A in G : H, wenn G und H von A fest gelassen werden und (|G|, |A|) =1
ist. Ebenso fiir die Anz. der Fpe in Hgy wenn das bei A fest ist.

47/48
[Seite 48 leer]

48/49

Monomiale p-Gruppen G

10.4.72
G transitiv, von Grad Z 0 mod p.

1. Die Koeff seien in C),. Genau dann 1&8t sich der Normalteiler der Det 1
von G auf Permutationsgestalt transformieren, wenn alle seine Diagonal-
faktoren = 1 sind.

(1') Dann kriegen alle g € G die Gestalt Skalar - Permut.

2. Vermutung: Hat die Koeff-Gr die Ord p®, so kann man G genau dann auf
Skalar - Permut. transformieren, wenn G eine Untergruppe H (“normal”)
vom Index p® besitzt, in der alle Diagonalfaktoren = 1 sind.

49/50
[Seite 50 leer]
50/51
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Komplemente von Hall-Ausschnitten

31.4.72
Def: H; < H <G.

a) Nenne H : H; € H(G), wenn (|G : H|,|H : H1]) =1

b) KeKplg(H:H): < K<G KH=G,KNH=H,.< K deckt G: H
und Hi, K meidet H : H;.

(1) H:H e H(G), Kl,KQ S Kg(H : Hl), KKy = KoK = K1 = Ks.
Bew: |[K1 Ky : Ki| | |G : Ki| = |H : Hy|, andererseits = |Ky : K1 N Ko| |
|K22H1| = |K22HOK2|: |HK2:H|: |GH|, also |K1K21K1|=1.

(2) Wenn zu einem Hall-Ausschnitt von G ein (sub?)normales Komplement
in G existiert, so ist es das einzige Komplement.

(3) Ansatz: Durch Kombination der Links- und Rechtswirkung auf der Menge
R der Vertretersysteme zu G : H weitere G-Réaume finden, auf denen H
transitiv wirkt.

51/52
Verlagerungssatz analog zu Gaschiitz Verallg. von Schur-Zass.:
Sei H*<IH<G < G; ¥V, 3uKpl G, von H/H* in Gp; sei (i,n1,...,n;) =1,
h, hqeG :>h— hq Dann 3 nKpl H/H* in G.

Bew I H/H* abel
={R|RCG,|RNG,z| =1}
HhH* wobei 7 € R, s € S, r = hg}s

%—T,dar—hgps,s—h’ tér—hh’gp gyt

0| (ul

Wiéhle R so, dass aus H-konj Nebenklassen G,z auch H konjugierte Vertreter
genommenwerden Ist dannr € Rund G,r"* = G r,sor = hg,r, rhr= =nyg,,
h=rhr= = h'g,, rhr— = hh'g,, g, € G* n e H*

Kuwrz: Voo, /cx (h) L H B,
Setze p(g) = H(Vg_)gp/gz(g))kﬁ mit Y n,k, = 1. Dann ¢ € Hom(G, H/H*)

p
und p(h) = hH*.
52/53

Zum Satz iiber Frobeniusgruppen

24.9.72  Eine Untergruppe H von G erfiillt genau dann die Bedingung
HnNH* =1 fir « ¢ H, wenn G\ H eine freie H-Links-, H-Rechtsmenge ist.
53/54
[Seite 54 leer]
54/55
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Zum Satz von Hirsch

Hirsch: H < P € p-Syl G, |G| =1 mod 2 = #{P9 | P9 > H} =1 mod 2.
Bew durch Sortieren der P9 > H nach ihrem Durchschnitt mit A(H).
Bemerkung:

1. Statt |G| ungerade geniigt |G : P| ungerade.
2. Statt P € p-Syl GG geniigt wohl P nilpotente Hallgruppe.

3. Vermutung: Ist jeder Primteiler von |G : P| = 1 mod k, so ist #{PY |
P9 >H}=1 mod k.

55/56
Seite 56 leer
56/57

Norm- & Zentralisatorsitze

1. G Wieland 2.6.72: A, B << G (endl.), A’ = A einkopfig, A £ B,
Rumpf A=Z(A)= (A,B) =1
kommt mir bekannt vor, vielleicht auf Zettel. Steht aber nicht im Skrip-
tum, von Wd selbstdig gefunden. Selinka fragen?

2. |G| < c0. Seien A und B = B’ << G. Zwischen A und AN B kein perfekter
Subnormalteiler aufier 1 (kurz: A antiperfekt). Dann ist A < N(B).

Bew: AvB. OBdA G = G=B,
AB. Wire defgB = n >

1, so wére 5
(BN A)/(B N A) A ks

perfekt und # 1, Wid.

BNA

Frage: Geniigt es schon, wenn kein Normal-Faktor von A perfekt ist
4.6.72

3. Analoges mufl gelten, wenn R eine geeignet abgeschlossene Menge von
Kopfen ist, fiir A’s, die keinen subnormalen R-Faktor enthalten, und B'’s,
die nur K-Kopfe haben.

57/58

Seite 58 leer
58/59
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3-homogene Gr.

sind 2-tra (wenn n > 4)

Bew:
1.
2.

G ist 2-hom. Ann: nicht 2-tra
Wihle /'6 Wende G darauf an.

«

Wegen (1) erhélt jede Kante des vollst. (ung) Graphen auf 2 einen Pfeil.
Ist G nicht tra, so nur einen Pfeil.

Falls A vorkommt, sind alle Dreiecke zyklisch gepfeilt. Also wenn
n > 4.

also tritt A auf, und nur solche gibt Ordnung jedes
Dreiecks .

Jedes k-Tupel ist dann geordnet:
N~—_7

...... sei — geordnet von links nach rechts, dh jeder Pfeil geht von links

Bew induktiv: «

nach rechts. Dann kommt nicht ¢~ "\ . vor, also entw |\, oder

(e

TN\ oder B Im 1. Fall setze a nach links, im zweiten nach
rechts, im 3. zwischen § und 7.

Also ist 2 geordnet, G = id Wid.
59/60

Erweiterung auf 4-hom. G:

Jedes Dreieck enthilt, wenn es etwa 3 Klassen von Tripeln gibt, genau eine der
Farben 1 2 3: in G-invarianter Weise. Alle drei kommen vor
OBdA hat jeder Tetraeder 1 2 3 3

weifl
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In Pentade: 3 5 rote Flichen, keine zwei Kante[n| gemeinsam

3 5 griine Flidchen, keine 2 haben Kanten gemeinsam. Pentade hat nur 10 Fla-
chen, sind alle gﬁ%tn Wid.
Wenn 2 Farben 1,2, so Tetraeder 1 11 2 (I) oder 11 2 2 (II) oBdA

I: Keine zwei Dreiecke mit Farbe 2 haben Kanten gemeinsam
s:=5

rot

#{rot C Tetr} =5-1 jedes Dreieck liegt auf 2 ??? ,also 5-1 =2+ f Wid,
f = #Tetr = fast rot

II: s=5:fiFliichenGi5-2:{i€T}:f2-2,f2:5=f1.

60/61

Frage: Vielleicht ist eine nur ¢-transitive Gruppe schon bestimmt durch die von

ihr induzierten partiellen Selbstabbildungen auf einem A C Q mit |A| = f(¢?),
4 <G| = oo

1. G 3-hom, # 2-tra = G 2-o-tra fiir eine Ordnung o. Denn G 2-ho, erklart

P & kommt vor, erkldrt inv. Ordnung auf €.

2. G k-ho, k > 3, G nicht 2-tra = G k-o-hom, denn a1 < --- < aj auf
by < --- < bp_1 global, gibt richtige Zuord.
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3. G 4-hom, 2-tra, nicht 3-tra =pqr---u e F, |F| < 3.

|F| =3

N =
w w
w w
w w

2
I

779 3
5 5 27?7 2.B. 3 |

N =

1,1
1 1 92|2

kommt 4 mal vor im Tetr (1x je Fliche) also g | g nur einmal, g %
2

zweimal, ; | kommt 8x vor, also é | é und ; | 1 zusammen 6x. Also G4

hat Farbe 1 2 2,

L, <

also 3 |
61/62
P-Gr.

Sei @ ein Raum, auf dem sowohl G wie H wirken, ¢ € ®. Nenne G ~ H, wenn
]

0% = o dh. G tra . Fiir H = [Sym Q)" ist G ~ H < G k-transitiv.
©

Frage: Welche 2-Relationen A konnen Bahnen eines G < S auf Q? sein? dh
Wann Ng(A) tra A (A C Q x Q)7
62/63

|G| in prim PGr. - Jordan-Holder

19.8.72 Idee: Auf- und absteigende ABA ... Ketten in A := G, B = G verglei-
chen: Die absteigenden steigen anfangs langsam ab, die aufsteigenden langsam
auf. Vielleicht durch Betrachtung der halben max. Schrittlinge etwas zu holen.
Gibt es Jord.-Holder-Satz fiir solche gemischten Normalketten A <t N1 <1 No<
mit No; <« B No;_1 <1 A?

Gibt es J-H-Satz fiir die Ketten A > Ny > No > --- wobei A < G > B und
N;=NP i=1,2,...7
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16.8. Kann man die Methode von Sims auf Dreiecksketten anstatt Pfeilketten
anwenden?

63/64
27.8.72

Verlagerung
in einen Faktor der Ord 2. Ist t € G, 1 # t, t2 = 1, s0 ist

(pos) s, s
Eeg Diag - El'te

mon Char

X- = ™ - Y
Anz. d. |2—Zyklcn
PermChar x4 = 7n+4v
X+ — X—
- X
Verl(t) = (=1)Y = % =p+X= (42 =1)
A = A— A,

Andere Schreibweisen:
Verlagere nach A/A,, Index =2, G =) Ar—,

Verl(t) = (~1)%, v = #{r~ [t € (A_)" } = hi#t{g |9 € A}

Sk =y =gl k=N A | = |(tg)| € A| wenn t € N

Wenn A eine 2-SylGruppe N von Cg(t) enthilt, so ist v Y \t_]i‘\; dh. v gerade

& k durch hohere 2-Poten teilbar als [t*]
Hinr fiir v ung ist 0 < k < 2[t4].
Aufgabe: Erweiterung auf beliebige primire Elte, wenn Ordt = p?, so kommt
noch Cy(t) ins Spiel.
64/65

Subnormalitat
27.9.72

(1) Def: Seien A,B C G € 6. B — A (“A zieht B an”) heifit: Fiir jedes
endliche A’ C A und jedes b € B gibt es n € N mit b(cA")” C A. Damit
gilt:

(2) Sei A eine Sym3 < G, a € A nicht <1< G, a? =1 # a. a ziehe G nach A:
g(oa)™ € A. Sei D die Gr d Ord 3 in A. Dann zeigt die Determinante auf
{D%}: G enthilt einen Normalteiler des Index 2, der aus den Produkten
einer geraden Anzahl von a9 besteht.

geG=go a{ hitMooifg,_ . Fortsetzg: 66(1)
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(3) Sei |G| < 00; A< G, aus S C A® folge stets S C A. Damit ist A <1< G.
Bew: S :=G(A)", S=S+xAC A% G(xA)" =5 C A.

3 <00, ALG. Ausae A, S C un = a” folge S C A. Dann ist
NG A<G. A A, SCGund S S folge S C A. D
A << G.
Bew: S = Periode von g(*a)"

65/66
[ gesamte Seite durchgestrichen mit Anmerkung ,iiberholt durch Bartels“: |

Satz iiber G(ca)™ C A
28.8.72

(1) Sei a € G, Orda = 2, a ziehe G in eine Diedergruppe A der Ord 2p (dh
G(*xa)" < A). Dann ist A << G.

x & M,

a®*e M

Bew: Sonst 31 M -> A. 3 x > a mit { also 22 = 1.

Dann (a”) <1<t M, zentralisiert den Normalteiler D der Ord p von A; also
D < C(a®) < N(a"), aber da a® G nach A* zieht, das 7?7 in M7 liegt,
folgt D < M*. Wegen 2% =1 ist a € M, also A = (a, D) < M® Wid.

Ebenso diirfte folgen:

(2) Sei Ag C A < G, A = (Ap)?, Ay ziehe G nach A. Fiir jedes B mit
Ay C B < A sei Ap intravariant in B. Dann ist A <1< G.

66/67
Vor: G(oa)" C A, A << G (min. Gegenb.)

(1) 3L< G, L+# M, B:= G L max. Dann (B< R<G, R+# A) = B << R,
B<A. DenmmaeL=al<A

(2) xENg(B):>$ENg(A).
Bew: B ist nur in M nicht subnor., also M* = M, x € M, A* <1 M,
a®* €B<Aac ANA® a9 M, A=a™M A= A*. Z.B.soc L < N(4)

(3) ¢ M, B* <M = B* <1 M.

M) B<H<K<G,-BadH=K=MNH<M

(5) G>B=(a)’ <K<G,|B['®¥=|Al=K=M

soc H < N(A)

Ng(B) < N(A)

Bew: C = (H(oa)") = A, z € Ng(C) 1Bt A fest als einzige subnormale

Hiille CX der Ord |A| fiir C < X < G.
NB: insbesondere, wenn C* = C, so zieht a® ganz G nach A.

(5) H<G,B=aH =
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(6) G > B = (a?) = N(B) < N(4)

la.

67/68
G(oE)" < A

[ Unterpunkt 1. eingeklammert ]

. Vermutung: Wenn jede Schicht in einer Kompositionsreihe von A ein G

nach A ziehendes Element enthilt, so ist A << G. 7
Bew: Ind nach Jordanlénge fithrt auf Fall wo A einfach? Bew. unvoll-
standig

Man kann vermutlich annehmen, dass G keinen abelschen Normalteiler
hat.

Frage: Fiir alle z,y € G sei A%, BY <1 (A%, BY). Kann man dann Subnor-
malteiler von G konstruieren? Kann G einfach sein? Vielleicht gilt: Ist stets
(a®), (bY) <1<t {a®,bY), so ist A N BY nilpotent; oder (a%)/(a%,b%) € M.
siehe 69.7

Ist das Erzeugnis von zwei subnormalen Liegruppen eine Liegruppe?

Frage: Ist die subn. Hiille (a)"¢ = ((a)"{*®) | z € G)? Allg: ist fir A C G
stets (A4 |z € G) 91 G?

Bem: Statt eines totalen Erzeugendensystems
68/69

braucht man wohl nur eine Menge E C G derart, dass jede (subnormale
?1) Untergruppe A < G die normale Hiille von AN E in A ist.

Satz (Sept 72): Genau dann ist A 1< G,
af } |G|-mal

wenn A vertauschbar, fir jedes Zgg mit A"

a9

Bew: Dann ist schlieflich ¢* € A.

Aus A, B9 <1< (A, BY) fiir jedes g € G folgt AN B <1< G.

Bew:d € ANB, g€ G=d? =a" ,woc:=d€ (A, B), also...€ A,
ebenso € B.
Das enthilt den Satz: (V,A4 <1<1(A, A%)) = A <1< G.

69/70
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4’

<1

. Man sollte Kegels Problem fiir ein einzelnes p formulieren. Vermutung: Ist

A < G endl und gilt (P € p-Syl G = AN P € p-Syl A), so ist pA << G.

Aufg: Nachpriifen fiir auflosbares A.
Witzlos: Glw. mit Kegel, und man kann ohnehin bei Kegel oBdA anneh-
men, dass A einfach und perfekt ist.

besser B

1
|Gl <o, A <G.Dam 8.10.72

A--G = ﬂA..(A7Ag>

g

. |G| < . A, B < G; A, B endl. p-Gruppen; A <1<0 G = (A, B) p-Gruppe.

Folge:

. |G| < o0 A endliche subnormale p-Untergr von G, B p-Gruppe in G (| B| <

o0) = (A, B) p-Gruppe
Verallg. auf lokal endliche Untergruppen.
70/71

<

. |G| <€ 00 = Jede endliche subnormale p-Gruppe A < G liegt in jeder ma-

ximalen p-Untergruppe von G. Damit sollte Projektionssatz funktionieren.

. Frage: Deckt jede maximale p-Gruppe in G

jeden endlichen subnormalen p-Faktor?
(oder sogar jeden subnormalen p-Faktor ?)

. Frage: Ist eine geg. endliche Ugr A von G schon dann subnormal, wenn sie

mit jeder endl. Ugr B < G etwa Endliches erzeugt? Nein. Gegenbeispiel
z.B. G = endl. Permut. auf 2, G lok.end., || = cc.

. Frage: Schreibe G € U (vollstd.-Eig), wenn jede Menge E C G, fiir die aus

ecE ged,e <:> g folgt: g € E, eine subnormale Ugr von G erzeugt.
eqg

Gilt dann K(G) C T = G € 07
10.12.72

. Nach lesen Entwurf Diss Selinka:

Ist o normal-additiv (dh A,B < G = (AB)* = A*B®), so folgt aus
A, B <1< G stets A, < NB®. Das hat S. auf der Klasse der reguliren
p-Gr fiir a = Uy, in der schérferen Form A, < C(B%).

Vor  Im folgenden sei o nor-dis: A, B <1 G = (AB)* = A*B®
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6. « nor-distributiv = A4 sn G = A*CG = AG«
Bew:
(1) A<G= A <G = A%G = Ao = AGe

20 A4 G =3 B=AA"> A Ind |G : A] : A°G = A°GAatG _
AaGAtaG _ (AAt)aG _ BaG _ BGa — AGa

P

CY=1= P*=1fiir alle |P| =p"
* = fir alle [P] = p Bew mit €, Cpa—r
Cy=C,=P =P

8. O =1=G*<GP. Bewmit H =G x P, P=G/GP".
D = Diag G x P macht
H*=(DP)*=D“<D (7)
Gegenstiick: 10 — =(GP)* =G~

z-Komp D® =1, aber ~ G*GP/GP. NB: Es ist D << H, da HP = G? <
H

72/73
noch normal-distr. Funktoren
9. O = Cp, Arein p-kopfig = A% = A. OBdA: A/AP zykl.

la>p H:=AxP, P=A/AP € &,. Es ist P* = P nach 7, also

H* = A“x P, D = Diag, D? = H? = AP, H* = (AD)* = A°D" =
H>/HP =2 A%/AP @ D*/AP =2 A% /AP o A /AP,
| —

abelsch
exp HY/HP = exp A“/AP; aber H*/HP = A%*/AP x P, also Exp
H*/HP = exp P, exp A*/AP = exp A/AP, A = A~

IT a bel: §:=a+perfiillt T, also A = A% = A%AP = A®,
10. Satz Cp = Cp = Stets A*AP = A (dh A/A* hat keinen p-Kopf).
Bew: A = APAP, dabei p = {F einfach | |E| # p}, A* = AP¥AP> 0
APAPY ) ACAP = APAP = A,
11. Sei A rein p-kopfig. Dann A% = A & C)f = C),.
< 9. Bew =: P := A/JAP, H :== Ax P. Ann C?" = 1; p* = 1, H* =

A% 1= A% = A, also H* = (AD)® = A°D™ = AD,
A=A, D= A alsoD*=D; A=AD, D=1, A= AP, A =1 Wid.

73/74
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<1

Kann man den ”groBen Durchschnitt” ANB4 und das "kleine Erzeugnis” A-Bx
durch symmetrische, noch feinere Bildung ersetzen (d.h. dass die alten sich durch
die neuen ausdriicken lassen und die neuen nicht aus sn G hinausfiihren)?
Ist (AN B)4 besser? Ist niher an AN B!

(AB)a " " AB!

74/75
Fitting-Formationen

Dazu Hawkes MZ 117
LFitt - F“: § sei eine Klasse mit: N <G e€§= N g, G/N €5,
G:NlNQ, NlﬁG, NiES:>G€S,
NiNNy=1,G/N; €e§=G€F.
Def:
G=G":= (] N
N4G
G/NeF

(1) « ist monoton und vertauschbarkeits-additiv:
A,B << G und AB = BA = (AB)* = A*B“.

Bewa) AdG = AG*/G* e F= A/JANG* € F= A< ANG* < G~

Bew b) [ Geniigt z.z.: G < (A% B*) ] Ind |G|, dann Ind |G : A| + |G : B
Verweis: G, A, B min Gegenb. = G = AB
A< G > B, B< G sonst B = A*B®, (AB)® = (ABy)® =
A®BY = AFA¢B™ = A®Be.

G
B, < B¢
A B
Ay
Ebenso A <- G; A* < B, sonst
G
A
A~ B
D

AB = AO(B, (AB)Q — AoopBo S <Aa,Ba>'
Ebenso B* < A, daher (A%, B*) < D:=ANB
Esist A <G, also A* < G; B* <G, AB* < @.
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A B
AJA*B™ Faktgr von
AJA% also € F,
3 3 also AB € §,
{ } (AB)* < A*B~ O.
Ao Be Frage: Umkehrung?

75/76
(2) X,Y << G = Xz < N(YS), denn das gilt allgemein fiir vert.add. Funk-

toren «
(3) Frage: Ist jeder Fitting-Formations-Funktor epimorphismentreu?

(4) Es gibt distributive Funktoren «, fiir welche {G | G* = 1} eine Formation
(z.B. = {1}) ist ohne dass « epim-treu ist.
Bsp: G* := ({M | M <- G, Deckgr. = SL(2,5)}, hier G := SL(2,5),
¢: G — PSL(2,5), G*¢ =1 # PSL(2,5) = G¥*.

(5) Schunck-Homomorphe, gesittigte:
Das sind einfach die Klassen $ C § = endl. Gr, fiir die gilt:

(1) He$H, o c HomH = H¥ € §
(2) Ist F€F, p € HomF,sogilt FP € H < JA<F, A€ H, AY = F%.

(Sept 73) Damit sollte der Aufbau der Theorie durchsichtiger werden.
76/77
<1<
(1) Nichtvertauschbarkeitsmafl

A, B<<-G

v(A,B) :=j((A,B),A) —j(B,ANB) =v(B, A)
:j(<AvB>7B)_j(A7AﬂB)

besser vielleicht T statt v



(2) Kennzeichnung der Quasinormalitit durch PermGr Eig.:
Q aqn G < Wirkt G auf , so ist stets a® = a®% (a € Q)

(3) Unter dem k-ten W-Sockel Wy, hat jedes A <<t G héchstens den Defekt
k. Frage: Was normalisiert der W37

(4) G=(A1,...,Ay), A, <SG = <A‘(1]1,A%"> =G
Folge:

(5) n " G tra Q = fiir ein v ist 04, =0
77/78

(6) Sept 73: Ist A mit jeder Sylowgruppe vertauschbar, so ist A subnormal.
(Fiir max nilp statt Sylow stimmts wohl nicht). Kegel!

78/79
Frage: Zusammenhang mit NN, év 11\/12\[12\/]:% NN ?
24.6.73
Formel von Remak (J.f.r.u.a.M. 166, 100):
Ny,No, N3 1 G = % =: % ist abelsch und inv. (bis auf 2¢) unter

S3. Frage: Gilt die entspr Formel fiir Ordnung schon wenn N; v Ny?

a) Mod Nenner gilt N1z No, N1z N3 (z := "zentralisiert”), also Ny z NaN3,
Z#hler abelsch mod Nenner.

b) Mit X := N1 ﬂNQNg, Y = N12N13, le = Nz ﬂNk gllt
XNYN;3 = (Nl M N2N3) N N12N13 - N3 = NN NioN3 =Y,

X _ XYN; XN; N{N;nN,N;

1 —_— = =
Y T XNYN;  YNs  YN; Ni2 N3

*XYNg = XN12N3 . XN12 = X.
Dies ist inv. bei (12), die urspriingliche Darstellg b. (23) also ist 3 bis auf
> inv. gegen ((12),(23)) = Sym 3.

Historisches: Isomorphiesatz ATN >~ A/ANN sowie @ ” Einschliefung” von
Faktorgruppen wohl erstmals bei Remak Crelle 166, 65-67. Friiher vielleicht bei
Klein-Fricke, Vorles. iiber d. Th. elliptischen Modulfunktionen Bd I S. 402-406
(FuBnote 3 bei Remak, Crelle 163, 2). A in 163, 8

”Hyperzentrum” Remak Crelle 163, 34 R hat < 4 fiir <1, A fiir 2

Frage: Erweiterung auf Ny,..., Ng, k > 3.

79/80
[gesamte Seite 80 leer]
80/81
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X — X4y

1. Dieser Prozef}, bei festem A auf alle X < G angewandt, erhilt nicht nur
<, sondern auch Normalisierung; daher auch <. (Sept 73)

2. XapNXpBa :X(AUB)27 XapanNXpap :X(AuB)3 usw. wenn 1 € AN B,
A, B CG.

81/82
[gesamte Seite 82 leer]|
82/83

Abschwéchungen der Vertauschbarkeit

In der Theorie der unendlichen Gruppen heifle ein Erzeugendensystem E von
G endlich erzeugend, wenn es ein n € N gibt, so dass G = E". Bei festem n
und F = AU B; A, B < @G ist das eine Abschwichung der Vertauschbarkeit
AB = BA, diese entsteht fiir n = 2.
Zu untersuchen: Verallgemeinerung auf mehr als 2 Gruppen: A;, Ao, ..., Ay hei-
Ben n-vertauschbar, wenn (Ay, ..., Ag) = (A U U A)".

83/84
gesamte Seite 84 leer

84/85

Uni-Primitive Gruppen vom Grad 2p

2.12.73 I. Neuer Bewelis fiir Rang G = 3 (Bez. wie FPG). & = {G-Moduln in
F:={f:Q— K}}, char K = p, Gr = Grp, P € p-Syl G,
P={(12...p)(p+1...2p)).

Sei Le &, LLC,GrL <p—1. Dann
1 ( 1,f2)€L$ffZ—O
2) L<Cr
3) e:=(—1,1) ¢ L wegen Primitivitéit
)

l:=GrL > 2, sonst G linear, p-abgeschlossem

6

(1)
(2)
(3)
(4) L einreihiger P-Modul, FuB (1,1); ¢ < L
(5)
(6) 1 > £. Bew: f?

(7)

N S&>5M<L O<GrM= M =L, dh- L/C irred.

Bew 6: Sonst Ly, > C, einreihig — GrL? < p — 3, L% < L2, L% <L
85/86
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Bew (7): Absteigende P-Zentralreihe von M+ betrachten wenn dim M =
p—d,sol<d<¥§, GrM+NL=0%2p—1=dimC*+ >dim(M*++1)=
p+d+l—-1,p—d=I.

Mit = Zweierschritten, y Einerschritten annulliert (¢t — 1)M*;

daher Gr M+ = p—I, 2z+y =p+d, v+y =p—1, 2 =d+1,y < p—d—2).
Daee Mt und (e)g - (t—1)P~2=e, L(t — 1)"tv-L.

[Randnotitz: 7]

(8) Es gibt hochstens ein L € & mit 1 < dimL < p— 1. Ann M # N, sonst
etwa dim M < dim N, L := M + N widerspricht (7).

(9) 3p € Homg(F, F): C¥ =0, F¥ £ C.

(10) 3p € Homg(F, F): C¥ =0, (fa—f3)? #0 Ya # 3, dann (fo— f3) KG =
c+.

(11) 3IM € &: dim M =p
(12) M € 6, dim M = p = M einreihig, sonst (—1,1) =e € M.

(13) Wenn F € &, C' £ E, so dim FE = p, FE einreihig, Fuf} (=1, 1) & E irreduz.
86/87

(14) 3F € &, dimE = p, C £ E, FuE = e. Sonst 3 dimM = p, C < M,
E:=M*

(15) Der Verband der &-Moduln sieht so aus

(16) Wegen Isomorphiesatz kommen als Ker ¢, ¢ € Homg(F, F) =: ‘H nur in
Betracht.

(17) v € H = ¢ = (const auf E) = c¢-idg, da ¢(e) = c-e (¢ € Hom,!) und
E=eKG

(18) dimH < 3, sonst 3oy, 2 € H, Kerp; > (1,1), e, E,C, L+ , also Ker ¢; >
C+, aber dann ¢;(F) = C, ¢; lin abh.

87/88
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2
G pri, n = PP coo =G 2-tra
p+p°

Forts.: Verallg auf pri Gruppen mit einem Element der Ord p® > p, das nur
einen Zyklus t* des Grades p® und einen ' der Linge p besitzt: n = p® + p.
Wihle K € R,,.

(1) Seie =0 auf ', = 1 auf A. Dann F := ¢KG mindestens Grad p® — 1,
dim p®.

(2) Dim M < p®* = e ¢ M (M < KGF)

(3) Dim M > p = E < M, dim M > p®. Bew: ¢G KG(t —1)r—1 < M

. [E/EnM
(4) Dim {(E+M)/M<p°‘ =E<M

(5) Wihle M :=> N, E £ N. Dann dim M < p (3),C < M, Dim M? < p?,
ed M? M?C M, M = C. Daher:

(6) B+t =0, E=C*.
(7) Die einzigen G-Mod sind 0,C, C+, F; also
(8) G 2-tra

Das gleiche Ergebnis diirfte durch Zerschneidung folgen, wenn die p-Sylowgr
einen Konst d. Grades p und einen vom Grad p? hat und nicht abelsch ist.
Also:

Satz: n = p + p?;

G enthalte eine nichtabelsche p-Gruppe oder ein Elt der Ord p?; G pri = G 2-
tra [d.h. p-Sylowgruppe von G nicht elem. abelsch]. Also wohl: G uni pri, n <
p+p*=p° G

88/89

Uniprim. Gruppen vom Grad 2p
II: Fortfithrung der Theorie vom FPG (char = 0):

(1) D:=W —V hat EWe u = 25 + 1 p-mal, —u p-mal und ist hermitesch

@lﬁzﬁLMﬁDz(

A B) i A% + BB’ =n?I
, wird
B C AB+BC =0

(2') u? = 2p — 1 (Zeilensumme). D = D', A = A', C = C'. Wegen A, B,C
zentralisiert von P sind A, B, C vertauschbar. B(A4C) = 0. Wére det B =

|
0,sowegenB_ZtepitsogarB_:I:J,J—<1 1>p
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QﬂaD—J%_<A6J Cg»,GmmnWMJmoO_—Adma
det B=0
anders: utd B ist die Proj. Matrix auf M, also Bx = 0 =

B u+C
(u+C)x =0, ebenso (—u+Clz=0=2=0;det BZ0

(3) D:W—V:C;, _BA>

(4) Mit T € Symp, T"1X T = X = X' (X € P) wird
0 -T\[/A B 0 T\__(A B\ o__,
T o)\ —a)\-7 s)7 " \p —a) = '
S— S

1 1 0 cer eee &) 1
Randbemerkungen: etwa T = < - ) T = 1
1 1 0

(5) G*:=(G,5~GS) 1<2 (G, S) =: G monomial, G* zentralisiert W — V.
89/90

(6) G ist zweifach transitive monomiale Gr., nach Diedersatz

(7) G* " 2-tra monomiale Gr, da <G* und 21 2p — 1.

(8) G* ist nicht eine altern. mon. Gr, sonst wihle 0 « /3 verschieden, «, § €
Bahn zu V,

Oaf

Jg* € G*, Ord g* =3, g* = ()} Z auf (0 « ). Diagg* = 1 wegen

Ord g* = 3, also ZY =Y, je zwei Zeilen von Y untersch sich héchstens
um Vorzeichen, also da mehr +1 als —1 auftritt, sind alle Zeichen gleich.
Daher hat g* nur Faktoren +1 auch links oben, ¢* € Sym2p. (G,g*)

0 1 1
zentralisiert V', enth 3-Zyklus, ist 2 Alt€), 2-tra, W =V = | 1 . 1
0 1 0

Wid.

(9) G% := von G* induzierte Permutationsgruppe
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-$G<G1£@+¢%WQJ?—%GG%,R@(; g»é+_«1m

?+7” heifit —1 durch +1 ersetzen in den monomialen Matrizen.
90/91

(10) As und Aj (die zu V bzw W gehorigen Bahnen von G1) enthalten gleich
viele Punkte aus {1,2,...,p}. Von {p+1,...,2p} enthélt Az u Punkte
mehr als As.

Bew: Auf {1...p} ist Anza, — Anza, = Zeilensumme von A, wo D =

g, _BA>; also = Spaltensumme von —A, also auch = Zeilensumme
—A. Auf Qist Az — |Az]=w—v=2s+1=u.
N
—

(11) Ist |[Ng(P) : Pl =n,s0 P =1 (n) und uw = +1 (n), daher n | 2s oder
n | 2(s+1). Denn N; hat auf Ay UAj3 genau einen Fixpunkt, daher v = 0,
w=1 (mod n) oder v =1, w=0 (mod n), u=w—v ==+l

ul + A B
B’ ul — A

letzten

(12) Die °™'" p Zeilen von ul +D = < ) bilden eine Basis des

G-Moduls M von S.87; Desgl. ...von —ul + D = (—u[ + A B )

B’ —ul — A
...von F, S.87.
.. _(ul+ A B . _ (O 0
FurX.-( B —(uI+A)> ist X GX—<0 D)’
9 ul + A 0
X —Qu( 0 ul + A

(13) (a) (A+iB)(A+iB)* = A>+ BB’ +iA(B — B") =u*I +iA(B — B’)
(b) A+ iB unitir & B = B’ bis auf Skalarfaktor
91/92

(14) Ist in 2p = w? + 1 das u eine Primzahlpotenz, so enthilt die scharf 3-
tra p-Gruppe PSLa(u?) eine reguliire Diedergruppe der Ordnung 2p, iiber

GF(u%) hat sie die Normalform { (a a) , (_01 (1)) }, wobei g +1 = 1,

also a eine primitive (u? + u)-te EW.
Frage: Kann man zeigen, dass __ immer gelten mufl? Gibt es dann ein
invariantes " Doppelverhéltnis” fiir G7

(15) Welche Determinante S haben die p Zeilen von (ul + A, B) bei der Dar-
stellung durch eine Z-Basis der ganzzahligen Funktionen in M, usw.? Es
ist s|[ul+Al, s||B|; s?|(2u)?-|ul + A| wegen (ul+A)?+ BB’ = 2u(ul + A).

(16) Idee: Mod ¢ rechnen, wo P 5 ¢ | u.
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(17) Kombinatorischer Abschlufl funktioniert fiir monomiale Gruppen (wobei
Ubereinstimmung von s an «, # mit passendem ¢ auch beziiglich der Fak-
toren zu fordern ist)

92/93

(18) Der 2-Abschluf einer 2-tra monomialen Gruppe mit Faktoren +1 ist genau
dann 2" Sym S,,, wenn Gg; alle 4 Vorzeichenkomb.
+

* ,7 +— —+ — — enthilt (natiirlich geniigen 3 davon).

G* zentralisiert W — V. Daher:

(19) (Da die zu G* gehorige Perm-Gr. P* # Symmn ist, ist der 2-Abschluf von
G # 2" Symmn, also) enthélt G* nur 1 oder 2 Komb. ++, ——.

(20) Der aus W — V' durch Streichen der ersten Zeile entstehende Abschnitt
hat die rationalen Wurzeln 0, +u (p — 1 mal); daher ist er "rational” im
Sinn von Schur z.B. im Fall n = 26, u = 5. (Aulerdem hat er Wurzeln
hoher Vielfachheit, also werden auch seine Abschnitte ziemlich rational
sein). Bei n = 26 enthilt daher wohl P* ein Produkt von 6 Viererzyklen,
also 2 Fixpunkten, das auf einer el. abelschen Gruppe der Ord 25 alle
Potenzautom. induziert, wenn | vorhanden.

93/94
[gesamte Seite 94 leer]
94/95

Subnormalteiler von P-Gr.
(Passman, ”Preprint Subnormality in loc. fin. gps”, submitted to Proc LMS
Jan 74)

1. Eine endl. p-Gruppe P wirke transitiv auf , P = (Py,..., P;). Dann
Jidz € P; : Q) = 0. Randbemerkung: " Lemma, 2.5”

2. Lemma 2.6: G = (Ay,..., Ag), A; << G. Wenn jedes A; hochstens n
Punkte bewegt, ist jedes |a%| < n™; und wenn G p-Gruppe, so |[a%| < n.
Ahnliches fiir lineare Darstellungen.

<1< Frage:

Folgt aus Av B9 Vg € G und A <<t AB schon A << G?

95/96
Verm: Wenn es in einer abelschen Torsionsgruppe iiberhaupt eine zyklische Ugr
maximaler Ordnung gibt, so kann diese direkt abgespalten werden.

Ein Konvergenzbegriff fiir Untergruppen: 4;, A < G. Dann A; — A A,NA7
A, (A;,A) | A
96/97
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Vertauschungmatrizen von PGr

Wenn man eine ganzzahlige Vertauschungsmatrix durch eine unimodular dqui-
valente ersetzt, so ergibt sich eine Reduktion von G modulo den Elementarteilern
97/98
[gesamte Seite 98 leer]
98/99

Schwach abgeschl. U’Gruppen
19.2.74
(1) Def: A schw. abg. in G

(a)  © A<G, und A9 <N(A)=>A9=A
oder? A9 ksn A = AY9 = A, dazu ansehen Gorenstein S. 255fT.

(2) Versuchsweise: A stark abg. in G & A < G und aus a? € N(A) folgt
ad € A.

(1) Wohl dqu.:

(b) A, A9
(c) A, A9

(A, A9) = A= A9

<
2 )=

G 99,/100

ANGy ¥'1 =

Ao
100/101

locally and weakly subnormal subgroups

(vel. Skizze auf S. 100): 11.6.74
Def.: A lsn G :& Ist Ag endlich erzeugte Ugr. von A, Gy endl. erz. Ugr. von G,
Ay < Gy, So existiert S < A mit Ag < S sn Gy.
[ Urspriingliche Bezeichnung: wsn oder (kurz) w statt ¢sn |

(1) Atsn G; ¢ € Hom G = A¥ lsn G¥
(2) A; lsn G = (A;) ¢sn G. Bew. |I| < oo mit Rosebl.-Stonehewer J. Alg. 8
(3) Al, A2 fIsn G = A1 n A2 fsn G.
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(4) G =G, G; Turm, ANG,; ¢sn G; = A ¢sn G.
(4*) (Al, Gl) Turm; Ai, G; < G, Al fIsn G; = UA1 fsn UGz

(5) Gibt es eine Topologie auf G, fiir welche die ¢sn -Ugr. genau die offenen
Ugr sind? Kaum

Achtung: Fraglich ist, ob A fsn A ¢sn C = A lsn C!

Erfillt ist das aber fiir wsn [mit) Awsn G: A= |J S
S sn G
S5<A

Bew:

{ai}

101/102
A.q, wsn

(1) Satz: A = G bel. Gruppen. A.¢ = (Jg<a S. Dann ist A.¢ = G,

SsnG
A.c wsn G.
Bew: Rosenblade-Stonehewer & locally coalescent

(2) A,B %35%1@(?, A m-Gruppe, B n’-Gruppe = [A, B] = 1.
Ansatz: A maximal mit A <9G, B wsn G, (A, B)=wsn G
Fall. A<NB
1 allg.
102/103
Charaktere

Sei x ein Charakter von G, o € End G, k € N, 9(g) := x(g**"). Ist dann y ein
verallg. Charakter? (14.9.74)
103/104

Zur axiomat. Def. des Subnormalisators SgA.

Sei (G,A,N,Sq,...,S,) unter der Bedingung G endl. Gr., A < G, AdN,
S,snG, G=(N,S1 —S;), S, CSc(A), A¢sn G minimal im Sinne

(o) G min
(6) A min
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(v) N min
(0) 22(15p = 1) min

Dabei sei Sy X fiir die Ausschnitte Y von G definiert so daf}
Anmerkung: [ Vielleicht hilft die Eigenschaft S(A) NS(B) < S(ANB) ]

I) X<Y =S8y(X) & XsnY
() Z<Y =8(X)<85z(XNnZ)
(I) ¢ € Hom Y = (SxY)p < Sy« (V)

(IV) Xo 94X <Y = Sy(X) < Sy (Xo)

(V) Ist A extremal mit einfachem normalen Komplement, d.h. v = |[A| = p/.

so ist dieses NSg(A) =1

(VI) : X wieland[t]sch in Y = Sy (X) = X.

Dann gilt mit S := (Sy,...,S,)V:

(a) G=AS, N=A,S4G

" Bew: Klarist G = SN, N <G. Wire AS = G* < G, so Asn G* <G Wid;
also AS = G. Wire A < N, so (G, A, A, S1,...,S,) betrachten = AsnG,
Wid.

(b) 1#£4MIG= AMsnG
Bew: ¢ : G — G/M, (p(G)p(A)p(Sy) [p(G)] < G = ¢(A)snp(G),
AM snG.
104/105

(¢) Alle Kompositionsfaktoren von S sind isomorph.
Bew: S1 #1,da ) |S,| = min. Wihle S; <- 51, G := (A4, 55,52, ...,5),
G < G, 8 = (8,8,..,5)4 < 8 AsnG" = S A. KF(S,8) =
{81/8;} =t E, M := SE. Wire M > 1, so MAsnG, S > M, G =
S A>MA, Asn MAsn G Wid.

(d) B<A= BsnG.Bew IV S, < B (GBAS; ...) betr.
(e) A einképfig, C <<t A= CsnG, denn C'sn B <- A.

(f) S ist eine ¢-Gruppe, ¢ € P.

Sonst ist jeder einkopfige Subnormalteiler von S perfekt und daher in
einem S, also in S¢(A) enthalten, daher folgt aus 1 # M <1 G, M <
S stets Asn M AsnG. Daher ist S ein minimaler Normalteiler von G.
Jedes S, ist einfach, sonst wire S, = [ST x S x -+ x Skl k > 1, dann
>(]8" —1) < S, — 1. Esist A £ S, sonst wire G = 5, also S -<1 S, S
einfach, A < 5 =57 < Sz(4), AsnG, Wid. B:= ANS = B =1, sonst
BsnS, B4S, BIG, A= ABsnG, Wid. Also:
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S
%/, . A einfach 777
1
105,106

Hieraus folgt |A| = p (sonst gilt fiir jede Sylowgr P von A: PsnSP (betr.
(SP,P,P,S,...)). Da S kein KompInd p hat, folgt [S, P| = 1VP, [S, A] =
1, Wid. ). Wenn A eins der S, normalisiert, ist dieses <G, also = 5, S

S
einfach. <§§A Aus A < X < G folgt Asn X[(X, A, A, SNX)], alsoist A
von Primzahlord, extrem in G, und hat normales einfaches Komplement.
Das widerspricht V. Also |E| =q, |S| = q¢".

(g) [Fir B:=SNnAist] |[A:Bl=peP, p#q.

Wiére |A : B| zusammengesetzt. Wegen |S| = ¢ ist A £ S. Sonst sei
S=8<8'"<g---<85™ = B eine A-Komp-Reihe von S bis B := SN A
(<-A) . Ik e{l,...,m}: AS* £ AS*~1 Wihle k : AS* & sn ASF~1.

Es gibt p # ¢ eine p-Sylowgruppe von
ASk/S* die nicht von S¥~! normalisiert
wied. Sonst O9(AS*) <t ASk~1 Wid. Sie
hat die Gestalt PSy mit B < P < A. Be-
trachte (SP,P,P,Sy...), gibt PsnSP,
PS*snSP, PS*/Sksn PS*—1/SF  aber
PS*¥/Sk=1 st Sylowgr von PSk—1/Gk
also PS* < PS* Wid.

106,107

(h) ZtrSNA=1,denn < A& <G (e)

(i) S enthilt nur einen minimalen G-Normalteiler Z. Es ist Z < Ztr S. Bew:

Klar ist [S,Z] = 1. Wére auch Z* <¢ S, s0 D = ZAN Z*AsnG (b);
D=YA1<Y =ZND,Y=YA Y <G, wireY < Z,50Y =1, D =
AsnG, Wid. Also Y = Z, ebenso Y* =1, ZA=Z2*A. NS: ZB = Z7*B
Ord = |Z||B|, aber (Z x Z*)N B =1, also Ord = |Z||Z*||B|, Wid.

(j) A= 0O%A. Bew: Sonst (e¢) O?AsnG, OIA< A<G, AsnG.
—

(k)

q
A< AZ = A*G — 04G. Az
Bew: (b): AZsnG, A< X < AZ.
Y =ZNX<G =

ZB
-G _
Y:{1:>A _ 4, \N

A

7= AZ = A°C
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U

(m)

(n)
(0)

KF(G,A%) = {C,}, 01G < AZ, O1G = 09(AZ), nach (j) ist 094 = A,
O1(AZ) wird von den p-El'ten von A erzeugt, also O1(AZ) > A, = AZ
(wie vorher A~¢ = AZ).

Achtung: A-isomorphe irred. Moduln sind nicht notwendig isomorph, aber
in diesem Fall ja wegen Zentralreihe S einreihig.
107/108

Sei s €5, (4,s) < G. Dann s € Sg & s € NgA.
7<= (I1). ”=" Asn(ds) =: H, A=0OPH < H.

r=1,dh G = (A, S1) und S; zyklisch; G = S; - AZ. Denn r > 1 =
(A,S,) <G, S, <N(4); A< G, Wid.
S =TTy, Ty, To <- Sy :¢’<f1,1}> <G, T; EEJVKJ4),44 <G, Wid.

zykl.
G\\

AZ

BZ ist elem. abelsch, sonst 1 # (BZ)" od (BZ)”Q%
<

P € p-Syl A wirkt fixpunktfrei auf BZ; daher ist jede Gruppe U mit
P <U < AZ einkopfig und = OPU.
Denn Fixgz ANZ =1und <G, da =7Ztr AZ & AZ < G.

Sei P € p-Syl A (= p-Syl G) und S7 = (s)

Wenn (s, P) < G, so [s,P] = 1.
Bew: A* 1= (s,P) N A = (s,A*) b> A* = OP(A*) 4 (sA*) = s €
N(OPA*) = s e NOP(A*NB) = A*NB<1G=A*NB=1= 0OPA* =
1= OPA* =P, [s,P]C SNP=1.

108/109
Wenn es P € p-Syl G derart gibt, dass [S1, P] = 1, so ist B % Z. Denn
BZ ist als S-Modul einreihig; BN PS < G, S’ <SI BZ; By =5 NnB.
AN |= BN P.
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s € N(B1P),s € N(B1), B <G, By = 1. Sowohl Z wie B/Bj sind irred.
P-Moduln, also isomorph.

noch (s) = S;. Dann

(r) (s?)BZ abelsch, <5, < G.
q

Bew: Asn(S9, A), A1(S9, A), s € N(B), B
Ztr(s?,C)/B, (s1,C)/B abelsch, { )/ < B <

<(s,C), C = BZ,BZ/B €
G=1
(s) s2€ B, |G:AZ| =q.

Bew: S ¢ BZ = [S1BZ/BZ, AZ) < BZ.

G
S (s)1AZ
AZ

BZ

P 148t s1BZ fest, hat Fixpkt v.

Wegen | | | =¢%, (s9)BZ = (v)BZ. Cg(v) 2 P, S1BZ(r), also SIBZP =

SYAZ. v e Ztr (s1)YAZ, Ztr. <G; Z € Ztr S1AZ, [Z, Al =1, A AZ snG.
——

QG
Az 109/110

BZ
Hiernach ist s? € Sg(A)NZA %A

0 AZ — AZ|B : p(s7) € S,c)(¢(A)); ist wieder (A, () extremal wie
(f), also s? € B.
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Also:

e G
*: vCy

By

Ba
(t) C ist einreihiger s-Modul, also wenn C; := [S,C] = [s,C], so C/Cy ¢ Z,

G
S/Cq abelsch. S1-Cy1 < S, (v)C1 < G. Esist S € C, also € By, wo v der

Fixpunkt irgendeines P € p-Syl G.
110/111

vz

(u) Ist V = Cg(P), also VC = S, so ist VS =V < G.
Anm: Sonst V° < VO3 da <G. Dann 3,VCy, <G, k > 2; [S/C,S/VCy] <
CNVC, = Cy, aber [V,C] = C4, also C; < Cf, Wid.

v) S>VC > VO > VO -+ > VZ> sind A-invariant, Quotienten sind
irred A-Mod wegen [V, C;] = C; 41 ist auch V& =V ;.

(w) (S1,P) =G fiir jedes P € p-Syl A. Denn sonst S; = V(P), aber

Ve, =VS«a,
< S

VSA <@, (S5, A) < G, Wid.
111/112
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noch Axiomatik fiir Subnormalisator

(x) Zu jedem a € Aund g € G — AZ gibt es wohl ¢’ <=> g
a9
so, daB (AN (a,g’)) << (a,g’). In diesem Sinn ist also G — AZ im Subn.

von A.

Verschiedene Definitionen von S¢(A)

e &
(1) Ein Beispiel Die Gruppe G = ¢ (| mit Elementen in Z3, ¢ = %1
1
1 0 0 1 0 = 1 % 0
und B := 1 , 4= 1 0 , Vo= 1 0];
1 1 0
1 1 0 €
T:=< 11 >:obige Si; P = € ={1,u},
1 1
(p=2,9q=3)A=BP,S=27ZVB
hat die Eigenschaften
1 0 =%
A<AZ 4,7 =7tr S, [V,A|=1,[V,C] = Z.C = BZ = 1«
1

P wirkt fixpunktfrei auf C. Der einzige fiir A vollsinguldre (= extreme)
Ausschnitt von G ist AZ/B. Der grofite Subnormalisator von A mit Erbl.
Eig List (G—C)* B mit [T ist auch (G—C)+B, mit 1T + [T ist (G—AZ)+A.
Jedes EI't von S — C' a3t ein PY fest.

112/113

Sing. fiir A sind die Ausschnitte

Hier ist wohl |J A9 C S'1(A,G), aber A & snG.
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P<H<G=H=VZP,VP,AZ, ()P mit 1 # c € C. (vz)* = vz,
(vz - vz)® = v~. Singulér fir P sind VZ < VZP < G, St uw(P) = VP.
Hiernach ist

Stm (A) NSim (AU)ZG—AZ-f—P;:_éS]Im (AN AY)

[Hinweispfeil auf die Beh. (b) in (2)]

(2) Satz: Bezeichne S = ST™ den groften (universell definierten) Nomalisa-
tor, der mit N und > vertréglich ist. Dann gilt

(a) NIG = S(A) CS(AN)
(b) S(A)NS(B) £ S(ANB) i.A..
Bew:

(a) Seige S(A), NA— H/Hy=sing, g € H— M,
INA> H/Hy| =peP.
—_———

Wire = N > H/Ho, so NA > H/Hy < H/Hy Wid.,
also N > H/Hy = Hy/Ho, NNH < Hy, HN/HoN = H/Njy sing fiir
HoyN/N, also g€ HN — M N

HN

Ho N Har -~ (rot) ASHN/HoN
N oo (griin) AN>H/H

Ho

1
wegen 3 an € H— Hy gilt a € HN — HyN, HN/HoM sing { A Wid.
113/114

Noch Axiomatik fiir Subnormalisator

(3) Bei den Kettendefinitionen gilt: Ist |A| = p und N'(A) = A, so ist S(4) =
A. Allgemeiner: Ist fiir g € G — A stets AN A9 =1 und N(A) = A, so
S(A) = A. (Es geniigt schon, wenn es a € A so gibt, dafl aus a? € A folgt
g€ A). Wenn A < N(B), ANB =1, Ca(B) = 1,0 S¢g(A) N B =1,
ebenso fiir ”Schichten” B = B;\ By.

(4) Aufgabe: Kriterien spezialisieren auf auflosb. G!
(5) Bemerkg: In Aj sind die 5-Sylowgr. extrem.

(7) Eine 2-Untergruppe ist sn < ihre Projektion in jede ungerade Diedergrup-
pe ist trivial.
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(8) Ein Vererbungstyp VI: Ae G, Be G = (ANB)eG.

(9) Zusammenhang o und *: g(oa)” = a[g®" (xa~)"], g(ca™)" = a~g*(xa)",
N =G| : g(oa)™ = og(xa")".
auch fiir n = 0 wenn g(xa)? := ag
Also S*A =S8%A
114/115
Zur Vollstiandigkeitseigenschaft von SgA

Sei (G, A, B, S) minimal mit G = (B, S), Asn B, SsnG, S C S¢(A) fiir einen
Subnormalisator S, der folgende Eigenschaften genief3t:

Dann ist SB I eine ¢-Gruppe oder II direktes Produkt zu S isomorpher einfacher
nichtabelscher Gruppen; im Fall IT : |A| = p, |B| = p®, [S, 4] = 1, A it nach
Thompson den Normalisator einer char. Ugr einer p-Syl Gr von G fest, und der
Normalisator ist keine p-Gr. Also zentralisiert A eine Schicht PQ/Q von S, mit

einer ¢-Gruppe @ # 1.

FORTS: 184, 187

115/116
Seite 116 leer

116/117

Zu Brauers Hauptsatz iib. Charaktere

1. Sei M C G, MG-invariant. Dann M < G < VE elementar: M NE < FE.
Bew: x(g) := |G| wenn g € M, x|g| = 0 sonst: x ist invariant, x|g = p.
reg Char E | M N E fiir ein p € N. Also ist x € Ch(G), M =kerx JG.

117/118
Probleme iiber Perm.-Gruppen

1. G sei vom Grade n(n — 1). Wann ist G induziert von einer Gruppe vom
Grade n durch Wirkung auf die Paare?

118/119
Gruppen und Vollzyklen

haben nach Williamson MZ 1973 ”#uflere auflésbare Permutationsautomorphis-
mengruppen”.
Frage: Wann enthélt der 2-Abschlufl von G einen Vollzyklus? (Insb. wenn |G| =
p®: Vermutlich genau dann, wenn es kein Imprim-System von p? Blocks gibt,
auf dem G elementar abelsch operiert.)

119/120
Kann in einer unendlichen Gruppe die Vereinigung von endlich vielen Konju-
gierten einer echten Untergruppe schon die ganze Gruppe ergeben?

120/121
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Allg. Bemerkg:

Gegenstand der Gruppentheorie miissten Systeme iibereinander liegender Fak-
toren sein: (subnormale Quotienten)

Abstand in u(G):

|A — B| =max(||A: D|,||B: D||) wo D=ANB und ||A: D| die Anzahl der
Primfaktoren von |A : D| (oder die Anzahl der verschiedenen Primfaktoren).
121/122

Existenz von Normalteilern.

(1) Sei Hy < H < G. Genau dann ist Hy = H N Gy fiir Gy = HS', wenn die
monomiale Darstellung M von G mittels H/H, so transformiert werden
kann, dass alle Hf, g € G, aus Permutationsmatrizen bestehen. Das geht,

wenn es zu a # 3 stets ein g € G gibt, fiir das (z1,22) 2 (24, 25) mit
Faktoren 1'.

122/123

Allg. Satz vom Sylowtyp: Enge Erzeugnisse

Def: Sei G Gruppe. M; < G, E = (M;li € I).

Schreibe E = (M;|i € I)eng = Ve, € E: (M'|i € I) = E.

Zu betrachten sind vielleicht besser G-invar. Mengen & von Teilmengen von
G, derart, dass zu jeder Wahl von Sy,...,5, € G ein T € G existiert, das zu

(S1,.--,8n), oder
{ e und

jedem v ein passendes SJ enthéilt, mit passendem g, €
T <{(Ai1,...,Sn)

123/124
Verwandt mit Subnormalisator

8.1.76 Zur Diss. von Bartels
Sa(A) :=(X|Asnz < G)
B:X%MBéHHgGuMMLAEB

Sei P € 4,(G) = {p-Gruppen in G}. Neue Beweise fiir Sétze von B:

(1) Akks B = Sg(A) = Sg(B). Denn Sg(B) = Sg(A") = Sg(A)!, h €
Sa(A)

(2) (kks)*A = {A%|s € Sa(A)}.
Bew: C € kks™ A = Sg(C) = Sg(A) =: S,C € {A%|s € S}.
AsnX > 2 = A%kks A = A” € (kks)>®A. Da (kks)*G-invar- Aq. Rel.,
ist (kks)>°A inv. unter z, X, S.

(3) PI<S:= Sg(P) =gc Sg(P)
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(a) Wenn (P, P)9p-Gr,so 3R € p-Syl G: P,PY < R.Denn P < R,RY €
p-Syl S;3s€S:RI =R, gseNR) <S=geS
(b) P9<S=3s€G:(P,P9) p-Gr=>gse€S=geS
(7) Nach Beweis gilt fiirs Hyperzentrum H von G: A < U < G,

AH <1< UH = A << U. Schirfer gilt: A < G = A << AH. Gilt allg.
fiir “A-Hyperzentr.”.

(8) 3 grofites S(A) << G derart, dafl A << (A, S).
124/125

Neu:
(4) P<LAG, P*:=(\pcpepsy o BB Dann

PsnS:= 5S¢ < S=Ng(P*) < P* pronormal in G..

I I m
Fir L = G ist das B. Satz 3.1

I = I : Wenn (P*, P*9) p-Gruppe, so P9 < S, (—; g€ S, P = P~
3

I & 1: gzz S < N(P*): (Umkehrg klar). Bew: Die Sylowgr von L, die P
enthalten, sind die p-Sylowgruppen von LN S <5, da Psn LN .S ist.

I = 1: PsnX = 3R € p-Syl (LN X), T € p-Syl L: R < T. Es ist
PsnLNX.Vo e X: PPsnLNX,P* <R<T,P<T*e pSyl L,
P* < T, (P*, P*)* <T.

(5) Aus (4) folgt B’s Satz: Ist P nur in einer Sylowgr von P%, so Psn S.
Bew: P* € p-Syl P, also pron in G. (= B.3.3)

(6) Fiir P < H < G setze PH) = Np_pe o)y R Dann PO 0 H < pH)
sowie -
(a) PsnS = P& = P =0,(9)
(b) P<HsnK <G=P<PH =pE)InH,

(c) Ist P < HsnG, so gilt: PsnSg(P) =: S < P sn S
Bew: “=” P < PU) < P(G) = 0,(S). “<=” P< P gns.

(d) P<HsnG =G =HS, PH) p©)
125/126
8.1.76

Noch zu Diss. Bartels

(7) A, B pronormal in G & AksB = A<(A, B) = AB pronormal ist G. Forts.:
152

Zu Sn G:

54



NB: (8) g(oa™)" - a" = a" 'g(xa)", n = 1,2,... wenn goa := g a ga, g*a =
g ag.

(9) Der Sockel von G beldfit jedes Element von G g(Ca)> in seiner Konjugier-

tenklasse innerhalb seiner subnormalen Hiille. Bew. wie in Hasse-Arbeit

(und damit bei Induktionsschliissen & la Bartels in seiner Aquivalenzklasse
in G).

(10) Als Gegenbeispiel interessant: C5 1S3, Cs 1S3 z.B. fiir:
(11) Aus B < A < G folgt nicht B~¢ < A€,

126/127
Verallg. d. Satzes von Maschke
15.4.76 Tag nach Emerit.
Kann man das auch mit dem Beweis von Curtis-Reiner kriegen?

(1) Satz: Die Gruppe G wirke (von rechts) auf eine abelsche Gruppe An-
merkung: [ ZG-“Modul” nach Curtis-Reiner S.50; dort GA | A & B; sei
AG = A; sei H < G, und

(a) a— ia € Bij(A, A). Sei BH = B. oder (128 (1)!)
(B) b ib € Bij(B,B).

Dann 3B’ : A® B=A® B, BG=D'.

Beispiel: G wirke auf abelsches N mit endlicher Torsionsgr. T', (|G|, |T]) =
1. Dann N =T @ S, S torsionsfrei. S = SG (Fuchs S. 187)

Bew: Definiere fiir jedes g € G g1 € Aut A durch g1 = g|A, also ag = agy,
g2 € Hom (B, A), g3 € Aut B durch bg = bgs + bgs.

Dann gilt fiir f,g € G: (fg)2 = f291 + f392, (f9)3 = fag3
gllt fir h € H, g e G: hy = 0, (hg)g = h,ggg.

Fir R< G, |[RNHg|=1falle g € G setze
[R] := Zr;rz € Hom (B, A)

Ist auch S ein solches Reprasentantensystem, soist s, = h,r,, v =1,...,1,
also [S] = 3=, _ (hury)s (hurv)2 = 31 3hyshusry = [R].

Setzt man als Re???abbildung z := [R] - + € Hom (B, A) () siehe 127
Zeile 2-3

= 1[R] im Fall (3)

so gilt g2 + xg1 — gsz = 0 € Hom (B, A), daher fiir b := b+ bx (b € B),
b'g=(bgs) € B'.

(2) Gibt das Kriterien fiir Proj. oder Injektivitit von G-Moduln?
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(3) Gilt dieser Satz von Maschke auch fiir  x G-Moduln? ja
127/128

Noch Maschke

(1) Geniigt in 1271, dal i~ auf A ® B existiert? Kaum*. Aber es geniigt,
wenn ¢~ auf Hom(B, A) existiert (oder auf Homg (A + B/A)? und hierfiir
geniigt es, wenn i~ auf B oder A existiert. Denn fiir n € Hom (B, A) ist

in = ip1 = 1A
x B = Cp, A = Cpoo
(2) Gilt Ahnliches fiir Wirkg von G auf A x B, wo A, B nicht abelsch?

(2") Verallgem. auf A x B, A’ =1, B beliebig (!): 131 (2)
NB ist zu Maschke: Gorenstein S.68/9

(3) Erweiterung auf H, < G, d := ggT(i,), 3d~ | A oder B. Forts. 131-132

Umformulierung eines Zerspaltungs-satzes von Gaschiitz:
Supplement-

(4) Satz. Man verstehe unter einem G-Schnitt S den Durchschnitt eines Sup-
plements von A(<G) in G mit A. Sei A’ = 1, Jiy s [fir i« = |G : H|,
A < H < G.] Dann gilt:

(a) Genau dann ist S ein G-Schnitt, wenn S ein G-invarianter H-Schnitt
ist.

S™1

(Bew “«<": nach 129(1) zerféllt G/S iiber A/S.)

(b) Genau dann ist ein Supplement 7' von A in G Vertretergruppe (=
Komplement) zu einem passenden G-Normalteiler in A, wenn T'N H
Vertretergruppe zu einem passenden H-Normalteiler in A ist. Neu
Bew: Dann gibt es zu dem G-Normalteiler 7' N A einen komple-
mentdren H-Normalteiler, also nach 127(1) auch einen komplemen-
tdren G- Normalteiler in A.

Nebenbemerkung: Das beantwortet: “Welche Supplemente zu A be-
sitzen ein normales Kplt?”

128,/129
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Zerfallssatz von Gaschiitz in der allgemeinen Formulierung von Huppert S.121

15.4.76

(1) Satz s.u.
Bew. mit Wirkungen: Sei A<QG, A< H <G, A’ = 1. H zerfalle iiber A,

H=AB, ANB = 1. Dann Jp € End H, h¥ = h(A), ¢* = ¢, A = 1.
Fir r,s € G, Hr = Hs setze £ := s~ (sr™)%r = s~ (Asr™ N B)r =
ANs™ Br,

Fiir R, S € R = { Vertr. Syst. fiir G: H} setze £ =[], L,
r=HzxNR,....

Dann ist £ € A (denn sr~ € H, (sr™)? =sr™ (A)), - =1, -3 =7,

— )
T8 =g, 0 =pqrl 1= (L)) L= o= e
ks S S sg S S S

Also ist [] unabh von Reihenfolge, % € A. Es gilt

(1) §e4

(2) =1

(8) §7 =7

(4) % =)

(5) B =

©) £ =5 =)

() & =Tla

®) 5= (%) (R)

(9) Fim =t jauf A ¢ = pp:z — (%)j = ¢ € EndG, ¢(a) = 1,
p(z) =z (A)

(11) Benutzt man B’ = a~ Ba statt B, so wird
(S:T) =][(ANt a" BaS)
=(aS:al),also (Tg:T) =(aTg:aT)=(T'g:T")

Setzt man R ~ S, wenn % =1, so ist ~ Aqu.relation auf R und R ~ S <
R% = R% (Ro € MR gegeben).

G wirkt auf R mittels R — Rg und somit auf iﬁ; Atra®. Wihle Ry € R,
setze C':= {g € G|Rog ~ Ro} = Gp;. Dann C < G, CA = G, da A tra

%;CﬂAzl,daaECélzRR—‘f:ai. Also:
Satz (1) Kpl (A,G) #0. Wenn A5 AJG, A< H<G,3BcKp(A H), Jiy =
3 C e Kp(4,G).

o7



(1") Zusatz:

Enthalten 2 Kpl C, D von A in G dasselbe B:= CNH = DN H, so ist
C S D. Denn ¢ hingt nur von B ab, und C' = GE fir R<C,daC <Gpg

wegen % = 1; denn ebenso D = Gg fir S < D.
H,c=H, = TTLAC =7y (rAcfr;)yr,ic =1
—_———
€CNH=B

129/130

Anderer Beweis mit “Zerfillungsgruppe” [laut Artin Zass. 133/4]

(1)

(3)

(4)

Sei N < G sei (2) G* = {0 € Bij(G,G)|n(go) = (ng)o Yg,n & o
induziert gleiche Permutation auf G : N wie ein s € G}.

Also G* < Aut G, wobei yG = N-Linksmenge. Setze N* = {o € G* :
Ngo = Ng Vg € G}. Dann N* 4 G*, Jp : G — G* natiirl., inj., sodafl
wir G < G* schreiben konnen, und es ist G* = N*G; wenn man ein
Vertretersystem R fiir G : N auswéhlt, ist der Stabilisator C' := G}, ein
Komplement zu N* in G*. Es ist N* N G = N¢ (normaler Kern).

Dieses G* ist 2 N P, wo P die Permutationsgruppe ist, die G auf G : N
|G:N|
bewirkt. Es ist N* = X N

Existenz von Zerfallungsgruppen
G* ist also eine Zerfillungsgruppe fiir G : Ng; Wenn N <G, sovon G : N.
Frage:
Allgemeinere Konstruktion fir N < H € G, N < G?
130/131

15.4.76

(1)

Maschke = Gaschiitz

Beweis fiir Gaschiitz [JraM 190 (1952)] Zerfalls Satz mit eleganter mono-

mialer Darstellung: Stelle G monomial iiber H dar. Ist K € Kpl(A, H),

A’ =1,3|G : H|~ auf A, so Matrix M(g) = Diag(A)M(g), M Koeff in
—~—

D

K. Dann ist D <« DM(G) = DM(g) = & zerfillt.

3B < D, B < H, nimlich Koeff(11) = 1. Da B = B¥, 3B’ = B/C mit

D=BxB'. &/D>G zerfillt.

Gasch = Maschke, so auch bei Huppert S.122

G wirke auf N = Ax B, H< G, A" =1, nicht B" = 1!

A= A% B=B", Ji,. Dann A x B=Ax c¢ =C.

Bew: semid. Produkte von N mit G = (A x B)H =: NH; N < H < D,

A< NG, BH € Kpl(A, NH). Nach Gaschiitz 3 C := Kpl(4, NG). Dann

ist NN C ein G-normales Kplt von A in N.
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131/132
[Unterpunkt (1) durchgestrichen:]

(1) Endliches G wirke auf P x R, P’ = 1. P p-Gruppe, R € &. Eine p-Syl.Gr.
von G lasse R fest, und G lasse P fest.
Dann 35 =8Y: PxR=PxS5. — (2)
Bew. 132(2)

“Direkte Zerlegung von Gruppen mit [endl.] Operatorgruppen”
MASCHKE verallgemeinert auf S.137!
(2) Sei H < G. G opericre auf N := K x L mit K = K¢ L = L. Zu

der (stets abelschen) Gruppe Ko = K N LY = K§ < Z(K) gebe es ein
abelsches K; = K& mit Ky < K; < K, (a +— a') € Aut K;. Dann gibt es
M mit M = MY N = K x M.

Bew: Zuerst besser Fall IT Zeile 1-3.
Bew: FallI K = K; ab., k— k' € Aut K.

Esist L' = K' x L' =
N' =LY% N:=N/L.G

® L,L operiert auf N = K x L,
K=K IT=TI" Auf
! K=K3~ €AutK.
Nach 127(1) IM < N: N = K x M, M = M. M = M/L' = MC = M,
KM=KM=N,L'<KM,KM=N;D:=KNnM=D<KnM=1.
132/133

D<IL'<L D<KNL=1:N=K x M.

Bem: Fiir Fall T gilt vielleicht Beweis 127(1) direkt.

Fall II: K beliebig. L < C(K), My = (L) < C(K),da K = K. K; = MinK <
Z(K), K ist G-invariant.

N
My
L,
K
K1
1
1=KiNL
M, := K, x L, ist H-inv. Nach I 3L = LG - L KL =KK,L=
M1:K1XL

KMy >M,KNL=KNn(MnL)=(KNM)NL=K,NL=1.
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133/134
GASCHUTZ allgemeiner
(1) Sei AQG, A =1, A<H, <G, v=1,...,n,i:=ggl(i,...,i,). Fir
v = 1,...,n existiere ein K(;urnplement C, zu Ain H,, a — a' sei ein
Automorphismus von A. Dann exist. Kpl C' zu A in G.

Bew: Definiere fiir R,,S, € R, = {Vertr. Syst. f. G : H,}, g—: wie in
129(1) = [[(An s, Cyry).

Wiéhle j1,...,5n, € Z mit i = Y i,7j,. Setze fiir R := (Ry,...Ry,), S =
(S1,...,5n)

Dann st & — 1, 85 = £, 18 — (£)", (%) —
Alsoist C:= Kz :={g€ G|5 =1
Bew:g,feK:%:RR—J;g%z(ﬂ)g(%)zl-lund
(ﬁ§)f=g§=(%jle—=1mwm%=1
Zusétze:

(2) Verwendet man in (1) a, Cya, =: C} anstelle von C,, so wird C* = C.

ay Ry

Stab( ,...)jStab(Rl,...)zc.

Bew: nach 129(11) ist (RR—"U") = (““—R"g), also C* = Stab(Ry, ..., Rn)i =

134/135

(3) Geht man von C' = Kpl(A < G) aus und benutzt in (1) C, :=C N H,, so
wird im Fall R, < C : Stab(Ry,...,R,) = C.
Bew: Fiir ¢ € C ist Anr, Cyr,c € ANC = 1, wobei Arl, = Ar,c;
1y, € Cy. Also (%) — 1, C < Stab(Ry,...), =.
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(4) Sind C,C* € Kpl(A < G) und ist C, = C N H, = Cx =C*NH,, so
C = c*.
Bew: Mit R, < C, R} < C* und nach (3) C = Stab(Ry,...), C* =
Stab(R7,...)~" und nach (2) ist C* ” Stab(R7,. .. )~j.

(5) C,C* e Kpl(A < @G),Vwia, : C*NH,=(CNH,)™ = Ja:C*NH, =
(CNH,)™ Bew. (4)

Ergiinzungen 136(2), 181 Operatoren, 182 C, £ C
135/136

16.4.76

Beispiel zu Gaschiitz-Problem

(1) Auch unter den Voraussetzungen des Satzes von Gaschiitz kann man
nicht jedes Kplt von A in H ergénzen zu einem von A in G. Beispiel:
, G die Gruppe < Sy, die die Zeilen miteinander beliebig permutiert,
die Spalten aber gerade. |G| = 3% -2, A = {jede Zeile im Ganzen fest},
A § H § G. Zu (z), wo z Zeilen und Spalten zyklisch vertauscht, gibt es

in G kein invertierendes Element, da es in den von G induzierten Permut.
der Zeilenmenge keins gibt. Also gibts kein Klt zu A in G, das (z) umfaft.

Hier ist die Klassenzahl |Kpl(A,G) : G| = 1, aber |Kpl(A,H) : H| =

9-3 _
=7 =3

Im allgemeinen gilt also nicht €, < C in 135(1). Einfaches Beispiel: G =
Cpl1Cy, A=17tr G, H = Cp, x C).

Anzahl-Satz
(2) Unter den Vor. des allg Gaschiitz Satzes 134(1) gilt

|Kpl(A,G) : G| < [[ IKpl(A, H,) : H,|

Bew: 134(2) und vermutlich sogar U

(3) Aufgabe: Gaschiitz 1. Reduktionssatz erweitern wie (1). Vielleicht damit
leichterer Beweis fiir 135(2)7

136,137

MASCHKE schérfer: XVI 23

(1) Endl. Gr. G operiere auf N = K x L,, v = 1,...,n, K¢ = K. Es gibt
Hy,...,H, <G: L% = L,; fiir i = ggT{i,} gelte: i -id € Aut K fiir ein
K; mit K] =1, K; > K N {(LS|v), also geniigt z.B. i € Aut Z(K).
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Dann 3L = L% : N =K x L.

Bew: wie 132 Fall I: K" = 1. 134(1) auf K < NG und die N H,, anwenden:
3C, € Kpl(K in NH,), also 3C € Kpl(K,G). L:=CNN

Fall IT wie 133 mit K, := Ztr K, Ny = K;. (LS|v) = KL,

(LT1w)

Ky
L,

Sonderfall:

(2) Auf K = K¢ < N = N9 wirke die Op.Gr. G.
Genau dann 3L = LY, N = K x L, wenn zu jeder Sylowgruppe P, von G
ein L, = Lf“ exist. mit N = K x L.

(2") Ein G-Modul ist sicher dann injektiv (proj.), wenn er als Tj,-Modul stets
injektiv bzw. proj. ist.
FRAGEN (3)
ann sin perator-invar. Kplte konjugiert?
3) W ind O i Kplte konjugiert?
(3") Betrachte £ := (s¥)~ (sr™)?r?
)

(3") ¢ € Abb(G, G), ¢ € Hom H
Fastringe auf IV anstelle der Wirkungsgruppe G.

137/138

<11 Funktorielles zu Normalisatorsiatzen

6.5.76

Funktor: G — G® < G so dafl Vo € Iso : G*? = G?%. Dann G* < . Schreibe
kurz o € ®

a+p8: G =GeGP = (G, GP)
G = (GY). a < f:e G* <GP YG.
Schreibe « nort 3 (“normalisiert”) :< (X ;Z ;Y = X < NZ(YBT)>
N(B) :=> a (a nort 3)
Programm: Welche funktoriellen Eigenschaften hat N(3)? Wohl “fittingsch”:
Asn B = A* € AP. Und welche hat U(a) = 3" 3 (a nort 3)?
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Wohl “Gaschiitzsch”: N < G = (G/N)* = G*N/N. Ziel: Dualitétssitze fir
geeignete a, 3 (wohl eben die fittingschen und gaschiitzschen).
Elementare Darstellung: o nort 3 1< XksY = X < N(Y”?) ks = ko-subn.

N@B)=>aanort § U(a)e=>5 anort 8

Dann ist « nort g gleichwertig mit

a < N(B)
B <U(x)
138/139

<1< Normalisator- u. Zentralisatorséitze

8.5.76

(1)

(5)

Def: Sei B € &. C[B] := Klasse derjenigen A € &, fiir die gilt:

A= A ksn By & B = A; < C(By). Ahnlich NV[B]. Ist X eine Klasse von
Gr., 50 C[X] = xcx C(X) usw.

und: § Fitting-Formation, A, Bsn G, ApB = (AB)S = ASBS (z — 2%

ist “linear”)

Ist & die Klasse der endlichen p-Gruppen, so ist
AeClB, < A<C(P)VYP esnAN&, mit KpfANP = 0.
Ferner ist N[6,] = C(&))

Bew: Betrachte, wenn AsnG, AsnG x G),.

Ist p > 2, so ist C[B,] = C[C))]

Bew: A € C[Cp] = A<C(Ay) da A <C soc 4,. (2)
Fiir p = 2 ist C[®3] C C[Cs).

Bsp: Quaternionengruppe @ erweitert mit C5 =: G.
Dann G € C[Cs] \ C[B2], da G2 £ Z(G).

Also kann man nicht G von (4) mit der 2-Syl-Gruppe von Sy derart ksn
einbetten, dass die zyklische Untergr. der Ord 4 amalgamiert wird.

139,140

5.5.76

(1)

(2)

<1< Zentralisatorsitze

Erstes Teilziel bei Zentralisatorsitzen: Untersuche ??? Paare (X,2)) mit
[X,9] =1 (bei ksn Einbettung). Vollstéindigkeitseigenschaften von X,9)?
Dualitét? “normal-persistent”

Fiir C(®3) braucht man: Jeder Autom. ungerader Ordnung einer 2-Gruppe
G, der 7?7?Elemente von G fest 148t, ist trivial. Fiir p > 2 Gorenstein S.184.
Geniigt Z5(G)?

NB: aus Gorenstein 184 folgt:
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(3) A=A"snG, BsnG, Cy € K(B,ANB), A < N(X) fiir alle X € snG mit
ANB< X < AN B und |X24] € P= A < N(B).

Frage: Entspr. auch fiir bel. B? (2) Sicher geniigt A < N(X) wenn X €
snA; A< X < B4 und | X : AN B| € PP (Primzahlpotenz)

Sockel:

(4) AsnG = AnsocG <socA

Bew: OBAA A <- G. N < G= N <A, od N < Z,(G) wenn G/A = C),
oder einziger NT auflerhalb A.

140/141
Perm.Gr.
11.5.76
Bahnléingen in faktorisierten Gruppen (G, <)
(1) G = AB = max |w%| < max |w?| - min|w?|.

Bew: a € Q. OBdA G tra Q, [af| = min|w?], sonst B — BY. |aY| <
|aBA] < |af| max |w?|.

24.5.76

(2) Kompositionsfaktoren:
Sei Q] =n; GtraQ), E€ K(G); EKU)VU <G; G/IN=FE

(a) = N intra. nilpot. [folglich] N =1, G = E oder E hat Darst. als tra
Gruppe vom Grad d fiir ein d | n, d < n, wobei jeder Primteiler von
n/d in |E| aufgeht.

(b) Jeder maximale* Komp-Fakt. von G, der nicht als Kompfaktor von

G, auftritt, hat eine Darstellung mit Grad d | n.
<

*

nicht Faktor eines anderen

141/142
<1< Verallgemeinerte Vertauschbarkeit
(1) |G] < o0, ABsnG. Genau dann ist fiir J = (A, B)
J=ABABA
usw., wenn
J=J"ABABA
ist.
Bew: Stets ist JTABAB--- = AAMBMBAB. Also “Vertauschbarkeitss-

trafe” bleibt bei Hom. J — J/J™ erhalten.
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(2) Ist G € Ny, so ist fiir A, B < G stets ABA = AB (also = (A, B)).

Bew:

Aba = Aab® = Ab®
b = zb, z € Ztr(A, B)
Aba = Azb
z = aibias = axza; =€ AB
Aba = Azb C AB

(3) Sind in & alle Sylowgruppen von der Klasse < 2, so sind alle SNT ver-
tauschbar.
142/143

<< Vertauschbarkeit

Satz (1): Das folgende Diagramm in J = (A, B) sei direkt und | bezeichne
Abelsche Faktoren. Sei stets X¢ der kleinste Normalteiler von X mit
X/X¢ e N.. Dann folgt aus J = ABJ€ stets J = AB, wobei [a, 8] := ¢ :=

(QZ?I2) wenn |J — A| =a, |J — B| = 0.

a>2
B>2

Zusatz (2) NB: Mit Mezzanine kann man auf Vor | € 2 verzichten.

a,5]
Bew: Ale?” " = clamtAl glas=ll gy
(a+B-3 a+pB-3\ [a+pB-2\
[04—1,6]4—[0[,6—1]—( a—2 >+< a—3 )_< )_[avﬁ]

a—2
So fortfahrend erhilt man J#l C AB.

Bessere Bezeichnung: wenden

Randbemerkung [ besser von unten numerieren A = Ag < A;... |
143/144
17.5.76
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(1) Genauer: Die Zahlen ¢ bei der Gruppe X geben an, welches X ¢ sicher in
AB liegt.
[Von S. 145 iibernommen:]
Ergénzung
zu 144(1):
Da nach Mezzanine im Fall der Normenkette | auflosbar der
Linge < min(a — 1,8 — 1) = d ist, gilt (unter den dort gezeichneten
Vertauschbarkeitsvor. )

|J—Al=a, |[J-Bl=8=J""< AB, c:—<a2€12)
Bew: und J"¢? < A"B™. Vermutlich gilt das aber auch fiir beliebige

A,Bsn(G.

Induktion: J'® < K5.L19 < ABL' = AL''B < AABB.
Gebraucht wird dabei der Hilfssatz:
Ist G=KL; K, L <G, so ist fiir kK, A € Ng:

G/»Hr)x S KRL)\

Schreibt man G nimlich additiv, Kommutierung wie Produkt, so ist G*+*
- (K + L)ﬁ—i_}\ = Zercr:/-ch)\ KpLa;

entweder p > k (oder o > \), dann KPL? = [K*,L?] < KP < K" bzw.
< L>‘, Gn-i—)\ < Kn_i_L)\'

2. Hauptsatz: A <* G, B < G, (A, B) =: J. Dann:

AB = BA < ABJ® = BAJS,  c:= (‘”6_2)

a—1

Bew mit Reduktion wie in Skript Mad.
Genauer: 145, 148. 150(3)

Das gibt eine Theorie der gchwach distributiven Funktoren:
Wenn K,L <G, so (KL)* < K“L* < (KL)%, zB. K*:= K.
Aber (KL)*™" < Ko" Lo,
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Nebenbemerkung [ Brewster J Alg. 36 (1975), 85-87, Stonehewer MZ 139,
45-54, Nilpotentresidual |

144/145
<1< Vertauschbark. Operat. I

1. Satz: Sind A,BsnGG, D = AN B, Av B und dieses Diagramm direkt,
|A—B| =k, |B—D| =1,

so ist fiir jedes n € N:

Dabei X* := Nx/ven, V-
Das ist die erste? Verallg. von (AB)" = A™B™ auf beliebige Gruppen.
(AB = BA ist vorausgesetzt!)

Bew: Schrittweise ist X-- < A"B". Beachte: X <Y = X" < Y", da
XY"/ym em,.

Randbemerkung [ Wohl ohne diese Vor. schon bei Brewster, J Alg. 36, 85-
87 (1975) A criterion for the permutability of sn grps. s. auch Lennox, Proc.
Camb. Ph. S. 72 (1972), 351-656, Roseblade, MZ 117, 57-69, Stonehewer
MZ 1977 ]

145/146

67



<1< Vertauschbarkeit v
1. Frage A, BsnG, A/(ANB)* ,1“ B/(ANB)” = AvB
Bemerkungen:

(a) Die Bedingung bleibt erhalten bei Homomorphismen G — G:
©

(AnB) <@AnB)7,
also mit K = ker ¢:
A/(ANB)”" Bild von A/(ANB)" = AK/D*K = ADAK/DAK
C AJANDAK = Bild von A/D*

(b) Nach 144(2) kann man J = (A, B) als nilpotent annehmen.
(¢) Aus Vor. “L” folgt C:=[A,B]|=D"-[C,J]. D:=ANB

und daher C=D"<A7nB’

sowie J=A"AB7 =AY — B

daher auch C = (A9nB" - [C,J] = (A9 0 B""
CoJ=DoJ

Ferner JooJ =J =AoA+AoAoJ,J =JoA.
Genauer: C = D'[C, A][C, B]:

2. Hilfssatz: A,BsnG € N, Ag < A, By < B, A/AO 1 B/BQ = [A,B] = [AQ,BO]
146/147

<1<

Bew: C' := [A,B], N := [C,A4] - [C,B] < C. mod N ist [ajas,b] =
[a1,b][a1,b, as][az,b] = [a1, b][az, ], also a — [a, b] ein Hom von A in C'/N,
ferner ist b — [a, b] ein Antihom B — C/N | also (a,b) — [a,b”] ein Bihom
— C/N. Also C/N abelsch und (a,b) — [a,b] Bihom.

Nun liegt mod [Ag, Bo]® - N ein Bihomom. von A/Ag, B/By ein Biho-
mom. vor, also = 1. Das gibt

C =[A,B] <[40, Bo)” - [C,A]- [C,B] < C
= C = [Ay, By]¢ - [C, A] - [C, B]
= C =[Ay,By]-[C,A]-[C,B] daCeM

Ist Ag = Ay, Bo = BE), soist mod N
[a§o, bGo] = [ao0, bool,

also [Ao, Bo] ?é [Aoo, Boo]; dann also C = [Aoo, Boo][c, A] [O, B]
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(2) Idee: kann man statt (oJ)™ auch (0A4)", (oB)™ verwenden?
(3) Frage: A, BsnG, A<?G = AvtbB'?
147/148

(1) Der HS 2 von S.144 diirfte sich etwa so verschérfen lassen: Seien A < J,
B <” J und in jedem homomorphen Bild .J von J = (A, B), das hichstens
die Klasse (O‘;’f 12) hat und dessen Torsionsuntergruppe primir ist (€

U®,), sei AB = BA. Dann ist AB = BA.
Zum Beweis geniigte es wohl zu zeigen, dass das Produkt G von zwei Nor-

malteilern dieser Art, mit Klassen «, 3, einen Normalteiler von GG enthélt,
der G(@+#) umfasst und die Torsionsgruppe von G mod G**7.

(2) Sind A, Bsn G, aber nicht vtb., so ist mit P := Pa(B) - Pp(A) =: PaPp,
A = PgA, B = P4B stets p-Gruppe, P = AN B, Pvtb g und A ist mit
keiner Gruppe Z : P < Z < B vertauschbar.

A B
%. B / Parallelogr.
PA(B) Pr(A)
D
Bew:
A B*
A Pz B Bessere Darstellung
hiervon auf 150(1)
Pp

148/149
<14
27.5.76
Vertauschbarkeit, |G| < oo

Daher AN Py = Pa, B* = PAB, Py = P4Pp.

(2') Also A : P mit B : P total unvertauschb. in folgendem Sinn: Forts.: (2)
s.u.

69



tuv

—_——
(3) Def. A, B <G, ANB = D. Dann Atot unvtb.B i< Aus D < X < A
folet XB#BX,D<Y < B= AY £YA.

A E

D

(4) |G| < 00, A,BsnG, Atuv B= A/D4, B/Dp € M. Denn A™ < P4(B) <
D, B < D.

(5) Def. Schreibe kurz: A: D € M, B: D € M. Das lisst sich wohl auch ohne
Ubergang zu Faktorgruppen erkennen, ob A : D € 9: vermutlich gilt

(6) BsnA. Dann A : B € M < zu jeder Anordnung o von P gibt es einen
o-Sylowturm in A : B.

(2") In Fig.(2) ist k(A: P) = K(A: P)=K(B:P)=k(B: P).
Forts.: 158
149/150
Vertauschbarkeit
27.5.76

(1) Vertauschbarkeit beliebiger Untergruppen:

(1) AB<G,D:=ANB,D < By <B, Byvtb A,
A := ABy = Pz(B) = Pa(B) By; insbesondere: Py v By.
—_——  —\

PX Py

Bew: Q :=(Pa,B)vB,Q < Py, R:=ANP;, RvB,R< Py < PrNA=
R, R= Py = Py = RBy = PAB.
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Also siehts so aus:

Bo
Py
mit PZ = PAB().

(2) Sind A, B < G, so gilt fiir P := P(A, B) := Pa(B)-Pp(A): A:
B: P(A,B) mit A= APp(A), B= BPa(B), P(A,B) = AN

P(A, B)tuv
B

(2') insbesondere: A, B < G = P(A, B) := Pa(B)Pg(A) Gruppe.
(3) 149(2') zeigt: Sind A, BsnGund D = ANB und A : D tuv B : D, so sind

die Strukturen von
A: D und B : D sehr dhnlich und so gut wie nilpotent.
Untersuchen! Kombin. mit 144(2).

150/151
Frame

(1) Frage von Baer: Lifit sich der Frame-Quotient ¢ als Gruppenindex ...
deuten?

(2) ¢ =A?=0,1 mod 4, daher q # 2 (4).

Bew mit iterierter Laplace-Entwicklung und daraus abgeleiteter “Alter-
nante”. Ist stets ¢ = [J ungerade?

(3) was bedeutet der Zusammenhang zwischen den Vertauschungsringen von
G und H < G fur qg,q57

(4) Wenn fiir alle “ungeraden” x» (d.h. ey =1 (2)) und alle p-El'te g € G
gilt xa(g) € Q, folgt ¢ = 07

(5) A fest. Erzeugen die x(g) fiir p-El'te schon den vollen p-Teil des Korpers,
der von allen x(g) erzeugt wird?

Bew von Speiser “dualisieren” zwecks Abstiegs von p®p” ... zu p°.

s. auch XI 355, XIIT 131
(6) Siehe Vortragsnotizen Caltech 1964 + Cameron Prepr. 70, p.7

151/152
<< Auszug aus Diss. Bartels
77?7 Seia---€Gd.
Schreibe achb > a = b a € egb < b € ega. Dann

(a;b)
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agb = (a)"¢ = (b)"¢

v € Hom G = (ega)? = ege(a?)

a €b= (ca) = (cb)

Def: a € H<G:e¥a:={be H|3h;€ H: hy=arh, =bih;—1ch;}
acFb = (eqa) = (egh)

(eqa) = (eFa)

Randbemerkung [ besser gleich ega |

© oo N O

10
11
12

13

14

15
16
17
18
19

20
21

I Satz

(a) € 8, =l = cFa, (a)"C = (cga).
Anm.: (a,G) Gegenb., |G| = min. Dann

eX¥a C al® (5)

G=(a)"=(a)“

1£AN<AG= (ega)N =G (2,7)

G wirkt transitiv auf Q = {A;}, 4; = e¥a;. S A; = a®

2] > 1, (a, G) Gegenb.

(Aq) 148t Ay € Q fest

G wirkt treu auf Q

Def: fiir U < G setze [U] :={A; | A;NU # 0}

be A, belU <G =b®" C A,
152/153

U < G, Pp-SylU = [U] = [P], PNL € p-Syl L := (b)Y, sonst Ztr P id €;
12

U<G=[U]CQ

M <G, [M]#0, P p-Syl M = Ng(P) < M

M < G, [M] # 0= M enth eine p-Syl-Gr von G
PpSylG=3,M, : P< M <G

IM:ae M<G.
Bew: |M; N Mz, max Ng(R) < M;

M 4G

ad € M,a" ¢ M = (a9,a") = G, a9ega"
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22 Jah ¢ M (7)
23 Vz € G : a®2%a

24 e%a=0a% = a2 % Wid.
IT HSatz
aceG=

(a) (eca) = (a)"¢
(b) ale @ = eXa

Vereinfachter Bew: a = a1 - - - @, (Priméirkomp.), H := (ega)
25 ()¢ = (egz) = (z,t | t € (x,2t))
26 (z)"¢ < H = {(a,s| s € {a,a®))
27 ()" = ((2)7¢, (21)"%,...) SH < ()9 (a) v

28 H wirkt tra auf Q = {e3%¥-Klassen in af'}, aber (eqa) 1i8t die Klasse von
a fest: Q] = 1.

FRAGE Tst socG < Na( ™
153/154
LrG ...

Def: X eine Klasse von Gruppen: LXG :={L< G| Le X;LIM e X, M <
G}=L=M.

(1) Wenn X (“endlich”-)normal-persistent ist, so folgt aus L € LXG: L be-
sitzt eine Subnormalisatorgruppe in G, ndmlich den Normalisator N (L) :
LsnU <G=LJU.

(2) Sylownormalisatortiirme: geg. geord. m = {p1,...,pn},
TeT,(G):N<NT<T, < ---<T,=T:
T, <T, T/TV 1 € Po- SYING( v 1)/T,, 1

! (2a) Sylownormalisatoren und -Tiirme sind vert. mit Hom. Damit gilt:
(3) T € T,(G) = T € L(G) (m-Hallg. seines Norm’tors)

(4) T intravariant in G

(5) Wenn H < G =M x Ny und H-G/M € T(G/M), HNM € T(M), so
ist auch H-G/N € T(G/N) und HNN € T(N).
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Bew:

1

H N M wird von HN normalisiert, daher auch von HN N M =: K. Da
HNnMeL(M),ist HNM = K € T,(M), daher HN/N € T(G/N).

154/155

24.6.76

Insb.

ist |H-G/N| = |H-M| und daher |H-N|=|H-G/M|=L:=HMNN,

andererseits H-N = HNN < L, also = L € T;(N) wegen G/M = N und
HM/M € T.(G/M).

Satz:

(1)

“Kompositions-7-Turm-Gruppen” Def 1:

H < G habe fiir eine Komp.Reihe G, von G alle Projektionen H—-G" €
7-(G"). Dann gilt das Gleiche fiir jede Komp.Reihe von G. Ferner ist H
invariant in G (Bew. wie MS 1963, S.5?7?7?). Die Existenz solcher H folgt
wie MS 1953 S.5.2

(2"”) sn @ projiziert sich homomorph in sn H MA 1953, 4.7
(3) H ist erblich grofe intravariante 7-Gruppe (bezgl Ubergang zu Subnor-
malfaktoren von G).
(4) Je zwei Hiy, Hy mit der Eigenschaft 1 sind konjuguiert in G. Falls G
auflosbar, sind die H die w-Hallgruppen. Genauer: 278
(2") H-F) x F, = (H-Fy) x (H—-F,) wenn F} x F5 ein Subnormalfaktor von
G.
Bew fiir einfache F;: 154 5)
FORTS: 159, XVII 23
(3) FRAGE: Kann man MnrG-Theorie auf geeignete andere verbandséhnliche

Untergruppenmengen ausdehnen?

155/156
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27.6.76
Me-(G)

:= {max. auflssb. m-Untergruppen von G}

(1) Sind die Projektionen der A < Mg, (G) in Hauptfaktoren H von G die
direkten Produkte der Proj. in die einfachen Faktoren von H? Gilt fiir
sn G — sn A die Homomorphie?

(2) Untersuchen: AN P, wo A € Mex(G), P ein einkopfiger perfekter Sub-
normalteiler von G. (Wie stellt sich der Sockel von P¢ dar?)

(3) NIG# L,G-N C L,N.
Bsp: G =Sym4, 7 = {2,3}, A=2-Syl G, N = Alt4.

156,157
Juli 1976

1. Jede erblich grofle Gruppe hat die Projektionseigenschaft.
Besse: G=MxN>H He &, HNM € L,M = HN/N 2 HNM,
HM/M = HNN.

Bew: HN <N(HNM), HNM <HNOM € &,

2. Wenn man von einer ersten P-Sylow-Turmgr von G eine zweite (mit an-
derer Anordnung) bildet usw., so kommt man schlieflich zu einer intrava-
rianten nilpotenten Untergruppe durchgestrichen [ [die jeden Kompositi-
onsfaktor trifft. Nein, z.B. G = S3 ].

Was ergibt sich bei Verwendung von Kompositions-P-Turmgruppen nach
155(1)?

* S.U.

3. Die in 2 beschriebene nilpotente Gruppe G* hat die Eigenschaft:
AsnG = A= (ANG*)"%. Und wenn A, BsnG), so A = B & A* = B*,
oder wenn A N G* p= B N G*. Zum Konj.-Problem fiir sn s. Briefwechsel
mit HO, Okt. 74
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. * Wenn G sowohl ein aufsteigender wie ein absteigender Sylowturm ist, so
ist G nilpotent.

157/158
Fusion
. Frage: Seien z, y p-Elemente, x =y Ist dann x =y mit D := NZJ(P)?
z,y € Pep-SylG
Vertauschbarkeit lokal subnormaler Gruppen

. Forts. von 149: Vielleicht kann man zeigen A = A’, B ¢sn G = AB = BA
durch eine Erweiterung des Satzes A, BsnG < co = AMB = BA™ auf
unendl. Gr (Stonehewer, Lennox, Roseblade, Wilson?! s. Lit Brewster.
Niitzt Hiltons lokals.?)

. lokal subnormale Ugr sind seriell.
Denn E endl Erzeuger, E < A¥ = 34; endl erz, E < A(I;J, JA; 1 Ag <
AisnG, Ay < A, ESAlE, also E<A; < A

Nun 77?7 -Krit wie Kappe
158/159
Vermischte Einfélle

. Lineare Automorphismen einer (irred.?) linearen Gruppe sollten analog zu
den Permutationsautom. einer PGr untersucht werden.

. m-Sylow-Tiirme: T < H € G, T € 7-Syl-Tiirme (G) = T € -"-(H), daher
= T intravariant in H.

. Intravarianz [Verweis auf Unterpunkt 2 und auf folgendes]

kann so verallg. werden: U ist CTJ -intr. in A, wenn A-Ng(U) =G
Sym

Es gilt:

(a) U< A<B; <G, UB;-intr. in A = U(B;)-intr. in A.
(b) Aintr. B= AP 4B

(¢) Beim Existenzbeweis fiir Ugr mit geg Projektionen in Komp-Reihe
(K-Faktoren?) geniigt es, in isomorphen KFaktoren “entsprechende”
grofle m-Untergruppen vorzuschreiben (die “normalisator-
intravariant” sind), d.h. in perfekten einképfigen Subnormalteilern A;
wihlt man Gruppen U aus, die N;-m-intrav. sind, mit N; = Ng(4;),
dh. Ty < Ma(N;) = AT = ATV,

159,/160
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MG

Ergénz. zur Diplomarbeit von J.v.Below

17.10.76

1

1’ Folge
Hilfss. 1”

Satz 2.

2/

2//

mu (4.3):G/K e D :={X|A< X = A€ D}VM; € M(Q):

M1§M2<:>M10K§MQQK

Denn MiNK = MoNK = D = D € LK. Ng(D)/Ng(D) € D,.
(My, MY)m-7'-reihig.

G/K € D3 = m«(G) < l(K)

Sei K 4G, D € M;(G)-K. Genau dann ist M; = M, fiir alle M; €

M (G) mit M;=K = D, wenn m,(Ng(D)/D) =1, also Ng(D)/D € D,.
Falls D € L;(K), so genau wenn Ng(D)K/K € D,.
Folge:

Sei K < G. Genau dann induziert die Abbildg. M — (M N K, M-G/K)
eine Bijektion von M (G) : G auf [M(K) : K| x [M(G/K) : (G/K)],
wenn M (G)-K = M (K) C G - J(K), d.h.
VM e Mo (G): MNKeM.(K)
VL e My (K): Ng(L)-K=G. Bew. 1" +2.
160/161

noch zu v. Below

Sei M € M(G), K<G, MNK € L.(K), M NK G-intravariant
[ge G lg) € By =Ty ek : (MNK)? = (MnNK)*. Dann M-~G/K €
M, (G/K).

K e E" M(G/K)C & = M-G/K € M,(G/K).

Sei K <G, G/K = O™(G/K). Genau dann ist fir K < A < G stets
mx(A) = my(K), wenn M, (G)-K = M,(K) C Jg(K) G-intravariant
&V A/K € D,.

. 3 |
Bew: alle A mit K :} A betrachten! tdh e My(K) = G =
KN(L)

Falls K <G, p € P, s0 ist M (G)=K\M(K) C Jg(K), und diese M—K
P

lassen sich eindeutig zu einer max 7-Ugr von G verldngern.
Aus M € M,(GQ), A< G, AM € &, folgt A < M.

161/162

T



18.10.76

M (G)

Im folgenden sei 7 eine ”abgeschlossene” Klasse von Gruppen, so dass A < B €
n=Aem AIBenr< B/Aenw, Aem.

(1)

Satz 2.

Satz 3

Man kann die Bestimmung von M, (G) auf die von M (A) fiir geeignete
echte Ausschnitte A von G zuriickfithren, aufler wenn G nur einen Fuf3
N <G hat (und G/N € #? ist) Anmerkung: [ s. hierzu 166 (1)! ]. Es
geniigt fiir ein K <G, K # 1, alle Maximalschnitte M, (G)—=K zu finden.
OB sei Gg = 1, also soc G perfekt. Sei 1 # K <G, U (K) N # (. Suche
M —K.

Bew: Bestimmung von M, (G)-K fiir mehrfiissiges G-

Wemn 1 < C <G, CNK =1, setze G* :== G/C K* := KC/C. Dann
reduziert Bijektion zwischen M, (G)-K : G und (M (G*)=K*) : G* die
Aufgabe auf K* < G*.

G
| rot
‘/ MeM~(G)
~n~ rot
coo rot gestrichelt KC > C
--- griin grun — ‘ M\GMT((G/C)

\ o>Mmc/C

Also
M (G)~K=(M(G*")-K*)-K

Also kann man C' =1, G als einfiifig annehmen (K -< G).
162/163

M= (G)

SeiG<K =KixKyx--- X K., G tra Q := {Kl,. .. ,KT}, Mﬂ-(G)_'Kl =
Mﬂ-(Kl) - IntrGl(Kl) (dh MiﬁKl = Ll S Mﬂ-(K1>, L1 g L2 =
1

Ly = Ls). Dann erhilt man je genau einen Vertreter fiir M, (G) : G so:
1

Belege K1,..., K, auf alle Arten mit {1,2,...,m}, m := m,(K;); Setze
{11,..., 1} := My (Ky) : K;. Wihle aus jeder G-Klasse von Belegungen
eine I" aus und wéhle Dr := Ly x Ly X --- X L, mit L, g Aup wenn
T = (p1,-.., ). Sei Gr der Stabilisator von T' in G. Dann ist Dr Grp-
intrav. in K, kann also zu genau m, (Gr/K) wesentlich verschiedenen max.
m-Ugr von Gr erginzt werden, diese € M, (G). Folge:
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Satz 4

4//

4///

Frage 1
"2

(3)

m,r(G) = Z mW(GF/K)

I'e Vertr.-Syst
der Belegungen

Folge:
m-Ugr

. maximal und

Ist in jedem nichtab. Faktor F' von G jede grofie

intravariant mit m,(F) = m,(F), so ist mx(G) = m,(G). Z.B: alle F' €
{45,C,,mN{2,3,4} =2 =pNh}.
163/164

M~ (G)

18.10.76
Fiir jeden Fakt. F' von G sei Lr(F) = M (F) < Jg(F).

" 1 Ly(F)=M,(F) < Jg(F).
" " mg(F)=m,(F)
Dann ist m,(G) = m,(G).

Allgemeinere Situation: auf K = K7 X -+ X K., L= L1 X --+- X L, wirke
G/K als Primgr genau wie M /L. Vergleiche Anzahl der Ordnungen der
max m-Ugr.

Sei K<G, K =K x--- XKy, Lz(K,) = M(K,) intrav. Sei K < H und
H/K % G/K, mit Q = {Ky,...,K,}. Dann m,(G) = m.(H).

Bew. 163 (3)

Z.B. m, (zerfallende) = m, (nichtzerfallende Erweiterung), m, monomia-
le - Perm Gr, wenn Out K; € G gibt Ersetzung durch Kranzprodukte mit
kanonischer Entsprechung M, (G) ??? G némlich.

Eine monomiale Gruppe mit auflésbaren Koeff-Gr. hat dasselbe m, wie
die entsprechende Permut.-Gr.

164/165
M (G)
Kennzeichnung von M (G)-G/N? bei gegebenen G, N
Wenn G/K zerfillt und M € M (G) ist, zerfillt dann M/M N K?
Stets N 9G = L(G) N M (?) C M (G).

79



(4) Mr(G)~G/N Dbesteht nicht aus ausgez. Gruppen:

Zu jedem B € U,(F) gibt es G, N <G, A € M,(G) mit G/N = F,
A-G/N = B.

Bew: |F : B| = n; stelle F' trans auf {1...n} mit B = F} dar. Wihle M
—_—
mit mry(M) >2.In M F =: G, das auf N := M x --- x M wirkt, wihle
A= (X'x X2 x - x X?)B mit X' # X2, X' € M, (M).
M

Frage 5 Ist M;(G)-G/N eingeschrénkt, wenn man N oder die von G auf Ny x
-++ X N, induzierte Perm. der Faktoren kennt?

Verweis auf néchste Seite

165,166

24.10.76

Frage: 165 (5) Idee:
[ Verweis auf vorherige Seite]

1 Vielleicht kann unter den Vor. von 164 (4”) keine n-Ugr von G/N mit
gréBeren Bahnen existieren als wie M—G/N hat? N := {g | N§ = N,¥,}.
Dazu kénnte der Ubergang zu zerfallenden Erweiterungen nach 164, 4"

niitzlich sein; und vielleicht fithrt das doch zu G/K € &, in 162 (1), und
mit 161 (3) sogar auf G/K = Cpe, p € 7!

2 Vielleicht geniigt statt Schreier die folgende Vermutung W:

Wirkt eine 7m-Gruppe automorph auf eine einfache Gr., so lafit sie eine
m-Ugr # 1 fest, wenn es solche gibt.

Oder die folgende? ” Ist E einfacher Faktor von G und E die auf ihm
durch Ng(F) induzierte Automorphismengruppe, so ist m,(E/E) = 1.7
3 Ae LxG, AsnG < A ist die grofite X-Ugr von G (G ist f—closed).

166/167
25.10.76

Idee:
2-trans Konstituenten von Untergruppen

1 einer primitiven Gruppe G miissen zu starken Einschrinkungen fiir die
Vertauschungsmatrizen fiithren, indem man fiir ein A, auf dem H < G
2-tra ist, die Bilder AY betrachtet, fiir die |[A N A9 > 2: Hierzu Diss
Rinderspacher 1976, Satz 5.10
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0 1 1 1 1

1 01 1 1

1 1 1 0 1 11

111 1 1
11 0 1
11 10

Satz 2 Sei G eine endl. tra. PGr., |Q2] = n. U < G besitze einen 2-tra Konstituen-
ten vom Grad k und sonst nur Konstituenten, die diesen irred Bestandteil
nicht enthalten (z.B. alle Grade < k haben). Dann gilt:

1. G pri = G 2-tra
2. k>3 = G pri

Bew

1. mit Zerschneidung

bei b) geniigt pri statt 2-tra
167/168
Bemerkungen zur Diss. Rinderspacher:
28.10.76
1. R. Satz 74 sagt: A,B<G, D:=ANDB, Dg =1,n € N. Dann

1. G= (AB)"+1 U (BA)”’H = D(AB)n n D(BA)n =1
aber b) G = ABABAB # DapNDpga = 1.

Dahinter steckt schirfer und allgemeiner:

2. Seien A, B <G, D := ANB, |G| < 0. Setze G}, := (AUB)*, k=1,2,...,
Dy, = Dg,. Dann ist (mit g * h := g~ hg)

Dy (xGa)** C D,

daher, falls z.B. GG endlich und Gg, = G: D snG. Kurzer Beweis: 4

k k
—— —~ =
Bew: Qr, Pr bedeute ABA... oder BAB. Dann ist etwa P * Dy C
k k
—

N

AB...A...xDygp C Qi * D, also Gog * Dy, C Gop—1 allg. Gy x Dy,

k
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G2(1—k)—1, ebenso

Gaok—1 % Dy C Gag—2 uw:

Gar(*Dy)¥ C Gy,

ng(*Dk)% C Gy * Dy, C D, weiter also:
ng(*Dk)QkH C Dy snG wenn G = Gy,

168/169
3. Beispiel: AA B<G, D=ANB,Dg=1=

(a) G=(AUB)?= DsNDp=1
(b) G=(AUB)® = (AB)*U(BA)> = DapaN Dpap =1

A
D
DA DB
BBA DAB
Dy=F

4 “der” Bew. fiir 2: etwa k = 2
Faibi 2oz gn D F gn (F@bia2b2 B wenn Gy = G, so Fsn(F, F9).

Geniigt: F& C Gy
4" Aufgabe: Verallgemeinerung von 2 auf A, B,C
Idee 5 FRAME-QUOTIENT

sollte auch aus der Wirkung von g — ¢™ auf die Konjugiertenklassen

bestimmbar sein.

169,170
<14

1.11.76
1. G habe Kompositionsreihe. Sei A < B < G. Dann A < B.¢ & AC¢ < B.
FRAGE 2 a,b€ G € 3. C:={b? | g € G}. Was ist (c(xa)*™).cc? Vielleicht = (a)H
mit H = (a,C)?
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3

NB

FRAGE 5

FRAGE 7
8

A < G heile glm. attraktiv, wenn G(oa)™ < A fiir ein n.
Im extremalen Gegenbeispiel fiir ¢ C sn gilt: A, B att., S(A) # S(B) =

DysNDp=1woD=ANB
——

E
denn sn A, B; S(A) = S(F) = S(B) da E att.

Sogar D..4 =1 oder Dg =2

Der Durchschnitt von glm attraktiven Untergr. A; < G von beschriankter
Stufe ist glm attraktiv von derselben Stufe.

3 Kriterium dafiir, dass fiir geg. a,b € G gilt: b € a"¢? Ist A°C =
quG A(Ag) 9
' 170/171

durchgestrichen:

[ Es ist sogar stets D..4 = D..p =1, wenn D = AN B mit Sg(A) # S(B).
Bew: OB D Maximalschnitt. Ist D.4 # 1, so Dsn A da D psn G. Sei
X Z S(B),aber Y C S(B);t€ X —Y , D < BnNB' S(B) # S(B"), also
D = BN B wegen Maximalitiit. S(A) = S(B).]

5(4) S(B)
Al B
: X\\\\D
Sy
s D=1
D. . a#1 B
Vielleicht ist die folgende von Interesse:

AeG = AN A9sn A. Fra: Gilt das nur, wenn AsnG oder A € N oder
A€l ist?

Die Bedingung VX : A < X < G = AX < X wird zur Deszendenz
fithren.

Ist jede attraktive maximale Ugr. normal?

A glm attraktivin G, A> e # 1, Ay 1= (), c 40 A7 = A1 glm attraktiv in
G, und aus e9 € A; folgt g € N(A;). Folge: e € H < G = Nyg(ANH) >
(AN H).

171/172
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Frage 9
Frage 10

Frage 11

12

13

14

15

Frage 16

17

FRAGE 18

Frage 19
Frage 20
Frage 21

noch << (und Verallgemeinerungen)

Vtbarkeit und Serialitéit

Kriterium fiir A ser G: Hinreicht: VX
H, (A*Y 4H = 3hc H: H% # H, BB"

C GVH < G(B = (A") <
= Bh

B)
Frage: Ist das auch notwendig fir A ser G7
Hat jeder deszendente Gruppe eines G € maxy einen Subnormalisator?

Sind deszendente attraktive Untergruppen subnormal (z.B. in einer
Noetherschen Gruppe)?

A< B, Asn(A,B9)y, = AsnG, denn Asn(A, A9).
Folge:

A, B<G,Aksn B9V, = AN BsnG.
Bew: 12 auf AN B statt A
172/173

Wenn B (< G € F) im kleinen Subnormalisator von A liegt, so ist
ANBsnB.

PermGr als <1<1: Die transitiven Kostituenten von A sn G sind alle zuein-
ander #hnlich, wenn G pri, endlich.

Gilt was Entsprechendes fiir die irreduziblen Bestandteile eines Asn G,
wenn G eine irreduzible lineare Gruppe ist? Kdme als Thema fiir Herrn
Schmidt Stg (bei Roggenk.) in Frage

Normalsysteme sollten abweichend von Kurosch usw. so definiert werden:
Kette bei der fiir jeden (Dedekindschen) Schnitt {U;}, {O;} gilt:

(U:) 2 0.

Entsprechend und zur alten Def. gleichwertig: Serialitidt. Aber
Homomorphie-Invarianz sollte eingebaut werden!

Hat jede projektiv-serielle Untergr. einen Serialisator?
173/174

noch <<

Kriterien fiir serielle Persistenz einer Untergruppeneigenschaft?
Kriterien fiir Subnormalitét in auflésbaren Gruppen.

Bilden die deszendenten Untergruppen einer Noetherschen Gruppe einen
Verband?
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Frage 22 Hat in einer Noeth. Gruppe jede proj.-deszendente Untergruppe einen
”Deszensor”?

Frage: Sei A < @ endlich. Ein Subnormalisator von A enthalte zu jeder (maxima-
len?) zyklischen Untergruppe von G eine Erzeugende. Ist dann A <1< G?

174/175
Untergruppen-Funktoren

Def: 9 = {endl. Gruppen}
Y eV, = VG € ByI1GY < G, vertrigl mit Isom.
= Ugr Funktoren
(1) G¥ <G
Def (2) 1 (besser ¢ passend zu X) heifit stabil, wenn
monoton : A < B = A¥ < BY
idempotent A¥Y = A¥
NB: Thompsons J ist idempotent, aber nicht monoton
Satz (3) (a) ¥ € W stabil X := {X € &y | X¥ = X}. Dazu 177.1. Dann GY =
(X<G|XeX) (= Gx)

(b) Umgekehrt bestimmt jede Klasse X, X isom. abg., X ist (-)-abg, so
einen stab Fktor 1,

(c) und falls X ()-abg, so gilt: X entsteht aus ¢ gemif a)
Bew:

a) X=XY<G=X=XVY<GVGY>(.),GV=G¥ex

b) GY = (X <G| XeX)=(A<B=AYeBY) &= AW = (X <
AV | X eX)> (X <A|XeX)=AY

Satz (4) ¢ stabil, A< G, AY < B<G= AY < BY
Bew: AY = A¥Y < BY
Satz (5) Vor
(a) A< G < Sym¢)
(b) 1 stabil
(c) A% < G = |G2] = |47
Dann gilt:
Q) AV <G, =AY =GY AN
B) A¥ < Gap, ot =B =t € N(AY)

7) T := Qv ist Block von G und G(T') = N(AY)
Bew: AVt = G¥t = Gg =AY
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175/176
Vor. bc ist z.B. erfiillt, wenn jedes G, > A? ein hom. Bild von A ist und
AY? = APV € Epi(4, G)

1. Sei ¥ stabil; dann glw. wenn ¢ zu X (= erz. abg!) gehort:

I VG € Gy, Vo € HomG: G¥? = G¥Y
II a) Ist N 9G, Suppl(G,N) = {G}, & € X, 50 G € X. — d.h. jede
kleinste Aufsp. einer X-Gr. ist € X

by o n ,GEX, 50 ¢ ex
Bewl = I, GeX=GV=G=G" =G = G/N € X
I—1IL: (GY)? = (Go)Y = (£)' = ¢, N.G¥ =G, G¥ = G.
Iy > LGW=(X<G|XeX)*< (Y <L |YexrCXx)C
G?Y.
Sei N zugeh. Kern, H minimales Urbild von G¢¥ in G. Dann (%)w =
G eX=HeX=H<GY= HY <G¥?, G <G¥¥

(2) Ist & eine nach unten abg. Menge einfacher Gruppen und X := {X |
kein Kopf von X ist € £}, so X erzeug. abg. u. die Bed. (1) Iy gilt, und
es ist Gx = G€, wo & = unterer Abschlufl von &€

s. auch 174.2
176/177
noch Ugr-Funktoren

(1) Sind X;, X2 beliebige Klassen, so gilt: (V¢ Gx, = Gx,) < {ErzX;} =
{Erz X2}

Satz 2 Sei V¥ ein stabiler, mit Homom. vertauschbarer Funktor. Dann 3 &, n. unten
abgeschlossen, so dass G¥ = G¢ (und umgekehrt)
Bew: € := {E | E einfach, E¥ = 1}.

Satz 3 Sei A < G < Sym(2, jedes G, sei ein hom. Bild von A. Sei £ n. u. abg.,
A := Q e. Dann ist A ein Block von G, und Ng(A¢) = {g € G | ANAY #
0}
Bew 175.5

177/178
15.12.76

Satz 1 GpriQ, A% =ACQ—a, I CA, a€ (aUD) = &E(Gar) = E(GL) =
£=E(Gar) (o* €4)
Bew: G'&, < Gon < (Gur)® G, = G5O
Vh € Go: (ENT = (EMT daTh =T, also GU¢ = G4, (th | h € G,) =
G < NGX.

Sonderfall Jordan steckt im folgenden allgemeinen Satz:
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Satz 1* GpriQ, a e Q, at =5 € A = A CQ, Goa < H < G5, Hy schwach
G-abgeschlossen in H, HON =1=Hy=1.
Bew: H < Guaa < H, Got € N(Hp). Bei Jordan: H = Goa, Hy = H?,
£:=E(GL") CE(Ga)

FRAGE Homom. invariante stabile Funktoren auf Permutationsgruppen bestim-
men (vgl. 177.2)

178/179
gesamte Seite 179 leer
179/180

Moduln einer p-Gruppe F,

9.1.77
Im Anschlul an Dipl Arb Friedrich bemerkt:

1 Sei R=TF,G], |G| =p* >1,J={>cyg | > ¢cg =0} das Jacobson-
Radikal von R.

1 Ist m ein R-Modul und ®m := [u, u maximaler Teilmodul von m [also

%:p],so dm = mJ.

2 Jeder Vektorraum zwischen m und ®m ist ein R-Modul.

3 Sei u < m, jeder maximale Vektorraum zwischen u und m sei R-Modul.
Dann ist dm < u.

Anderer Beweis von 181(1)

AJGT
GT
\ )
HT G=MR=GT=HRT
H
A
Nach Gaschiitz 3 K:

GT
G K
A KNG
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180,/181

Gaschiitz fiir Gruppen mit Operatorgruppe T’

1.

Gaschiitz (1)

Sei AQG, A =1, A< H, <G (v=1,...,n). Gruppe T operiere auf

G sodaB AT = A, HI = H,. Sei i := ggT(i1,...), (a — a') € Aut A.
(*) Es gebe C, = CT € Kpl(A, H,). Dann 3C € Kpl(A, G) so dass die
Konjugiertenklasse von C' in G bei T fest bleibt: C* = Cvtel.

[= unter A] nimlich C' = Stabg- fiir jedes R = (Ry,..., Ry).

Anderer Beweis links [ Verweispfeil auf S. 180 ]

Bew: Ist A < H < G, C = CT € Kpl(4, H), so gilt fir H,r = H,s:
Hrt = Hs' und Z = s~H(strt)#rt wobei ¢ := h¥ = C,-Teil von h?:
h =ac= h' =a'c, alsoist (h")¥ = (h?)" und somit Z—Z = (s (sr)¥r)t =
(%)

Daher folgt aus R ~ S auch R' ~ S?, also wirkt T" auf 2, und es ist
(wg)" = w'g".

Die von T induzierte PGr auf 2 permutiert also die Stabilisatoren G, nur
untereinander, (Go)! = G4+ = G%3a € A.

-~ @

. FRAGE: Geniigt statt Vor * eine schwiichere:

{C} | a € A} sei T-invariant ?

B! = B%, so

C' = Stab(aR")™
C = Stab R~

Ja: Wenn { C.

a
181/182

Zu S.134: Es kann nicht allgemein C' N H, = C, gelten. Denn man kann

Hy, = H, wiihlen, aber Cy # Cs, 2.B. Co = a~ Cya. (Anderer Beweis: 1361)
folgender Unterpunkt durchgestrichen

Randbemerkung: [ besser: 134 (2) |

Ersetzt man im Satz von Gaschiitz 134.1

jedes C, durch C} := C,i”“c" ,t, € Gy,

also H, 1 H}:= H!, so wird C* = C.

Bew: Sei R, Vertr.Syst. zu AC, = H,, R} := R%" zu H}; Dann ist
ty ty

(I;tu,,) = (&) = fwlv (nach 129.4)

3, S, 1y
=[[(ANns Clrrtv)y =T[(AN s Cyr)tr.

NB: Hlvstv = Hirr'v <& H,s = H,r.

* * ju
Alsoz € G & 1= (}})‘%f)* =11, (1%;)* und mit z = 2t
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:|j1/

0[S o (Bes)” -1 [ B
© 2 € Gryn,..Gutn)) G(R;,) T Glrana,)
ausfithrlich G(Rzu) = G(Rutu) o G(Ru)

FRAGE (3) Kann man aus S.137 einen Satz von Gaschiitz fiir nichtabelsche Normal-
teiler erhalten?

Aufgabe: Unter einen Hut bringen mit Operatorgruppen!

182/183
Seite 183 leer

183/184
Subnormalisator
11.5.77

(1) Hilfssatz: A < G, SsnG, G = ASY = G = (A, S).
Bew: S¢ = §(AS9) = (§4)5% it (54)sn SC, ¢ = §4, G = ASA =
(4,89)
Unterpunkt durchgestrichen
(2) Satz:
|G| < o0; AL G, S,TsnG, Asn(A,S); Asn(A, T) = Asn(A,S,T)

Allgemeiner u. mit einfacherem Beweis: 197(6).
Bew: Ann Gegenb. (G, A, S,T) mit |G| min, |A| min, |S|+ |T| max. Dann

(a) Alles folgende gilt auch mit Vertauschung von S mit 7.
(b) G=(A,S,T), sonst ((A,S,T), A, S,T).
(b)) 1< NdG = ANsnG
(c) S =84 T="T4 sonst (G, A, S4,T4)
(d) AS® < G, sonst (1): Asn({A,S) =G
)

(e) S“NT < S, sonst: (ASY, A, S, 5S¢ NT) gibt Asn(S,S¢NT) =5,
(G, A, S, T) Wid.

(f) S NT=8SNT,dennc) <SNT<S“NT
(@) SNT<S, 9T f)

(h) SNT=1bY [N:=SNT>1= (G/N,AN/N,S/N) gibt AN snG,
aber Asn AN < 777
184/185
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Subnormalisator

() A.c <8, (G, A JA.GS,T), A.gS<S
(G) Ae=1 (ah)

(k) A einfach, Ay < A = (G, A1,S,T) kein Gegb., A;sn(A;,S,T) <
(A, S, T) =G

(1) AL S, sonst Asn(A,S)=SsnG
(m) |A] =:peP,sonst [A,5]=1=[A,T], AJG

n) 35 einfach, Sysn S, sonst S1 =1, Asn(A,T) = (AST) =G
0) N=Ng(A) =T =T4, sonst (G, A, S, T4)

)

|S1| = p, sonst [4,51] =1, S1 < N(A) < N(T) (p), denn Asn AT =

(
(
(
AMSOT — AMAST) - Asn(A, S T), S; < T, Wid. (h)

p

(@) P:==0,(G)#1 (p)

(r) A-PsnG (V) [(G/P, AP/P SP/P,TP/P)]
(s) A< P, |AP| teilt |A|-|P|=p", (v)

(t) AsnG, da P p-Gruppe, (s)

(3) SATZ: |G| < 00, AIB <G, Asn(S,A), SsuG = Asn(B,S)
Bew: Asn(A,S%); Asn(A, SB) (2)
Asn(A, SB) <« BSB = (B, S)
Achtung: Statt A < B geniigt nicht Asn B!
185/186

Subnormalisator

(4) Gegenbeispiel: Sogar aus Asn B < G, [A,S] =1, SsnG folgt nicht
Asn(B,S).

B = <( é)(é _01>> > 051 Cy in GL(2,p), p > 2.
(%)

G = P x B semidirekt, wo P = {(zy) | 2,y € F,} . Dann Asn B, da
|IB| =8, S :=((1,0)), |S| = p, S <P < G. A zentralisiert S, also A <
AS, aber A & snG, da A nicht ((0,1)) = T zentralisiert, obwohl T'sn G,
(JA[,IT]) = 1.

1 11 1
( ) b_( 1 ) ( : ),ng)
1 1 1

B abelsch, B sn (A, B)

_= O
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Satz (6) A € Uy(GQ), Asn H < G = Asn(H, O,(QG)).
Bew: Asn AO,(G)sn HO,(G).

allg. ebenso:
(6") AeU,(G), BelUy(G), AsnH, H <N (B) = Asn(H, B).
Satz 7 Asn B < G, N <G, Asn(A, N) = Asn BN. Beweis im folgenden durch-
gestrichen
Bew: ausgestrichen: [ mod N ist bn(oa)® = b(oa)k € A, also bn(oa)*t! €
AN] G :=G/N, Asn B, Asn AN sn BN. Forts: 201
186/187

Subnormalisator

1. Satz: Fiir jedes Paar {A,G}, A < G € § = {endl. Gr} sei der Subnorma-
lisator S(A, G) < G definiert derart, dass gilt:

vVI1SAG =G= AsnG
VIIA<K<G>G1 =G NSAG) CSANG,Gh)
v III ¢ € Hom G = S(A,G)¥ C S(A%,G¥)
VIVALG,|A €P, GoS =5 einfach, S C S(A,G) = Asn AS
VvV A 9A= S(A,G) CS(ALLG).

v @ Sei (G, A,S) ein Tripel mit minimalem |G| -|A4] - |S| mit den Eigen-
schaften: A <G € g, SsnG, S C S(A,G), A¢sn(A,S). Dann (1) -
(34), insb. Ja € A, s € S mit allen s(xa)™ ¢ A.

NB wohl dhnlich fiir allgemeine Ketten

(1) G1 < G=ANGsn(ANGy,SNGy) 1
(2) G=(4,5),(1) ALS, SLA

(3) 1< N<G= ANsnG III G¥ = G/N.
(4) Ag=1 (3)

(5)

5) Ag:= ANSC < Asonst A <S¢, G = ASC =8¢, G =S5 C S(A,G)
I Wid

(6) VBZAO§B<A:>BSD<B,S>
Bew: G4 ZZBSG,AﬂGl =BAy=B < A,alsoG1 <G, SNG1 =8
(1)
v (7T) 84 =89 <@, 54 =834 =8¢ (2)
Wire SY = G, s0 S = G wegen SsnG, S(A,G) =G 1

v (8) S1<98= Asn(A,S1), S1suG @
v (9) S einkopfig, sonst Asn(A, Sy, S2) = G 184(2)
Frage 9.79: Ist “z € S(A,G) = (z) C (A4, G)” ein verniinftiges Axiom?

v
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NB:

v (10)

v (11)

v (12)

v (13)

v (14)
v (15)

V" heifit: wird spéter benutzt
Ziel: (14) S’ < S

187/188
S’ =S = S einfach
Bew: Sy := RumpfS, F := S/Sy, Skript Selinka.
Mit XFl.= N M gilt: X = (X;), X;snG = X = (XF).
Max
X/M=F

Danach S = (SA)[F} = (S?Uq € A) = (SWFle | g € A) = S
wegen SCIF1 98¢ QG ist also S§' IG. Asn(A, Sp) und nach (3) wiire
Sp # 1, so auch (A, Sp) = AS§'sn G, AsnG.
S'=8= (Ag:=)ANSY =1.
Bew: S =5 einf. sn(Ay, S), Agsn(Ap,S). (6) mit B := Ay (<) A,
5

Aa‘S’SN(AO)a AOS] <A7‘S’> = Gu AO < AG =1
S =8 = |A] = r € P. Sonst 3B < A, |B| = r € P. Fiir jedes
solche B: Sei Ag =1 < B < A, also nach (6): Bsn(B,S), [B,S] =1,
S =S"sn(B,S); [B*,S] =1, [BA,S]=1da BA < Ag = 1.

188/189
S =8 = S AG, sonst Na(S) < A, Na(S) = 1 wegen |A| =r € P,
also sind alle S* verschieden:

§9=54= X 5°

acA

Wegen |S| # r gibt es Q < S, |Q| = ¢ € P, ¢ # r. Dann ist Q4 eine
abelsche ¢-Gruppe, da = X Q%. G; := (A,Q) < G, da = A-Q*

a€A
auflosbar, S’ = 5. AsnGp,da@Q C SNG; € S(A,Gy) Tund Gy < G.

Q<Q*<(A,Q) =Gy Wegen (|A],|Q]) = 1ist [A,Q] = 1. 3a # 1.
Dann wird Q% = Q < SN S =1 wegen S # S* einf. << G. Wid.
S’ < S. Sonst (12), (13), (10), IV Wid
|S| = q¢”, ¢ € P, S zyklisch.
Bew:
a) ¢ ]S : 5| nach (14), Sld .= N N < S,
Nas
q
(SlahA = (Slde | ¢ € A) = (594l | a € A) = 72?7(S* | a €
I = (sMld = §¢ld 9 G
= g

A)la
Wire Sl44 £ 1, s0 (3): ASl44snG. Aber (8): Asn(A,Sld) =
(A, Sld4) = ASlA, Also AsnG, Wid. Daher Sl < sla4 =1,
S| =¢".
b) Nach 9 ist S einkopfig.
NB: Wahrsch. |S| =q !
189/190

92



Jetzt untersuchen wir A:
v (16) A1 <A = A1 sn G. Bew: A1 SD<A1,S> V ® A1 < A, SsnG. 185(3)
Arsn(A, S) =G.
(17) A einkopfig, sonst A = (A;, A2)sn G (16).
v (18) Aus Ay < B < A folgt Bld =1.
Bew: (6): Bsn(B,S). Da Sld = 1, ist S < N'Bl4. Ebenso fiir alle
ac A S < N(Bld)y = NBlde 5 < N(Bld)A BldA g @, BladA <
Ac=1(4)
(19) A =1 (18)
(20) Ald = A sonst Al < A, daher nach (5): Al sn(Al9 S) wegen Aldl =
<A[‘1],S[Q]> — <A[‘1]7S>[¢1] 4 <A[q]73> ist S < NAld, A< ... Ald<
G, Al < Ac 1. A ¢-Gr, SsnGq-Gr, G = ASA ¢-Gr, Asn G, Wid.
190/191
v (21) |[A: Ag| =peP,p#q
Bew: |A : Ag| # ¢, sonst Aldl =1, Wid. (20)
BpeP,p#£qpl||A: Ayl 2B: Ag < B < A. Wire B < A, so
2
Blal =1 (18), also B = A.
Weiter sei P eine p-Sylowgruppe von A. Q := ApSY, Z ein min.
Normalteiler von G in Q.
v (22) A=AoP, [Aol=q" [Pl=p (21)
(23) Q:=5% G=QP,|Q=q¢",Q ;1 G
Bew: SsnG ¢-Gr, also @ ¢-Gr
¢-Syl G ={Q}, Q = Ao
vV (24) Z <Q,Z < = Z elem. abelsch, Z < ZtrQ, PAyZ = AZ = A® =
P <aG.
Bew: [Z,Q] <G, < Q, =1.
(3): AZsnG; [G : AZ] = ¢ wegen G = AQ, also Gl9 < AZ, A =
(p-Syl A) < P¢ =Gl < AZ, P¢ = A(ZN P%) # A (sonst A< Q),
also ZNP% #1, Z < P% wegen Z min NT G
AZ <PY<AZ A% < PY < A¢
— P = AZ — PG = AC¢

191/192
v (25) G=AZS =PAZS,da G = A%S = AZS
v (26) AgZ QG. Bew: AgZ < AZ = A€ A G, AgZ = (AZ)IP]
P

(27) (8¢ =)Q = ApZS = G, denn AyZ normale ¢-Gr.
(25): AgZS sn g-Gr vom Index p, AgZS =GP > Q und |G : Q| = p.
(28) ApZ elementar abelsch
Bew: AgZ 4G (26); ¢-Gr., Aj = (ApZ) <G, A < Ag =1. AgZ
abelsch; fiir X(®) := (2P | z € X) ist ebenso (4Z)P) = 1.
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(28a) Z ist P-irreduzibel, daher Z N Ay = 1. 26, 28; Z ist der einzige
min. NT von G, sonst Ag N Ztr @Q > 1.
vV (29) Cuyz(P) =1

Bew: =: C C = AyZ N Ztr AZ

= Ao ZNZtr A® (24)
4G (26)

[C,A] =1; A< AC. Wire C # 1, s0 (3): A <1 ACsn G, Wid.
(30) [von S. 193]

Aus y € AgZ und ¥ € A (wo (a) = P) folgt y € Ao.

Bew:

[a,y] =a"a¥ € ANAyZ (26)
= Ay PNAYZ = AQ(P N AQZ) = A

Apa"y ay = Ao, (Aoy™ ) = Aoy~ ; |Aoy | = ¢, also hat a einen
Fixpunkt f in Agy~ < AgZ;nach (29) ist f =1, Agy~ = Ao, y € Ap.

(31) Aus P € p-Syl A, z € A® (= AZ = PAyZ), P* C A folgt = € A.
Bew: da € P,y € ApZ : x = ay.

(32) Naz(A) =4 (31)

192/193
Dann PY = P* C A; nach (30) ist y € Ap, x = ay € A.

(33) SNAZ=1.Bew:t € SNAZ = A< (At), t € N(A) (31): t € A,
(25): t¢ = 1524 =4 C Ag = 1.

(34) [von S. 194] Sei (a) = P € p-Syl A4, (s) = S. Nicht zu jedem ¢ €
st4o} gibts Mengen Ei,...,E, C G, so dass (E1) = (a,a'), (E;) =
(a,a"1), B, C A
Bew: Wenn E4,..., E, diese Bedingungen erfiillen, so ist F; C A.
Das ist klar, wenn n = 1. Fiir n > 1 ist Ey,...,E,_, < A%, also
Ep_1,...B < A (31).

Ann: Vt € s140}3E, .. E,. Dann Vag € Ag : t := ag sag = a® € A.
Das gibt a% ® € A, P4 < A. Aber P® durchliuft p-Syl A, nach
20, 22 also P40 = A, somit A% < A, A< (A, S)G. Wid.

NB: alle t = s% € S(A, G)! Fortsetzung: 261

193/194
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Subnormalisator

14.5.77

(1) Ein sehr grofier Subnormalisator S(A, G), fiir den die Hauptforde-
rungen gelten, ist wohl: S(A, G) := {g € G| Ausa € A primir, n €
N : g = g(*xa)" folgt : 3FEy,...,E, C G : (a,g0) = Eo, {(a,a’) =
(Bit1), B, C A}
Aber fiir diesen gilt nicht: (s. 187-193)

A<G, SsnG, SCS(A,G) = Asn(A, S)

(2) Ein Axiom: A,B < G, A C S(B,G), B C S(A,G) = A, B kosub-

normal

(3) " s€ S(AG), z€Ca(A) = sz,zs € S(A, Q)

194/195
[ gesamte Seite mit Bleistift durchgestrichen |
Kosubnormalitit (Forts. von 184)
24.5.77 Randbemerkung: [ Schwab-Gedenksatz fam 10.9.77 197 (5) |
(1) Satz: A; < G endlich (« und was ist, wenn |G| = 00?) (i = 1,...,n); je zwei
seien kosubnormal und miteinander vtb.
Dann ist jede A;sn(Aq1, Aa, ..., Ay) = J.
Bemerkung: [ schiirfer fir n =3 197(5) |
Ergénzung: 196(2,3), 197(5)
Bew: (GA1 A, ... A,) Gegenbeispiel mit |J| + > |4;] =: m min.
(0) n > 3; alle A; # 1. Etwa A; € snJ. Sei « ein distributiver Subnormal-
funktor.
(1) A;ksn Ay, J = (A14,) = N = (A AS, ... A%) < J.
Bew: Wegen der Kosubn. ist
N = (A7, A3); (A7, 43)) = ((A142)%, ..., (A142)")
= A; < N(N), ebenso A; < ---
n:=3
(2) A" <A, = A=A =--- =A% =1.

(3)

Bew: A1, AS, ..., AY sind ksu, vtb. min: Ay sn A; N wiire N # 1, so G/N:
AiNsnG, Ay snG.

Aq, As, ..., A, haben bis auf Isom nur einen und denselben Kompos.faktor
F. (denn etwa A, # 1, a = {F}).
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(4) F' = F, sonst Ay, As,..., A, € 6, wegen A;pAy ist G = 6,, A;snG
Wid.

(5) A1Ay... A, sind direkte Produkte gewisser F)\ = F’; desgleichen daher
alle (A7, Ag)
Bew: « := [F]

(6) Wid: Sogar A; <G

195/196
Kosubnormalitét
24.5.77

(2) In (1) kann die Vor. “A; vtb mit Ay, A3” nicht weggelassen werden:
Az ((12)(34)(56)), A1 = ((23)), As = ((45))
Hier ist sogar noch [A4;, Ag] = 1.
[restliche Seite mit Bleistift durchgestrichen]

Satz (3) A1,..., A, pwksn = A;sn A;N, N = (AT, ..., A%) < J. Bew: (1) auf
(A1, A3,

FRAGE: (3') Seien A;,..., A, < G paarweise kosubnormal, A; mit As,..., A, ver-
tauschbar. Ist dann A;sn{A,,...A4,)7 NEIN: XVI 115(2)

Satz (4) Sei G = (Ag, Ay, ..., Ay), stets A;sn{A;, Ag). Dann Vi: AM snG.
Bew AT sn(AJAT ... AT < G. Anwendung XVI 114

(4") Vermutung: — (b) die gréfite Untergruppe By von Ay, die mit jedem Ay,
1 < k < n, vertauschbar ist, ist By I<G. [Nachtrigliche Anmerkung: f]

(c) jeder Subnormalteiler By von Ay fiir den
ApBo = BoAi (k=1,...,n) ,ist snG.
NB zu (c¢): S = (Pa, Pa,Pa, -+ Pa,)™A fiir groie m (sobald stati-
onir), wo PxA=(U|U <A, UX = XU).
196/197

Kosubnormalitéit

[Unterpunkt durchgestrichen]

Satz (5) Sei A;sn(A;, Ak) (i,k € {1,2,3}) und Ay vtb (A3, As). Dann A;snG =
(A1, Ag, As). Das verschirft 195(1) im Fall n = 3. Fiir n = 4 gilt das
Entsprechende nicht: 198(2)

Bew: (G,Al,AQ,Ag) Gegenb., |G||A1| s |A3| min

N := <A?17AgtaAgt> 4G = <A1,A27A3>'
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Ay, A, AT erfiillen Vor. 195(1), also Ay sn(A; ATTAT) = A|N
Wenn N # 1, so |G/N| < |G|: A1NsnG Wid.

Wenn N = 1, so alle A4, € N, (A;,Ax) € 9 Ip € P : p(A) & snlJ.
[p(A1)7 (A’L) = 15 1= 152737 WO p(X) =P, [p(Al)vQ] = 15

Q = (p(A41), p'(A2), p'(A3)) <J 1955. p(A1) <p(A1)Q < AQ (sn J aufer
wenn Q =1)= Q =1, also Al,AQ,Ag S ®p, J=A- <A2,A3> S ®p Wid.

(6) A<G@G, Asn(A,S), Asn(A,T), S,TsnG = Asn(A,S,T)
= 184(2)
Bew (5) auf A4, 84, T4 anwenden

197/198
[gesamte Seite durchgestrichen]

Kosubnormalitét

(1) ¥p € P: Aus A,B,C < G = (A, B,C), |A| = |B| = |C] = p und je zwei
kosubnormal folgt nicht A sn G. Beispiel fiir p = 3:

a = (123)(456)(789)
b= (147)
¢ = (259)

gibt b* = (258), (b, ¢) & B,.

(2) Vp>3: Aus A,B,C,D <G, |A| =--- = |D| = p, alle Paare kosubnormal
und A vtb (BCD) folgt nicht Asn(A, B,C, D). Bsp:

=(12--p)

(p+1p+2 2p—13p)
(2p—|—12p+2 - 3p—12p)
d—(1p+12p+1 o (p=1)p+1)
2p+22p+2 ---(p—1p+2)

(p2p3p --p°)
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etwa p = 3 illustriert:

a d

b und ¢ mit ihren Konj unter D erzeugen als Dreierzyklen eine tra Gr,
also pri, also Ay; folglich A < (B,C, D), erst recht Avtb(BCD), aber
(B,C, D) einfach.

198/199
gesamte Seite durchgestrichen

29.5.77
(3) Fiir p = 2 finde ich Ahnliches bisher nur mit |A| = |B| = |C| = 2, |D| = 4:

a e ° (o (o)
b e ° d |e ||e
° ° o [leo
Co/o o ||o
AN

(4) Also: Fiir jedes p € P gibts ein Gegenbeispiel zu der Vemutung;:
A,B,C,D € 6,; A, B,C,D < G} je zwei kosubnormal;
Avtb(BCD) = Asn{ABCD)
od sogar <

FRAGE (5) A; < Gy, A;, A kosubnormal. Ay vtb B := (A, | j # 1,1) fir alle ] > 1
24 sn(Ay, As, ..., A;)? Das wére eine Verschérfung von 196(3')

(6) Wie (3) zeigt man: sind Ay, ..., A, p-Gruppen in G und je 100 von ihnen
kosubnormal, so folgt nicht Ay sn(A4,).
Bew: Man kann p > 100 und alle |A;| = p wihlen.

199/200
Kosubnormalitat
7.6.77
(1) (a) {Ai|ieI}esnG,dh A;sn(A;) <G, {Bj|je€ J}esuG = {A,NB; |
iel,je J}lesnG
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(b) {A;}esn, H<G = {A;NH}csn
(c) " ¢ € Hom(A;) = A? csn
(d) " BisnA; = {B;} csn
[folgender Satz durchgestrichen]

Satz (2) {A;}esnG, {B;}esnG, {A;, B;j}esn, (A;)p(B;) = {A;} U{B,}csn.
Verallgemeinerung: XVI 40

d.h.: 2/ [von S. 201 iibernommen] Sei ApB; A;sn A = (4;); Brsn B = (By). Dann
Acsn B < A; csn By,.

FRAGE (3) Acsn B,C; BesnC® (oder Bvtb C%) Va € A RS Asn(A, B,C)
b) geniigt BApC4, s.u.

Bew 3b: (XVI 40): A € sn ABANsn ACA. ABApACA I Asn ABACA.

Aufgabe (4) Kriterium fiir Kosubnormalitit, z.B. lokales
Falsch ist die Vermutung

(5) Sei A[<]G. Wenn die Kosubnormalitéiit auf der Konjugiertenklasse
{49 | g € G} transitiv ist, so ist AsnG.

Gegenb: I 80: Dann wiirde aus A < G stets AsnG, also A <1 G folgen.

200,/201
(6) FRAGE Zusammenhang mit Knapps Archiv 25, 4737
Forts. von 186 P € &,, P < G, M max mit Psn M < G = O,(G) < M.
m.a.W: P € U,(G), Psn H = Psn(H,O0,G).
Bew: Klar: Psn[P - 0,(G)] sn HO,(G).
FORTS.: XVI 39, 107
201/202
pq’

14.7.77

1. In einer p-auflgsbaren Gruppe hat das Erzeugnis aller p-Sylow-Zentren (die
p-Lénge und) abelsche p-Sylowgruppen. (Der schwache Abschluf} eines p-
Sylowzentrums in einer Sylowgr. ist abelsch (wird im Wesentlichen bei
Hall-Higman stehen)).

X <Z(P) PepSyls

, so hat (X,Y)
Y<2(@Q) QegSylG

2. |G| = p*¢®, G € & :>Ist{

abelsche Sylowgruppen.
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3. In jeder Gruppe G sind p-Sylowgr. von Normalteilern schwach (sogar
stark) abgeschlossen. Ist G p-auflosbar und ist A eine schwach abgeschl.
p-Untergr. von G, die von Elementen mit G-Klassenléinge 0 mod p er-

zeugt wird, Sylowgruppe von A% und daher stark abgeschl. [In p-aufl. Gr.
ist also manchmal fiir p-Untergr. schwache Abgeschlossenheit gleichwertig
mit starker.]

<

3" Entsprechendes diirfte in m-aufl. G gelten fiir 7-Untergr., die von Elemen-

ten m-freier G-Léange erzeugt werden.
202/203
noch p®¢?®

1 Ist |G| < 00, K, LIG*), A€ n—Hall K, B € 7' —Hall L, so ist AB = BA.
Bew: OBdA G = (A,B). D := KNL<G. Dann AND € « — HallD,
BNDex —Hall D,also D= (AN D)(BND). Nun wird [4, B] < D,
mod D [A,B] =1,alsoist (A, B)D = ADB = A(AND)(BND)B = AB.
*) Bs geniigt nicht: K, L << G, KL = LK (sonst A € H.(G), L <<1 G =
AL = LA)

2 G € 8,, (dh. |G| = p*¢®) = jede schwach abg., von Elementen p-
freier G-Lénge erzeugte p-Gruppe ist vertauschbar mit jeder ebensolchen
g-Gruppe. (203 (3))

4 Sei G minimal nicht auflésbar, G = PQ, X = Z(P), Y = Z(Q). Besitzt
G eine maximale Untergruppe mit O, # 1 # Oy, so ist XY < G, und
IX, Y X <X <P, Y<Y<Q:(X,Y)=XY; X,Y abelsch; namlich
X :=Pn({X,Y).

5 Es gibt G mit |G| = 9 - 16 mit Sockel der Ord 9. Bew: 16 | | GL(2,3)| =
(32 —-1)(32-3)

s. Glaubermann Burnsides other ...

FORTS: 265
203/204

PGr: Lange Bahnen u. Kosubnormalitét
17.9.77

1 G tra, AsnG, I(A) =1, Grad A > %GrG = Atra.
Denn Grad A | Grad G. Ahnlich fiir A mit mehreren Bahnen, von denen
eine ldnger als % Gr @G ist.

2 A, B kosubn, I(A) =1(B)=1,TrANTr B # () = Tr A O Tr B oder umg.
3 AsnG, A unzerschneidbar in G jede Bahn von G enthalte genau eine

lange Bahn von A. Dann:
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(a) g€ G, TrTANTr A9 # () = Tr A = Tr AY.
(b) GrA>1GrG= GrA=GrG, dh. Q4 =0.

4 Gpri,AsnG,, GrA > % Gr G, jede lange Bahn von G, enthalte hochstens
eine von A. Dann Gr A = Gr Gy, d.h. Atra3% (V8 # a).
Bew: Sonst G, nach 3 zerschneidbar, da o0BdA A unzerschn.
204/205

5 A < G habe Fixpkt und sei maximal mit minimalem [(A). Desgl. B.
Ist B trivial auf einer (beliebigen, lg od kurzen) Bahn von A, so ist
B sn (A, B). [mit Bleistift:] La8t B einen Konst " von A fest und hat die
subnormale Hiille von BT in (A, B)! einen Fixpunkt, so ist Bsn(A, B).

6 Zwei Gruppen A, B mit Vor. 5 (Tinte) sind genau dann kosubnormal,
wenn jede auf einer pass. Bahn der anderen trivial wirkt.

7 Sei Aund B < G, I[(A) =min ={(B) =1, A, B max. Wenn ({4, B)) > I,
so A, B kosubnormal.

Unterpunkt 8 ist rot durchgestrichen
[rot durchgestrichen mit der Anmerkung ,,s. aber®:]

Satz 8 A <1<t G, A transitiv = alle Bahnen von A sind konjugiert unter G' (und
daher gleich lang).
Bew: Gegenb mit |G| min, A max. N min NT von G. Fall I: A < AN.
Dann je zwei Bahn. von AN konj, darin die von A wegen A < AN.
[ Randbemerkung: Trugschluf}! Das geniigt nicht | Fall II. A = AN,
N < A. Betrachte Q := Q : N. G auf Q. Die Bahnen von A sind die
Bahnen von A, aufgefafit als Vereinigungen von Bahnen von V.

205/206
Noch lange Bahnen: Extremalgruppen

1 Def. Sei G PermGr, A < G, A unzerschneidbar in G®, Gr A > 1 Gr G,
Q4 # 0, jedes Erzeugnis von A mit weiteren (Konjugierten) Ahnlichen,

das noch einen Fixpunkt hat, habe mehr lange Bahnen als
A l(A A9 . A9) > [(A) =1 wenn A9' # A. Schreibe Aextr G.

2 AextrG, A< G, = AsnG,.

3 AextrG, A < H < G, jede Bahn von H enthalte héchstens eine lange von
A. Dann A tra auf jeder solchen Bahn von H. 2043.

4 AextrG, I{A,A9) =1+k=1(A)+k, A# A9, (k> 0). Dann hat A (und
AY) mindestens k + 1 isolierte lange Bahnen in (A, A9). Allg:

4" A, BextrG, A???B; (A, B) =1(B) + k. Dann hat A mindestens k + 1
isolierte lange Bahnen.
206/207
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Satz 5

Satz 5*

Bem. 6

Def 0

Def 0)

(5)

AsnGtraQ, Q4 # () = ACintra.
Bew: JA < (A, Ay) <(AA;A) <--- S AY mit A, = A. Schritt betrachten

bei dem hypoth. Transitivitat erreicht wird.
Allgemeiner und wohl schon frither gefunden:

Sei A; sn G, Gtra, jedes Qg4, # (), A := (A;), dann Aintra. Sonst Jg; € A :
o € QAi?i, [ RS Q<A9¢‘l> :A

AsnG = tra, Q # Q4 # 0 = dg € G : A9 hat eine lange Bahn in Q4.

Bew wie fiir 5.
207/208
Lange Bahnen

G PGr. Ein Extremalsystem ist eine G-inv. Menge £ von Ugr von G:

kommen > 2 lange Bahnen von A oder B vor.
Seien A, B € £ = extr in GG. Dann:

A< G, = AsnG,.

I{A,B) =1+ k, k> 0= A hat mindest. 1 4+ k lange Bahnen in Qp, und
Asn(A, B). Bew mit

A < H < (,, eine Bahn von H enth. 0 lange von A; jede Bahn von H
enth. < 1 lange Bahnen von A = A ist auf jeder Bahn transitiv oder
trivial.

A # B in £ mit gem. Fixpkt = A und B haben mindestens je 2 isolierte
lange Bahnen.

Bew d), 2
A, B < ¢, fiir die langen Bahnen I'; von (A, B) sei [(A%) = qa, [(B') =
Bi, a(A, B) = maxq;, B(A,B) = ... u(A, B) = max(«, 8), o0 = max(«; +
Bi)-

208,209

w(A,B) =1= A= B wenn Q4 N Qg # 0.

NB: 0(A,B) <2
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(6)

Def:

(3)
(4)

(6)

Eine tra PGr des Grades n werde erzeugt von A, B < G, und B habe
einen Fixpunkt. Dann enthélt jede Bahn von A einen Fixpunkt von B.

Bew: OBdA nimm B maximal mit Fixpunkt unter den Erzeugnissen
(BY% i € I), dann ist Qp ein Block T fiir G, dessen Konj. werden transitiv
von A perm.

Zusatz: Jede Bahn von A enthélt den gleichen Prozentsatz von Fixpunkten
von B. Denn wenn Qp NTY # 0, so Qz,- NT # (), daher Qo pay # 0,

BY < C,B<(CY1TIYCQp. Qp besteht aus vollen konj. Blocken zu I
Forts. S. 216

209/210

Klumpen & Zerschneidung

G < SymQ, G = G(?), A CQ, (T:=Q-—A). Die “Klumpen” von A
beziiglich G sind die Aquivalenzklassen auf A von:

81 ~ 8y & Voer : 097 = 657

Seien Ay, ..., A, die Klump. von A; A = 3" A;. Genau dann kann man
G(A) (= G(I')) zerschneiden, d.h. G(A)A < GP?), wenn A jedes A;
einzeln fest 148t. Dass es sie hochstens vertauscht, ist klar. Also die grofite
durch © =T + A zerschneidbare Ugr ist der Fixator von A =Y~ A,.
Klumpen von ¢ = (1, 4a 56,

Sind A =Y A;, A" =" A}, die Klumpenpart. bezgl. (I', A) und (I, A"),
so sind die nichtleeren A; N A’ jeweils genau die Klumpen von A N A”.
Denn §,n € A; N AL = £ 71 in derselben Bahn fiir jedes G, o € T'UT".
Umgekehrt folgt aus letzterem das fiir alle « € T und alle 8 € TV, also &, 7
impl. A;, A’

210/211

Ist A C A, so besteht jedes A; aus vollen A;.

Die Klumpen von AU A’ bestehen aus vollen Zusammenhangskomponen-
ten der Vereinigung der Graphen zu A und A’ (kénnen aber aus mehreren
solchen bestehen, da aus Gr = 1 = G nicht folgt Grar = 1).

Fir A < G < Sym sei k(A) die Anzahl der Klumpen von A, d.h. von
TrA. Ist A < B < G, so ist k(A"P) < k(A). Sonst hiitte A8 einen

Klumpen, der keinen von A enthilt, daher A dort trivial, also auch A4 =
AB,

Sei I := mink(A), 1 # A < G, Q4 # 0. “Heifle A extremal”, wenn A
maximal in {B | k&(B) = [}. Dann A < G, = AsnG,. Sei A = {A |
A extr. in G}. Weiter stets A, B € 2.

211/212
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10.

11.

117,

12.

13.

Satz 14.

A B e,

.A#B,QAQQB#@$k<A,B>>Z.

[ Reihenfolge aufgrund eines Verweises im Skript geéindert |

A, B € 2, jeder Klumpen von (4, B) enthalte hochstens einen von A; sei
TrANTrB # 0 und Q4NQp # 0. Kurz: (A, B) =1 (208¢/). Dann A = B.
Bew: Wenn A # B, so k(A, B) > 1. Es ist A < (A, B). Sonst (A, A®) < A.
Indukt nach Ord: A, A? erfiillen trivialerweise dieselbe Vor, also A = A°.
B 148t also den einzigen Klumpen von A in einem gegeb. Kl. von (A, B)
fest, nach 210 (1) kann man B léngs Tr A zerschneiden. Die Klumpen von
Tr BNTr A sind genau die nichtleeren A; N A, A; = Kln A, A’; = Kln B.

[ Ende von Unterpunkt 9 bereits auf Seite 213 |

Jeder der (nach 8 weniger als [) nichtleeren Schnitte Klump ANKlump B ist
ein Klumpen von BT < @G, also k(B™4) < 1, B"* =1, Tr BNTr A = {),
Wid.

Ae A, H <G, jeder Klumpen von TrHy TrA enthalte héchstens einen
Klumpen von A. Dann kann man H ldngs TrA schneiden:

HTrA < G;

Bew. wie 9: Die KIn von H# sind die A;NA], wo A; = Kln H, A, = KIn A.
212/213

A#BinA QanQp # 0, TANTrB # () = A hat mindestens zwei
isolierte Klumpen in (A, B).

Allg: k((A, B)) =1+ m = Es gibt mind. m + 1 Klumpen von (A, B), die
ganz aus Fixpunkten von A bestehen. Sonst erfiillt A mit H := B die Vor.
10

k(BT <1, Wid.

Ebenso:

ABin2A, Tr ANTrB#0,04N0 #0,a(A,B)=1= A=B.
213/214

1 <4 QaNQp #0
~ " |ABin2= A B<(ADB)
Bew: [ =4-Typ(A, B) = (1,0)(1,0)(0,1)(0, 1) oder ss.
OBdA A # B. Nach 11 gilt:
(A, AP) ist vom Typ (1,1)(1,1)(1,0)(1,0)(0,1)(0,1) falls A # A®, Wid.
(I < 3 noch einfacher ebenso).

G pri, l:= min k(B) <4, A <G, k(A) =1 = A trifft jede Bahn von
1£B<G

G, die hat gen_au [ lange Bahnen.
Bew: sonst N := A% OBdA A max. =€ 2. |Qy| > 1. 33 € Qu, 8 # a.
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Vermutung 15

Aus A9 < Qg folgt A9 < N(N) = G, aber der schwache Abschl von A in
G hat keine Fixgr # Gg3.

NB: Also A=G, beil <4
214/215

Unter Vor. 14 hat vielleicht der schwache Abschlufl von A in G, hochstens
[ Bahnen.

Hat vielleicht G, wenn es nicht durch subnormale Hiillenbildung aus A
entsteht, sogar <[ — 1 lange Bahnen?

16 a # B, NdG,, NsnGg = N% = 1, sonst jedes A9 < Go < N(N) = G,

Abschlufl A in Gg hat weiteren Fixpunkt.
17: Methode: Ja, 3: [Fiir] E:= (A € A | A < Gup) [ist] Qg =: A minimal.
Denn: [A9 N A |< 1 fiir A9 # A| (Wenn alle lange Bahnen von E Lingen
= 0(q) haben, so G(A)tra A).
[ Randbemerkung A kann nichts in G(A) zerschneiden: 1 # u € Go_a =
u € A wegen [ = max
Stets 3 Op(A) # 1 fiir ein A < G(A) und 3 I(A) < p fiir jeden Isotyp von
Konst = I(G) <1.Ist A # A’ # .- und gibt es k(k',~)AY 5 «..., s0
a
LE(AI=1) <[9Q[ -1
G(A) zerschneidet U(< G(A)) & VE Z AVnY @ n“e N A invar. bei U
& Vegn gilt: G(A)e -Bahnen innerh. A sind U-inv.
& Vne A G(A), -Bahnen aulerh A 77 17,
Forts 219
215/216
<< und Bahnen Forts. von 209

1. Sei G tra; AsnG, BsnG 4(2) GrB < GrG, G = (A, B). Dann A tra Q.
Bew: Es gibt einen Block I' von G der aus den Fixpunkten der schwachen
Abschliefung von B in G, besteht. Jede Bahn von A trifft I, und Qp
besteht aus von Konjugierten I'; = I'% (vgl. S.209). A%tra, sonst lieBe
B eine Bahn davon fest. OBdA ist (49, A) tra fiir jedes A9 # A, aber
A intra.
Jh e G: A<S(A, A) tra. Je 2 x # der Fixpunktblocke von B < Anz. der
I';—1,gibtes2 I'’sin Qp.
Jede Bahn von A enthilt also 2 Fixpunkte von (B, B")

Satz 2 AsnG, A% traQ, Q4 #0=|Q|=1,dh |Q] > 1, Q4 # 0 = A intr.
allg. 4

Bew Ind |[Q| mit Q:=Q/N, N -< G. A< AN.
216/217
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Satz 3

Frage 1

Satz 2

Ein Subnomalteiler A der trans. Gruppe G habe nur 2 Bahnen; dann sind
diese in G konjugiert.

Aq,..., ApsnG auf Q(Ay, ..., Ap)tra = |Q] = 1.
Bew: dg; : A?i € G, aber <A13i> = @G.

A, B <G, AB = BA = auf jeder Bahn von AB, in der A einen Fixpunkt
hat, ist B transitiv.

217/218
<1 o0

Ist G = AB; A,BsnG; A = A’ und |G| < o0, so G = Ap - B (sogar
G = (Ap)® B); gilt das auch fiir |G| = 00?
von Kegel; Math Ann 163 (1966)

Sei X C Ugr@G, abgeschl. gegen X — X9 Normalteiler und “normale”
Produkte (X “subjunctive” Fitt.Klasse), A = A’snG.

Dann

a) A< N NS=A< ) NT.
Ssn A TsnG
Sex Tex

b) Entsprechend fiir C statt N.

Bew: a) G

TC =174

D
OBdA: AT =G. Ind. d=0v,d=1. AJG.

a) |G-T| =2, 0BdA D =1,C,T<T¢ CNT =1, [C,T] = 1.
[C,T%] =1, [C,T%] =1, [C,C] = 1, C abelsch. x € C : (z) 4 A,
Aut(z) abelsch, A = A’ also © € Ztr A. C' < Ztr A fiir ¢ fest € T
t* = cla) - t, 19 = ¢(a)t” = c(a)e(d)t, a — c(a) ist € Hom A,
Bild < C abelsch, A < N(T)
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FRAGE 3:

B) |G -T| > 2, Indukt.
d > 1: Bew 2) Indukt |G — B|;

Nach Induktion ist Ty = T{ <G, gehe zu G/T1: G1 = G norm, alle
S > 1.

Geniigt statt A = A" auch A 1 B? NB: Beim Beweis gilt [B’, A] = 1.
218/219

Lange Bahnen-Zahl
Forts. von 215

25.9.77

Satz (1) Vor = Z(G(A)A #1 &

ungefdhrer
Satz 2:

Bew:

I(A) < q=1U(G,) <I(A), sogar GrA=n—1

| hier geniigt schon, dafi die Anzahl der “Klumpen” (210) gegebenen Iso-
morphietyps # 1 stets < g ist.

Bew: Sei A < G(A)y, A® # 1; Wihle a € A, Q € ¢-Syl G(A)a, Z <
Ztr Q Wegen (Al, ???)“GAA = Az (S GA) ist Z Q N(AZ)

VA; < G(A)y; 1d8t jeden Block von A; fest, daher auch von (A4;). Ist
Z2 #1,50 < Go_p, (Z2)Ptra A, erzeugt mit A etwas groferes ohne
Wachsen von [, hat noch Fixpkte in  — A.

#Xkln A < q, |A] = p*¢®, a3 > 0,3 A B,C A< B, A< C, B csii C
= A=0_G,

zerschneide B, C mittles Tr A.

Befreiung von Vor 1*: Wiihle ¥ ABC: A < Ga, B,C < G(A), £ Ga,
B nicht esnC, A < (A, B,C) = K. Dann kann man jede Sylowgr von K
zuschneiden durch A.

M Besser: B := (A € 2| A» =1),3B,C < G(A), € A. B # C in
G(A) — G. Dann B, C nicht csn, B,C < N(A), l227(F) < I, sicher geniigt
?

#Klumpen A < gq.
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Ziel (1)

219/220

Sei A maximal mit folg. Eig. bei geg. M: A < M <G, V¥, (A < M9 =
AsnM9) AgsnG, A< M" = M" = M. oder dhnlich: G = G®?.

Satz 2 Wenn A unzerschneidbar, von seinen r-Sylowgr. erzeugt wird und A9 <
N (A) weniger als r Klumpen hat, so Tr A9 = Tr A.
Bew: @ € r-Syl(A, B); dann kann man A9 vermoge Tr A zerschneiden.
Satz 3 Im (G,) Problem werde A von den r Syl Gr erzeugt und habe [ < r
Bahnen. Dann I(G,,) <.
Bew: Wihle [ min sonst 34 csn AY.
Methode 4 Generell fiir A < G untersuchen die minimalen H < G, die durch zwei
nicht kosubnormale Konj. von A erzeugt werden kénnen.
220,221
gesamte Seite leer
221/222

Vor: AsnG, sobald A < G, und es gibt solche a. A & sn G = pri
4.10.77

(1)

Satz (3)
(3"

(3")

Aus A sn A folgt Grad Ay > 2f, f:=|Q4]. Genauer (2)

Bew: A; ¢ snG. 3a; € A3g € G: Ay ¢ sn(A;, AJ'Y). Dann A ¢ sn(A, A%)
A" bewegt ganz Q4. af bringt f Pkte von Tr A nach Q4, Gr A; > Graf >
2f.

Stets ist p := mingradA > 2f, f := |Qa].

Bew: Sei Gra = u, a € A. T := {a? | g € G} ist eine Testmenge fiir
(Ap,G), wenn Ay : {a)"4, dann Ay = (A9 N T) (s. Hauptseparat). Da
Ap & snG (wegen Gpri, Qa, # 0), 3t € T : Ay & sn(Ap, Af)). Dann ist
erst recht A ¢ sn(A, At), da Agsn A. Also haben A, A? keinen Fixpunkt

gemeins., Grt > 2f, aber Grt = Gra = p.
Noch schérfer:

Ist @ € Aund Orda € P, so enthélt ¢ mindestens f Zyklen der Lange > 1.

Genauer: ein passendes a9, g € G, enthilt in seinen langen Zyklen ganz
Q4, und in jedem Zyklus nur < einen Pkt von Q4.
222/223

Bew: Sonst géibe es zu jedem g € G mindestens ein ¢ € (a9)—{1}, das einen
Fixpkt von A in einen ebensolchen iiberfiihrt, denn von den f Fixpunkten
von A ist entweder einer auch fix bei a9, oder zwei liegen in demselben
Zyklus der Linge > 1.

Zu jedem g so ein T' gewiihlt gibt wieder eine Testmenge fiir ((a) 4, G),
fiir die stets Asn(A, A*) und damit Agsn(Ag, Af) wire (Ag := (a)?).

Wenn a € A, Orda =7 € P, so Grada > r - f. (Bew 3)
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Satz (3") a € A, P>r|Orda = Grada > rf. Daher P> r | |[A] = Grad A > rf.

1 (3V) Zujedem a € Amitord a € P, n:= Q] > (r+1)f, f < S 39€G: af
enthélt keine Bahn A mit

|AﬂQA|>1.
223/224
Satz4 Sei B< G, G2T =1T9 Vge G und

(a) Bsn( B,B"YWt € T. Dann ist (BNT)snG.
Statt (a) geniigt auch (nach Bartels’ Satz)

(b) T enth. nur primére El'te, und t(cb)* € B Vb e BNT (also z.B.
erst recht t € snf,(B), Vt € T).

224/225

“Vertauschbarkeit und Subnormalitéit”

Leichte Aufgabe: Welche p-Untergruppen sind mit allen p-Untergruppen der
endl. Gr. G vertauschbar? Liegen sie im Hyperzentrum von G?7 vgl. Maier-
Schmid. Klar: Sie liegen in jeden p-Sylowgruppe, also in O,(G)

“ Satz von Frattini”

1. Verallg: @,(G) := N M

M<G
|G:M|#0 (mod p)
besitzt nur eine einzige
p-Sylowgruppe.
Steht das eine schon bei FRATTINI selbst? oder im gelben Skript von
CARTER?
2. Kann man Gaschiitz MZ 58 auf @, verallgemeinern?

3. Nenne A < G grof}, wenn 3¢1,...,9, : G = (A, g1,...,9n). Nenne A B
benachbart, wenn AN B grof} in A und B.

FR.: Ersprechendes fiir ¢,(G)?
995/226

MG (UAd Schreier V)
geniigt: A < £ Aut F' = A 148t £-Untergr # 1 von F fest

109



16.11.77

(1) UAd Schr V: Sei A € G, M € MnG, sei {G5} eine Normalreihe von
G, und A lasse jedes nicht aufl. M—G? fest (dh. A < N (M N Gy_1)Gy).

Dannist A < M.
(A, M)

Bew: Indukt. |G|: OBdA sind alle N (M N Gx_1)G < G.

[Fiir M&,G statt M G gilt’s ohne Schreier]. (1) steht schon in Vorl.77
(Breu §14)

(1) folgt aus
(2) UAdSchV: M € MrG, {G\}NR G, fiir jedes nichtauflosbare G* sei

MG — {GA oder
1
(a) Dann gilt f jedes M; € MnG: My <g M, d.h:
(b) ¢,G = 1.
(c) Gilt w-separiert
Bew: Verfeinere {G)} zu Hauptreihe, unterstes Glied ist € 7G oder 7'G,

wenn auflésbar, aber auch "noon
wenn nicht (nach Vor.).

)

Hieraus folgt allgemeiner:

(3) M € MnG, {GA\}NR G, H = ﬂGAQGNMﬁGA = H ist m-separiert,
ceH =1.
NB: “submaximal” wére nicht konsistent mit subnormal.

226/227

FRAGE (4) Sei
H= () Ne(M-G"

MeMnG
G gS

Ist H eine maximale m-separierte Ugr?

FRAGE (5) Hat jedes M € MnrG eine Projektionseigenschaft fiir direkte Produkte
von einfachen Subnormalfaktoren von G, von denen einer (oder beide)
nichtabelsch ist? Wohl “ja”, wenn der Rumpf jedes eink.pf. SNT’s von G
auflosbar. -

Nebenbemerkung [ NEIN! 24254 |

Verm. (6) Aus M, L € MrG, M—KopfE; = L-KopfF; fiir die “Einkopfe” (perfek-
ten) folgt Mg = Lg. Fiir A < M ist auch notwendig, dass A die L-KopfE;
permutiert.
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Aufg (7) (a) Nachpriifen, ob man von der Projektion eines M € MnG in einen
“abstrakten” Kompositionsfaktor reden kann.

Nebenbemerkung [ NEIN |
(b) Ist die Proj. in einen nichtabelschen Kompositionsfaktor immer grofi?
Nebenbemerkung [ NEIN |

Ist sie submaximal?

Nebenbemerkung [ NEIN S.242 (36) |
997/228

Satz (8) Ist TS << G, M € MnxG und N -< G derart, dass S/T von N gemieden
wird, so ist |[M~S/T| = [M~NS/NT].

(8") Wenn man noch L € MnG |L-S/T| = |M-S/T| hat, so ist auch
|L-SN/TN|=|M-SN/TN|;
ebenso ohne Betragsstriche.

Satz (9) Seien L, M € MnG, Gy < G, und es gebe eine SNR von Gy, in deren
nichtauflosbaren Faktoren L und M dieselben Projektionen haben. Dann
ist LNGy = M NGy, wo H:=(LNGy, M NGy gesetzt ist. Denn oBdA

G = (L, M), dann G m-separiert.

FRAGE (10) Ist jede “normal-maximale” m-Untergr von G (d.h. 3G : M = G N M,
M € MnG, G < @) auch “holomorph-maximal”?

FR. (11) Kann man je zwei Erweiterungen von G unter einen Hut bringen? Was
sagt Amalgamtheorie ? (ja wenn Z(G) = 1, Hut = Aut G).
928/229

Satz (12) Sei B € wH. Dann 3G, ¢ € Epi(G, H), A € MnG mit p(A) = B.

Bew: Stelle H (auf den Nebenklassen von) als reguléire Permutationsgrupe
dar, Grad(H) = n, wihle Nq,..., N, isomorph zueinander mit > zwei
Klassen nichtisomorpher max. w-Ugr. Wéhle M; in einer Klasse maximaler
m-Ugr von N; fiir die ¢ in einer festen Bahn von H, und M; in einer anderen
Klasse, so dass die M; 2 M; sind. Dann G := Ny X - -- X N,, erweitert mit
H, A:= M, x --- x M, erweitert mit B.

Allgemeiner 24234

FRAGE (13) Sei A € AEG, S << G, SvtbS® Va € A. Ist dann A N S maximal unter
denjenigen &-Untergruppen von A, die bei N 4(S) invariant sind?

Geg.Bsp (14) Komp.fakt (G) = Kf(H) # ¢y, (G) = ¢w(H). Bsp: |G| = 2 - 168 mit
IN| = [168]; H = N x Cs; {2,3}
H hat wohl Konj-Klassen mit Ord 94,24,6, c,H = 3
G n " " " " 48,12, c,G =2
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229/230
MILEG = MG (€ fest)
19.11.77

Def (1) A submaximale £-Untergr. von G :< 3H,B : G << H, B € MEH,
A =GN B. Dabei £ ,abgeschlossen®, d.h. eine Klasse von endl. Gruppen,
abgeschl. gegen Ugr, Faktorgr, Erweiterung.

Frage: geniigt Abgeschl. gegen Ugr und seminormale Produkte? Hierzu
245(41")

(2) In der Situation (1) sei B < H* < H, G* := G N H*. Dann ist auch A
submaximal in G*.

(2') Sei A€ MTYEG. Dann Gg¢ = Ag < A. Dann Gg < He < B.

FRAGE (2") Ae MEG, A& CE=Ae MEG? dh. MEGNE = ME'G.

Satz (3) Sei A € MI9EG, Sei F = F’ einfach, N := (F; € snG | F; = F). Dann
ist A submaximal in Ng(N N A).

x genligt: einkopfig
und Rumpf € £&’ Bew: Wihle H, B nach (1), und L := [mit Bleistift durchgestrichen, Kor-

vielleicht
entspr.
fir

N ® G,
Ne¢&
vgl 247

rektur unklar: (F; € snH | F; 2 F)]. Dann LNG = N, L = N x K. Setze
H* := Ny (BNL). Dann B < H* < H,und G* := GNH* = Ng(BNL) =
Ne ((BNN)x (BNK))=Ng(BNN) wegen G < N(BNK).
Bew fiir x: Lo := RumpfL, H:=H/Ly, L=N x K, K := Lo(F" < G);
[G,K]=1,[G,BNK]< Ly, G<Nyg(BNK), BNL=(BNN)(BNK),
Ng(A) =Ng(BNL)=GNH* B<H*=Nyg(BNL).
[ Randbemerkung: B??? H*, G* << H*, BN G* = Nipng) = Na(B N
H)=Noa(BNGNN)=Ns(ANN)=A].

230/231

(4) Aus A; € MITEG, folgt X A; e MTTE X G;.

Bew: H := X H;, B:= X B;.

NB: Es wird wohl nicht ganz M << X G; so entstehen.
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(5) Aus A € M99EG und £* < & [auch abgeschlossen]| folgt Gg+ < A. Denn
Gg+ < Hg« < B in den Bez. von (1).

s. 24543

(6) A € MI9EG, €3 NG, aus G <1< H folge GNN =N; - . G —
G/N. Dann A € M 99EG. Insbesondere:

(6/) Aus £ <&, N := Ge-, A € MI9EQ folgt A/N € M<<G/N.
Bew (6): 3 H,B (1). K :== N -, KNG = N, K € & Der kanoni-
sche Isomorphismus von G = G/N auf GK_/ K=0G fiihrt A= A/N in
AK/K =: A iiber, also geniigt es zu zeigen: A € M << EG, hierfiir geniigt
es wegen B € MEG z.z.:
fir H := H/K, B := B/K ist BNG = A. In der Tat: (GK N B)/K =
(GNB)K/K = AK/K.

FRAGEN (6*) (a) Folgt aus A € MIYEG, N <G, N € EG stets A/N € M<<EG/N,

Ae MI9EH fir H:=Ng(ANN)?

(b) Folgt aus Ge¢ < A € £EG und A/Gg und A/Geg € MVEG/Ge
stets A € MI9EG? NEIN — 251
231/232

M<1<1

(7) Aus A € MTEG, & N E = {1} folgt: Fiir N := Gg- ist AN/N €
M <9 G/N. Unzuldnglich BewSkizze: wie (6) mit Schur-Zass, da
(|Hg+|,|B]) = 1. Bew ausfiihrlich S. 246!

Satz (8) A € M<]<]G, G << G = AnGy € M<]<]G1. Bew: (1) G1 << H,
GiNB=GiNGNB=G NA.

Bem 4.1.80:

(8,1) M I<EQG ist invariant unter Aut G. Denn isomorphe Gruppen haben iso-
morphe Erweiterungen. Bew mit monom. Darstellg.

HS (9) Sei G2 <G, <G, A< H<G, Hy:=HnG,.
Dann (A_‘Gl/GQ) _‘(Hl/HQ) = A_‘Hl/HQ.
————

Bew: = (AﬂGl)Gg/GQ.

(a) [(Aﬂ Gl)GQ n Hl]HQ = [(Aﬂ Hl)GQ mHl]HQ = (AmHl)HQ, denn
ANGi=ANHNG, =ANH;.

(b) (Go N Hy)Hy = H,.
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777 (9&) NﬂG, N < A< G, GQﬂGl < G, @l = GZN = Aﬁél/ag =
(A=G1/G2)~G/N o
Bew: Zihler links = (ANG1)Gy = (ANG1N)GaN = (AN G1)NGs.
Zihler rechts = (AN G1)GaN.
232/233

M<1<1

Nenner links = Gy =
1 rechts = GoN
HS (10) Dazu XI 10
A, B < @G, {G,}SNR. Fiir ein p sei A-G* = B-G*". Dann:

L Ist A,B< H <G, Hy := HNG,, so A=H" = B-H",

I st N< 4, N<G, G:=G/N, Gy :=GN/N, 4 := AN/N,... so
ist A-G" = B-G" nebst [A-G"| = |A-GH|.

IIL Ist N <G, (IN|,|A]) = (|N],|B]) =1, G:=..., so gilt Beh. IL.
Bew; (9) (10) oder kiirzer:
Vac ANGu—1Fbe BNGu_1, € Gy a = bz.

lLabe H, 1 =3veGra=br,zvc H, H,.
II @,b € G,—1 = alle Originale a,b € G,,—1 = a = bz = a = bx.
IIT @ Eu_l =a€ NGy_1 = a¢€ Gu_1 wegen G, A< NG 1 =

(11) UAdSchreier V: F = F’ einf, F << G, A € MYEG, EF # {1} =
ANF #1 (sogar “grofl”)
Bew: bekannten Satz iiber MEH auf (1) anwend.

Satz (12) OAdSV: G = G’ einfach = M IVEG = MTEG.
Bew: A € M99EG = 3B, H nach (1). BN G ist maximal unter den von
By := Np(G) fest gelassenen E-Untergr. von G. G <GBy. IM € ME.

M € ME(GBy)
M>B

Wiihle . Dann BN G < M NG invar. bei M, B,

also =.
233/234

M<1<1

(12’) Hat G nur einen Kopf, G = G’, und ist der Rumpf auflésbar, so wird wie
bei (2) gelten:
MITEG = MTE.
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Satz (13) allg: (13/)

UAdSV. Seien A, B € M<9EG, {GL},SNR, aus G* ¢ & folge A-G* =
B-G*. Dann A <A:

)

FRAGE: Kann man auf die G* mit totalem 7-Sylowsatz oder nilpotenter w-Hallgr
oder lauter nilpot. m-Ugr verzichten?

Bew: Gegenbeispiel |G| min demnach [ = max. Dann

(a) G Kompreihe von G
(b) Ge =1 (6, 10 II)
(c) Ist £*NE ={1}, s0 Gg+ =1 (7, 10 III)
(d) 3 Fin << G5 F = F einfach. (byc)
N:={F |F<<4G, F,~F}
H:=Ng(NnA) NNnA>1(11)
Dann A,B€ M<YH (3),da NNA=N N B; nach (14).

Nach 3,101l ist H =G, 1 # NN A€ Gg, Wid.
Noch zu fragen:

(14) OAdSV: A e MEG, F = F), ; << G >> S,
Fe£S=ANF=(ANFS)SNF
Bew: wie (12); oBdA S maximal; dann inv. bei Np(F).
234/235

M<1<1

Verschirfg 28.5.75
— Genau wie (13) beweist man: [ Bemerkung: nochmal ausfiihrlich auf-
schreiben! |

Hauptsatz (13') UAdSV: Vor. A € M99EG, B € En(€)G, B liBt die Projekt. von A in
jeden nicht-aufl. Faktor einer B-inv. SNReihe von G fest.
[ Bemerkung: A € H,(C) und sogar C := (A, B) E-sep. . Dann B < A
(A,B)

Korollar (13”) ? M99EG C LEG (L = “normaximal”). Jede submaximale £-Untergr.
von G ist grofin G; A e MEG. S <1 G = ANS e LS.

[Randbemerkung: 3 Umkehrung?! 7?7 |

Kor (13") A€ M99EG, SxT <1< G = AN(SxT) = (NS)x)ANT) od A € MEG.
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ST <1 G

Bew. OBdA: A < ST AT

(ANS)T

ANS<A, (ANS)T<AT, (ANS)TNS<ATNS, LES 5 ANS<ATNS € &,
ANS =ARNS, (ANS)T = AT, (ANS)ANT) = AN (ANS)T =
AN AT = A.

ERGZG XVIg; Frage: Geniigt in (13') die Vorauss., da B zu jedem Faktor G* einer
beliebigen SNR von G, der nicht € & ist, eine Untergruppe Hy von Gx_1
mit GyH) = G)\(A n G>\_1) fest 1aB3t?

Verm.: 131V A € MEG, S,TsnG, S cos T, SNTE-separiert: = ANST = (ANS)(AN
T).

FRAGE (15) Geniigt statt Schreier “Die in G induzierte duflere Automorphismengruppe
jedes einfachen Faktores von G hat cg = 177 24435

FRAIE}E 1EJmk (13"”) Folgt aus S < G und SNM € LES fiir jedes M € MEG, VE, daB S << G
~Kege
ist?

235/236
M<1<1

20.11.77

(16) Bei abelschen Kompositionsfaktoren die #qu (“projekt.”) sind, kommt es
vor, dass einer von einem A € MnG gedeckt und der andere gemieden
wird.

Bsp: G=R x S, R~ S Ordnung 168 - 2

(N)ABEANQ&kP:G@AHP:BHP:AUE#B (13)

(18) Stets braucht man nur die Kompositionsfaktoren zu beriicksichtigen, in
denen die Projektionen von A und B keine nilpotente Gr. erzeugen. Und
statt Schreier wird es geniigen, wenn jeder einfache Faktor von G nur
“grofie” submaximale £-Untergruppen hat. (= “subnormal-maximale”).
Darin steckt der Satz von Hall.

FRAGE (18) Wenn jede 7-Untergr. nilpotent, gilt 7-Sy Satz?
236/237
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M<1<1

21.11.77

(19) Ist P ein einkdpf. perfekter Subnormalteiler von G und @ der grofite P
nicht enthaltende SNT von G, so ist Ng(P) = Ng(Q). Denn Q ist einhiitig
mit P als der Deckgruppe.

FRA: (20) Geniigt es fiir Konjugiertheit zweier submax Ugr, wenn ihre Projektionen
in die “Ein-Hiite” iibereinstimmen?

Satz (21) Wenn G “ein-sockelig” ist, d.h. eine NR aufl.-halbeinfach-aufl. hat, und
A, B € M<YEG dieselben Projektionen in die nicht abelschen Faktoren
einer Komp-Reihe haben, so gilt desselbe fiir jede Komp-Reihe, also ist
fﬁrjedesSesnGAﬂSSBﬂS.

237/238
M<1<1

(22) Ist (H, B) eine Einbettung fiir (G, A € M << EG) mit minimalem |H|, so
folgt aus G <« H und Z(G) = 1 auch Cy(G) = 1. Und auch bei G << H
hat H einen perfekten Sockel, falls G einen solchen hat.

Aufgabe (23) m-Kompositionstiirme abzihlen, insb bei subnormaler Erzeugg von G, wie
[62]

Satz (24) Eine £-Untergr A von G1 X G habe ANGy € LgA. Dann A = (ANGy) X
(AN Gs) die Projektionen sind iiberkreuz isomorph.
Folge: Sei A eine erblichgrofle £-Ugr von G, d.h:

Satz (25) Sei A € £G, es gebe eine KR {G\} von G, fiir welche alle A-G* € LEG
sind. Dann gilt das gleiche fiir jede KR von G und: Aus S,TsnG folgt
AN(S,T)=(ANS,ANT)

Frage (und entsprechend fiir subnormale Ausschnitte?)
— 248
238/239

M<1<1

Satz (26) A € EG, F ein “perfekter Einkopf” von G, A-F € LEF = Man kann von
— XVI 85 der Projektion von A in den abstrakten Kompfaktor von G reden, der von
E gedeckt wird. Aber Vorsicht: A—F' braucht fiir A € MEG nicht € LEF

zu sein, z.B. A5 1 A5 = G, p:={2,5}

Satz (27) Sei T < A € £G und T invariant * in A und 7' € LEG. Dann A € LEG,
z.B: T ein m-(Normalisator)turm, wo w = {p | IE € &, p | |E|} := w(E).
Also:
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(28)

FRAGE (28

Bemerkg: (29)

Satz (30)

(31)

(32)
Krit fir <1<

Satz (33)
As als Kompf.

Jede E-Obergruppe A eines 7(&)-Normalisator-Kompositionsturm von G
ist € L77(G, d.h. erblich grof}, und hat daher die Projektions-Eig:

d.h. wohl: A-S51-S55 ist assoz., wenn .S; Subnormalfaktoren von GG

x es geniigt: m-G-intravariant in A; dh. die von m-Elementen von G indu-
zierten Autom von A wirken auf T" wie innere Autom von A.

239/240
M<1<1

Ist eine Klasse von endlichen Gruppen abgeschl. gegen Untergr. und se-
midirekte Produkte, so auch gegen Erweiterungen.
Bew: N 4G = G < N{G/N monomiale Darst.

Ist noch € = &, so erfiillt £ die Vorauss. meiner Theorie, was auch weiter
stets vorausg. wird, “£ gut”

Zu jedem guten & gibt es maximale £-Untergr. von G, die erblich grof}
sind; desgl. maximale auflosbare...  (28).

Subnormalquotienten

Qauq(G)={S:T|T << S << G} sind wahrscheinlich neben den Fak-
toren F(G) ={X/Y | Y <X < G} die wichtigste Art von Quotienten in
G. Sie haben wohl eine geniigend reiche “Struktur” fiir niitzliche Homo-
morphiesitze. Deren Erweiterung auf |G| = oo gibt vielleicht Hinweise auf
die “richtige” Verallgemeinerung der Subnormalitit. — 2485

240/241
M<1<1

22.11.77

Sei A < G und G\A “mit Schichten X\Y iiberdeckbar”. Zu jedem z €
G—Agebees XY mit A<Y 94X <G mit z € X\Y. Dann ist AsnG.
Bew: Min Gegenb G: A < M < G wihle x € () (G — M7).

Achtung: Die Vor. sagt nur: z € A® = ¢ € A.

Jeder perfekte Kompfaktor von G sei & As. Sei 7N {2,3,5} = {2, 3} oder
{2,5} oder {2}. Seien A, B zwei auch “sub-“ maximale 7-Untergr. von G
und Ay, By € 2-Syl A, B. Dann A = B & A, = By, Y

Bew: OBdA Ay = B, also AN Ny = BN Ny wenn Ny - <1<d G.Zwei grofle
m-Ugr von As mit gemeinsamer 2-Sylowgr. oder [gemeinsamer] 5-Sylowgr
von G konj. (ndmlich entw. = S35 oder = A,). Daher N .9 G = NNA=
NN B.
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F (34) Gilt dhnliches fiir alle min. nicht-aufl. Komp-Faktoren? Breuninger

1) Es gibt z.B. bis auf Konjugiertheit nur je eine max m-Untergr, die eine
2-Syl-Gr. enthilt; sie enthélt jeden {2, 7'} Turm wenn 7’ := 7 — {2}
in beliebiger Anordnung.

241 /242
M<1<1

23.11.77

(33") Ist jeder nichtabesche Kompfakt. von G = As und ist Gy € 2-Syl G,
Gs < A,B e Mn(G), 2 € m %3 oder 5, so AN(:G B. (33)
2
Bsp. (35) Es kommt vor, dass zwei maximale £-Untergruppen A, B von G nicht
konjugiert sind und doch auf jeden “Einkopf” dieselbe Projektion haben.
Man kann zusétzlich z.B. ereichen, dass alle Komp-fakt von G = Ag sind
und alle Komp-fakt von A = A5. Bew mit

Satz (36) Sei K eine Gruppe, die zwei nicht isomorphe max. £-Untergr. X, Y enthilt.
Sei H eine beliebige (endl.) Gruppe, |H| = n. Dann enthélt das regulére
Kranzprodukt G := K1 H = (K x---x K)H zu jedem FE € £(H) ein

—_——

n

M e MEG
242/243

M<1<1

derart, dass MN(K x---xK)=(X x-+- X X)x (Y x---xY)=: D und

MK = Fist, also M-GK = E, [durchgoestrichen d.h. ma;l kann zu Hy <
H stets ein G und ¢ € Epi(G, H) derart angeben, dass jedes E € EyH ein
-Original in MEG hat, und dass alle diese Originale den gleichen Schnitt
mit dem Kern haben: Bew: M := DL. |. Kurz: VHIG, K : K<G, K
splits G, MEG-H :=G/K = EH.
Bew. 35: K := Ag enthilt zwei nicht konj. Kopien X,Y von As. Fir H
M, das Bild von X in Hy,
My « « o« Y Hy,
E:={Cy,C5,A5}. Dann A := Ly, B := Lo.

wihle K x K, fiir Hy die “Diagonale”, fiir

Bsp. (37) Es kann M#aG € N sein und doch ¢, (G) > 1. G einfach, |G| = 168 oder
MrGNN  G=A; } m:={2,7}. Hier ist MnG = 2-Syl G U 7-Syl G.
243/244
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38
Statt Schreier

Lit: 39

Aufg 40

Bsp 41

Bsp 41/

FRAGE 42

Def 43

44

45

Satz 46

M<1<1

Fiir die Untersuchung eines A € G wird es geniigen vorauszusetzen: Laft
A einen einfachen Faktor von G fest, dessen Ordnung einen 7w-Teil hat, so
liBt A eine m-Untergruppe # 1 fest. (Kurz: A wirkt in G auf Schreiersche
Art).

Sind nicht die maximalen auflésbaren Untergruppen von GL,, schon von
Jordan bestimmt worden?

Alles innerhalb der Menge der Faktoren von G machen, statt fiir abstrak-
ten £. Schwierigkeiten werden bei M << entstehen.
Sei |G| = 168 einfach: A € 2-Syl G = 3H A < H < G. Dann A €

MT9{2,3}G, aber A & M 99{2,3}H. (wenn H <1< G gilt, kann sowas
nicht passieren!) (Allg.: G € £ = M IYEG = {G}).
244/245

M<1<1

Fir |[A] = 2, A < Ay = G < A5 = H gibt es M € M{2,3}H mit
A = H N M. Es hat also keinen Zweck, die Bedingg. G << H in 230 (1)
weggelassen.

Fiir ein A € M << EG seien die Projektionen in jeden Kompfaktor von G
intravariant. Ist dann A intrav in G?

N @ G “super-charakteristisch” & N < G, und G << H = NENG =
N.

(a) N@G = N « G (charakt.)

(b) AB@C = A@C.
= 231g: ¢ € HomG, E 2 kerp @G = (M IVEGR)? < MTTEGY. Dann
miifite KonjSatz fiir MEG gelten VE?!

[Randbemerkung: FErgzg 7! 4.1.80 | ]

€ beliebige Menge einfacher Gruppen, A € MEG, Ny = Nj einfach sn G,
F = 51/S5 beliebiger von Nj gedeckter SNFaktor von G. Dann AN N; =
(A-F)-N;. Bew: AN Ny, A=F, A-S7T** /S5 gind £-Gruppen. AN Ny
ist die maximale von A; normalisierte £-Untergr von N.
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Folgt: A—F = B—F =
ANN,=BNN,=ANN=BNN

245/246

M<1<1

26.11.77

Satz: 46 Sei A € M99EG, &'NE=1, N :=Ge, G:=G/N.Dann A € MVEG

iiberholt — 48

(= 2327).
Bew: nach Def 230 (1) 9H,B: G << H, B € MEH, GN B = A. Bil-
de M := Hg/. Dann N = GN M, also G/N =2 GM/M. Da BM/M €
MEH/M, geniigt es zu zeigen: ® K := GM N BM = AM.
x s.u. Verweis auf Randnotiz
[durchgestrichen bis Anfang der Randnotiz:
Wegen K/M € £, M € £ ist M ein Hallscher Normalteiler von K. Wegen
M < K < GM deckt G ganz K/M, wegen
M < K < BM deckt B ganz /!
Also enthilt G; := G N K ein Komplement C' zu M in K, und eben-
so enthélt B ein Kplt D = M N GM zu M in K. Nach Schur-Zass ist
C = D,alsoD<(CX.

(C,D)
Nun ist aber C < Gi = GNK << HNK =K, also CK <Gy, D <
G1 <G, und daher D < GNB=A,also K =MD =MA: ®.]

x Das folgt viel leichter mit 24853 oder ganz kurz so:

Randnotiz
Beweis ganz kurz: BNGM € 7 =< G, da Gsn GM,
|IGM : G|, =1=<A==A BMNGM =(BNGM)M = AM.
2.6.79
246/247

M <2 Schnitt-Distrib

27.11.77 HiS47 S<<x H. BenrH, M <1H, BNM € gm-HalM =
——

(Distributivitéts-
satz)

abschwichbar?
a) BNSM = (BN S)(BN M)

b) BMNSM = (BN S)M
— 24853, 2494 XV Igg(ay
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Bew.

a) M < Hy:=SMNBM = SyM = BoM
viel kiirzer: 248 53!
mit Sy := SN Hy, By := BN Hy. Es ist ® By € w-Hall Hy, da fiir
By :=BonNM:

|Bo| = |Bo : B1||B1| = [Ho : M||B]
= |H0 : M|7r|M|7'r = |HO|7r

Ferner ist Sy <1< Hy, also By NSy € w-Hall Sy. Wegen @ & Hy =
SoM ist By = (BO NSy = (BO ﬂM).
Es ist

BonNSy=BNHyNS=BNS,
BonM=BnNHyNM=BNM

wegen BNS < Hy, BNM <M <777.
Also BNSM = BNBMNSM = BnHy=(BNS)(BNM).
b) BMNSM=(BnS)(BNM)M =(BnS)M.

48 (A € MI9EG, ¢ € HomG, kerp = N @G E-separiert) [d.h. Schichten
Redukt. auf € & od 7] = ¢p(A4) € M I9EP(G).

Faktorgruppen . 1. B wie in 2301; M = N¥. MAG L N. 7= 7(B), N und damit
wegen N <11 H auch M ist i—separiert, und M N B € 7-Hall M. (als HiS
formulieren).

Nach 47 ist GM N BM = AM, also AM/M € M<<EGM/M, aber dies
~ G =G/N.
247/248

M <2 Distributivitétsformeln

49 G E-separiert = m <G =1
50 Ae MEG, S:= X S; << G=ANS= X (ANS,)

o 51 Sei m C P, H < . Dann bilden diejenigen A € sn G, fiir welche AN H €
Projektion LA ist, einen Verband (£* := erblich gro: H—-A" € LA” fiir jeden

Unterverbénde Kompositionsfaktor A” von A).
von sn GG
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51" ST << G>B,B~(S:SND),SNT=:D,...(T: )eLl'r=
B=(S,Ty:D e L*r

FRAGE 51”7 Wie sehen die gréfiten “Subnormalquotienten” @ von G aus, fiir die
H-Q" € LrQ¥ ist? Sind es Faktoren? — 23854, 24031

Distr. 52 a) B € £EG, T << G, B erblich groff auf T' = B erbl. grof} in (T, B)

b) B € EG, S,T << G; ST =TS, B erblich groff auf T = BN ST =
(BNS,BNT) 51

Dazu 24727

Distr. Satz 53 S, T <<t G, B e nG, ST =TS,
B-(T:(SNT))e 7T : (SNT)=BNST=(BNS)(BNT)

ST

T /] L™

Bew: |[BNST|=|BNST:S||BNS|=][[|B-T!|BnS|=
|IBNT|BNS|=|(BNS)(BNT)|???

248249
Vermutungen iiber M <G := M 9EG

28.11.77

1 Wichtig sind die p-Fiifle und p-Hufe von G: = minimale perfekte Normal-
teiler (SubNT). Zu geg. A € M << G bilde man die Klassen A-iquivalenter
p-Hufe (AN H; isotop zu AN Hz) und den gemeinsamen Normalisator G*
aller A-Aquivalenzklassen. Haben zwei submax £-Ugr eines p-Hufs diesel-
be Projektion in den Kopf, so sind sie isotop. Setze p-socG := ]| p-Fiifle.
Dann folgt aus p-socG < H < G: p-soc G = p-soc H.

G Ca(p-socG/(p-socG)s) € 6.

2 N <G, G = { durch G induz. Autom. von N},

MFIN = (NNAJA € MG), > MGTN = MZ°N.

3 Ae MEG, S,T << G, ST =TS, SNT E-separiert =
ANST =(ANS)(ANT)
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4 In Distr-Satz 247,47 24853 od dhnl. geniigt B N M erblich grofie £-Ugr von

TRUGSCHLUSS 1
29.11.77

Einfacher:

Behebung;:

M statt BN M € m-Hall M (falls M < H).

Verweis auf vorherige Seite:
53 + 51’ deuten darauf hin, dass es Zweck hat, “lineare” Funktoren zu
betrachten: A, B << G, AB = BA = (AB)¥ C A¥B¥

249/250

M = M<g

fSei N:=Gg. Dann A e M9EG & N < A, A/N € MI9EG/N. =

(24648) schon 231¢. <= falsch 251; Sei G/N = G, ¢ : G — G. 3H, B:

G << H,BeE MEG, A=GNBund oBdA Hg =1 (sonst H — H/Hg).

Stelle H durch seine regulire PGr dar. Dann G < H als ifach wiederholte
reguliire Darstellung von G, i := |H : G|. Bilde K := N{H, C := N1 B.

Eine Kopie von G liegt in K (vermége der ‘mon. Darst. von G nach N ),
dabei ist und der natiirliche Hom. ¢ : K — H & K/K¢ stimmt auf G mit
dem alten ¢ iiberein.

Esist Kg = Nl wegen He = 1,C € MEK wegen )(C) = B € MEY(K),
CNG={geG|e(g) € B} =A. Aber G ¢ sn K!

Vielleicht gehts aber bei zentralem N?
250/251

[ Randbemerkung: Gegenbsp zu 2501 |

Aus A € £G, A/Ge € M<9G/Ge folgt nicht A € MITEG. — 252

Bsp: G := S51P, wo P < Sy, |P| = 168. G ist vollstéindig wegen Ng, P = P
(Bew: |S7 : P| = 30), 7 := {2,3,5} gibt G, = (S5)7. 3 submax Ugr der
Ord 8 in P.

Wihle A: 5’57§A2<1G. Wiére G << H, B € MmnH, A = GN B, so

wiire die Projektion von B in GHg/Hg eine maximale unter Ng(GHg) =
Np(G) invariante {2, 3,5}-Untergruppe, deren Ordnung durch 8 teilbar
ist. Da aber G vollstandig, erleidet G unter einem Normalisator nur innere
Automorphismen und diese lassen wenn eine Ugr der Ord 8, sogar eine der
Ord 24 fest. Also |B-GHg/Hg| = 24, |B~(G/ST)| =24, BN G # A.

Statt S5 kann man auch S3 nehmen, m = {2, 3}.
Behebung des Gegenbeispiels durch Vergréfierung von G <<, 252.
251/252
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M & in Pro-submaximale Untergruppen

1.12.77

Def 0:

Def. 1

Sétze: 2

Durchschnitte 3

[Definition 0 im folgenden durchgestrichen:]

Ae MEG &YW <X << H>C:und3IB:Y < B < X und o €
Iso(G,X/Y):0(A)=B/Y,B=XNC,Ce MEH (alsoY € ENsn H).

Es handelt sich also um die Projektionen maximaler £-Untergruppen in
Subnormalfaktoren mit Nenner € &£.
Da (4) wohl nicht gilt, ist das weniger empfehlenswert.

kurz M
—~

Sei (£,&") die Klasse der E-separierten Gruppen A€ M € G
) AN G(g)g/) € m-Hall G(agz)
| A/Geg € MGG g g

Das sind die A, die eine m-Hallgruppe von G¢ enthalten und bei Proj. auf
G /G g ¢y submaximal werden. UAdSV

AeM EG,Ge<S<a<aG=ANSeM &S

Bew: ANS/Ge € M9S/Ge da = A/Ge N S/Ge.
AceM G, S<a<1G=SNAeM S.

Bew: S/Se =2 SGg/Ge, dabei SN A/Se =2 (SN A)Ge/Ge = SGg/Ge N
A/Ge € M9 S5Ge /Ge.
252/253

Der Vorteil von M~ gegeniiber M’, M << besteht in 4+4:
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48iESN<G. DamnAe M G N<A A/Ne M G/N
[Lohnt das die komplizierte Definition? Abwarten ob es niitzt fiir Mz G!

2.6.79]
Bew: _»G
T+ A
G
'Gg}
Ge ,
L N [ (£,

G:=G/N,Geey=GCee.

Kor.:
Homom.:4 A€M G,p:G -G kerpec (£,)=Ac M G.
[ Unterpunkt 5 durchgestrichen: |
5AeM G 9:G G, kery € E (E-fremd) == AeM G.

AL L

Geg

[ Unterpunkt 6 durchgestrichen: |

6 Ac M G, x:G— G, kery E-separiert == A€ M G. Bew 4/, 5 oder
wohl direkt, wie 5.
253/254

Noch M~

Konjug. 7 A € M~ EG, B € £G. Lasse die Projektionen von A auf die nicht (£,&’)-

Faktoren einer B-invarianten Subnormalreihe von G fest. Dann B < A.
(A,B)
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7" M (G1 x G2) =M (G1) x M (G2) 3.6.79 ]
Bew: G — G := G/G e, B 14t die Proj von A in die nicht aufl Faktoren

der B-inv. SNR {G,} fest. A € M<9G. 235431: B < A
(A,B)
Also BG(gﬁg/) S AG(5751). Daher B S AG(gﬁg/).
(A,B,G&g/) (A,B)

M CL8 Ae M EG= Ac LEG.

Bew: A< B € £G = B lafit Proj A in Hauptf fest =
B < A= |B|=|A|, B=A.
(A,B)

9 Def 1 legt nahe, statt der max E-Untergr die max (€, E")-Untergr zu be-
trachten. Jede letztere enthélt bis auf Konj. nur eine max. £-Untergruppe,
254/255

M EG, LTEG

aber die Umkehrung gilt nicht; z.B. ist in A5 jede max. 3-Untergr. in
2 nicht konjugierten max. (3,3’)-Untergruppen enthalten (sie haben die
Ordnungen 6,12). Es ist also m,(G) < myr(G), und mitunter <.

10 Setzt man (£,&") =: F, so ist F’ = 0; hierfiir sollten besonders einfache
Regeln gelten. /' = 0 heifit: VC, € F : & C F}

11 dann A € LFG = Ng(A) = A.

12 Ansatz zur Entkopplung bei der Bestimmung von MEG mit perfektem
Sockel: Monomiale Darstellung von G mit Koeff aus Autg E,
E, =FE] << G.

erblich grole £-Untergr von G

13 LTEG kann vielleicht besser von oben bestimmt wer-
den, erst in G/N, dann in Ngpin < G.
255/256

14 Zwecks 13 Projektion in Quotienten betrachten. Es gilt mindestens:
|[A-X Y| =]ANX:ANY]|,

alsobei G=Gp>G1 >G> -->G=1und G*:=Gy_1: Gy :
Al =[] 14-G*|

(Es gilt i.a. nicht |[A=G*| | |G?*|, z.B. G* = A5 : A4, |A| = 3, insbesondere
A€ nG & alle |A-G?*| € 7).

FRAGE 15 Kann man “grofie m-Projektionen” definieren?
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HiS 16 Wirkt die m-Gruppe A automorph auf eine auflésbare Gruppe, so 14t sie
eine m-Hallgruppe fest.

FR. 17 a) Kann man sich bei M7G auf irgendwie zufallende Gruppen be-
schrianken?

b) Welche maximalen Ugr von max. m-Gruppen haben die
Konjugiertheits-Eigenschaft ~ 2577

¢) Welche Ugr’en iiberhaupt haben sie?
256/257

Vermutg 1 A, B € L7EG, A-G* = B-G* 3{G,} <NRG = A o B.
[ Bemerkung: | Fraglich: Vererbung auf NG (AN Nuin ), falls A nicht erblich
intravariant. Aufgabe 2547: Gemeinsamer Obersatz mit M EG?

Verm. 1’ A € L7EG, B € £G, B 1ait die Proj. von A in die nicht aufl. G* fest

=B < A
(A,B)

2 m-Intravarianz von A in G heiit wohl: My (A) deckt (m(Out G)).
3 Allgemeines zur Projektion sn G — sn A wo A < G:

A BesnG
A ’ folet ANH < NBNH.
US{ASNB olg <N

Folge: Aus AB = BA folgt (ANH)(BNH) = (BNH)(ANH) wenn fiir
H die Proj.-Eigenschaft gilt. Die Umkehrung wird gelten z.B. fiir Sylow-
Tiirme.

4 Sei m = {2,3}, jeder nichtabelsche Komp.Faktor von G sei = As. Dann
sind wohl je zwei A4-freie Untergruppen X,Y von G vereinbar, d.h. 3¢ €
G: (X9.Y) € nG.

257/258

1 Ist A € MEG oder M << und {G\}SNRG, Ay := AN G, und N, :=
NG, (Ay), soist Ny/Ax € & und Ny < Ny—1, da Ay <t Ny_;.

Kann man durch Zusammenbauen H := NNy ... N; die grofite
E-separierte Untergruppe von G erhalten, in der A eine <{</-maximale
E-Untergr. ist?

Monomial 2 Monomiale Darstellungen einer p-Gruppe P mit Diagonalprodukt 1 haben
vielleicht was mit J(P) zu tun.

¢snl 3 Vermutung: A fsnl G < Vaq,...,ar € AVgy,...,q0 € GIn € N:

{g1-..qi}(c{ar...ax})" C A
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3 Sei H/snf G. Gilt N<H = N/snl G, G K = H lsnl K?

Gegenb M7G: 4 Falsch ist: Aus A, B € MnG, A = B folgt A (A:B> B:
G| = 2168, G > Grgs, 7 = {2,3), |A| = | B| = 24.

258,259
Ae MEG, AE < Be MEH, H=GM
P
G AM
AL M= X M;
iz
N= X N;

M; = Autg N;, M/N €6
B auf M/N, lafit m-Hallgr H/N fest von M/N, M/N = H/N - H' /N,
H'/N € n-Hall M/N, AM NG = AMNG) = AL.
259a,/259

Noch M~

FRAGE M <9 1 Sei Gg =1, P =socG (=soc G), S/P = (G/P)s.
“Kopplung” 10.12.77 Ist dann jedes A € M <9ES der Schnitt AN P = BN P mit einem
passenden B € M 99 EG? siehe 260/

Projektion: 2 Wann ist man sicher, dass fir A < G, Y < X <G gilt:

|[A=X Y| teilt | X : Y|?

FRATTINI 3 Folgt aus G = AB; A, B <G stets ®(G) = ®(A)P(B)?
<9< 4 Asn{A,g1,...,9n) Vg, € G.
5 Gilt Satz vom Permutator fiir A, B € Lsn G?
259,260
MeG

Satz (1) MgG: Maximalschnitte UAd Schreier V.

Sei N <G, N halbeinfach, N = X N;. Die sdmtlichen “Maximalschnitte”
ANN, wo A€ Mg(G), erhélt man so:

Wiéhle T € EG [ /N? ], in jeder Bahn auf © := {N;} von T wéhle ein
Ng, in N, wihle eine maximale unter den bei T, := Np(NN,) invarianten
E-Gruppen, etwa A, . Dann ist das Erzeugnis der AL ein Maximalschnitt,

seine Komponenten in N sind die verschied. N}, ¢ € T. Es ist ndmlich
Ay = Ny N A fiir jedes Amit T < A € MeG.
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260/261
Spektrum und Winkelvorrat einer Matrix.

FRAGE (1) A; habe Winkelvorrat 20, (i =1,...,n).
27.1.78 Ist dann SpektrA < 20,20, ...20,

Subnormalisator (Forts. v. 194)

(35) Die A-Untermoduln von ApZ sind dieselben wie die P-Moduln und wie
die A%-Moduln.
Bew: A = AyZP, AyZ abelsch

(36) Die A-Lénge von AgZ ist 2.
Bew: [A¢Z, S] ist Z-Modul und nach (35) zugleich A-Modul, da [4, S] <
ApZ.

(37) G hat wohl im wesentlichen die Gestalt { (5
p € F*, Ordp=p.

<~ O
=O O

)}, wo z,y € GF(q) = F,

261,262
Subnormalisator
(1) a) G=AB, Asn(A, A®) V¥, = AsnG. Bew su

FRAGE b) /7 bloa)" € AV, = 1
Geniigt etwa schon eine Transversale B von G : A?

FRAGE (1’) Statt Asn(A, B) wird B C S(A,G) (fiir welche Def.?) geniigen.
1" Folgt aus G = AB, Ssn(A,b) V, stets SsnG?
Satz: ja: Ssn(A, Ab) = (A, A9), Ssn(S, S9)

FRAGE (2) Fiir welche Def. gilt A C S(B,G), B C S(A,G) = Asn B?

Frage 1.9.79 (3) Ist « € Sg(A) = (x,) C Sg(A) ein verniinftiges Axiom fiir Subnormali-
satoren?

Beweis (1a) Asn(A, A®) V, = Asn(A, A®) = Asn(A, AY)
262/263
Monomiale Gruppen, Verlagerung

15.2.78 (1) Eine monomiale Gruppe, in der alle Diagonalfaktoren 1 sind, kann mono-
mial auf Permutationsform transformiert werden.

(2) “Symmetrie” P*9 N P = P9N P* ist dqui. “P* stark abg in P”
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(3) Sei P € p-Syl (G), Py < P. Dann gibt es hochstens ein K << G, das zu
P : Py komplementér ist im Sinn von K NP = Py, KP = G. (Daher folgt
dann aus Py < P stets K < Q).

(4) Aufgabe Untersuche: geg Py < P € p-Syl G. In jedem H mit P < H <G
existiere ein Hy <1<t H, das Kplt zu P : Py ist, aber nicht zu G selbst.
Liegt P nur in einer maximalen Untergruppe?

263/264
Noch p-Faktorgruppen und Verwandtes

(1) Kann man die Theorie von Thompson erweitern, bei gegebenem a € P €
®,, auf die Menge A,(P) der abelschen Untergruppen A, die unter der
Bedingung a € A die maximale Ordnung haben?

(2) In meiner Crelle-Arbeit kann man statt einer stark abgeschl. Untergr.
vielleicht mit dem (“starken” = “schwachen”) Abschluf eines einzelnen
Elements arbeiten.

264/265

p-auflésbare Gruppen: p®g”°

dqui: p-Untegr A ist pronormal

(1) G € &6, = {A stark abgeschlossene p-Gruppe in G < A € SylpAG}. Bew.
|G| + |A] min

(2) G e 6, = maximale p-FaktGr von G' = der von NZ, Z := schwacher
Abschluf eines p-Sylow-Zentrums?

(3) G € ,,NG; P e pSyl G, Q € ¢Syl G = ZJ(P)vtb ZJQ? auch
J(P)vtb Q? (Es ist wohl i.a. ZJ(P)- 0,(G) 4 G)
265/266
<<, schwacher Abschlufl. Matsuyama

1.3.78

1. Aufgabe: Lemma von Matsuyama (Osaka M.J. 10) erweitern von
p-Untergruppen auf bel.

s.4

FRAGE 2. G > A € &, Asn(A, A9) = Asn(A, A9 ). Welche andern Ugr A < G
haben diese Symm-Eig.?

Def. 3. Sei A < G. Ein Normalprodukt zu A (in G) ist eine Gruppe A1 45 ... A,
wo Ayp1 <N(Ay...A) und jedes A, = A% Jg, € G.
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Eine Verallg. des Lemmas von Matsuyama:

4. Sel Y, Z < G = Ng(X) -Ng(Y) = Jedes maximale Y-invariante Normal-
produkt X zu ZY ist ein (Y-invariantes) maximales Normlaprodukt zu
ZY. Fir XY € 8, ~ Matsuyama.

Bew. Sonst 3g € G: ZY9 < Ng(X), Z¥Y9 £ X. Also 3h € Y: Zh <
Na(X), Z" £ X. Dann Z"Y < Ng(X), £ X; aber es ist das Y-invar.

ZM = 7mnY moe No(Z), n € Ng(Y), also ZM = Z"Y = (ZY)", daher
X - ZMY ein groBeres Y-inv. Normprod. zu ZY, Wid.
266/267

<1

FR. 5 Sind je zwei maximale Kosubnormalsysteme, die C {A9 | g € G} sind,
konjugiert in G?

20.3.78 Satz 6. z. Subnormalisator:
(“Junginger-Thema”, |G| < 00, A < G, S <G, s(ca)” € AVa,s = Asn AS. Schirfer: 269 (7)
schirfer: (7)) i

Bew: Gegenb. min |G|, |S|. D :=ANS

a) DsnG nach MZ-Arbeit

b) AKX <G=AsnX (A, XNS)

¢) IM:A<M<G,g¢gM=A9 LM
)

d) S-<aG,sonst 1 <TG, T<S(AT):
Asn AT, (AT/T,S/T) AT snG.

e) 1< NadG= ANsnG

f) A.g =1, N(Ag) >A S Ag<G, Ag AsnG
g) D=1 a)f)

)

h) A einfach, S <- G. Bew: 3G; : S < G1 < G;

A1 = AﬂGl, Al SnAl;S’: G1 < G, Al S A-~G = 1,

A= A/A1 = G/G1 einf., G1 =S. a

G1

267/268

i A=A, sonst |A] =p (h)
A = (a), Aus s € S\M folgt soa € S\M, sonst a® € M, ¢ Wid
Vn " s(oa)™ € S — M. Wid.
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j S"=1,sonst Vp € P, VP € p-Syl A: Psn PS,
S<NP,S<N(P|Vp)A<G

k 3peP[S|=p7 (j)
[1 A < G unnotig

a
M
s
T
A
sonstTQM,S,G;d):TZ{; ]\fjé\f\;m? }
m Wid. Bew: 3¢ € P: q| |A], ¢ #p (§)

ElQ € Q‘Syl A7 ana S S N(Q)v
QO =Q = Q" < 4,
QA < A.g=1, Wid.

268/269

Satz 7 A< G, SsnG, AS = SA, s(ca)" € AVs,a = Asn AS.

schirfer: (8)

Bew: |G| min
G

G1

1G1: S <Gy < G
A1 =ANGisnG

1< NG = AN = G. Bew: Sonst AN = AT < G, T:=ANNS;
|G| min = Asn AT = AN, |G/N| < G, AN sn G, Wid.

(e) A1 = 1. Bew: Wihle N -<g G. Dann NA; > N (¢) > A, AN, G d),
A 4G, AA, = G, d), Wid.

(f) S<QG, Bew: S =Gh.
(g) AsnG, 267(6)
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FRAGE (8) S,snG, s,(ca)” € AVs; € S;, p=1,...,r = Asn(A,s1,...,5:).
s.270!  Mir ist, als hétte ich schon mal ein Gegenbép. gehabt.
269/270

Sp ein totales Erz.-System von S

Geniigt wohl: 3 {364 _ A 4

Satz (8) A <G, SsnG, ASy(cag)™ C A= Asn(A,S).

21.3.78 Bew: Ann Gegenbsp. |G| + |A| + |S|, daher S einképf, G = (A,S), S >1
Beweis be-

richtigt am a) YVa € A: (A, S*) haben dieselbe Eigenschaft
6.2.80 (') 1< N<G= ANsnG
(") Ag =1.
(b) A1 < A= A;sn(4,,9).
(¢c) A1 <A ae A= Aysn(4y,5%)
(d) Ay <A = Aysn AT wo S4 =S¢ =T <G. [197(6))
() A1 <A = A;snG da A4T < AT =G.
(f) A einkopfig (e)
(f) S einkopfig: S; <1 S = Asn(A, S;), Asn(4,S) [197 (6)]
(g) AJANT = Cpe, p € P, sonst A(B/Ag | Ao < B < A)

Bsn(B, 5% Va
Bsn BT

T(B)® CB<A
T(oB)* C A
Asn AT (6)Wid

lga

270/271
istr. Funktor, <S= =1, sonst 1 < 4G,
h) § distr. Funktor, S% < § = S° 1<T9<@

Asn(A, S*)
Asn(A, T

(i) T ist keine p-Gruppe, sonst G € &,,.
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(j) (S und) T ist entweder € &, mit p # ¢ € P, oder halbeinfach,
= X FE;,alle E; 2 E = FE’ einf.
(k) SisnS = S1 <NA, Asn(A,S1), A nur Kopf C), & K(S1)
Fall I: S, T, E perfekt
(1) |A] =p, sonst 1 < A; < A,
p
(1) Al SIlAlT, TsnAlT, T halbeinf., A,T S NAl
)y ANT=1da ALT, ()
(m) S einfach (und perfekt)  (jk)

(m’") T = X 8% (p Faktoren), sonst S =T <G, 267 (6)
acA

G

1
(n) VQ < S: Asn(A,Q) da Q <Q” < (A,Q), Q(oa)>® C A

(o) Wid. A< (A4,S), daVQ € ¢-Syl S A< (4,Q).
Also Fall I unmdglich bei unserem Geg.Bsp.
271/272

Fall IT: S, T sind ¢-Gruppen, q # p.
(p) |A| =p, sonst Ay <A, A1sn AT, A1 = O,(AT) = 0,G (k).
A; <G. Dann A :p AA;snG
(q) S2<S=A<(A,S2) da SesnS; (k)
(r) 1< F:=®(T)= AFsnG = AF <G = N A deckt = A< AT Wid.
¢

(r') T elementar abelsche ¢-Gruppe
(s) Cr(A)=1,sonst A1 ACr(A)snG (a/)
(s) Cq(A) = A, da=Cr(A)
t) Sei S =: (S) In : g := s(oa)" ¢ A, s(ca)"™ =goa€ A, goa €
ANT =1,g€C(A) = A, Wid.
272/273
[ gesamte Seite durchgestrichen: Teil eines iiberholten Beweises von

Satz (8) ]

(0) S einfach, d.h. S = E Bezeich wie (n): Dann [Sy, A°] = 1, A% Q G,
also [S$, AS] =1, wire So # 1, s0 A <1 ASS sn G.

(p) Also |A| = p, S einfach, |S| # p.
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Satz (9)

Satz (1)

FRAGE

(q) 3s€ S:soa @ NA, sonst Vs: soa e NA, AS <NA, A< A® <G.
(1) 3s€ S, keN:t:=s(0a) & N(A), s(ca)*' € N(A). Hiermit ist
s(oa)k*tt =t o a; es wird
(s) at e N(A), t  N(A), also A < AA" € G,
(t) p[IS| (s) |[AA'NT| =]AA": A
u) S" =5, sonst |[S|=p (o0); Wid (p)
v) AL N(S), sonst S <G Wid. 2674
(W) T=5%5%"%x--x 8" " denn =S4, § =5 einf.
273/274

[ Unterpunkte (x) - (z) durchgestrichen: Teil eines iiberholten Bewei-
ses von Satz (8) |

(x) Fiir jede Primzahl ¢ # p ldsst A eine ¢g-Sylowgruppe T}, fest, ndmlich
S;;1 mit belieb. S, € ¢-Syl S, T, < AT,.

(y) Ty < N(A). Bew: Asn(A, S,) (|G| min) denn S, snT, <1 ATy;
(A,Sg) = ASP} = AT,, AsnAT,, |AT, : Al = ¢, |[A| = p, A =
Op(AT,) < AT, (sogar < Z(ATy))

(2) [T:Np(A)|=p~  (xy)
——
=:H
Wid Endwiderspruch: A¢ = AAT = AT — ANT(AP yp ¢ Syl T, aber
3P = PA. DAmit A = A < AP € &, AsnG.

A<G, S,snG, AIB<G, (p=1...1),

Vae A, Vs: S,(0a)>™ & A= Asn(B,S1,...,5).

Bew: 8: Asn(A,S,) mit T := (S1,...,5,) wird Asn(A,T) [197¢];

Asn(A, T Vb € B. Asn(ATP) <(B,T?) = (B,T) = (B, S4,...,5,).
———

Frage: Vielleicht direkt zu beweisen wie (8)7
274/275
Zerfallskriterium

Enthélt G einen P-Sylowturm ohne zentralen p-Hauptfaktor, so zerfillt
jede p-Erweiterung von N. Statt Sylowturm geht auch der volle Norma-
lisator einer intravarianten nilpotenten p-grofien d.h. [N (I)/I] £ 0 (p)
Untergruppe I von G.

Nach Gaschiitz hat N ein Klplt C'in G, wenn N < G und N = N? und
P
die p-Syl P von N abelsch.

LaBt jedes C eine p’-Hall-Gruppe von Ny (P) fest? Dann wéren 2 C’s
konjugiert.

Nach Alperin gibt es verwandten Satz von Roquette im Buch von HUP-
PERT (Jahr 1978)
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Aufgabe (3) M (G) untersuchen wenn G iiber einem Normalteiler zerfillt, oder wenn
fiir jedes p € 7 die p-Syl-Gr’en der Komp.-Faktoren von G abelsch sind.
275/276

noch Zerfall

Aufgabe (4) Krit. fiir Existenz intravarianter Komplemente zu N in G (liefern Zerfalls-
krit. fiir N in H, wenn G < H).

(4) PAN LG, PepSylN, P'=
o
= [N, P] ist komplementiert in G
Bew: C := Ng(Np/); dabei CNP < Z(C N N) aber die Kpl'te sind nicht
immer konjugiert: G = Sym4.

Aufgabe (5) Zerfall von pg-Gruppen

(6) Literatur iiber Zerfall in Kompositionsklassen:
Semetkov Sov. Math. Dokl. 13 (1972), separat Math USSR Sbornik 23
(1974)

Aufgabe (7) Konjugiertheitssatz zu SEMETKOV 1970
(vielleicht mit Johnson-Zassenhaus).

11 (8) Verallgemeinerung der “Satzes von Maschke”, S. 137, mittels SEMETKOV
276/277

(1) Intravarianz: Jedes maximale (geordnete) intravariante System & von Ugr
von GG enthélt alle Gruppen, die von denen von & aus eindeutig beschrie-
ben werden kénnen, z.B: A,B€ & = & > (A,B), AN B, NgA, Z(A).

G ist also ein Verband Perma(B) & jede char. Ugr. von A sn.

(2) Ist & ein maxim. intrav. System und Ne = () ,ce N (A) sein Normalisa-
tor, und ist M/N := Fitt(Ng(N)/N), so ist M nilpotent.

Denn N € M, also M € &; Sei C Cartergruppe von M, a € Aut(G) lasse &
fest. Dann C“N = M, also C* = C"3dn € N, also &+ C nachintravariant,
alsoC G, CN=C,C<aM,C=M,MEeN

(3) Ahnlich: Ist N <1 S € &, und S/N € § = gesiittigte Formation, so sind die
§-Deckgr F' von M normal in M. Daher ist (|F/F'|,|N|) = 1.

277/278
Erweiterungen

(1) Je zwei Kompositions-m-Sylow-Tiirme von G sind konjugiert in ihrem Er-
zeugnis (sie sind daher pronormal).
Bew mit G/N, N -< G, wenn N einf.; S.153
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(2) Def: A < G heifle eine Erweiterungsgruppe (oder ein universeller
Supplement-Kern) in G, wenn in jeder Erweiterung G << G ein Supplement

A zu G mit “Kern” A existiert: AG =G, ANG = A.

Suppl-Kern Satz: Forts. XII 39

Satz (3) Sei Z(G) = 1. Dann sind genau diejenigen A < G universelle Supple-
25.3.78 mentkerne, fiir die es in G < G* ein Supplement mit ker A gibt; daher
G* = Aut(G).
Bew: Sei A = A* NG, A*G = G*. Sei G < G. Setze A := {g € G |
g induziert auf G einen Automorphismus aus A*}. Also Ag-(A) muB
G*/G decken, mit Ng«(A)/A muB iiber Ng(A)/A zerfallen.

(4) Aufgabe: Fiir G := G1 x --- x G, alle G; 2 F einfach = F’ die univ.
Supplement-Kerne. Es ist G* = E*1.S,,, G*/G = (E*/E) 1Sy,
278/279

(5) Wenn E* : E zerfillt, so auch jedes G : G.

(6) Intravarianz ist erst dann allgemein genug, wenn man sie auf
G" ={(9,9,.-.,9) | g € G} ausdehnt: T C G intravariant beziiglich
komponentenweiser Anwendung der (duf. und inneren) Automorphismen
von G.

(7) Das Cunihin-Verfahren liefert zu jedem in G intravariant A ein A<Gso

dass A ein universeller Suppl.-Kern ist und g/A eine Sylowturmgruppe
vorgeschrieb. Anord.

(8) Zur Intravarianz, d.h. zur Deckung von G*/G durch Ng-(A), geniigt De-
ckung eines Erzeugendensystems. Bei (4) ist das durchsichtig wihlbar.

279/280
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