Algebraische Zahlentheorie
VORLESUNG TUBINGEN, WS 2008/2009

Die Zahlentheorie nimmt unter den mathematischen Disziplinen eine ahnliche ideal-
isierte Stellung ein wie die Mathematik selbst unter den (anderen) Naturwissenschaften:
Thre Zielsetzungen kommen weitgehend aus ihr selbst, ihre Problemstellungen sind oft
zweckfrei, ihre Resultate bizarr und iiberraschend.

Gegenstand dieser Vorlesung (Mo Mi 10-12; M1) ist die algebraische Theorie, die
Untersuchung der Ringe ganzer algebraischer Zahlen (Dedekindringe). Deren Verstand-
nis ist unabdingbar fiir viele klassische Fragestellungen (Fermat-Vermutung; Prim-
zahltheorie; Galoistheorie, etc.). Ein besonderes Augenmerk liegt auf der Berechnung
der Galoisgruppen von Polynomen (Zerlegungs- und Verzweigungsgruppen; Newton-
Polygon). Die Verzweigungstheorie ermdglicht einen elementaren Zugang zum beriithm-
ten Satz von Kronecker—Weber: Jeder abelsche Zahlkorper ist ein Kreiskorper.

Vorausgesetzt werden Kenntnisse iiber Gruppen, Ringe und Korper, etwa im Um-
fang der Algebra I und II. Die Vorlesung wendet sich an Diplomanden und Staatsexa-
menskandidaten gleichermaflen.

Hinweis (11.02.2009): In der Vorlesung konnten (leider) nur die Paragraphen 1 bis
14 behandelt werden.
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§0. Elementarteilertheorie

Wir betrachten Moduln iiber Z (der Bequemlichkeit halber). Derselbe Ansatz
funktioniert fiir jeden euklidischen Ring.

(0.1) Relationenmatrix. Sei n € Nyg und V = (V,+) ein freier Z-Modul
(abelsche Gruppe) vom Range n, d.h., V = Z(™ (bei komponentenweiser Addition);
alternativ: V hat eine Z-Basis {v1,- - -,v,}, so dass jedes Element v € V eine ein-
deutige Darstellung v = Z?Zl ajv; mit a; € Z hat. Der Rang n ist eine Invariante von
V, denn V kann in den Q-Vektorraum Q(™) eingebettet werden. Sei G = (G, +) eine
abelsche Gruppe, die durch n Elemente g; erzeugbar ist. Dann definiert die Zuordnung
v; — g; (1 < j < n) einen Epimorphimsmus (von Z-Moduln) ¢ : V' — G, und nach
dem Homomorphiesatz ist

G=V/U, U=Ker(p).

Die Gruppe G ist also durch die Inklusion U C V bestimmt. Sei U # 0 im weiteren. Da
Z ein Noetherscher Ring ist, ist V' ein Noetherscher Z-Modul und daher U = (uq, -+, U, )
endlich erzeugbar. Es gibt eindeutig bestimmte ¢;; € Z, so dass die Relationen

n
U; = ZCUU@' (Z = 1,' : -,m)
j=1

gelten. Die Matrix C' = (¢;5) € Myxn(Z) ist # 0 und bestimmt U C V.

(0.2) Algorithmus (Euklid-Gauf}). Zu je zwei ganzen Zahlen a,b, b # 0, gibt es
eindeutig bestimmte ganze Zahlen ¢,r mit a = gb 4+ r und 0 < r < b. Dies fiihrt zur
Berechnung von ggT(a,b) und dessen Beschreibung als Vielfachsumme in a, b (Euklid).
Entsprechend fiihren wir auf M,,«,(Z) eine Aquivalenzrelation ~ ein: C ~ D, falls C'
durch elementare Zeilen- und Spaltentransformationen in D {ibergefiihrt werden kann
(GauBl). Bei diesem Prozess dndern sich (bekanntlich) die sog. Determinantenteiler

0, (C) = ggT (k—reihige Unterdeterminanten von C); k = 1,- - -, min(m,n)

nicht. Diese sind Invarianten der Matrix C'. Im Falle n = m = 1 setzen wir e; = |c11].
Andernfalls fiihren wir so lange elementare Umformungen durch, bis ein positiver Ein-
trag e; derart entsteht, dass die anderen von Null verschiedenen Eintrage betragsmafig
nicht kleiner als e; gemacht werden kénnen. Wir konnen e; in Position (1,1) bringen,

und dann die iibrigen Eintrége in der ersten Zeile und 1. Spalte zu Null machen:

el 0 0o ... 0
/ / /

0 chy ¢33 ... (o, 0
/ / / e

C’ ~ O 032 C33 . CQ?’L — 1 , .

. . . . 0 C
/ / /

0 Cm2 Cm3 Crn



Nach Konstruktion teilt e; alle Eintrage in der (m — 1) x (n — 1)-Matrix C’. Wieder-
hole nun diesen Prozess fiir C’, etc.. Wir erhalten auf diese Weise ein Produkt S von
elementaren m x m-Matrizen und ein Produkt 71" von elementaren n x n-Matrizen, so

dass
0 e O 0
SCT = 0 =e, O
0 0 0
0o ... 0

Hierbei ist 1 < r < min(m,n) und die e; > 0 sind ganze Zahlen mit ey | ex41 (k =
1,--+,r—1). Es gilt dann 6;(C) = €3 - - - e, fiir jedes k. Folglich gilt (bis eventuell auf
das Vorzeichen) e; = 61(C) und ey, = ;. /0x—1 fir k > 1, d.h., die Elementarteiler ey,
sind durch die Matrix bestimmt. Nur der letzte Elementarteiler e, tritt moglicherweise
mit negativem Vorzeichen in der Matrix auf, aber nur dann ist dies nicht zu verhindern,
wenn n = m und det(C) < 0 ist. Fiir die Transformationsmatrizen gilt det(S) = 1,
det(T") = 1, sie sind daher invertierbar (iiber Z).

(0.3) Satz. Es gibt eine Z-Basis {v],---,v],} von V und eindeutig bestimmte ganze
Zahlen e, > 0 mit ey, | ext1, so dass {e1v],- - -, e v} eine Z-Basis von 0 # U C V ist.
Hierbei ist 1 < r < n eindeutig bestimmd.

Beweis. Mit obigen Bezeichnungen sei (v1,...,v),) =T (v1,...,v,)! (Spaltenvek-

tor). Dann ist SCT (v},...,v))t = SC(v1,...,v,)" = S(u1,...,un)" der Spaltenvektor

rrn

mit den Eintragen u) = ejv],- - -, u,. = te,v, und Nullen sonst. [

(0.4) Folgerung. Die abelsche Gruppe G = U/V hat einen eindeuting bestimmten
(torsions-) freien Anteil Gy = Z\"~") und ist die direkte Summe (direktes Produkt) von
Go mit dem direkten Produkt zyklischer Gruppen der Ordnungen eq,- - -, e,.

Beweis. Zv,, |Zeyv), = Z/eyZ ist zyklisch der Ordnung ej. O

(0.5) Folgerung. Ist G = U/V endlich und C eine zugehoérige Relationenmatriz,
so ist die Ordnung |G| = £ det(C) (gleich dem Produkt der Elementarteiler).

Beweis. det(C) = det(.S) det(C) det(T") = det(SCT). O

o B B (39 =30 -1 7 -3 -2
(0.6)Belsp1el(n—4,m—2)«C—<4 2 0 2) (4 2 0 2)

1 7 -3 -2 1 7 -3 =2 10 0 0 1 0 0 O
(2 2 0 2)”(0 ~12 6 G)N(O ~12 6 G)N(O 6 0 0)'
Also sind 1 und 6 die Elementarteiler von C', und C definiert die abelsche Gruppe (mit
4 Erzeugenden und 2 Relationen) G = Z/67Z & Z(2).



§1. Quadratische Zahlringe

Ein algebraischer Zahlkérper K ist ein endlicher Erweiterungskorper von Q.

Es ist also die Charakteristik char(K) = 0 und der Grad (Dimension) [K : Q] =n
endlich; K|Q ist separabel (und algebraisch). Nach Gauf§ gibt es ein primitives Element
a fir K|Q (K = Q(«)). Das Minimalpolynom f = mg, von « iiber Q zerfillt in C in
n verschiedene Linearfaktoren. Jede Wurzel o’ von f in C definiert, via o +— o/, einen
Isomorphismus von K auf einen Teilkorper von C. Ist r; die Anzahl der reellen Wurzeln
von f, so gibt es genau r; Einbettungen in R und n —r; = 2ry ist gerade, ro die Anzahl
der Paare konjugiert komplexer (imaginérer) Einbettungen von K in C.

(1.1) Definition. K heifit ein quadratischer Zahlkérper, falls [K : Q] = 2 ist. Dann
ist also entweder K total reell (1, = 2) oder total imaginér (r; = 0).

Behauptung. K = Q(\/E) mit einer eindeutig bestimmten quadratfreien ganzen
Zahl d # 0, 1.

Beweis. Wéhle o € K\ Q. Dann ist {1, a} eine Q-Basis von K und K = Q(«) =
{x +ya| z,y € Q}. Es gibt eindeutig bestimmte a,b € Q mit a? = —b — ac, d.h., f =
mg.a = X2+aX+bist das Minimalpolynom. Uber K zerfillt f = (X —a)(X —a’), wobei
o/ # « konjugiert zu « iiber Q und die Galoisgruppe Gal(K|Q) durch die Zuordnung
a +— o bestimmt ist. Es ist die Spur Tr(a) = Trg|g(a) = a + o' = —a und die Norm
N(a) = Ng|g(a) = aa’ = b, und fiir die Diskriminante von f gilt

D=D;=(a—d)=(a+d)? —4dad =a* — 4b.

Wire § = a — o/ (= v/D) in Q, so wire § — a = 2a € Q. Es ist also K = Q(v/D).
Schreibe D = © = 33 mit eindeutig bestimmten teilerfremden ganzen Zahlen r, s, und

setze d = rs.

Ist auch K = Q(v/d’') mit einer quadratfreien ganzen Zahl d’, so gibt es z,y € Q
mit d' = (z + yvVd)? = 22 + dy? + 2zyv/d, und es folgt zy =0, 2 =0, d' =d. O

(1.2) Satz. Sei K = Q(Vd) ein quadratischer Zahlkérper (d € 7. quadratfrei).
Dann ist die Menge R aller o € K, die einer Gleichung o® + aa +b = 0 mit a,b € Z
gentigen, ein Teilring von K; R = Ry st der sog. Ring der ganzen Zahlen von K. Es
gilt

Z[1+2‘/E] falls d = 1 (mod 4)

R {Z[\/E] falls d = 2,3 (mod 4)

Beweis. Z[v/d) = Z|X]/(X? —d) ist jedenfalls ein Teilring von K. Ist d = 1 (mod 4),
s0 ist auch Z[1Y4] =~ 7[X]/(X? — X — 41} ein Teilring von K. Sei o = z + yV/d
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(r,y € Q). Dann ist Tr(a) = 2z und N(a) = 22 — dy?. Definitionsgemifl ist o € R
genau dann, wenn es a,b € Z gibt, so dass o Wurzel von f = X2 + aX + b ist. Sei
zunichst a = z € Q. Dann ist das Minimalpolynom mg . = X — x ein Teiler von f in
Q[X], und das GauB-Lemma liefert x € Z. Es ist also RNQ = Z.

Sei weiterhin o« ¢ Q (y # 0). Dann ist f = mg und —a = Tr(a), b = N(a).
Genau dann ist also a € R, wenn es a,b € Z mit

—a =2z und b =x* —dy?
gibt. Dies ist richtig, wenn a € Z[V/d] ist, und wenn a € Z[%ﬁ] ist im Falle d =
1 (mod4). Seien umgekehrt obige Bedingungen erfiillt. Aus (2z)% — d(2y)? € Z folgt
dann d(2y)? € Z und 2y € Z, denn d ist quadratfrei. Setze u = 2z und v = 2y. Es sind
u,v ganze Zahlen und o = 3 + %\/c_l, sowie u? — dv? € 47Z.

1. Fall: d = 2,3 (mod4)

Wiire u ungerade, so wiire u? = 1 (mod 4) und v? # 0 (mod 4), daher v? = 1 (mod 4
und d = v?d = 1(mod4), ein Widerspruch. Folglich ist x = 5 ganz, und dv? =
0 (mod4), v?> = 0 (mod 4) und auch v gerade.

2. Fall: d =1 (mod4)

Ist u ungerade, so ist u? = 1 (mod 4), daher auch v? = 1 (mod 4) und v ungerade.

Ist u gerade, so ist u? = 0(mod4), daher auch v? = 0(mod4) und v gerade. Mit
anderen Worten: u und v haben dieselbe Paritat, insbesondere u — v gerade. Es ist

1(u+m@ 1 1++Vd 1+¢8]’

2 =t e 2l

wie zu zeigen war. [J

(1.3) Satz. Fird= —1,-2,-3,-7,—11 ist K = Q(v/d) euklidisch, d.h., R = Ri
ist ein euklidischer Ring bzgl. der Norm N = N q, insbesondere ein Hauptidealring.

Beweis. Sei zunichst d € {—1, —2}. Nach (1.2) ist in diesem Fall R = Z[v/d]. Seien
o, € R, B # 0. Betrachte % € K. Wir finden einen Gitterpunkt v € R, so dass
& =7+ mit § € C=R® (euklidisch) und

- 2 1
N(6) =96 < 1( +/|d] ) = 1(1 +1d|) < 1.
Esist 6 € K und p =008 =a —y6 € R mit N(p) = N(9) - N(5) < N(5).

Sei d € {-3,-7,—11}. Dann R = Z[H‘/a] nach (1.2). Fiir den Radius r des
Umkreises des Dreiecks 0,1, 2 (1 + i/|d|) gilt

) 72
1
r? = (—\/\d\ —r)?+ e

Es ist hier 7 = ;(/|d] + \/m) < 1. Argumentiere nun wie oben. [J
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(1.4) Definition. In diesem §1 seien weiterhin K = Q(v/d) und R = Ry wie in

(1.1), (1.2). Dann sind {1,/d} bzw. {1, %3} Z-Basen von R. Fiir die Diskriminante
. . 1 v\’ R A

(Algebra IT oder §3) dieser Basen gilt det (1 —\/E) = 4d bzw. det (1 ﬁ) =

d. Jeder Basiswechsel wird durch eine Transformationsmatrix 7' € GL2(Z) rnit2 detT =

+1 vermittelt, so dass dies von der Wahl der Ganzheitsbasis von R nicht abhangt. Die

ganze Zahl
Do — 4d falls d = 2,3 (mod 4)
E71d falls d=1(mod4)

heif3t die absolute Diskriminante von K. Mit anderen Worten: D g ist die Diskriminante

von X? — d im ersten Fall, und von X2 — X — % im zweiten Falle.

(1.5) Lemma. Sei a # 0 ein Ideal von R = Rk, und sei 0 # a € a.
(a) a ist ein freier Z-Modul vom Range 2 und aNZ # 0. Insbesondere ist Na := |R/a|

endlich, die sog. absolute Norm des Ideals.

(b) Ist a = (o) = aR ein Hauptideal, so ist Na = =N (). Genau dann ist also
a € R* eine Finheit (a = R), wenn N g(a) = 1 ist.

(c) Ist a = p ein Primideal, so ist pN7Z = pZ mit einer (positiven) Primzahl p und
Np = p oder p*. Der Restklassenring ky, = R/p ist ein Kérper (der Ordnung p oder p?).

Beweis. (a) Es gibt a,b € Z mit o® +aa+b = 0. Es ist dann b = a(—a—a) € aNZ
(und auch —b). Ist b = 0, so ist a = —a (Nullteilerfreiheit). Folglich enthilt a eine
natiirliche Zahl m > 0. Da R/mR = m? endlich ist, ist also R/a ein endlicher Ring.
Den Rest liefert der Elementarteilersatz (0.3).

(b) Wir kénnen o ¢ 7Z annehmen, so dass {1,a} eine Q-Basis von K ist. Sei
mg.o = X2+ aX +b. Die Multiplikation mit « ist ein Isomorphismus @ von R auf aR.
—b
1 —a
zugeordnet. Nach (0.3) gibt es eine Z-Basis {v1,v2} von R und Elementarteiler e; | e,

Auflerdem ist Ng|g(a) = det(a@), denn bzgl. der Basis {1, a} ist & die Matrix

so dass {ejvy, eav2} ein Z-Basis von aR ist. Sei ¢ der Z-Isomorphismus von R auf aR
mit ¢(v;) = e;v;. Da @ und ¢ sich nur um einen Automorphismus von aR unterscheiden,
gilt

det(p) = e1ex = £det(a) = £Ng g(a),

wie behauptet.

(c) Sind x,y € Z \ p, so auch xy. Also ist p N 7Z ein Primideal (# 0) von Z. Diese
sind alle von der behaupteten Form. Da endliche Integrititsbereiche (mit 1 # 0) immer
Korper sind, ist p ein maximales Ideal von R. [
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In der Situation (c) sagen wir, das Primideal p liege dber der Primzahl p (p|p).
Dann ist pR C p, und wegen |R/pR| = p? konnen nicht viele Primideale iiber p liegen.
Wir schreiben P = Pg fiir die (positiven) Primzahlen und Px fiir die Primideale (# 0)
von Rp.

(1.6) Satz. Sei R* = (R*,-) die Einheitengruppe des Rings R = Ry.

(a) Ist d < 0 (K imagindr), so ist R* die Gruppe der Einheitswurzeln in K, also
R* = {1} ausgenommen die Fille d = —1 (R* = (i)) und d = —3 (R* = (*>7V/6)).

(b) Ist d > 0 (K reell), so gibt es eine eindeutig bestimme kleinste (Fundamental-)
Einheit ug > 1 in R*, und R* = {£1} X (up).

Beweis. 1. Fall: d = 2,3 (mod4)

Sei @ = a4 bVd € R (a,b € Z). Nach (1.5)(b) ist & € R* genau dann, wenn
N(a) = £1 ist, d.h., wenn die sog Pellsche Gleichung a® — db* = +1 erfiillt ist. (Die
Inverse ist dann die Konjugierte o' oder —a’.) Ist d < 0 (K imaginér), so ist N(«) =
a? + |d|b* = +1 nur moglich, und es folgt a = £1 fiir d # —1. Ist d > 0 (K reell),
so identifiziere v/d mit der positiven Quadratwurzel von d in R. In diesem Fall sind
+1 die einzigen Einheitswurzeln in K, aber es gibt eine Einheit @ # +1 von R. Die
Existenz einer solchen Einheit wird spéter allgemein bewiesen werden (Dirichletscher
Einheitensatz, §13). Mit « sind dann auch +a und +a~! Einheiten, und dies sind die
vier Einheiten +a + bv/d. Genau dann ist a > 1, wenn a > 0 und b > 0 sind.

Daher gibt es by € N5 minimal derart, dass dbg F1l= ag fiir eine (positive)
natirliche Zahl ag gilt. Dann ist das Vorzeichen durch by und damit auch ag eindeutig
bestimmt, und ug = ag + bpV/d ist eine Einheit > 1 von R (mit Norm N(ug) = +£1
entsprechend). Angenommen, es gibt eine Einheit uy = a1 + bivVd von Rmit 1 < uy <
ug. Dann sind aq,b; positive natiirliche Zahlen mit db% F1l= a%. Nach Wahl von bg
gilt by > by, damit aber auch a; > ap und u; > wug, ein Widerspruch. Also ist ug die
Fundamentaleinheit von R.

Sei u > 1 eine weitere Einheit. Es gibt dann n € N mit u§ < v und ul™ > u

(Archimedizitét). Dann ist u/uf eine Einheit mit 1 < u/uf < ug. Es folgt u = ufj. Das
Erzeugnis (ug) = {ug'| m € Z} ist natiirlich eine unendliche (zyklische) Gruppe.

2. Fall: d =1 (mod4).

Sei a = %E € R (a,b € Z mit gleicher Paritét). Nach (1.5)(b) ist & € R* genau
dann, wenn N(«a) = =1 ist, d.h., wenn die Pellsche Gleichung a® — db* = +4 erfiillt
ist. Ist d < 0, so ist 4N(a) = a? + |d|b® = +4 nur moglich, und es folgt a = +1 fiir
d # —3. Sei also weiterhin d > 0 (d > 5), und wir verfahren wie eben. Nach dem noch
zu beweisenden Einheitensatz gibt es eine Einheit %& > 1 von R, und dann habe
a > 0 und b > 0 automatisch dieselbe Paritat.
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Es gibt daher by € N-( minimal derart, dass db3 F 4 = a2 fiir eine (positive)
natiirliche Zahl ag gilt. Dann ist das Vorzeichen durch by bestimmt und damit auch

ag, es sei denn d = 5, wo by = 1 und ag = 1 (minimal) zu wéhlen ist. Jedenfalls ist

ag+boVd
2

ug = eine Einheit > 1 von R, und zwar mit Norm N(ug) = %1 entsprechend.

Mvoanit1<

u; < ug. Dann sind ay, by (positive) natiirliche Zahlen gleicher Paritit mit db F4 = a?.

Sei d > 5 und sei angenommen, es existiere eine Einheit u; =

Das Vorzeichen und a; sind dabei durch by bestimmt. Aus u; < ug folgt by < by und
a1 < ag, damit sogar by < by, ein Widerspruch. Also ist ug die Fundamentaleinheit von
R. Der Rest ist wie im 1. Falle. [

(1.7) Beispiele. Sei K = Q(v/d) mit d > 1 quadratfrei, und sei R = R-.

1. Fall: d = 2,3 (mod4)

Aufgrund des Beweises von (1.6) ist die Fundamentaleinheit uwg = ag + bov/d wie
folgt bestimmt: by ist die kleinste (positive) natiirliche Zahl b mit der Eigenschaft, dass
db?® F 1 = a? ist fiir eine (positive) natiirliche Zahl a, und dann ist das Vorzeichen und
damit auch ag = a durch by = b bestimmt. Das legt auch die Norm N(ug) = £1 fest.

d=2: (202 £ 1)p>1 =(2-12+£1,2-224+1,--)
Wegen 2-12 — 1 =12 ist also ug = 1 + v/2 (N(ug) = —1).
d=3:(3¥+1),>1=(3-12+1,3-22+1,--)
Wegen 3 -12 4+ 1 = 22 ist up = 2+ v/3 (N(ug) = +1).
Entsprechend berechnet man ug = 3 + v/10 fiir d = 10 (N(ug) = —1) und uy =
15 4 44/14 fiir d = 14 (N(ug) = +1).
2. Fall: d =1 (mod4)

Aufgrund des Beweises von (1.6) ist die Fundamentaleinheit uy = M

wie
folgt bestimmt: by ist die kleinste (positive) natiirliche Zahl b mit der Eigenschaft, dass
db?® + 4 = @ mit einer (positiven) natiirlichen Zahl a ist. Ist d # 5, so ist hierbei das

Vorzeichen und somit ag = a durch by = b bestimmt.
d=5:(5b2+4)y>1=(5-12+4,--); esist ug = %(1 + \/S) (N(ug) = —1).
d=18: (136 +4)yo1 = (13-12 £ 4, s es ist up = 3(3+ VI3) (N(ug) = ~1).

(1.8) Hauptsatz. Seien K = Q(v/d) und R = Ry, D = Dy wie diblich. Seip € P.
(a) Genau dann ist pR = p? mit einem eindeutig bestimmten, explizit angegebenen

Primideal p von R mit Norm Np = p (Verzeigung), wenn p ein Teiler von D ist.

(b) Genau dann ist pR = pp’ mit eindeutig bestimmten, explizit angegebenen Prim-
idealen p # p’ mit Norm p (Zerfillung), wenn p td und d ein quadratischer Rest modulo
p fiir ungerades p und d =1 (mod8) fiir p =2 ist.

(c) In allen anderen Fdllen ist pR = p ein Primideal von R (Trdgheit).
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Notation (Legendre-Symbol): Fir ungerades p schreiben wir (g) =0 im Falle p | d,
(%) = 1, falls p { d und d ein quadratischer Rest mod p ist, d.h., es gibt z € Z mit
2 = d (mod p), und (%) = —1 sonst.

Beweis. Sei @ = v/d im 1. Falle und a = # im 2. Falle, und entsprechend
f=X2—-dbzw. f=X?>-X + %. In jedem Fall ist a eine Wurzel von f, und
nach (1.2) ist R = Z[a] = Z[X]/(f). Jedes Element von R hat also die Form g(«) fiir
ein Polynom ¢ € Z[X], und ist g(a) = 0, so ist g ein Teiler von f in Z[X]| nach dem
Gauf3-Lemma.

Ist p|p ein Primideal von R iiber der vorgegeben Primzahl p, so ist @ = a + p eine
Wurzel (im Kérper R/p) der Reduktion f = fmodp in F,[X], und damit Wurzel eines
(normierten) Primfaktors fy von f. Sei umgekehrt & Wurzel eines solchen Primfaktors
fo von f (in einem Zerfillungskorper), und sei fo € Z[X] ein (normiertes) Urbild. Dann
definiert g(«) — g(a) fiir g € Z[X] einen Epimorphismus R — F,(a) (von Ringen mit
1), dessen Kern ein maximales Ideal p von R iiber p ist. Dies ist wohldefiniert aufgrund
des Gauf}-Lemmas. Wir behaupten, dass

p=(p, fo(a)) =pR+ fo(x)R
durch fy bestimmt ist. Es ist klar, dass p und fo(a) im Kern p des obigen Epimorphis-
mus’ sind. Ist umgekehrt g € Z[X] mit g(a) € p, so ist § = foh fiir ein A € Z[X] und die
Koeffizienten von g — foh € Z[X] sind alle durch p teilbar. Also ist g(e) € (p, fo(c)).
Wir haben also eine bijektive Beziehung zwischen den Primidealen von R iiber p und
den (normierten) Primfaktoren von f in F,[X], wobei es folgende Moglichkeiten gibt:

(a) f = f§ und p* C pR;
(b) f = fof} mit normierten Primfaktoren fo # f} und pp’ C pR;
(¢) f = fo ist irreduzibel iiber F,, und p = pR (Trigheit).

1. Fall: d=2,3(mod4) (f=X?-d, D =4d)
Hier ist o« = v/d. Sei zunichst p = 2. Dann gilt

Fo X2 falls d = 2 (mod 4)
S\ X2-1=(X—-1)? fallsd=3(mod4)

Es ist also p = (2,V/d) bzw. p = (2,V/d — 1) das einzige Primideal von R oberhalb 2R.
Es gilt p? = (4,2Vd,d) = 2R bzw. = (4,2V/d—2,d—2Vd+1) = (4,2V/d—2,d—1) = 2R,
denn es ist (4,d) = 2 bzw. (4,d — 1) = 2. Es liegt also hier immer Verzweigung vor
(2| D). Ist p # 2, s0 ist f € F[X] irreduzibel im Falle () = —1, somit p = (p) = pR
(Tragheit), und sonst

- X2 falls p | d
f= {(X+a)(X—a) falls (4) =1°
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Ist p | d, so ist p = (p,v/d) und p? = (p?,d,pVd) = pR (Verzweigung), denn p? { d (d
ist quadratfrei) und daher (p?,d) = p. Ist andererseits a € Z ein Urbild von a, so sind
p = (p,Vd+a) und p’ = (p,vVd—a) = (p, —v/d+a) verschiedene Primideale von R iiber
p (mit Norm p) mit pp’ C pR. Da p kein Teiler von 2a ist, gilt in der Tat Zerféallung:

pp’ = (p*,pVd + pa,pVd — pa,d — a*) = (p*, 2pa,pvV'd — pa) = pR.

2. Fall: d=1(mod4) (f=X?>-X+14 D=ad)
Hier ist o = %& und R = Z[a]. Ist p = 2, so ist

P X2 - X=X(X-1) fallsd=1 (mod8)
Sl XP-X-1 falls d = 5 (mod 8) °

Das Polynom X? — X — 1 = X2 + X + 1 € Fy[X] ist irreduzibel (Trigheit), sonst
liegt Zerféillung vor: 2R = pp’ fir p = (2,) und p’ = (2,a'). Sei p # 2, und sei
S = 7Z[Vd]. Es ist S ein Teilring von R mit pRN S = pS. Ferner ist (p + 1)%a €S
und %& =(p+1) 1+2\/& —p1+2‘/g, somit S 4+ pR = R. Folglich ist R/pR = S/pS. Wir
konnen die Primideale p|p von R genau wie im 1. Falle beschreiben; man ersetze ein

Primideal po|p von S einfach durch p = poR (gleiche Erzeugende). [

(1.9) Anwendung. Sei d < 0. Ist R = Rk ein faktorieller Ring, so ist —d €
{1,2,7} oder —d eine Primzahl p = 3 (mod8).

Beweis. K ist imaginar und der nichttriviale Kérperautomorphismus wird von der
komplexen Konjugation bewirkt; die Norm N = Ng|g nimmt nur positive Werte an.
Primelemente sind stets unzerlegbar, und die Umkehrung gilt immer dann, wenn der
Ring faktoriell ist.

Sei d = 2,3(mod4). Nach (1.2) ist R = Z[v/d]. Nach (1.8) ist 2R kein Prim-
ideal von R (Verzweigung), also 2 kein Primelement in R. Da R faktoriell ist, gibt es
Nichteinheiten o, 3 in R mit 2 = 3. Dann ist 22 = (aa)(83) und zwangsliufig 2 = aa.
Schreibe a = a + bV/d (a,b € Z). Dann 2 = aa = a? + |d|b?, und dies erzwingt a = 0,
b==1, |d =2odera==41,b= =1, |[d = 1.

Sei d = 1 (mod8). Nach (1.2) ist R = Z[HQ\/E]. Nach (1.8) ist 2R kein Primideal
von R (Zerfallung), daher 2 kein Primelement von R. Da R faktoriell ist, gibt es eine
Nichteinheit @ € R mit 2 = a@. Schreibe o = %(a—i—b\/a) (a,b € Z mit gleicher Paritét).

Es folgt

a® + |d|p* = 8.

Dies erzwingt |d| = 7.



Sei d = 5 (mod 8), und sei p ein Primteiler von d = Dg. Dann ist p ungerade. Nach
(1.2)ist R = Z[%ﬁ]. Nach (1.8) ist pR kein Primideal von R (Verzweigung), also kein
Primelement. Da R faktoriell ist, finden wir a,b € Z mit gleicher Paritat, so dass

a® + |d|b* = 4p

ist. Wegen p | d gilt dabei p | a?, mithin p | a. Es folgt b = £1 und entweder a = 43
und |d| =3 oder a = 0 und p = |d| = 3 (mod8). O

Anmerkung. Es gibt genau 9 imaginire quadratische Zahlkérper K = Q(\/&), fiir
welche R = Ry faktoriell ist, namlich fir —d = 1,2,3,7,11,19,43,67,163. Dies hatte
schon Gauf} so vermutet, ein Beweis gelang aber erst H.M. Stark und A. Baker 1967.
Offen ist noch bis heute, ob es unendlich viele reelle quadratische Zahlkorper mit dieser
Eigenschaft gibt.

(1.10) Anwendung. R = Ry ist ein sog. Dedekindring (§5), d.h., jedes Ideal
a # 0 von R ldsst sich eindeutig schreiben als Produkt von Primidealen.

Beweis. (Existenz) Angenommen, a ist kein Produkt von Primidealen von R, und
ist maximal gewahlt mit dieser Eigenschaft (R ist freier Z-Modul vom Range 2 und
daher Noetherscher Ring). Dann a # R (= p°) und a & Pk, aber es gibt ein Primideal
p von R mit a C p. Es ist p NZ = pZ fiir eine Primzahl p. Ist a C pR, so ist a C % CR
und das Ideal 7 von R Produkt von Primidealen von R, nach Wahl von a. Wegen (1.8)
gilt aber dann die Behauptung auch fiir a. Also ist a € pR, und wegen a C p haben
wir pR = pq mit einem Primideal q von R (Verzweigung oder Zerfallung). Es ist % DR
und

acC %9 C pq

p p
Angenommen, es ist a = 1. Sei {a, 3} eine Z-Basis von a (1.5). Wihle z € 1\ R.
Nach Annahme ist xa C a. Es gibt daher a,b,c,e € Z mit

= R.

ra=aa+ b3, zf = ca-+ef.

Es folgt (x — a)a = bf, (x — e)B = ca, somit (z —e)(x — a)a = (z — )b = bear und
22 — (a+e)x + (ae — be = (z — e)(z — a) — bc = 0 (Nullteilerfreiheit). Nach Definition
ist aber dann x € R, ein Widerspruch. Daher ist a C b = %’, und fiir das Ideal b von
aqp
P

R gilt die Behauptung, damit aber auch fiir bp = =a.

(Eindeutigkeit) Seien p; und q; in Pr mit [[;_, p; = a = [[}_, q;. Wir argumen-
tieren per Induktion nach n. Weil das Primideal p; D H;nzl q; ist, gibt es j, etwa j =1,
mit p; 2 q;. Da g; ein maximales Ideal von R ist, folgt p1 = q1 (=p). Sei pNZ = pZ
(p € P). Nach (1.8) finden wir ein Primideal q von R oberhalb pR mit Nipp = R.

Multiplikation mit g liefert [T, p; = [[}Z, q;. Induktion! [
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§2. Der grofle Satz von Fermat

Pierre de Fermat (1608-1665); ein Portrat findet man in Ribenboim™.

Der grofle Satz von Fermat (Fermat’s letzer Satz; die Fermatsche Vermutung) hat
die Mathematik der Neuzeit so bewegt wie kein anderes Thema. Zwar hat Fermat
angedeutet, er habe einen Beweis, aber niemand hat ihn gesehen. Die unzahligen Ver-
suche iiber mehrere Jahrhunderte, die Fermatsche Behauptung zu beweisen, hat die
Mathematik in vielen Hinsichten befruchtet und beeinflusst. Es war eine Sensation,
als Andrew Wiles 1993-95 einen Beweis der Fermatschen Vermutung vorlegte. Neben
Methoden der algebraischen Zahlentheorie (Klassenkorpertheorie; Iwasawa-Theorie der
Klassenzahlen), die iiber das hinausgehen, was in dieser Vorlesung behandelt werden
kann, werden zum Beweis auch Methoden aus anderen Bereichen verwendet (modulare

Formen; elliptische Kurven).

Der kleine Satz von Fermat ist die (bekannte) Aussage, dass auf dem Primkdrper
[F,, der Frobenius-Automorphismus identisch ist, d.h., die Primahl p teilt a” — a fiir jede
ganze Zahl a.

(2.1) Pythagoraische Tripel. Seien a,b,¢ € Nsq teilerfremd. Aquivalent sind
folgende Aussagen:

(i) Es ist a ungerade und a® + b* = c2.

(ii) Es ist a = 2% — y%, b = 22y und ¢ = x? + y? mit teilerfremden positiven
naturlichen Zahlen x > vy, die nicht beide ungerade sind.

Beweis. (i) = (i1): Die Rechnung mod 4 zeigt, dass ¢ ungerade ist, daher (etwa)
a ungerade, b gerade. Ferner sind a, b, ¢ paarweise teilerfremd. Betrachte o = a + ib
in R = Z[i] (i*> = —1). Nach (1.3) ist R faktoriell. Sei 7 ein Primteiler von « in
R. Angenommen, 7 | @/ = a —ib in R. Dann ist 7 ein Teiler von o + o/ = 2a und
von ¢ = ao’, somit 7 | ¢. Da 2a und c teilerfremde ganze Zahlen sind, folgt 7 | 1
und ™ € R* = (i), ein Widerspruch. Wegen aa’ = ¢? geht also 7 in o mit geradem
Exponenten auf. Folglich ist a +ib = a = uB? mit u € R* = (i) und B =2+ iy € R
(x,y € Z). Es ist u = +1. Wegen a > 0 kénnen wir v = 1 und = > y > 0 annehmen.
Es sind z,y teilerfremd und nicht beide ungerade, denn a = z? — 3? ist ungerade. Es

ist b = 2zy und ¢ = 2% + 32
(13) = (i): Verifikation ! [

2.2) Satz (Fermat). Es gibt keine positiven ganzen Zahlen a,b, c mit a* + b* = 2.
g g

Beweis. Wir zeigen, dass es nicht einmal solche Zahlen gibt mit a* + b* = ¢?

(1). Andernfalls wihlen wir diese Zahlen so, dass ¢ moglichst klein ist. Die Idee ist,
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eine positive Losung (a/,b’,c) von X* + Y4 = Z? zu konstruieren, fiir welche ¢/ <
c ist (Fermats unendlicher Abstieg). Aufgrund der Wahl von ¢ sind a,b, ¢ paarweise
teilerfremd (!). Sei etwa a ungerade. Nach (2.1) ist a? = 22 — 2, b? = 22y, c = 22 + 32
mit positiven teilerfremden ganzen Zahlen z,y. Aus b = 2xy folgt, dass genau eine der
Zahlen x,y gerade ist. Wire z gerade, so wire 22 = 0 (mod4), y? = 1 (mod 4), somit
a? = 2?2 —y? = —1 (mod 4), was nicht moglich ist. Daher ist z ungerade, y = 2y’ gerade.
Da b? = 42y’ und = und ' teilerfremd sind, gilt * = ¢’?, ¢/ = t?> mit positiven ganzen
Zahlen ¢/, t. Nun ist a? + y? = 22, also (a,y,x) ein Pythagoriisches Tripel. Nach (2.1)
gilt
a:m2—n2, Yy = 2mn, z =m? + n?

2

mit teilerfremden natiirlichen Zahlen m,n. Aus y = 2y’ = 2t? erhalten wir m = a'?,

n = b2 mit teilerfremden natiirlichen Zahlen a’,b’. Damit gilt
a/4 —|—b’4 —r = 0/2.
Hierbei gilt ¢ = 22 4 y? = * + 4t* > /4, also ¢ > ¢/, entgegen der Wahl von c¢. [

(2.3) Ternére Tripel. Es gibt keine von 0 verschiedenen ganzen Zahlen a,b,c mit
3.4 13 3
a’+b° =c’.

Beweis (Fall 1. Angenommen, es gibt solche Zahlen. Dann kénnen wir a, b, ¢ als
teilerfremd voraussetzen, und dann sind sie paarweise teilerfremd. Es gibt die beiden
folgenden (Fermat-) Falle.

Fall 1: 3t abe.

Wir rechnen modulo 9. Es gilt a®,b%,¢3 = £1(mod9). Andererseits ist ¢ =
a® + b3 = 0,42 (mod 9). Widerspruch!

Fall 2: 3 teilt genau eine der Zahlen a, b, c.

Auch dieser Fall fiihrt zu einem Widerspruch, aber dies liegt tiefer und wurde zuerst
von Euler bewiesen. Gaufl hat einen eleganten Beweis angegeben, der verwendet, dass
der Ring Z[%ji] der ganzen Zahlen des 3-ten Kreisteilungskorpers faktoriell ist (vgl.
Ubung (14) und Ribenboim*, p. 42-45).

(2.4) Theorem (A. Wiles). Fir n > 3 gibt es keine von 0 verschiedenen ganzen
Zahlen a,b,c mit a™ + b" = c".

Wir kénnen hier nur einen Spezialfall behandeln. Nach (2.2) und (2.3) geniigt
es, das Theorem fiir jede Primzahl n = p > 3 nachzuweisen. (Ist n = mp, so X" =
(X™)P; ist n durch keine ungerade Primzahl teilbar, so ist n = m - 4 ein 2-Potenz
und X" = (X™)%) Wir halten im Folgenden ein solches p fest und betrachten den
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p-ten Kreisteilungskorper L = Q(¢), etwa ¢ = €2™/P. Sei S = Z[¢]. Bekanntlich ist
¢, = 2= = XP~1 + XP=2 4 ... 4+ X + 1 das Minimalpolynom von ¢ iiber Q, denn

O, (X +1)=XP~t 4 pXP2 4 (Z;)Xp—?’ ot ( b

X
p—2> T

ist ein Eisenstein-Polynom bzgl. p. Es gilt X? —1 = (X —1)(X —¢)(X —&?)--- (X —eP™1).
Ferner ist Z[X]/(®,) =2 S via X +— ¢, und S ist ein freier Z-Modul vom Range p — 1
mit Basis {1,¢,&2,- -, P72},

Sei G = Gal(L|Q). Jedes o € G ist festgelegt (und festlegbar) durch e +— &7,
j=1,--+p—1. Alsoist G = (Z/pZ)* zyklisch (der Ordnung p — 1). Sei Tr = Trp|g
die Spurabbildung o +— Y .- a” und N = Np g die Norm a — [[,cqa” (a € L).
Aus der Kenntnis von ®, = mg, folgt Tr(e) = Tr(e?) = —1, N(e) = N(&7) = 1 fiir
j=1,...,p—1(p—1ist gerade), sowie Tr(c — 1) = —p. Wegen ®,(X +1) = mg 1 ist

p=NeEe—-1)=(—-1)(*=1)--- (P71 =1).

(2.5) Lemma. Fir das Hauptideal p = (¢ — 1)S von S = Ze] gilt p N Z = pZ,
S/p 2T, und pS = pP~! (totale Verzweigung).

Beweis. Wir zeigen zunichst, dass die i—__11 Einheiten in S sind (j =2, -, p — 1).
Es ist % =1l+4+e+ ---+e&71 €S IstteZmitjt=1(modp), so ist andererseits
auch o () 1 | |
g1 gy Siter o retTles
Aus obiger Identitiit folgt damit pS = pP~1. Wegen |S/pS| = pP~! folgt p C S und
pNZ=pZ. Fir a =ag+are +axe+-- +a,2eP2in S (a; € Z) gilt

a=ap+a;+ -+ ap_2 (modp).
Folglich ist S =Z +p,und S/p=Z/(pNZ)=Z/pZ. O

(2.6) Satz. S = Z[e] ist der Ring Ry, der ganzen Zahlen von L = Q(e).

Beweis. Wir nennen hier (vorldufig) ein Element o € L ganz, wenn das Mini-
malpolynom mg,, € Z[X] ist (siehe §3). Ist @ € S, so ist o ganz in diesem Sinne.
Sei dazu A,, der Z-Aufspann von 1,a,a?,---,a™ (n € N). Dann 4, C A4, C S. Da
S = Zl[e] ein Noetherscher Z-Modul ist, gibt es n derart, dass a"*! € A, ist. Aber
dann ist o™ ! Wurzel eines normierten Polynoms f € Z[X] (vom Grade n+ 1), und das
GauB3-Lemma liefert o € Ry. Es ist also S C Ry. Entsprechend zeigt man, dass Ry, ein
Teilring von L ist (vgl. (3.3)), und zwar mit R;, N Q = Z (GauB-Lemma).
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Sei @« € Ry. Dann sind die Konjugierten von « iiber Q in Ry, somit die Norm
N(a) und die Spur Tr(a) in R, N Q = Z (vgl. (3.7)). Schreibe (eindeutig) a =
To + T1€ + Tae? + - - - + 1p_2eP"? (z; € Q). Dann ist

ale—1)=zo(c—1)+z1(e? =€)+ ... +xp_2(eP ' —eP7?) € Ry

Wegen Tr(e/T™ —&/) =0 fiir j =1,...,p — 2 folgt Tr(a(e — 1)) = 2oTr(s — 1) = —zp.
Andererseits ist Tr(a(e — 1)) € R, NQ = Z. Wegen N(¢ — 1) = p is € — 1 keine Einheit
von Ry, denn aus u(e — 1) =1 fiir u € Ry, folgte N(u) € Z und N(u)N(e — 1) = 1. Da
Tr(a(e — 1)) die Summe der G-konjugierten Elemente a;(¢/ — 1) von a(e — 1) ist, die
alle in pR;, = (¢ — 1)Ry liegen, gilt nach (2.5) sogar Tr(a(e — 1)) € pZ. Folglich ist
rg € Z. Damit ist, wie eben,

1

(@ —20)e? P = (a—20)e ™ =21 + 206+ -+ ) 08P 3

ein ganzes Element in R;. Dasselbe Argument liefert nun x; € Z; Induktion! [

L = Q(e) ist total imaginér (r, = 0 und 7, = (p—1)/2). Die komplexe Konjugation
definiert ein Element in G, das durch ¢ — =1 = & bestimmt ist. Sei LT = Q(e +¢71) =
Q(cos 27”) der maximale total reelle Teilkérper von L (1 = (p —1)/2 und r§ = 0).

(2.7) Lemma (Kummer). Sei u € S* eine Einheit in S = Zle|. Dann gibt es t € Z
und ut € LT, so dass u = ctu™ ist.

Beweis. Betrachte a = u/u und m = [Q(«) : Q]. Mit w ist auch @ eine Einheit
und daher o € S = Rp. Fiir den komplexen Betrag gilt |oa|? = aa = 1, also |a] = 1.
Da G abelsch ist, gilt analog |a?| = |u? /u®| = 1. Entsprechendes gilt fiir jede Potenz
o (k € N). Sei fr, = mgar = Z'al(-k)Xi. Es gilt grd(fi) = [Q(aX) : Q] < m, und
die agk) sind die elementarsymmetrischen Funktionen der Wurzeln von fi. Daher ist
agk) € R NQ = Z und |al(.k)| < (":) < 2™, Es gibt also hochstens m2™+! solche
Polynome fi. Daher gibt es k¥ < ¢ mit of = aof, somit /=% = 1, und « ist eine
Einheitswurzel.

Die Gruppe der Einheitswurzeln in L hat die Ordnung 2p und wird durch —¢
erzeugt (Eulersche o-Funktion !). Es ist also @ = 4e’ fiir geeignetes Vorzeichen und
1 <j <p-—1. Angenommen, es ist a = —&’. Schreibe u = ag + aje + - - - + a,_9eP 2
(a; € Z). Dann ist @ = ag + are ' +---, und fir a = ag + - - - + ap—2 gilt

t=a=u=—eu=—u(modp).
Daher ist 2u € p = (¢ — 1)S. Wegen p # 2 folgt @ € p. Aber dann ist @ sicher keine
Einheit in S.
Folglich ist u /@i = +&7. Wihle t € Z mit 2¢t = j (mod p) und setze u* = et4i. Dann
t

ist u=ctut und ut = e tu=e"telu =ctu=ut, alsout e LT. O
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(2.8) Satz. Sei S = Z[¢] als faktorieller Ring vorausgesetzt. Dann gibt es keine
ganzen Zahlen a,b,c mit p{ abc und a? 4+ bP = cP.

Beweis. Andernfalls finden wir solche Zahlen a, b, ¢, die teilerfremd sind, und dann
automatisch paarweise teilerfremd. Wir kénnen oBdA annehmen, dass a #Z b(modp)
ist. Ist ndmlich a Z —c (mod p), so vertausche man b und —c und betrachte a? + (—¢)? =
(=b)P. Ist a = b = —c(mod p), so ist (kleiner Fermat) —2¢P = aP 4 bP = ¢P (mod p) und
somit p | 3c. Das ist nicht moglich, da wir p > 3 vorausgesetzt haben.

Die Substitution X — 2% in X —1 = (X —1)(X —¢)(X —¢?)--- (X —eP™!) liefert
die Identitat

(a+b)(a+eb)---(a+eP b)) =al +bP = cP.

Wir behaupten, dass die Elemente a+4¢‘b von S fiir i = 0, -- -, p— 1 paarweise teilerfremd
sind. Sei m € S ein Primelement. Angenommen, es gibt ¢ < j, so dass m sowohl
a + €'b als auch a + ¢’b teilt. Dann ist 7 ein Teiler von &'b — /b = u(e — 1)b, wobei
u € S* ist, somit 7 | ¢ — 1 oder m | b (S faktoriell). Analog ist 7 ein Teiler von
g/(a +'b) — e'(a + &b) = v(e — 1)a fiir ein v € S*, daher 7 | ¢ — 1 oder 7 | b. Wegen
(a,b) = 1 folgt m | € — 1, somit () = p nach (2.5). Es folgt a +b=a + b = 0 (mod )
und, wegen pNZ = pZ, a+b = 0 (mod p). Aber dann ist ¢ = a?+b” = a+b = 0 (mod p)
und somit p | ¢ (S faktoriell). Dies ist ein Widerspruch zur Voraussetzung.

Wir folgern, dass a + ¢b = uaP? fir geeignete u € S* und o € S ist. (Analoges fiir
die anderen Faktoren in obiger Identitit.) Nach (2.7) ist u = e'u™ fiir geeignete ¢t € Z
und uT € LT. Schreibe o = g + 216+ - - - +:1:p_2€p_2 mit x; € Z und setze x = ZZ ;.

Dann gilt (binomischer Lehrsatz)
ol =ab +alel + -+ xg_zs(p_2)p = x (mod pS).

Daher ist a + eb = e'uta? = e'uTz (modpS). Ebenso ist a + &b = e tuta? =
e~ tuTz (modpS) (wegen = x und S = S). Wir erhalten e~ %(a + ¢b) = €'(a +
£71b) (mod pS) und

a+eb—e*a—e*1b = 0(mod pS).

Jede Teilmenge von {1,¢,&2,---,eP~1} aus p—1 Elementen ist eine Z-Basis von S = Z|¢]
(Zf:_ol e’ = 0) und die Restklassen mod pS bilden eine F,-Basis von S/pS. Sind also

2t—1

1,e,e% ¢ verschieden, so gilt p | @ und p | b, entgegen unserer Voraussetzung. Daher

sind sie nicht verschieden. Wegen 1 # ¢ und £2! # £2/~1 bleiben folgende Moglichkeiten:
1 =¢%: Dann ist a+eb—a—e~ b =0 (modpS), also eb — P~ 1b = 0 (mod pS) und
p | b, ein Widerspruch.
1 =¢%~!: Dann ist e = ¢, und wir erhalten (a — b) — (a — b)e = 0 (mod pS) und
damit p | a — b. Dies widerspricht unserer Bedingung a # b (mod p).

e = %71 Dann ist a — 2a = 0 (mod pS), somit p | a, ein Widerspruch. [
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(2.9) Anmerkungen. Sei S = Z[¢| = Z[¢)] fiir die Primzahl p > 3.

(a) Leider ist S in der Regel nicht faktoriell. Genau dann ist S faktoriell, wenn
p < 19 ist. (Den Fall p = 23 werden wir uns in einer Ubung vornehmen.)

(b) Wir werden sehen, dass S ein Dedekindring ist (§5). Genau dann ist S faktoriell,
wenn S ein Hauptidealring ist (5.9). Ferner gibt es eine natiirliche Zahl h = h,, > 1 mit
der Eigenschaft, dass die h-te Potenz jedes Ideals von S ein Hauptideal ist (Klassenzahl,
siehe §12). Genau dann ist S faktoriell, wenn h, = 1 ist. (Zum Beispiel ist hos = 3.)

(c) Die Primzahl p heifit reguldr, wenn p kein Teiler von h,, ist. Der Beweis von
(2.8) iibertrégt sich sofort auf den Fall, dass p eine regulére Primzahl ist. Man braucht
nur zu iiberlegen, dass die Hauptideale (a + &'b)S paarweise teilerfremd sind. Aus der
eindeutigen Primidealzerlegung folgt dann

(a+¢eb)S=adf

fiir ein Ideal a #£ 0 von S. Da p regulér ist, erzwingt dies, dass a selbst ein Hauptideal
ist. Nun verfdhrt man wie oben.

Auch der 2. Fall der Fermatschen Vermutung (p teilt genau eine der Zahlen a, b, ¢)
lasst sich (mit etwas mehr Miihe) fiir reguléres p beweisen (siche Ribenboim*, p. 82-90,
und Washington, p. 167-182). Der Beweisansatz geht im wesentlichen auf Kummer (ca.
1840) zuriick, auch wenn der in diesem frithen Stadium noch glaubte, alle diese Ringe
seien faktoriell (E. Kummer, 1810-1893).

(d) Leider gibt es unendlich viele irregulére Primzahlen (siche Washington, p. 62).
Die kleinste irregulare Primzahl ist p = 37.
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§3. Ganzheit

Durchweg seien R C S Integritétsbereiche (mit 1 # 0) und K C L die zugehdrigen
Quotientenkorper.

(3.1) Definition. Ein Element a € S heifit ganz tiber R, falls o Wurzel eines
normierten Polynoms f € R[X] (mit Grad grd(f) > 1) ist. Die Ringerweiterung S|R
heifit ganz, falls jedes Element von S ganz iiber R ist. Die Menge

Rg\p = {a € S| a ganz liber R}

heiflt der ganze Abschluss von R in S.

Spezialfall: Tm Falle R = Z nennt man die iiber Z ganzen Elemente auch ganz-
algebraisch. Ist L ein algebraischer Zahlkorper, so bezeichnet R, = Ry die Menge der
ganz-algebraischen Zahlen in L. Wegen des Gauf-Lemmas (Z faktoriell) ist ein Element
a € L genau dann ganz-algebraisch, wenn das Minimalpolynom mg , € Z[X] ist.

Bemerkung. Die Korpererweiterung L| K ist genau dann ganz, wenn sie algebraisch
ist. Genauer gilt: Ist S|R ganz, so gilt

R=K «<— S=01L.

Ist ndmlich R = K und 0 # [ € B ganz (algebraisch), so ist K[3] = K(§) =
K[X]/(mg ) ein endlicher Erweiterungskorper von K, und es existiert 37! € K(8) C
S. Ist S = L ein Kérper und 0 # o € R, so existiert a~! € S und ist daher ganz iiber
R. Es gibt also eine Relation

- —n+1 -1
a "+ a, 1" 4 g 4 ag =0

mit Koeffizienten a; € R. Multiplikation mit o™~ ! zeigt, dass das Element a~! =
—(an_1+--+aa"? +apa™ ) in R ist.

(3.2) Hauptsatz. Fir o € S sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) o € Rg|g ist ganz iiber R.

(i) Der Ring R|a] (erzeugt von r und «) ist ein endlich erzeugter R-Modul.
(iii) Es gibt einen endlich erzeugten R-Modul 0 £V C L mit oV C V.

Beweis. (i) = (ii) : Es gibt eine R-Relation a” +a, 10"t +---4+ag = 0 (n € Nxq,

2

a; € R), und dann ist o™ R-Linearkombination in 1, a, @2, -+, o™~ 1. Foglich ist der Ring

R[a] als R-Modul erzeugt durch 1, a,a?, - -+, a™ L
(i7) = (i13) : Setze V = Z[a.
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(1i1) = (i) : Sei V als R-Modul erzeugt durch vy, - - -, v,. Dann gilt av; = a;1v1 +
-+ -+ ajnpv, mit Koeflizienten a;; € R (1 < i < n). Sei A = (a;;) € M,(R). Es ist
(al, — A)(vi,...,v,)" = 0 und daher die Matrix al,, — A singular (V # 0). Folglich ist
deren Determinante 0, d.h., a ist Wurzel des charakteristischen Polynoms det(X I,, — A),
welches ein normiertes Polynom in R[X] ist. O

(3.3) Folgerung. Sind ay,...,q, endlich viele iber R ganze Elemente von S, so
ist der Ring Roq, . .., o] ganz dber R und ein endlich erzeugter R-Modul. Insbesondere

ist Rg|r ein Teilring (Integrititsbereich) von S, der R enthilt.

Beweis. Nach (3.2) ist R[a;] ein endlich erzeugter R-Modul. Offenbar ist ay ganz
iber R[a1], daher R[aq, as] = R[ag][as] ein endlich erzeugter R[a;]-Modul. Ist {u;}; ein
R-Erzeugensystem von R[o;] und {v;}; ein R[aq]-Erzeugendensystem von R[a1, as], so
ist {u;v;};; ein R-Erzeugendensystem fiir V = R[aq, ap]. Nach (3.2) ist jedes Element
von Rlay, ap] ganz iiber R, insbesondere aras und oy - ap. Dies zeigt, dass Rg|r ein
Ring (2 R) ist. Der Rest folgt durch Induktion. [

(3.4) Satz. Sei R C S" C S, S’ ein Integrititsbereich. Ist S ganz tiber S" und S’
ganz tber R, so ist S ganz iber R (“Transitivitdt”).

Beweis. Sei € S. Es gibt a; € S’ und n € Nyg mit 8% +ap,_ 18" ' +---+ag=0
(8 ganz tiber S’). Da die a; ganz iiber R sind, ist nach (3.3) S” = R|ag, - - -, a,_1] ganz
tiber R ist. Nun ist 3 ganz tiber S”, daher V' = S”[f] ein endlich erzeugter S”-Modul.
Folglich ist V' ein endlich erzeugter R-Modul, mit SV C V. Nach (3.2) ist 5 ganz iiber
R. O

(3.5) Definition. Der Ring R heiBit ganz-abgeschlossen, falls Rg|p = R ist, d.h.,
falls jedes tiiber R ganze Element des Quotientenkorpers K schon in R liegt.

Beispiele: (a) Ist R ein faktorieller Ring, so ist R ganz-abgeschlossen. Dies folgt
aus dem GauB-Lemma, denn ist o € K ganz iiber R, so gibt es ein normiertes Polynom
f € R[X] mit Wurzel o, und X — « ist ein Teiler von f in R[X]. Man kann dies auch
direkt einsehen: Sei etwa

fla)=a" +ap_1a" '+ - +aa+ag=0(a; €R).

Schreibe o = ¢ mit teilerfremden a,b € R. Multiplikation mit b" liefert die Identitét
a® = —b(anp_1a"t + -+ ajab” 2 + apb™ 1), so dass b ein Teiler von a™ ist. Da R
faktoriell ist, folgt b | @ und b € R*.

(b) Der ganze Abschluss S’ = Rpr von R in L ist ganz-abgeschlossen. Es ist
namlich S’ O R ein Integritdtbereich nach (3.3), der nach (3.4) ganz-abgeschlossen ist
(in L und damit im Quotientenkérper von S).
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(3.6) Lemma. Sei S|R ganz und o : S — S’ ein Homomorphismus von In-
tegrititsbereichen (die 1 erhaltend). Ist a € S ganz tber R, so ist a” = o(a) ganz
iber R = o(R).

Beweis. Sei a™ + a,_1a" "+ -4+ ag =0 (a; € R). Es folgt
(@) +ap_1(a®)" P+ +af =07 =0.

Also ist a? ganz iiber R7. [

Konvention: Weiterhin in §3 sei L|K eine Korpererweiterung endlichen Grades
[L : K] = n (und damit algebraisch). Fiir & € L sei & : x — ax (x € L); dies ist ein
K-Endomorphismus von L (und invertierbar fiir o # 0). Es gilt (Algebra II, SS 2008,
(10.3), oder Samuel. p. 36):

det(XI,, — &) = mi K,
Definiere die Spur Trp k(o) = Spur(@) und die Norm Nk (a) = det(a@). Esist Trpx :
L — K eine K-Linearform und Ny g : L* — K* ein Gruppenhomomorphismus. Ist
my.o = |1, (X — ;) die Faktorisierung in einem algebraischen Abschluss K D L von
K, so ist

Trr k() = [L: K()] Zai, Nyjx(a) = (=)™ Hai)[L:K(a)]‘

i=1

(3.7) Lemma. Genau dann ist Trp g # 0, wenn L|K separabel ist. Ist R ganz-
abgeschlossen und o € L ganz dber R, so ist mk o € R[X]|. In diesem Fall sind also
Trpx(a) und Npjg () in R.

Beweis. Sei zunédchst L|K separabel. Es gibt dann genau n = [L : K] verschiedene
K-Einbettungen o1, ...,0, von L in K. Die Wurzeln a; von m K,o sind gerade die a7,
wobei jede Wurzel genau [L : K(a)] oft vorkommt. Es ist also Trpx(a) = 7, a%.
Nach dem Lemma von Dedekind-Artin [Algebra II, (10.1)] sind die ¢; linear unabhéngig
im K-Vektorraum aller Abbildungen L* — K. Es ist also 01 + ...+ 0, # 0 in diesem
Vektorraum, daher Trp g (3) = 7 4 ... + 37 # 0 fiir ein § € L.

Sei L|K inseparabel. Dann ist char(K) = p eine Primzahl. Ist K, der separable
Abschluss von K in L, so ist L| K| total inseparabel und [L : K| = p® fiir ein s > 1.
Ist o« € L inseparabel iiber K, so ist mg.o = g(X?') mit g € K[X] (irreduzibel)
und maximalem ¢ > 1, und jede Wurzel von mg , hat die Vielfachheit pt. Daher ist
Trz k() = 0 in diesem Falle. Ist a € L separabel iiber K, so ist a € Ko und [L : K ()]
durch p teilbar, und wieder folgt Trz|x(a) = 0.
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Sei nun R ganz-abgeschlossen und o € Ry r. Nach (3.6) sind dann alle Wurzeln
a; = a% von f = mg o ganz iber R = R?. Nach (3.3) sind dann auch die Koeffizienten
von f, die elementarsymmetrischen Funktionen der «;, ganz iiber R. Damit folgt die
Behauptung. [

(3.8) Satz. Sei L|K separabel, R ganz-abgeschlossen und S = Rpp der ganze
Abschluss von R in L. Zu jeder K-Basis {v1,---,v,} gibt es dann von Null verschiedene
Elemente a,b € R, so dass gilt:

U1 Un
b b )

Ist insbesondere R ein Noetherscher Ring, so ist S ein Noetherscher R-Modul, somit

R(av1) ®...® R(av,) CSCR(—)®...d R(

selbst ein Noetherscher Ring.

Beweis. Wir kénnen a; # 0 in R so finden, dass a;v; ganz iber R ist (Multiplikation
einer K-Relation fiir v; mit einer geeigneten Potenz des Produktes der Nenner der
Koeffizienten). Setze a = a; ...a,. Dann av; € S fiir alle i (ganz iiber R). Dies beweist
den linken Teil der Aussage des Satzes.

Nach Voraussetzung und (3.7) ist die K-Bilinearform (z,y) — Tryx(zy) auf L)
nichtausgeartet. Daher existiert die duale Basis {v}} zu {v;} bzgl. dieser Form, fiir

welche also gilt:

) 1 falls i = j
Trp ke (vivy) = 65 = {0 s&:)nZtZ T

Wie eben gibt es b # 0 in R, so dass bv; € S fiir alle j ist. Sei § = S, miv; ein
Element von S (z; € K). Da R ganz-abgeschlossen ist, liefert (3.7)

R > Trp g (Bbv}) = bTrL|K<Z mwiv;) = beiTrL‘K(Uiv;f) = bz,
i=1

=1

fir j=1,...,n. Folglich ist z; € R(3) und 8 € R(3) & ... ® R(%2). O

(3.9) Diskriminanten. Sei L|K separabel (vom Grade n), R ganz-abgeschlossen
und S = Ry der ganze Abschluss von R in L. Fiir ein n-Tupel (v;) = (v1,...,v,) in
L™ definiere die Diskriminante

DL\K(”l, ceey ’Un) = det(Tr(Uin)i’j)

als die Gramsche Determinante der nach (3.7) nichtausgearteten symmetrischen K-
Bilinearform (z,y) — Trp |k (zy) auf L. Es ist also Dy g (v1,...,v,) # 0 (in K) genau
dann, wenn (v;) eine (geordnete) K-Basis von L ist. Nach (3.8) gibt es eine solche
K-Basis mit v; € S fiir alle 7, und dann ist Dy g (vi,...,v,) € R nach (3.7). Wir
definieren die relative Diskriminante Dgg als das Ideal (# 0) von R erzeugt durch all
diese Elemente.
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Lemma. Seien o1,...,0, die verschiedenen K -FEinbettungen von L in einen alge-
braischen Abschluss K von K.

(a) Ist (ug, ..., up)t = T(vy,...,v,)t fiir eine K-Basis (v;) von L und T € GL,(K),
s0 ist Dy (u1,...,up) = det(T)2DL‘K(U1, ey Un)-

(b) Dk (v1,...,0,) = det(v]*)2

(c¢) Ist a € L primitiv fir L|IK (Gauf), so ist DL|K(1,a,...,o/”_1) = Dy die
Diskriminante von f = mg q.

Beweis. (a) Sei T = (t;;). Dann ist Trp g (upuy) = Z” trite; Trr i (viv;) und
somit (Trp g (upw)) =T (Trp x (viv;)) T

(b) Trp |k (vivy) = >, vi*vi", also (TrL|K(Uivj)) = (vf’“)(v;”‘)t

(c) Hier ist {1,a,a?,...,a" !} eine K-Basis von L, und die aj, = o sind die

verschiedenen Wurzeln von f = mg . Es ist

n—1,2
1 o ... o X
1 s ... ay”
D 1 2 n—1y _ _ 2
pr(la,a®,.. 0 ) = : = | | (i — ;)
. . . Z<J
1l o an—!
N o 43

(Vandermonde). Dies ist definitionsgeméf die Diskriminante Dy des Polynoms f. [
Anmerkung: Ist f’ die (formale) Ableitung von f, so gilt Dy = (—1)(;)NL‘K(f’(o¢)).

(3.10) Zahlkorperfall: Sei R = Z, K = Q, L ein algebraischer Zahlkorper und
S = Ry,. Nach (3.8) und (0.3) ist dann S ein freier Z-Modul vom Range n = [L : Q]; eine
Z-Basis von Ry, heifit auch Ganzheitsbasis von L. Ist (v;) eine solche Ganzheitsbasis, so
ist die absolute Diskriminante von L wohldefiniert durch

Dr = Drig(v1,-..,vn),
denn nach (3.9)(a) ist dies unabhingig von der Wahl der Ganzheitsbasis (det(T)? = 1
fir T' € GL,(Z)). Es ist D # 0 eine ganze Zahl und Dg|z = DpZ. Die Diskriminante
Dy, ist eine wichtige Invariante fiir L.

Es gibt immer o € S = Ry, mit L = Q(«), und dann ist der Ring Z[a] ein freier
Z-Teilmodul von S mit demselben Rang n. Daher ist der Index |S : Z[a]| = m endlich
nach (0.3). Es gibt eine Z-Basis (v;) von S und Elementarteiler ¢; | e; 11, so dass (e;v;)
eine Z-Basis von Z|a| ist. Die Diagonalmatrix T = diag(es,...,e,) beschreibt dann
einen Z-Isomorphismus von S auf Z[«a], und es ist det(T') = ey ---e, = m. Nach (3.9)
ist also

Dy =[Ry : Za]|*Dy,
fir f = mg,a. Ist also Dy/Dy, quadratfrei, so ist Dy = Dy, und Ry = Z[a] ein sog.
monogener Ring tiber Z.
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¢4. Primideale

Es sei R (zunéchst) ein Integritédtsbereich mit Quotientenkorper K. Eine multip-
likative Teilmenge M von R ist eine solche mit 1 € M, 0 ¢ M und der Eigenschaft, dass
mit 2,y € M auch xy € M ist. Ein Primideal p von R ist ein (echtes) Ideal, fiir welches
der Restklassenring R/p ein Integritdtsbereich ist, d.h., fiir welches M, = R\ p eine
multiplikative Teilmenge von R ist. Formal ist hier das Nullideal auch ein Primideal,
aber dies schlieflen wir (meist) aus. Mit Pr wird die Menge der Primideale p # 0 von
R bezeichnet (Primstellen).

(4.1) Definition. Sei M eine multiplikative Teilmenge von R. Dann heifit die
Teilmenge
RM:{%|aeR,beM}

von K die Lokalisierung von R durch M. Es ist klar, dass dies ein Teilring von K ist,
der R enthélt. Ist M = M, = R\ p fiir ein Primideal p (3 0) von R, so schreiben wir
R, = Ry, (Lokalisierung bei p).

Ist V ein (unitdrer) R-Modul, der in einem Erweiterungskorper von K liegt, so ist
entsprechend Viy = {{|v € V,b € M}, und dies ist ein Rj/-Modul in kanonischer Weise
(Bruchrechnen).

(4.2) Satz. Ist p ein Primideal (# 0) von R, so ist R, ein “lokaler Ring”, d.h.,
Ry, hat genau ein mazimales Ideal m = {7 |a € p,b € R\ p}. Esist RNm = p. Ist
p ein mazimales Ideal von R, so gilt zudem R +wm = R,. In diesem Fall definiert
also a — a + m einen natirlichen Epimorphismus (von Ringen mit 1) von R auf den
“Restklassenkorper” k, = Ry, /m von R, mit Kern p: R/p = k.

Beweis. Sind a,b € R\ p, so existiert (¢)~! = 2 in R,. Es ist also Ry =Ry \m
und m als Menge der Nichteinheiten von R, das einzige maximale Ideal. Ist x = { ein
Element von RNm (a € p, b € R\ p), soist a = bx € p und b & p, somit « € p. Folglich
ist R Nm C p; die umgekehrte Inklusion ist trivial.

Sei p ein maximales Ideal von R. Sei x = ¢ ein Element von R, (a € R, b€ R\ p).
Dann ist das Summenideal (ggT) (p,b) = p+ bR = R. Esgibt alsoy € pund r € R
mit 1 = y + br. Folglich ist

x:a%—l—arem-i—R.

Dies beweist auch die letzte Aussage. [

Ist beispielsweise R = Z und p € P eine Primzahl, dann ist (p) = pZ ein maximales
Ideal von Z. In diesem Falle ist der lokale Ring Z,), ebenso wie Z, ein Hauptidealring.
Bis auf Einheiten ist p das einzige Primelement von Z,). Es ist pZ(,) das maximale
Ideal von Z), mit Restklassenkérper Zy) /pZ,) = Z/pZ = Fp.
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(4.3) Lemma. Sei M eine multiplikative Teilmenge von R und L|K eine Korper-
erweiterung. Ist S = Ry g, so ist Sy = Rys,, -

Beweis. Sei a € S und b € M. Ist V # 0 ein endlich erzeugter R-Modul mit
aV C V, so ist V) ein endlich erzeugter Rp/-Modul mit $Vy, € V. Nach (3.2) ist 7
ganz iiber Rys. Ist y € L ganz iiber Ry, etwa

G-t n—1, L% _y

n
Y * bn—ly bO

mit a; € R und b; € M, so ist by ganz tiber R fiir b= (by...b,—1)" € M. Also liegt by
inS=RpgrundyeSy. U

(4.4) Lemma. Seien U und V' R-Moduln (in einem Erweiterungskorper von R).
Gilt U, C 'V, fiir alle mazimalen Ideale p von R, so ist U C V.

Beweis. Sei u € U. Nach Voraussetzung gibt es zu jedem maximalen Ideal p von
R Elemente a, € R\p und v, € V mit u = Z—z Sei a das Ideal von R erzeugt durch die
ap. Nach Konstruktion liegt es in keinem maximalen Ideal von R. Da jedes echte Ideal
von R in einem maximalen Ideal liegt (Lemma von Zorn), ist a = R. Folglich gibt es

1= prap
p

mit gewissen z, € R. Aber dann ist u = ) zpapu =) zyv, in V. O

eine endliche Darstellung

(4.5) Satz. Sei M eine multiplikative Teilmenge von R. Die Zuordnung p — pus
ist eine Bijektion von den Primidealen p von R mit pN\ M = @ auf die Primideale von
Ry

Beweis. Gilt pN M = &, so ist py;s = pRys ein Primideal von Ry, und RNpys = p.
(Ist z = £ in RN pyr, mit p € p, b € M, so ist mit p = bz auch = € p, denn b & p.) Ist
umgekehrt p’ ein Primideal von Ry, so ist p = RNp’ ein Primideal von R (z,y € R\ p’
impliziert zy € R\ p’), und es gilt pN M = &, da sonst 1 € p’ wire). Es gilt pys = p/,
dennist $ € p’ mita € R, b€ M,soist a=%-b€ RNp' =p und daher ¢ = fa € py.
O

Zusatz. Fir Ideale a, b von R ist das Produktideal ab die Menge aller endlichen
Summen »_ab (a € a, b € b). Es ist (ab)M = ay - by, Die Zuordnung a — aj; ist ein
Epimorphismus (von Halbgruppen) der Ideale von R auf die von R);, dessen Kern aus
den Idealen a besteht mit a N M # @.

Weiterhin sei R ein kommutativer Ring (mit 1 # 0), nicht notwendig nullteilerfrei.
Ein R-Modul V' heifit Noethersch, falls jede nichtleere Menge von Teilmoduln von V' ein
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maximales Element (bzgl. Inklusion) besitzt. Dies ist gleichwertig mit: Jeder Teilmodul
von V ist endlich erzeugt, oder: Jede aufsteigende Kette von Teilmoduln wird nach
endlich vielen Schritten konstant (vgl. Samuel, p. 20). R ist ein Noetherscher Ring,
falls R als Modul tiber sich selbst Noethersch ist. Dann sind endlich erzeugte R-Moduln
automatisch Noethersch.

(4.6) Satz. Sei R ein Noetherscher Ring (kommutativ mit 1 #0).
(a) Jedes Ideal a # 0 von R enthilt ein (endliches) Produkt von Primidealen # 0.

(b) Der Durchschnitt der Primideale von R ist die Menge der nilpotenten Elemente
von R (Nilradikal).

Beweis. (a) Angenommen, dies ist falsch. Sei dann a maximal gewahlt (bzgl.
Inklusion) ohne die behauptete Eigenschaft (R Noethersch). Dann ist a # R und
natiirlich auch kein Primideal von R. Daher gibt es z,y € R\ a mit zy € a. Betrachte
die Summenideale a, = a + xR und a, = a + yR. Da beide a echt enthalten, gibt es
nach Wahl von a Primideale p; und q; mit

az 2 P1-..Pr, Gy 2q1...9s.

Wegen zy € a ist dann aber a D aza, 2 py1...p-q1 ... qs, entgegen unserer Annahme.

(b) Die Aussage gilt allgemein (ohne “Noethersch”); dann hat man das Lemma
von Zorn heranzuziehen. Ist a € R nilpotent, d.h, a™ = 0 fiir ein n € N, so liegt a
in jedem Primideal von R. Diese Elemente bilden auch ein Ideal des (kommutativen)
Rings R. Sei u € R nicht nilpotent. Wir haben ein Primideal p von R zu finden mit
u ¢ p. Betrachte die Menge der Ideale von R, die keine Potenz von u enthalten. Diese
Menge enthélt das Nullideal. Sei p ein maximales Element in dieser Menge. (Als Ubung
zeige man, dass diese Menge induktiv geordnet ist.) Dann ist u™ ¢ p fiir alle n. Seien
z,y € R\ p. Dann ist p+ 2R D p , also u” € p + xR fiir ein r. Analog ist u® € p + yR
fiir ein s. Damit ist aber

u't* e (p+aR)(p+yR) Cp+ ayR.

Wegen u"+¢ & p folgt xy & p. Daher ist p ein Primideal von R. [

Der Durchschnitt der maximalen Ideale von R heifit das Jacobson-Radikal J(R).
Unter gewissen Endlichkeitsforderungen ist J(R) identisch mit dem Nilradikal (etwa

wenn alle Primideale # 0 maximale Ideale sind).

(4.7) Lemma (Nakayama). Sei a ein Ideal von R mit a C J(R). Ist V ein endlich
erzeugter R-Modul mit aV =V, so st V = 0.
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Beweis. Angenommen, es ist V' # 0. Nach Voraussetzung ist V' als R-Modul endlich
erzeugbar. Ist r die minimale Erzeugendenzahl und V' erzeugt durch vq,...v,, so gibt
es wegen aV = V eine Darstellung

V1 =a1v1 + ...+ a0,
mit a; € a. Daher ist (1—a1)v; = agva+...+a,v,. Esist 1 —a;y eine Einheit in R, denn
sonst wére 1 — ap in einem maximalen Ideal p von R (Lemma von Zorn), und wegen

a1 € a C p ware 1 € p. Daher ist V' durch vs, ..., v, erzeugbar, ein Widerspruch. [J

Meist wird (4.7) so angewandt: Ist V ein endlich erzeugter R-Modul und U ein
Teilmodul mit aV +U =V, soist U = V (a C J(R)). Dann ist némlich V/U ein
endlich erzeugter R-Modul mit a(V/U) = V/U.

Seien ay,...,a, endlich viele paarweise teilerfremde (echte) Ideale von R, d.h.,
a;+a; = Rfliri # j (r > 2). Dann ist a; Na; = a;a; fiir ¢ # j, denn es gibt a; € a;
und a; € a; mit a; + a; = 1, und fir jedes x € a; Na; ist © = xa; + za; € a;a;. Die
Umkehrung ist trivial. Sind z,y beliebige Elemente von R, so ist a = xa; + ya; ein
Element in R mit

a=ya; =y(1—a;) =y —ya; =y (moda;).
Analog ist @ = x (mod a;). Wir haben die Kongruenzen simultan geldst.

(4.8) Satz (Chinesischer Restesatz). Unter obigen Vorausetzungen ist der natir-
liche Homomorphismus a — (a+ay,...,a+a,) ein Epimorphismus von R auf das direkte
Produkt R/a; X ... x R/a, der Restklassenringe R/a; (komponentenweise Addition und
Multiplikation) mit Kern (\;_, a; = [[;—, a;.

Beweis. Den Fall r = 2 haben wir schon erledigt. Sei r > 2 und b = as...a,.
Induktiv gilt R/b = R/as X ... X R/a,. Fiir jedes ¢ > 2 gibt es Elemente z; € a; und

a; € a; mit z; + a; = 1 und daher ist ist
T

1:H(zi+ai) =c+asy...a,
i=2
wobei ¢ eine Summe von Termen mit Faktoren z; ist und daher in a; liegt. Wegen
as...a, € bist also a;+b = R. Nach dem schon erledigten Fall ist R/a;b = R/a; x R/b,

und der Satz bewiesen. [

Der Isomorphismus R/a; ...a, = R/a; X ... x R/a, induziert einen Isomorphismus
der Einheitengruppen.

(4.9) Beispiel. Sei n = pi*...p¢ die Primfaktorzerlegung der natiirlichen Zahl
n > 2. Dann ist die prime Restklassengruppe

(@/n2)* = @JpPT) x ... x (L )"
Fiir die Eulersche p-Funktion gilt also ¢(n) = |(Z/nZ)*| = (') ... e(5).
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§5. Dedekindringe

Die Ringe ganzer Zahlen algebraischer Zahlkorper sind sog. Dedekindringe (R.
Dedekind, 1831-1916). Die Untersuchung ihrer Idealtheorie ist ein zentrales Thema der
Algebraischen Zahlentheorie.

(5.1) Definition. Sei R ein Integritétsbereich (mit 1 # 0). R heifit ein Dedekind-
ring, falls gilt:

(D1) R ist Noethersch;
(D2) R ist ganz-abgeschlossen (in seinem Quotientenkorper K);
(D3) Jedes Primideal p # 0 von R ist ein maximales Ideal.

Wir vereinbart bezeichnen wir mit P die Menge der Primideale # 0 von R. Diese Menge
ist genau dann leer, wenn R ein Korper ist. Wir wollen dies in Zukunft ausschlieffen. Ist
R ein Dedekindring und p € Pg, so heifit k, = R/p der Restklassenkdrper von p (D3).

(5.2) Satz. Ist K ein algebraischer Zahlkérper, so ist R = Ry ein Dedekindring;
genauer: R ist ein freier Z-Modul vom (endlichen) Range n = [K : Q], und fiir jedes
p € Pr =Pk ist der Restklassenkorper k, = R/p endlich.

Beweis. Nach (3.10) ist R ein freier Z-Modul vom Range n. Sei a # 0 ein Ideal von
R. Aus der Ganzheit von a tiber Z folgt, dass aNZ # 0 ist. (Vergleiche mit (1.5); jedes
0 # a € a geniigt einer Relation a™ + ¢, 1™ 1 4+ -+ + ¢y = 0 mit ¢; € Z, cg # 0, und
¢o € a.) Daher enthélt a eine positive ganze Zahl m, und die absolute Norm

Na = |R/q]

ist als Teiler von |R/mR| = m™ endlich. Insbesondere sind die Restklassenringe nach
Primidealen # 0 endliche Intergritétsbereiche und damit Korper. Ubrigens ist nach
(0.3) auch a ein freier Z-Modul vom Range n. O

(5.3) Satz. Sei R ein Dedekindring mit Quotientenkdrper K. Sei L|K eine endliche
separable Korpererweiterung und S = Ry g der ganze Abschluss von R in L. Dann ist

S ein Dedekindring.

Beweis. (D1) folgt aus (3.9) und (D2) aus (3.5). Wir haben (D3) noch nachzuwei-
sen. Sei P # 0 ein Primideal von S. Dann ist p = ‘B N R ein Primideal von R
(x,y € R\'B = zy € R\ *P). Ferner ist p # 0, denn jedes 0 # (5 € P ist ganz iiber R,
geniigt also einer Relation 8" + a,_18" ' + ...+ ag = 0 mit a; € R, wobei wir ag # 0
annehmen diirfen (siche oben). Es ist ap € PN R = p. Da R ein Dedekindring ist, ist
p ein maximales Ideal von R, also k, = R/p ein Korper.
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Sei 0 : y — y+ P der kanonische (Ring-) Epimorphismus von S auf kg = S/P. Es
ist Ker(o) = p. Nach (3.6) ist kg|k, ganz. Da k, ein Korper ist, ist damit nach (3.1)
auch kg ein Korper. [

(5.4) Definition. Weiterhin in diesem §5 sei R ein Dedekindring mit Quotien-
tenkorper K. Ein R-Teilmodul b # 0 von K heifit gebrochenes Ideal von R, falls es
0 # b€ R gibt mit bb C R, d.h., a = bb ist ein gewdhnliches (ganzes) Ideal von R. Ist
schon b C R, so ist b ein (ganzes) Ideal. Ein gebrochenes Hauptideal ist von der Form
R% mit Elementen a,b (# 0) von R. Fiir die gebrochenen Ideale sind Summe, Produkt
wie fiir Ideale erklért; es gibt immer gemeinsame Nenner! Wir definieren noch fiir jedes
gebrochene Ideal b von R:

b=!={r € K|zb C R}.

(5.5) Lemma. Die gebrochenen Ideale von R sind genau die von 0 verschiedenen
endlich erzeugten R-Teilmoduln von K. Sie bilden bzgl. Multiplikation eine kommuta-
tive Halbgruppe Ir mit Neutralelement R. Ist a € Ig ein ganzes Ideal, so ist a=! ein

gebrochenes Ideal von R mit R C a~! und aa~! C R.

Beweis. Jeder endlich erzeugte R-Teilmodul # 0 von K is ein gebrochenes Ideal, da
es zu endlich vielen Elementen 3 in K (a;,b; € R) den gemeinsamen Nenner b = []b;
gibt. Da R Noethersch ist (D1), sind alle Ideale, und damit auch alle gebrochenen
Ideale, endlich erzeugt iiber R.

Sei a # 0 ein ganzes Ideal von R. Dann ist R C a~!. Ferner ist a~! ein R-Teilmodul

von K mit ba=! C R fiir jedes 0 # b € a, daher ein gebrochenes Ideal von R. Somit ist
auch aa™' C R. O

(5.6) Lemma. Fiir jedes Primideal p # 0 von R gilt pp~! = R.

Beweis. Angenommen, dies ist falsch. Nach (5.5) ist p = Rp C p~'p € R. Da
p ein maximales Ideal von R ist (D3), gilt nach Annahme also p~'p = p. Wir wissen
auch, dass p~! D R ist. Fiir jedes x € p~! gilt nun 2p C p, und p ist ein endlich
erzeugter R-Modul. Nach (3.2) ist daher jedes Element von p~! ganz iiber R. Da R
ganz abgeschlosen ist (D2), folgt p~! = R.

Um dies zu einem Widerspruch zu fiihren, “konstruieren” wir ein Element ¢ in
K\ R mit §p C R. Sei dazu b # 0 ein beliebiges Element von p. Nach (4.6) gibt es eine
kleinste Nummer r, so dass (b) = Rb das Produkt von r Primidealen p; von R enthilt.
Da p ein Primideal von R mit
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ist, liegt mindestens eines der Primideale, etwa p1, in p. Da p; ein maximales Ideal von
R ist (D3), folgt p1 = p. Setze a = py...p,. Esist Rb D pa aber Rb 2 a, da r minimal
gewahlt war. Es gibt daher a € a mit a ¢ Rb. Aus pa C Rb folgt 7p C Rund § € pL.
Wegen a ¢ Rbist § ¢ R. [

(5.7) Hauptsatz. Das Monoid Ir der gebrochenen Ideale des Dedekindrings R ist
eine freie abelsche Gruppe mit Z-Basis Pr. Jedes gebrochene Ideal a von R hat eine
eindeutige Darstellung der Form

a= H pnp(a)

pEPR

mit ganzen Zahlen ny(a), der Ordnung von a bei p (ny(b) =0 fast immer).

Bemerkung. Sei Hp die Gruppe der gebrochenen Hauptideale von R. Die Fak-
torgruppe Clr = Ir/Hpg heiit die Idealklassengruppe von R. Genau dann ist R ein
Hauptidealring, wenn Clp trivial ist (Igr = Hp).

Beweis. (Existenz) Es genitigt zu zeigen, dass jedes ganze Ideal (# 0) Produkt von
Primidealen von R ist. Angenommen, dies ist falsch und a sei entsprechend maximal
(bzgl. Inklusion) gewahlt (R Noethersch). Dann ist a C R (R = leeres Produkt), liegt
daher (echt) in einem Primideal (maximalen) Ideal p von R. Nach (5.6) ist

aCap ' Cpp~ ! =R

Wire ap~! = a, so wiire jedes Element von p~! ganz iiber R nach (3.2), und es folgte
der Widerspruch p~! = R (5.6). (Dieses Argument hatten wir eben schon.) Daher ist
a C ap~!, somit ap~! = p;...p, mit Primidealen p; von R, nach Wahl von a. Aber
dann ist a = py ... p,p.

Eindeutigkeit) Sei prr = p"® mit ganzen Zahlen n,, m,, die fiir fast
pePr pePr p p
alle p Null sind. Ware n, —m, # 0 fiir ein p, so kdnnen wir wegen (5.6) die positiven

und negativen Exponenten separieren und erhielten eine Darstellung;
prtprm =gyt gl

mit paarweise verschiedenen Primidealen p;, q; und n; > 0, m; > 0. Dann ist das
Primideal p; D g7 ...q%", enthélt damit eines der Primideale q;, etwa q;. Da q; ein
maximales Ideal von R ist, folgt p1 = q1, ein Widerspruch.

Das Inverse von b = ], cp,. pre(®) st b1 = [lpep, p~» () Daher ist Ir eine
Gruppe. [0
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(5.8) Lemma. Firp € Pr seiny : Ip — Z die Ordnungsfunktion gemdfs (5.7).
Es gilt fiur a, b in IR:

(i) np(ab) = np(a) + np(b);

(ii) 72p(a + b) = min(np(a), ny(b));

(ili) a € b <= ny(a) > ny(b) fir alle p € Prg.

Beweis. (i) ist klar. Ferner ist a € R <= mny(a) > 0 fiir alle p, und a C
b < ab~! C R. Dies liefert (iii), und daraus folgt (ii), da a + b der ggT der beiden
gebrochenen Ideale ist. [

(5.9) Satz. Der Dedekindring R ist ein Hauptidealring unter jeder der folgenden

Voraussetzungen:
(a) R ist faktoriell.
(b) R hat nur endlich viele Primideale.

Beweis. (a) Wegen (5.7) geniigt es zu zeigen, dass jedes Primideal p # 0 von R
Hauptideal ist. Wahle 0 # = € p und schreibe eindeutig z = [[, p; als Produkt von
Primelementen p; in R. Da R ein faktorieller Dedekindring ist, ist (p;) = Rp; ein
maximales Ideal von R fiir jedes i. Wegen x € p ist p; € p fiir mindestens ein ¢, und es
folgt p = (pi).

(b) Seien p1, ..., p, die simtlichen verschiedenen Primideale (# 0) von R. Dann gilt
pi’ +p;’ = R fiir i # j und alle natiirlichen Zahlen e;, e; (5.7), (5.8). Sei a = ['_, p;"
ein Ideal (# 0) von R. Fiir jedes i withle ein Element 7; € p;\p?. Nach dem Chinesischen
Restesatz (4.8) gibt es ein Element a € R, so dass

a =" (mod pith)

fir alle ¢ = 1,...,r ist. Es gilt dann ny,(aR) = n, fiir alle ¢. Daher ist a = (a) ein
Hauptideal. [
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§6. Diskrete Bewertungsringe

Parallel zur Idealtheorie der Dedekindringe verlauft die Bewertungstheorie. Jedes
Primideal p (# 0) eines Dedekindrings R definiert eine p-adische Bewertung des Quo-
tientenkorpers von R und einen Bewertungsring R,. Die Struktur von R, ist viel ein-
facher als die von R; es ist ein lokaler Hauptidealring, mit genau einem maximalen Ideal,
ein sog. “diskreter Bewertungsring”. Viele Gesetzmafligkeiten fiir R lassen sich in der
Lokalisierung Ry, studieren, vielleicht noch eleganter durch Ubergang zu der Komplet-
tierung. Der bewertungstheoretischen Ansatz hat den Vorteil, dass auch die archimedi-
schen Bewertungen in volliger Analogie mitbetrachtet werden konnen. Im Zahlkorperfall
sind dies die durch die Einbettungen in C (bzw. R) gegebenen Betragsfunktionen.

(6.1) Definition. Sei R ein Dedekindring mit Quotientenkorper K, und sei p € Pg.
Sei oo ein Symbol, das grofler als alle ganzen (reellen) Zahlen z ist (mit z+o00 = co+s =
00). Definiere dann die p-adische Bewertung v, : K — Z U {oo} durch

o= {12 0

Dabei ist n, erklart wie in (5.7), (5.8). Es gelten demnach folgende Rechenregeln:

(i) vp : K* — Z ist ein Gruppenepimorphismus; vgl. (5.8)(i).

(ii) vp(z +y) = min{(vp(z), vp(y)}; vgl. (5.8)(ii).
Abbildungen v = v, (auf Koérpern) mit diesen beiden Eigenschaften nennt man (addi-
tive) diskrete Bewertungen. Aus (i), (ii) folgt v(1) = v(1-1) =v(1) +v(1) =0 = v(-1),
also v(—x) = v(x). Fir 0 # x € K ist v(z™!) = —v(z). Wir konnen ferner (ii) erginzen
durch

(ii)* vp(z +y) = vp(x) falls vy(x) < vy(y) ist.
Es ist dann némlich v(z) = v(z + y — y) > min(v(z + y),v(—y)) > min(v(z),v(y)) =

v(z). Wir definieren noch (voriibergehend)

Ry, = {x € K| vy(z) > 0}.

(6.2) Satz. R,, = R, ist ein lokaler Hauptidealring mit Restklassenklassenkdorper
k, = R/p, und ein (echter) maximaler Teilring von K.
Beweis. Sei R, = R,,. Nach Definition ist 0 € R,, und R, ist ein Teilring von K
wegen (i), (i) in (6.1). Offenbar ist R} = {z € K |v,(x) = 0} und
m={z € K|vy(z) > 1}

das einzige maximale Ideal von R. Wihle 7 € K mit vy(m) = 1 (etwa m € p \ p?).

Ist y € m und v, (y) = r € Nxg, so ist v,(y~'n") = 0, also y = un” mit einer Einheit
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u € R}. Folglich ist m = () ein Hauptideal, und alle Ideale von R, sind Potenzen
(m)" = (7") davon. R, ist ein lokaler Hauptidealring. Jedes Element von K* hat eine
eindeutige Darstellung der Form z = un™ mit v € R} und r € Z, und x € R, genau
dann, wenn r > 0 ist. Wegen 7~ ! ¢ R, ist R, ein echter maximaler Teilring von K.

Definitionsgemaf ist R, C R,. Nach (4.2) ist R, ein lokaler Ring mit maximalem
Ideal m, = pR,, wobei my N R = p und R,/m, = R/p ein Korper ist. Nach (4.3) ist
R, ganz-abgeschlossen (D2), und aus (4.5) folgt, dass R, Noethersch (D1) und dass
pR, das einzige Primideal # 0 von R, ist (D3). Also ist R, ein lokaler Dedekindring,
nach (5.9)(b) damit ein lokaler Hauptidealring. Wie eben erkennt man, dass R, ein
maximaler Teilring von K ist. Daher gilt R, = R,. [

(6.3) Bemerkungen. Wihle eine reelle Zahl ¢ mit 0 < ¢ < 1 und definiere die
multiplikative p-adische Bewertung von K durch

|$‘P = Cvp(x)a

mit der Konvention ¢>* = 0. Es gilt dann:

(i) |zylp = |zlplylp (und |z|, =0 <= 2 =0),

(ii) |z + ylp < max{|z|y, |ylp} (Ultrametrik).
Anderung der Konstanten c liefert dquivalente Metriken (gleiche Toplogie). Der so bew-
ertete Kérper K kann in der iiblichen Weise komplettiert werden (Ring der Cauchyfolgen

modulo Ideal der Nullfolgen). In der jetzigen Situation erhélt man die Komplettierung
von R, oder Ry, auch als projektiven Limes

lim R/p".

Die Quotientenkorper sind die sog. p-adischen Korper. Ist K ein Zahlkérper und

1
Np -

Beispiel. Sei R = Z, K = Q und p eine Primzahl. Dann ist |z|, = (;—))”p(m),
wobel v,(x) = 7 ist fiir 0 # x = up” mit u € Zz‘p). Die Komplettierung liefert den

p € Pk, so normiert man meistens ¢ =

Korper Q,, der p-adischen Zahlen. Diese p-adischen Korper sind vollig gleichrangig dem
Korper R = Q. der reellen Zahlen, den man durch die Komplettierung von Q bzgl. der
Betragsbewertung | - | = | - |o erhélt. (Bis auf Aquivalenz sind dies auch die einzigen
Bewertungen von Q; Satz von Ostrowski, vgl. Neukirch, S. 124 und S. 130.)

(6.4) Satz (Krull). Fiir jeden Integritisbaereich R ist R = M, Ry, wobei p diber die

mazimalen Ideal von R lduft.

Bewets. Offenbar ist R enthalten in dem Ring S = ﬂp cpy, Bp- Fur den R-Modul S
gilt andererseits S, = R, fiir alle p. Daher ist R = S nach (4.4). O
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(6.5) Satz. Sei R ein Noetherscher Integritdtsbereich. Genau dann ist R ein
Dedekindring, wenn R, ein diskreter Bewertungsring ist fir alle mazimalen Ideale p
von R

Beweis. Sind die R, diskrete Bewertungsringe, so sind sie faktoriell und daher
ganz-abgeschlossen, und dasselbe gilt fiir ihren Durchschnitt R (6.4). Aus (4.5) folgt,
dass die Primideale (# 0) von R maximal sind (ebenso wie die der R,). Die andere
Richtung haben wir in (6.2) gezeigt. [

(6.6) Satz. Sei R = R, ein diskreter Bewertungsring mit Qutientenkérper K,
Bewertung v = vy, mazimalem Ideal p = (m) und Restklassenkérper ky,. Setze U =
R* =R\ p und

U™ =1+4p"={zec K |v(x—1)>n}

fiir n > 0. Dies ist eine mit wachsendem n absteigende Kette von Untergruppen von R*
(héhere Einseinheitengruppen) mit U©) /U1 = ky, und U™ jum+D = gt fiirn > 1.

Beweis. Fur x,y € p"ist (1+z)(1+y)=14+z+y+axzy e 1+p" (n>1). Wegen
v(ix) >n>0ist v(14+2) =v(0) =0, also u =1+ z in R*, und
1 1
viut —1)=v(=(1-u)) = —v(u) +v(l —u) =v(u—1).
u
Also ist U™ eine Gruppe. Die erste Isomorphie ergibt sich aus der Zuordnung u —
u+p = u(1+p). Fiir n > 0 betrachtet man die Zuordnung 1+azn™ — a+p: U™ — ke,
die ein Epimorphismus mit Kern U™+ ist. [

(6.7) Satz. Sei R ein Dedekindring mit Quotientenkdrper K und L|K eine endliche
separable Erweiterung. Sei S = Rp g und p € Pr. Dann ist S, ein Hauptidealring und
ein freier Ry-Modul vom Range [L : K].

Beweis. Nach (5.3) ist S ein Dedekindring. Nach (4.3) ist S, der ganze Abschluss
von R, in L. Nach (4.5) und dessen Zusatz iibertragen sich auch (D1), (D3) von S
auf S,. Folglich ist S, ein Dedekindring. Aber alle Primstellen von S, liegen iiber dem
einzigen maximalen Ideal von R,. Nach (5.7) hat S, daher nur endlich viele Primideale,
ist somit nach (5.9) ein Hauptidealring.

Nach (3.8) ist S, ein Noetherscher Ry,-Modul, eingezwéngt zwischen zwei freie R,,-
Moduln des Ranges n = [L : K]. Der Elementarteilersatz (0.3) gilt fiir R, (vgl. Ubung
3). Das liefert die letzte Behauptung. O
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§7. Erweiterungen von Dedekindringen

Durchweg sei R ein Dedekindring mit Quotientenkérper K und L|K eine endliche
separable Kérpererweiterung vom Grade [L : K] = n. Es sei S = Rpp der ganze
Abschluss von R in L. Nach (5.3) ist auch S ein Dedekindring.

(7.1) Zerlegungshomomorphismus. Ist a € Iy, so ist nach (5.5) der von a
erzeugte S-Modul aS in Ig (# 0 und endlich erzeugt). Die Zuordnung a — aS ist
ein Homomorphismus iy : Ir — Is der Gruppen der gebrochenen Ideale (wegen
(aS)(bS) = (ab)S). Dabei wird Hg in Hg abgebildet, also ein Homomorphismus e
Clr — Clg induziert.

Lemma. iy ist injektiv (aber i) 10 nicht).

Beweis. Sei ip|g(a) =aS =5 = S~1. Dann ist auch a='S = S, also a und a~! in
S und damit ganz iiber R. Es folgt a C R und a=! C R, wegen (D2). Nach (5.7), (5.8)
erzwingt dies a = R. [

Nach (5.7) ist ir|x bestimmt auf der Z-Basis Pr. Sei p € Pr. Es gibt ein-
deutig bestimmte positive ganze Zahlen r = r, (L) (“Zerlegungszahl”) und e; = e(P;|p)
(“Verzweigungsindex”), so dass

pS =i k(p) =P .. P

mit paarweise verschiedenen Primidealen B; von S ist (“Zerlegung von p in L”). Fir
jedes i ist der Restklassenkorper kg, = S/B; eine Erweiterung von k, = R/p endlichen
Grades f; = f(Bilp). Ist ndmlich ¢; : S — S/PB; der kanonische Epimorphismus, so
ist Ker(y;|R) = p. Also wird R auf einen Teilkérper von kg, abgebildet, den wir mit
k, = R/p identifizieren konnen. Da S als R-Modul nach (3.8) endlich erzeugt ist, ist
der Restklassengrad f; = [ks, : ky] endlich. Wir zeigen in (7.5):

=1

Sprechweisen:
e p ist tridge (prim) in L, falls r = 1 = e; gilt (pS € Pg; f1 = n).
e p ist unverzweigt in L, falls e; = 1 fiir alle 7 ist.
e p ist total verzweigt in L, falls r =1 = f; ist (<= e; = n).

o p zerféllt total in L, falls e; =1 = f; fir alle i (<= r =n).

(7.2) Norm. Die Norm N g : L* — K* ist ein Gruppenhomomorphismus. Sei
b € Is. Unter der Norm Ny, k(b) versteht man das gebrochene Ideal von R, das durch
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alle Nz (f) mit 3 € b erzeugt wird (ein endlich erzeugter R-Modul # 0). Wir haben
einen Gruppenhomomorphismus Ny, g : s — Ir. Ist b = 85 in Hg, so ist Ny (b) =
Nz x(B)R in Hg, so wieder ein induzierter Homomorphismus Nz‘ i Cls — Clp.

Fiir a € Iy gilt Ny g (aS) = a™. Daher ist auch N7 ko1 x die Potenzierung mit n
auf Clr. Zur Untersuchung der Norm koénnen wir uns nach (5.7) wieder auf Primideale

(von S) konzentrieren:

(7.3) Lemma. Sei P € Pg. Dann ist PN R =yp in Pr; P liegt dber p (BVlp), und
B kommt in der Zerlegung von p in L vor.

(a) Sei L'|L endlich separabel, S’ = Rp/x = Ry und P'|P in Ps,. Es gilt
e(P'lp) = e(B'[B) - e(Blp) und f(B'p) = f(B'IB) - f(Blp).

(b) Ny () = p/ PP,

Beweis. Im Beweis von (5.3) haben wir schon gesehen, dass p = PN R # 0 ein
Primideal (maximales Ideal) von R ist. Es liegt B iiber p, und die Primideale von
S, die in der Zerlegung von p vorkommen, sind genau die, die p enthalten (5.8). Die
erste Identitéit in (a) folgt aus der eindeutigen Primidealzerlegung, die zweite ist die
Dimensionsformel fiir Kérpererweiterungen.

Zum Beweis von (b) sei L’ die Galoishiille von L|K. Es gilt die Transitivitit N g =
Nk oNp/p. Setze f = f(Bp) und f" = f(P'[P). Gilt die behauptete Normbeziehung
fiir Galoiserweiterungen, so ist also Nz (') = B/ und Npix(P') = p/f" und es folgt

plt = NL|K(q3f/) = NL|K(‘43)JN

und daher die Behauptung wegen (5.7). Wir kénnen daher L = L’ als Galoiserweiterung
von K voraussetzen. Ist dann G = Gal(L|K), so gilt

Npx(B)Ss =[] ®"

ceG

Wir werden in (8.1) zeigen, dass G transitiv auf den Primidealen von L iiber p operiert
und dass all diese Primideale denselben Verzweigungsindex e und Restklassengrad f
iiber p haben. Nach (7.5) unten bedeutet dies |G| = ref und [[,.,B° = (p/)S =
(pS)/. Man benutze noch, dass irx nach (7.1) eine Injektion ist. [

(7.4) Zahlkorperfall: Sei R = Z und S = Ry, (L Zahlkdrper). Sei a # 0 ein
ganzes Ideal von S, Na = |S/a| die absolute Norm (3.10). Es gilt

Nrjg(a) = (Na)Z.
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Zum Beweis kénnen wir aufgrund des Chinesischen Restesatzes a = B¢ fiir ein Primideal
B von S und e > 1 annehmen. Sei PNZ = pZ und f = f(P|pZ). Dann ist |S/P| = p’
und daher |S/b| = p/¢, denn fiir y, € P¥ \ P+ ist P¥ = P! + Ry, und daher
y — yy, + P! ein R-Epimorphismus von R auf P /P’ mit Kern P (v € N).
(Alternativ: P /PB**! ist nach (5.7) ein irreduzibler S-Modul, der von B annulliert
wird, daher ein 1-dimensionaler kg-Vektorraum.) Wegen Ny o(B) = p/Z folgt die
Behauptung.

Ist auch b # 0 ein ganzes Ideal, so gilt also N(ab) = Na - Nb, denn Ny g : [s — Iz
ist ein Homomorphismus. Ist a = a5 ein Hauptideal, so ist Na = £Ng(a) und genau
dann o € S* eine Einheit, wenn Nz g(a) = %1 ist (vgl. mit (1.5)).

(7.5) Haupsatz. Sei pS = P7' ... P die Zerlegung von p € Pr in L, und sei
fi = f(Bilp). Dann ist A = S/pS eine (kommutative) ky-Algebra mit dimy, A = n,
und das Radikal J(A) =B ... B, /pS ist ein nilpotentes Ideal von A. Es gilt ferner:

(a) A= S/PT x ... x S/PEr und AJJ(A) = kg, X ... X kg,
(b) i eifi =dimy, A =n (= [L:K]).

Beweis. Setze k = k,. Da die ;" paarweise teilerfremde Ideale von R sind, ist
nach dem Chinesischen Restesatz (4.8) die Zuordnung § — (6 + BT, ...,0 + Por)
ein Ringepimorphismus von R auf das direkte Produkt S/PB5* x ... x S/PE mit Kern
IT;_, B = pS. Dies ist natiirlich auch R-linear, so dass A in natiirlicher Weise eine

k-Algebra ist. Es bleibt zu zeigen:
(i) dimxA = n und

(11) dimkS/fpe = ef fir m = mia € = €4, f = fz

Ad (i): Beim Lokalisieren bei p bleiben nach (4.2), (4.5) alle Zerlegungsinvarianten
erhalten. Insbesondere ist A = S, /p, als k-Algebra. Wir konnen daher R = R, als
diskreten Bewertungsring annehmen. Dann ist S = S, nach (6.7) ein freier R-Modul
vom Range n. Ist {v;} eine R-Basis von S, so ist {v; +pS} eine k-Basis von A.

Ad (ii): Betrachte die Kette von k-Vektorraumen S/3¢ D /8¢ D ... D Pe-1/pBe.
Die Quotienten ¥ /P *! in dieser Kette sind alle isomorph zu S/9PB. Das Argument ist
genau wie eben in (7.4). Also ist dim R/P° =ef. O

(7.6) Satz (Kummer-Dedekind). Sei L = K(a) mit einem primitiven o € S
und S = Rla] (existiert immer nach Gaufl). Sei f = mg.o das Minimalpolynom,
also f € R[X]. Seip € Pr und f = f modyp die Reduktion mod p. Es gelte die
Primfaktorzerlegung

F=Fo e
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mit paarweise verschiedenen normierten Polynomen f; € ky[X] (e; > 0). Seien f; in
R[X] normierte Urbilder der f;. Dann gilt:
(a) Die PB; = pS" + fi(a)S" = (p,fi(a))s, firi=1,...,r sind die verschiedenen
Primideale (mazimalen Ideale) von S" diber p, mit Restklassengrad f(B;|p) = grd(f;).
(b) Es gilt P ... Pr C pS'o; ist S = S = Rla] (monogen), so ist pS =
1. B die Zerlegung von p in L.

Beweis. S" C S ist ein freier (Noetherscher) R-Modul (mit Basis {1,«,...,a""1}).
Nach Voraussetzung ist S’/pS’ = k,[X]/(f) = A. Nach Definition ist B; das Urbild
in S’ = R[a] des Ideals P; in A erzeugt durch das Bild von f; (und f;). Es ist also
S’ /B = ky[X]/(fi) eine Korpererweiterung von k, vom Grade d; = grd(f;). Offenbar
sind dies auch alle Primideale (maximalen Ideale) von S’ oberhalb p, und sie sind
paarweise verschieden. Man beachte, dass k,[X] ein Hauptidealring ist. Wegen f(a) =0
und f— fit.ofe € p[X] st fi(a)® ... fr(a)® € pS’. Wegen PB5 C pS’ + fi(a)e S’
erhalten wir

G P CpS H fi(a) . fola) C pS.

Sei nun S = 5" monogen. Setzen wir e, = e(*P;|p), so ist pS = ‘]3?11 e ‘B,ea;' die Zerlegung
von p in L, und es gilt e; > ¢/ fiir alle i nach (5.7), (5.8). Nach (7.5) gilt >_._, eid; = n.

(2

Wegen Y, e;d; = grd(f) = n muss e, = ¢; gelten. [

(7.7) Zusatz. Ist in (7.6) S, = Rpla] und *B; = (p, fi(a))s, NS, so ist pS =
B die Zerlegung von p in L (und f(P;|p) = grd(f;)).

Beweis. Nach (4.2), (4.5) konnen wir die Zerlegung von p in L nach Lokalisierung
bei p studieren; alle Invarianten bleiben erhalten. [

Bemerkung. Wir haben (7.6) im Falle quadratischer Zahlringe schon in §1 bewiesen,
wo die Ringe immer monogen sind. Dies ist nicht immer so; ist etwa R = Z und L
ein kubischer Zahlkérper ([L : Q] = 3), in welchem 2 total zerfallt, so ist S = Ry,
(und ebensowenig S (o)) nicht monogen, denn nach (7.6) miisste es sonst 3 verschiedene
lineare Polynome iiber Fy geben. (Ein solches Beispiel ist L = Q(«), wo a Wurzel von
X3+ X2 - 2X + 8 ist.)

(7.8) Satz (Unverzweigtheit). Sei a« € S mit L = K(a) und f = mg o. Istp € Pg
kein Teiler von Dy, d.h., fmodyp separabel, so ist S, = Ry[a] und p unverzweigt in L.

Beweis. oBdA: R = R, (ein diskreter Bewertungsring, mit maximalem Ideal p =
mR). Nach (6.7) ist dann S = S}, ein freier R-Modul vom Range n = [L : K]|. Ist (v;)
eine R-Basis von S, so ist nach (3.9)

Dy =Dpg(1,a... Lo h) = C2DL|K(U1, ceeyUn)
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mit einem Element 0 # ¢ € R. Nach Voraussetzung ist aber Dy € R* = R \ p eine
Einheit in R. Also ist auch ¢ € R* und {1,q,...,a" 1} eine R-Basis von S, d.h.,
S = R[a]. Da fmodp separabel ist (alle Primfaktoren mit erster Potenz e; = 1), ist p
unverzweigt in L nach (7.6). O

(7.9) Satz (Totale Verzweigung). Seip € R und m € L eine Wurzel von f =
X"+ a, 1 X" 1+ +ag € Rp[X].

(a) Ist f ein FEisenstein-Polynom bzgl. pRy, so ist Sy = Ry[n] und p total verzweigt
in L.

(b) Ist p total verzweigt in L, P = pS und vp(mw) = 1, so ist f = mg . ein
Fisenstein-Polynom bzgl. pR, und S, = Ry[r].

Beweis. oBdA: R = R,,. Setze noch a, = 1.

(a) Sei f ein Eisenstein-Polynom bzgl. p, d.h., alle Koeffizienten a; € p und ao & p2.
Es ist dann p = agR. Bekanntlich ist f irreduzibel tiber K, also f = mg . Ferner ist
fmodp = X™, und nach (7.6) ist P = (p,7) = (ap, ) das einzige maximale Ideal von
S’ = R[m] tber p. Wegen

ag = 7(—m — ... —ay)

ist B = 7.5’ ein Hauptideal. Da S’|R ganz ist, liegt jedes Primideal # 0 von S’ iiber
p, also S’ ein lokaler Ring. Da S’ Noethersch ist, gibt es zu jedem 0 # y € S’ nach
(4.6) eine kleinste Nummer m mit yS’ O 7™S’. Also ist (), 7S’ = 0 (aber 7 nicht
nilpotent). Wir kénnen (eindeutig) schreiben y = un™ mit u € (S')* =5 B. Daher
ist S = R[n] ein diskreter Bewertungsring, mithin ganz-abgeschlossen, und S’ = S.
Nach (7.6) ist p total verzweigt in L.

(b) Sei pS = P (totale Verzweigung) und vy (m) = 1. Wegen (a) geniigt es zu
zeigen, dass dann f ein Eisenstein-Polynom bzgl. p ist. Es ist die Einschrankung
vp|K =n-v,. Wegen

AT+ a1 4+ +ag=0

und der Identitat (ii)* in (6.1) gibt es Indizes 0 < i < j < n, so dass vy (a;7") = v (a;77)
) = 0(modn).
Wegen vy (%) = i, vp(n/) = j erhalten wir die Kongruenz i = j (modn). Aber dies

der minimale vgp-Wert aller Summanden ist. Es ist vgp(a;) = vp(a;

erzwingt ¢ = 0 und j = n. Folglich ist vy(ag) = +vp(ag) = tvp(7™) = 1, und
vp(as) + s = vp(asm®) > n fiir 0 < s < n. Fir die iibrigen Koeffizienten gilt also

op(as) = ~vpas) > (n—s)

und somit vp(as) > 1 (0 < s < n). Daher ist f ein Eisenstein-Polynom bzgl. p. O
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(8. Galoiserweiterungen

Durchweg sei R ein Dedekindring mit Quotientenkérper K und L|K eine endliche
Galoiserweiterung mit Gruppe G = Gal(L|K) der Ordnung |G| = n = [L : K]. Ferner
sei S = Rp|g der ganze Abschluss von R in L; S ist ein Dedekindring, der unter G
invarant ist. Ferner betrachten wir feste Primstellen |p von S|R (Verzweigungsindex
e, Tragheitsgrad f). Die Theorie geht im wesentlichen auf D. Hilbert (1862-1943) zurtick.

(8.1) Satz. G operiert transitiv auf den Primidealen von S iber p. Fir jedes o € G

gilt e(Pp) = e(Plp) = e und f(P|p) = f(Blp) = f. Folglich ist die Zerlequngszahl

rp(L) =1 = %, und sind die PB; = P die verschiedenen Bilder von P unter G, so ist
pS = (P1...P,)¢ die Zerlegung von p in L.

Beweis. Esist P°NR = (PNR)? = p? = p und S+P — [F7+P7 ein [somorphimus
von von S-Moduln und k,-Algebren. Ferner ist ¢ D p <= (P7)° = (P°)? 2 p. Es
ist daher nur noch die Transitivitat zu zeigen.

Angenommen, es gibt ein Primideal B’ tiber p, fiir welches P7 # P’ ist fiir alle
o € G. Nach dem Chinesischen Restesatz (4.8) gibt es dann = € S mit

z =0 (modP’),
z =1 (modP7)
fiir alle 0 € G. Dann ist Nz g (z) € B’ N R = p nach (3.7) und 27 ¢ P fiir alle 0 € G.

Aus letzterem folgt aber Nz g (z) = [[,cq2” € B, denn ‘P ist ein Primideal, somit
doch N (x) €p. O

(8.2) Definition. Der Stabilisator G = {0 € G |P7 = P} von P in G heifit
die Zerlegungsgruppe von . Dies ist eine Untergruppe von G. Nach (8.1) ist der
Index |G : Gg| = r die Zerlegungszahl von p in L, also |G| = ef. Ist {o;} ein
Reprasentantensytem fiir die Rechtsnebenklassen von Gy in G, so sind die B7¢ gerade
die verschiedenen Primideale von S iiber p. Fiir jedes o € G ist

Gypo = 0 'Gpo = (Gy)°
eine konjugierte Untergruppe.

Jedes o € Gy induziert ein Element 6 € Gal(ky|k,) durch
(z+P) =2+P (z€089).

Die Zuordnung ¢ — & : Gg — Gal(kg|ky) ist ein Gruppenhomomorphismus, dessen
Kern

Ty = Gg) = {0 € G| 27 = z (mod*P) fiir alle z € S}

die Tragheitsgruppe von B heifit. Es ist Ty ein Normalteiler von Ggg.
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Die Fixkorper Lgy, und Ly, dieser Gruppen heiflen Zerlegungskorper bzw. Trag-
heitskérper von B. Lg,, |Lr,, ist also eine Galoiserweiterung mit Gruppe Gy /Tiys.

(8.3) Satz. Die Restklassenerweiterung kol|k, ist stets normal und Gy /Ty =
Gal(kyp|kp). Ist also kyl|ky separabel, so ist |Tip| = e der Verzweigungsindex. Ist Ty =1,
dann ist immer e = 1 und kg|k, galoissch.

Beweis. In jedem Falle ist G /Ty isomorph zu einer Untergruppe von Gal(kg|ky),
und die Ordnung dieser Galoisgruppe ist ein Teiler von f und genau dann gleich f,
wenn kg |k, eine Galoiserweiterung ist. Ist also Ty = 1, so muss |G| = f, e =1 und
die Erweiterung galoissch sein.

Sei & ein Element in kg. Sei o' € S ein Urbild. Nach dem Chinesischen Restesatz
gibt es a € S mit

a = o' (modP),
a =0 (mod )
fiir alle 0 € G\ Gy. Betrachte das Polynom h(X) = [[ (X — a?) in L[X]. Die

Koeffizienten von h sind die elementarsymmetrischen Polynome in den Konjugierten

a? € S. Daher ist h € R[X] (R= SN K), und die Reduktion

h=hmodp=X""*" ] (X —a”)
o€Gy

ist ein Polynom in k,[X]. Da & eine Wurzel von h ist und Gy auf den Wurzeln von
h transitiv operiert, zerfallt Mk, a 0 ky. Folglich ist ks|kp, normal. Wahlt man & als
primitives Element fiir den separablen Abschluss von &, in ky (GaufB), so liefert dieses
Argument den behaupteten Epimorphismus von Gy auf Gal(kg|k,). O

(8.4) Satz. Sei kgl|k, als separabel vorausgesetzt (somit galoissch). Seien L, =
Lgy und Ly = Lz, der Zerlegungskorper bzw. Tragheitskorper von B. Wir setzen
B. =PNL, und Py = PN Ly; ist F ein Zwischenkorper von LK, so sei Pr = PN F.

(a) L, ist der grofite Zwischenkorper F, fir welchen e(Brlp) =1 = f(Prlp) gilt.
Es ist L, auch der kleinste Zwischenkérper F, fir welchen ryg . (L) =1 gilt.

(b) L; ist der grofite Zwischenkdrper F', fir welchen e(Brlp) = 1 ist. Es ist Ly
auch der kleinste Zwischenkorper F, fir welchen e(SB|Br) = e gilt.

Beweis. Sei F ein Zwischenkérper von L|K und H = Gal(L|F). Es ist Hp =
H NGy und H(§30) = HOG((I?).

(a) Gy = Gal(L|L,) ist nach (8.1) transitiv auf den Primidealen von S iiber P,
(und lésst P fest). Alsoist rop_ (L) =1, e(P|P.) = e und f(P|P.) = f. Nach (7.3) folgt
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e(P-[p) = 1= F(P-Ip). Gilt e(Brlp) =1 = [(Frlp), 5o ist entsprechend e(P|Fr) = ¢
und f(P|Pr) = f, daher |[Hy| = ef nach (8.3). Alsoist H O Hpy =Gyp und F C L,

in diesem Falle. Gilt rg,.(L) =1, so ist H = Hyp C Gy und F O L, (Hauptsatz der
Galoistheorie).

(b) Es ist rq, (L) = 1 = f(B|PB+) und e(P|P:) = e. Folglich ist e(P¢|p) = 1
und f(P¢|p) = f nach (7.3). Gilt e(Pr|p) = 1, so ist entsprechend e(P|Pr) = e und
|Hy| = e nach (8.3), mithin H 2 Hy' = G wnd F C L,. O

(8.5) Folgerung. Sei wieder kyg|k, separabel, und sei L|K die Galoishille von
F|K. Ist p unverzweigt (bzw. total zerfallend) in F', so auch in L.

Beweis. Es gilt Entsprechendes auch bzgl. jeder Konjugierten F? (o € G). Nach
(8.4) gilt F7 C L; (bzw. L C L,). O

(8.6) Hauptsatz (Dedekind-Bauer). Sei L der Zerfdllungskérper des normierten
Polynoms h € R[X], und sei p kein Teiler der Diskriminante Dy, d.h., h = h modp
(und damit auch h) ist separabel (vgl. mit 7.8). Dann ist p unverzweigt in L und kg|k,
galoissch (Tyy = 1), und Gy = Galy, (h) als Permutationsgruppe der Wurzeln von h.

Beweis. Sei h[[;~,(X — «;) tber L, und sei a; = a; +P. Nach (8.2) gibt es
einen Homomorphismus o +— & von Gy in Gal(kg|ky) mit Kern Ty (zunéchst nicht
notwendig surjektiv). Sei o € Tig. Dann gilt a7 = &; fur alle . Da o die Wurzeln von
h permutiert und die &; nach Voraussetzung paarweise verschieden sind, folgt af = «;
fir alle 7. Aber dann ist 0 = 1 auf L = K(a1,...,q,). Damit ist Tip = 1, und die
Behauptung folgt aus dem Zusatz in (8.3). O

(8.7) Beispiel. Sei L der Zerfillungskoérper des Polynoms h = X° — X +1 €
Z[X]. Dies ist ein Artin—Schreier Polynom mod 5, daher hmod 5 irreduzibel iiber F5.
(Es gibt keine Wurzel in F5, und ist a eine Wurzel in einem Zerféallungskorper, so ist
Wy ={a+j|j € Fs} die Wurzelmenge und >, (a + j) ¢ F; fiir jede Teilmenge
@ # M C F5.) Nach (8.6) enthalt G = Galg(h) daher einen 5-Zykel auf W},. Es ist

hmod2 = (X? 4+ X +1)(X* 4+ X? +1)

die Primfaktorzerlegung iiber Fy. Also enthdlt G nach (8.6) ein disjunktes (vertausch-
bares) Produkt einer Transposition und eines 3-Zykels auf W, daher eine Transposition.
Es ist G = S5, denn eine transitive Permutationsgruppe vom Primzahlgrad, die eine
Transposition enthalt, ist die volle symmetrische Gruppe:

Anmerkung (C. Jordan, 1871). Sei G eine transitive Untergruppe von S,,, die
eine Transposition enthélt; es sei G primitiv, d.h., es gibt keine Teilmenge (Block)
B c {1,2,...,m} mit 1 < |B| < m, fiir welche BY = B oder BY N B = & fiir alle
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g € G ist. (G ist genau dann primitiv, wenn ein Punktstabilisator eine maximale Un-
tergruppe ist, also etwa wenn m eine Primzahl ist oder G 2-fach transitiv.) Nenne zwei
Ziffern dquivalent (unter ), falls sie durch Produkte disjunkter Transpositionen aus G
ineinander iibergefithrt werden koénnen. Die Aquivalenzklassen bilden einen (trivialen)
G-Block, der die ganze Ziffernmenge sein muss. Seien nun r # s Ziffern. Dann gibt es
Transpositionen (r,t1), (t1,t2),..., (t;,r) in G, etwa alle Ziffern ¢; # r, s, deren Produkt
r in s dberfithrt. Aber dann ist (r,s) = <((7“, tl)(tl’tQ))"')(tl’s) eine Transposition in G.
Es folgt G = S,,, da S, durch die Transpositionen erzeugt wird.

(8.8) Beispiel. Sei m € N>3. Wir konstruieren ein normiertes Polynom h € Z[X]|
vom Grade m mit Galg(h) = S,,. Sei dazu h; € Z[X] normiert vom Grade m mit:

e h; mod 2 ist irreduzibel uber Fs.
e /o mod 3 hat einen normierten Primfaktor vom Grade m — 1 iiber Fj.

e hzmodb hat iiber F5 einen Primfaktor vom Grade 2 (m ungerade) oder zwei
normierte Primfaktoren ungeraden Grades (m gerade).

Solche h; existieren. Setze h = —15h; + 10ho 4+ 6h3. Dann ist A normiert vom
Grade m, und h = hy (mod2), h = hg (mod3), h = h3 (mod5). Nach (8.6) enthélt
G = Galg(f) einen m-Zykel auf W}, einen (m — 1)-Zykel, ist also 2-fach transitiv, und
eine Transposition. Es ist G = S,,.

(8.9) Satz. Sei K = Q (L Zahlkorper) und sei auch F|Q endlich galoissch, L, F
etwa Teilkérper von C (so dass das Kompositum LF erklirt ist). Ist ggT(Dy,Dp) =1
und LNF =Q, soist Rp = R Rp

Beweis. Das Kompositum LF' ist galoissch iiber Q und Gal(LF|F) = {oxlk =
1,...,n} =2 G. Sei {o}i1<i<n eine Ganzheitsbasis von L und {8;}1<;<m eine solche von
F. Dann ist {a;0;}i,; eine Q-Basis von LF und eine Z-Basis von R, Rp. Sei y € Rpp.
Es gibt r € N>o und ¢;; € Z, r teilerfremd zu ggT(cyj : 1,j) mit y = >, Sy 3. Wir
zeigen r | Dp; analog gilt r | Dp, somit r = 1.

Setze y; = > v “23; (1 <i < n). Wir erhalten durch Anwendung der oy, auf y

j=1 r
die n Gleichungen

Zaf’“yi =y’* (k=1,...,n).
i=1

Sei d = det(aj*) und dj die Determinante der Matrix, die man aus (a;*) durch Er-
setzen der k-ten Spalte durch den Spaltenvektor (y°*)! erhélt. Dann sind d, d; ganz-
algebraisch, und Dy, = d?. Nach der Cramerschen Regel ist y; = d; /d, daher Dyy; = dd;
ganz-algebraisch. Damit ist Zm DLTC” B; = Dryi € RLp N F = Rp. Da {f,} eine
Ganzheitsbasis von F ist, und r teilerfremd zu ggT\(cyj), folgt » | Dr. O
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§9. Verzweigung und Diskriminante

Wie in §7 sei R ein Dedekindring mit Quotientenkérper K und L|K eine endliche
separable Kérpererweiterung vom Grade [L : K] = n. Es sei S = Rpp der ganze
Abschluss von R in L.

(9.1) Definition. Die (relative) Diskriminante Dg|g ist definiert als der R-Modul
erzeugt durch alle Dy g (v1,...,v,) mit Eintradgen v; € S. Man hat nur solche n-Tupel
zu betrachten, die eine K-Basis von L bilden. Nach (3.7), (3.9) ist Dg|r # 0 ein (ganzes)
Ideal von R. Es gibt also nur endlich viele Primideale von R, die Dg|r enthalten.

Bemerkung. Ist R = Z und L ein algebraischer Zahlkorper, so ist Dgrp = DpZ.
Entsprechend einfach ist die Situation, wenn man zur Lokalisierung R, bei einem Prim-
ideal p iibergeht. In diesem Fall ist S, nach (6.7) ein Hauptidealring und freier R,-Modul
vom Range n, daher

DSP|Rp = (D5|R)p = DL|K(UI7 c. ,'Un)Sp

fir jede Ry-Basis {v1,...,v,} von S,.

(9.2) Hauptsatz. Sei p € Pr. Genau dann gilt p O Dg|g, wenn p in L verzweigt
oder es ein Primideal P|p in S gibt mit inseparabler Erweiterung key|ky,. Insbesondere
gibt es nur endliche viele Primideale von R, die in L verzweigen.

Beweis. Sei A = 5/pS und k = k,. Nach (7.5) ist dim kA = n. Sei {a;} eine k-Basis
von A, und sei a; € S jeweils ein Urbild von a;. Seien 7 und 7 die Bilinearformen auf
S bzw. A®) gegeben durch 7(x,y) = Spur(a — way) bzw. Spur(a — zay). Es ist
det(7(a@;,a;)i,;) nach (3.7), (3.10) das natiirliche Bild von

Dpig(ai,...,an) = det(T(ai, aj)id')

in A. Nach Definition wird Dg|g als R-Modul von solchen Diskriminanten erzeugt. Es
ist det(7(a@;,a;)i,;) # 0 (in k) genau dann, wenn 7 nichtausgeartet ist.

Sei J(A) # 0, also p verzweigt in L nach (7.5). Dann wéhle die k-Basis von A so,
dass a; € J(A) ist. Dann sind alle aja; nilpotent, alle k-Endomorphismen x +— ajxa;
von A nilpotent und daher 7(aq,a;) = 0 fiir alle i. Die Gramsche Matrix von 7 bzgl.
{a;} hat also in der 1. Spalte nur Nullen; 7 ist ausgeartet. Folglich ist Dgr C p.

Sei J(A) = 0, also p unverzeigt in L nach (7.5), und A = kg, X ... X kg, fiir
die Primideale B; in S tber p. Da sich die Ideale k; = kg, im direkten Produkt
gegenseitig annullieren, ist 7 = 7y X ... X 7., wobei 7; die Einschrdnkung von 7 auf k:l@)
ist. Nach (3.7) ist 7; die Spurform (z,y) + Try,,(7y), und diese ist nichtausgeartet,
wenn k;|k separabel ist, und die Nullform andernfalls. Es ist also 7 genau dann von

Null verschieden, wenn alle k;|k separabel sind. Dies beweist den Satz. [

42



(9.3) Folgerung. Sei R = Z und L ein algebraischer Zahlkorper. Genau die
Primzahlen verzweigen in L, die Dy, teilen.

Beweis. Man hat nur zu beachten, dass Erweiterungen endlicher Korper immer
separabel (sogar zyklisch) sind. [J

Wir kommen nun nochmals zuriick auf die explizite Beschreibung der Zerlegung in
Sinne von Kummer—Dedekind (7.6).

(9.4) Satz. Sei L = K(a) mit « € S und f = mg,qo. Ist p € Pr kein Teiler von
DyDgly,
von f mod p abgelesen werden (im Sinne von (7.6)).

so ist S, = Ryla] und daher kann die Zerlegung von p in L aus der Reduktion

Beweis. Nach (6.2) ist R, ein diskreter Bewertungsring mit Restklassenkorper k, =
R/p. Nach (6.7) ist S, ein freier Ry,-Modul vom Range [L : K| = n. Sei {vi,...,v,}
eine K-Basis von L mit v; € S und S-Aufspann (vy,...,v,)s 2 (1,q,...,a" 1)5. Nach
(3.10) ist

Dy =Dpg(l,a... ,a ) = CQDL|K(01, cey Un),

wobei ¢ € S die Determinante einer Ubergangsmatrix ist. Dg|g wird von all diesen
Dy k(v1,...,v,) als R-Modul erzeugt. Die Voraussetzung besagt also gerade, dass p
kein Teiler dieser ¢ = ¢(v1,...,v,) ist. Mit anderen Worten, c ist eine Einheit in R,,.
Folglich ist Ry[a] = S,. O

(9.5) Beispiel. Sei R = Z, K = Q und L = Q(«) fiir die reelle Wurzel o von
f=X3-2 (K :Q] =n=3). Wir behaupten, dass S = Z[a] der Ring der ganzen
Zahlen in L ist. Nach (4.4) ist Z[a] = S genau dann , wenn Z,)[a] = S(,) fiir alle
Primzahlen p gilt.

Esist f/(a) = 3a? und daher Dy = (—1)""=D/2N o (f"(a)) = —22-3%. Folglich ist
Dy e {—2%2-33,-3% —22 .3, —3}. Jedenfalls verzweigen nach (9.3) nur die Primzahlen
2 und 3 in L, und 3 verzweigt sicher. Fiir p > 5 gilt also Z,)[a] = S(,) nach (7.8)
oder (9.4). Dies gilt ebenfalls fiir p = 2 nach (7.9), denn f ist ein Eisenstein-Polynom
bzgl. p = 2 (und wir haben totale Verzweigtheit). Da f(X — 1) = (X —1)? —2 =
X3-3X2+3X —3 Eisensteinsch bzgl. p = 3 ist, und Z[a+1] = Z[a], gilt Entsprechendes
auch fiir p = 3.

Sei E der Zerfallungskorper von f (in C); dieser enthélt den 3-ten Kreisteilungskor-
per F = Q(v/-3), und es ist E = FL das Kompositum. Es ist G = Gal(E|Q) = Ss.
Sei B|p ein Primideal von E. Sei p = 2. Nach (1.8) ist dann 2 trige (prim) in F. Mit
(7.3) folgt f(B|2) = 2, und ebenso e(P|2) = 3. In diesem Falle ist also Gz = G nach
(8.3) und E der Trégheitskorper von P nach (8.4). Sei p = 3. Nach (1.8) verzweigt 3
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(total) in F'. Mit (7.3) erhalten wir G = Ti (totale Verzweigung) in diesem Falle. Ist
p > 5, so ist p unverzweigt in E nach (8.6). Sei speziell p = 5. Aus S = Z[a] und der
Primfaktorzerlegung f mod5 = (X + 2)(X? + 3X + 4) iiber F5 folgt 55 = PB1P2, wo
PB1 = (5,a+2) den Restklassengrad 1 und By = (5, a® + 3a+4) den Grad 2 hat. Nach
(8.6) ist hier also |G| = 2 und daher 75(E) = 3.

Anhang (Dedekind-Kriterium). Sei R = R, ein diskreter Bewertungsring und
aeS=5 mitL=K(x). Sei f =mgq, und sei f = fmodp die Reduktion. Seien
1<e <ey<...< ey die Multiplizititen der Primfaktoren von f in ky[X]. Es gibt also
Produkte f; von paarweise teilerfremden irreduziblen, normierten Polynomen in ky [ X],
so dass

Fo o g
ist. Sei f; € R[X] ein normiertes Urbild von f; (1 <i < s), und setze
h=L(ff* - fe = f) € RIX].

Genau dann ist S = R[a], wenn die Reduktion h = hmodyp teilerfremd ist zu allen
fz,...,fs und zu fl im Falle e; > 1.

Beweis. Setze k =k, p=7R und A = R[a] = R[X]/(f). Es ist tA C J(A) nach
(7.7). Setzen wir g = f1--- fs, so ist das Jacobson-Radikal

J=J(A) = (7 g(a)).

Ferner ist J¢ C A flire = max(el, e ,es). Sei zunachst A = S, also ein Hauptidealring
nach (6.7). Ist e; > 1, so ist dann J? D 7A und daher J = 74 + g(a)A = J? + g(a) A.
Aus dem Lemma von Nakayama (4.7) folgt J = (g(«)). In diesem Fall ist

TA = (fi(@)® - fs(a)®) = Th(a)A

und somit A(«) eine Einheit in A. Analog ist fir b = fo()®? .- fs()® das Ideal
(m,b) = bA (wegen e; > 1 fiir j > 2). Ist e; = 1 und s > 1, so ist nach dem Chinesischen
Restesatz 1A = (m, fi(a)) - bA = (7b, fi(a) -+ fs(a)®) = (7b,wh(a)) und daher h(«)
teilerfremd zu b in A.

Zum Beweis der Riickrichtung betrachten wir die Menge
A={zeL|zJCJ}

Offenbar ist A ein Ring mit A D A. Da J = J(A) eine endlich erzeugter (Noetherscher)
R-Modul ist, ist ferner A|R ganz nach (3.2) (und Definition). Alsoist A C A C S =
Rp|r. Sei A = A vorausgesetzt. Wir behaupten, dass dann A = S ist. Angenommen, es
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gibt ein y € S\ A. Dann ist yJ € J (wegen A = X) Der Ring B = Aly| ist ganz iiber R
und ein freier R-Modul vom Range n = [L : K]. Es gibt eine natiirliche Zahl s, so dass
7B C J ist. Da J/n®*B das Jacobson-Radikal (Nilradikal) der endlichdmensionalen
k-Algebra A/m*B ist (4.6), gibt es also eine kleinste natiirliche Zahl ¢t mit J'B C J.
Hierbei ist ¢ > 2. Wiihle ein Element z € J'"!B\ J. Dann ist zJ C J*B C J und daher
z € A= A. Andererseits ist

2ec(JUIB)?*CJ* B CJ'BCJ

Da A/J ein direktes Produkt von Kérpern ist, folgt der Widerspruch z € J.

Zum Beweis von A = S geniigt es also nachzuweisen, dass A = Aist. Sei also
Y € A. Setze noch ge = g im Falle e; > 1 und g, = fo - - - fs sonst. Nach Voraussetzung
ist h = hmod p teilerfremd zu g. = g. mod 7. Wegen A/mA = k[X]/(f) gibt es daher
a,b,cin A mit 1 = ar + bh(a) + cge(). Es gilt also

y = amy + bh(a)y + cge(a)y.

Wir zeigen, dass alle drei Summanden in A liegen. Wir wissen, dass mA C J ist. Daher
ist ym € J, etwa ym = aom + bpg(c) mit ag, by € A. Durch Ersetzung von y durch y — ag
konnen wir ym = bpg(«) annehmen (und die obige Gleichung fiir y gilt weiterhin).

Es ist klar, dass aym € A ist. Ferner ist g(a)y € J, somit

wh(a)y = fi(@) ... f(a)*y = fi(a) 7 ... f(a)*"Tg(a)y € TA.

Folglich ist auch bh(a)y € A, und es bleibt zu zeigen, dass g.(«)y € A ist. Dies ist klar
im Falle g. = g. Sei also weiterhin e; = 1.

Ist s =1, s0ist g = f1 = f (mod mA[X]) und daher g(a) € 74 und y = Lbog(a) €
A. Sei also s > 1. Da byg(a)? = g(a)y € mJ C wA ist, ist bp mod 7 ein Vielfaches von
fa(@)®272 ... fo(a)®~2. Mit anderen Worten, es ist

bo = a1 + by fo(a)®2 2. .. f(a)® 2
fiir gewisse aq,b; in A. Es folgt
(y — a19(@))ge(a) = (p~'bo — a1)g(@)ge(a) = bih() € A.
Es ist ndmlich (p~1bg — a1)g(a)ge(a) = 7 b1g(a)ge(a) Hj’:z fi(@)%2, und dies ist

gleich 7r—151f1(04)f2(a)62 . fs(@)® = bih(a). Da ajg(a)ge(a) € A ist, folgt damit
yge(a) € A, wie gefordert. [
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§10. Frobenius-Automorphismen

In diesem Abschnitt sei L|K eine Galoiserweiterung algebraischer Zahlkoérper mit
Gruppe G = Gal(L|K). Ferner sei R = Ry, S = Ry, und B|p seien Primideale in S|R
iiber der Primzahl p.

(10.1) Definition. Sei vorausgesetzt, dass e(B|p) = 1 ist (Unverzweigtheit). Dann
gibt es genau ein Element o = (B, L|K) in G mit

27 = 2™ (mod P)

fiir alle z € S. Dieses o heifit der Frobenius-Automorphismus von P; o erzeugt die

Zerlegungsgruppe Gz von ‘B, hat also die Ordnung f(B|p).

Bemerkung. Fiir 7 € G gilt nach (8.2) 771(B, L|K)r = (PB", L|K). Die Frobenius-
Automorphismen bilden also eine Konjugiertenklasse in G, die durch p bestimmt ist, und
wir schreiben (p, L|K) fiir diese Klasse. Ist G abelsch, so schreiben wir einfach (p, L|K)
fiir den Automorphismus und nennen den Fixkorper auch den Zerlegungskorper von p.

(10.2) Lemma. Sei e(*Blp) = 1 und sei F' ein Zwischenkérper von LK. Nach
(7.3) ist dann P unverzwegit iber Pr = F NP und Pr unverzweigt iber p. Es gilt:

(a) (P, L|IF) = (P, L|K) Friv),
(b) Ist F|K galoissch, so ist (Br, F|K) = (B, L|K)|F die Finschrdinkung.

Beweis. Setze o = (B, L|K) und fo = (Brlp).

(a) Nach (7.3) ist NBr = (Np)/o die Ordnung des Kérpers kg ,.. Die Zerlegungs-
gruppe von ‘B iiber F ist der Durchschnitt von G mit Gal(L|F’) und hat die Ordnung
fOBIBr) = |Gpl/fo. Esist also oo = (B, L|F).

(b) Sei 09 = o|F. Da o das Primideal Pr = P N F invariant ldsst, ist op ein

Element der Zerlegungsgruppe von ‘Br. Wegen

y”* = y"P (mod Pr)
fiir alle y € SN F folgt die Behauptung. [

(10.3) Hauptsatz. Sei K = Q und L = Q(e) der m-te Kreisteilungskorper, € = €,
eine primitive m-te Einheitswurzel (m > 3 und m # 2 (mod 4)). Genau dann verzweigt
eine Primzahl p in L, wenn p ein Teiler von m. (Ist m = 2u mit u ungerade, so ist L
der u-te Kreisteilungskorper und 2 verzweigt nicht in L.) Es gelten folgende genauere

Aussagen:
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(a) Ist p eine Primzahl mit p { m, so ist der Frobenius o, = (p, L|Q) festgelegt
durch €%» = €P, hat also die Ordnung f = o(p modm) in der primen Restklassen-
gruppe (Z/mZ)*. Die Galoisgruppe G = Gal(L|Q) wird erzeugt durch diese oy, ist also
isomorph zu (Z/mZ)*.

(b) Ist p eine Primzahl mit p | m, etwa m = p%r mit p{r, so ist Q(P") = Q(e,.)
der Trégheitskorper von p in L, also o(p®*) = p?=1(p — 1) der Verzweigungsindex in L.

(¢) Ry = Zle] ist der Ring der ganzen Zahlen in L.

Beweis. Natiirlich ist € = ¢, ganz-algebraisch, und eine Wurzel des m-ten Kreis-
teilungspolynoms ®,, € Z[X], dessen Grad ¢(m) = |(Z/mZ)*| ist.

(a) Sei p eine Primzahl mit p f m. Dann ist X™ — 1 separabel mod p, denn die
Ableitung mX ™! ist teilerfremd zu X™ — 1modp. Also verzweigt p nicht in L nach
(7.8) oder (9.3). Jedes Element o € G ist festgelegt durch €7 = ¢/ fiir eine Nummer j =
j(o) (1 <j <mund j teilerfremd zu m). Insbesondere ist G abelsch. Sei o, = (p, L|Q)
der Frobenius zu p. Da > Wurzel von mg ¢|®,, und €’ = ¢ (mod ‘P ist, erzwingt die
Separabilitdt mod p, wie in (8.6), die Behauptung 7 = P und o(0) = o(pmodm) =
f = f(Blp). Nach (7.3) ist iibrigens N7o(B) = (p/) und (p/, L|Q) := 0] = 1.

Dies gilt fiir alle Primzahlen p, die nicht in m aufgehen. Daher induziert G alle
moglichen Automorphismen der zyklischen Gruppe (¢). Es ist G = (Z/mZ)* und |G| =
w(m) =[L:QJ, und ®,, = mg..

(b) Sei p eine Primzahl mit p | m, und m = p® mit p t r. Ist p ungerade, so
verzweigt p im p-ten Kreisteilungskorper nach (2.5) und daher in L. Ist m gerade, so
ist @ > 2 (nach Vereinbarung), und 2 verzweigt in Q(4) nach (1.8) und damit in L. Wir
zeigen, dass p total verzweigt in F' = Q(¢") = Q(epa). Es ist ®pa(X) = % =
®,(XP" ) und ®pa(1) = p. Setze ™ = epa — 1. Nach (a) ist mg »(X) = Bpa(X + 1).
Es ist mq,(0) = p und daher N g(7) = £p. Nach (7.4) ist ‘Br = 7Rp ein Primideal
tiber p mit IF,, als Restklassenkorper (vgl. mit 2.5). Die (binomische) Berechnung von
mq,> mod p zeigt, dass das Polynom Eisensteinsch bzgl. p ist. Wende (7.9) an.

Sei £ = Q(e,). Esist L = FE. Nach (a) ist p unverzweigt in £. Dapin FNFE
sowohl unverzweigt wie auch total verzweigt ist, ist F'N E = Q. (Dies liefert auch die
Galoistheorie direkt.) Nach (8.4) ist E der Trégheitskorper von p (oder ).

(c) Ist m = p* eine Primzahlpotenz, so verzweigt p nach (b) total in L und ist nach
(a) auch die einzige verzweigende Primzahl. Nach (9.3) ist dann +Dj, eine p-Potenz,
und die Behauptung folgt aus (7.9), (7.8) und (4.4), denn dann stimmt die Aussage
lokal iiberall. Der allgemeine Fall folgt mit (8.9) durch Induktion nach der Anzahl der

Primteiler von n. [
. efinition. €1 = a. abelscn un 1€ Irele abelscne ruppe
10.4) Definition. Sei G = Gal(L|K) abelsch und I\ die freie abelsche G
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der gebrochenen Ideale von R = Rk auf den Primstellen p, die in L nicht verzweigen
(vgl. (5.7) und (9.2)). Durch die Zuordnung p — (p, L|K) wird damit ein Homomor-
phismus ¢k : I};‘) — (G definiert, der sog. idealtheoretische Artin-Homomorphismus.

Theorem. ¢k ist surjektiv.

Der Beweis dieses Theorems beruht auf der 1. Ungleichung der Klassenkorpertheo-
rie (sieche Anhang). Diese Theorie beschreibt alle abelschen Galoiserweiterungen eines
Zahlkorpers K durch die innere Struktur des Korpers. Wir konnen in dieser Vorlesung
nur den Spezialfall K = Q behandeln; wir werden (in §17) zeigen, dass alle abelschen

Erweiterungen von Q “Kreiskorper” sind, d.h., Teilkorper von Kreisteilungskorpern
(Kronecker—Weber).

Spezialfall. Sei K = Q und L = Q(e,,) wie in (10.83); set m = pi* - - - p&r die
Primfaktorzerlegung. FEs ist I(é@u) = I(gm) die Gruppe der gebrochenen Ideale (x) wvon
Q, die teilerfremd zu m (Zdihler und Nenner) sind, ¢r)qg : Iém) — G ist surjektiv und
Ker(¢rq) = Hémm") besteht aus allen solchen (x), fir welche x > 0 ist (entsprechend
der archimedischen Betragsbewertung |- | = pso von Q) und x = 1 (modm) ist, d.h.,
vp,(x —1) >e; firallei=1,...,r.

Beweis. Nach (10.3) ist nur die letzte Aussage zu beweisen. Der Artin-Homo-
morphismus ¢r,q : I(ém) — G = (Z/mZ)* ist erklart durch (p) = (—p) — p + mZ
(peP,pfm). Seixz = ¢ und (z) = (—2) in Ker(¢r|g) (a,b € Z teilerfremd, b > 0).
Dann ist |a| = b(modm). Fiir den positiven Erzeuger von (z) = zZ gilt also die
Kongruenz 1 (modm) (fiir den negativen nicht wegen m > 2). [

Notation. Unter 2* verstehen wir im Folgenden eine der Zahlen —4, £8, und unter
Q(v/2*) entsprechend einen der drei quadratischen Zahlkorper. Ferner sei

«  (—1\ [ +p fallsp=1(mod4)
b= (?)p N {—p falls p = 3 (mod 4)

fiir eine ungerade Primzahl p. Die beiden FErganzungsgesetze haben wir schon in den
Ubungen diskutiert: <_71) =1 < p=1(mod4); <%> =1 < p=+1(mod3s).

(10.5) Lemma. Seim = p® fiir eine Primzahlp (a > 1, und a > 3 im Falle p = 2).
Sei L =Q(em)-
(a) Ist p # 2, so ist Q(\/p* der einzige quadratische Zahlkorper der in L liegt.

(b) Ist p = 2, so sind die drei Kiorper Q(\/2*) die quadratischen Zahlkérper in
L, und Q(v/2) ist der einzige quadratische Zahlkérper, der im mazimalen total reellen
Teilkérper L liegt. Insbesondere ist LT|Q zyklisch (und (Z/2°7)* = 7./2° 27 x {%1}).
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Beweis. Nach (10.3) verzweigt die Primzahl p total in L, und sonst keine. Ist
p # 2, so ist nach (1.8) Q(y/p*) der einzige quadratische Zahlkorper, in welchem p
verzweigt und sonst keine andere Primzahl. In allen drei Kérpern Q(v/2*) verzweigt 2
und sonst keine andere Primzahl, und Q(\/i) ist der einzige reelle Korper unter diesen.
Im Falle p = 2 hat Gal(L*|Q) daher nur eine maximale Untergruppe, ist also zyklisch
(von 2-Potenzordnung). [

Bemerkung. Sei p # 2 in (10.5). Die Anwendung von (0.4) zeigt, dass L einen
eindeutig bestimmten Teilkérper K besitzt mit [K : Q] = p®~! (L = K - Q(gp)). In
(17.6) werden wir zeigen: Ist K’'|Q galoissch vom Grade p®~!, und verzweigt nur die
Primzahl p in K, so ist K'|Q zyklisch und K’ = K ist. Dies ist ein wesentlicher Schritt
zum Beweis von Kronecker-Weber. Dass (Z/p°Z)* = Z/p®~'Z x F} zyklisch ist, kann
man direkt aus der Kongruenz (1 + p)?* = =1+ p®~! (mod p®) ablesen.

(10.6) Folgerung. Jeder quadratische Zahlkorper ist ein Kreiskorper.

Beweis. Nach (1.1) hat ein solcher Korper die Form K = Q(v/d) mit einer eindeutig
bestimmten quadratfreien ganzen Zahl d # 0,1. Ist d = 1(mod4), so ist Dg = d =
P ...pE mit paarweise verschiedenen ungeraden Primzahlen p;. Ist d = 2,3 (mod4), so
ist D = 4d = 2*p}...p%, wobei 2* € {—4,+8} und die iibrigen p; wieder ungerade
Primzahlen sind. In jedem Falle liegt K im |Dg|-ten Kreisteilungskorper iiber Q. O

(10.7) Satz (Quadratisches Reziprozitiatsgesetz; C.F. Gaul, 1777-1855). Fiir unge-
rade Primzahlen p # q gilt

(]%) = (g) <= p=1(mod4) oder ¢ =1 (mod4).

Beweis. Sei L = Q(e) der p-te Kreisteilungskorper. Nach (10.5) ist K = Q(v/p*)
der in L liegende quadratische Zahlkérper. Sei H = Gal(L|K). Nach (10.3) ist ¢
unverzweigt in L, somit ¢ = o, = (¢,L|Q) : € — €% erklart. Nach (10.2) ist die
Einschrankung o|K = (¢, K|Q), daher 0 € H <= (¢, K|Q) = 1, und dies tritt genau
dann ein, wenn ¢ in K total zerfdllt. Dies ist nach (1.8) genau dann der Fall, wenn
(%) = 1 ist. Andererseits ist 0 € H genau dann, wenn o(o) = o(gmod p) ein Teiler von
(p — 1)/2 ist, und dies ist genau dann der Fall, wenn die Restklasse von ¢ ein Quadrat

in [y ist, d.h., wenn (9) =1 ist. Es ist also
P

Man beachte noch, dass (%*) = (%) (w) = (1—’)(—1)})7_1(12;1 ist. O

49



(10.8) Satz. Sei m > 3. Es gibt unendlich viele Primzahlen p =1 (modm).

Beweis. Nach (10.3) zerfillt eine Primzahlen p genau in L = Q(e,,) total, wenn
p{mund (p, L|Q) = 1 ist. Das bedeutet gerade, dass p = 1 (modm) ist. Es ist also zu
zeigen, das es unendlich viele Primzahlen p gibt, die in L zerfallen. (Eine entsprechende
Aussage gilt fiir jeden Zahlkorper, mit dhnlicher Beweisfithrung durch Ubergang zur
Galoishiille.) Ist p eine Primzahl, fiir welche ®,, modp eine Wurzel in F, hat, so
zerfallt die Reduktion nach (8.5) iiber IF,, in Linearfaktoren und daher ist (p, L|Q) = 1.
Es ist @,,(0) = £1, somit ®,,(n!) = £1 (mod n!) fir jede positive ganze Zahl n. Eine
Primzahl p < n kann daher kein Teiler von ®,,(n!) sein. Es gibt aber eine Primzahl
p, die ®,,,(n!) teilt. Zu jeder natiirlichen Zahl n gibt es also eine Primzahl p > n mit

(p, LIQ)=1. O

(10.9) Anmerkungen. Sei L = Q(e,,) wie eben. Zu jedem vorgegebenen Element
0 em — el von Gal(L|Q) gibt es unendlich viele Primzahlen p, so dass (p, L|Q) = o
ist. Mit anderen Worten: Zu jeder zu m teilerfremden ganzen Zahl a gibt es unendlich
viele Primzahlen p mit p = a (modm). Dies ist der Dirichletsche Primzahlsatz, dessen
Beweis analytische Methoden benutzt (Neukirch, S. 490). In (10.3), (10.4) bedeutet
dies, dass der Artin-Homomorphismus surjektiv bleibt auf kleineren Idealgruppen.

Auch hier gibt es eine Verallgemeinerung auf beliebige Galoiserweiterungen L| K von
Zahlkorpern, die auf Frobenius und Chebotarev zuriickgeht: Zu jeder Konjugiertenklasse
¢ in G = Gal(L|K) gibt es unendlich viele p in K mit ¢ = (p, L|K) (Neukirch, S. 569
oder Narkiewics, p. 382).
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§11. Geometrie der Zahlen

Es sei K ein algebraischer Zahlkérper vom Grade [K : Q] = n und R = Rg. Sei
ferner R(") der reelle euklidische Vektorraum (mit Lebesgueschem Maf$) der Dimension
n. Wie in (1.1) sei n = r; + 2ry, wobei o1, ...,0,, die verschiedenen Einbettungen
von K in R sind und o0, ,4+; # 05,4, fiir 1 < j < rp die Paare konjugiert komplexer
(imaginérer) Einbettungen.

(11.1) Definition. Der (Ring-) Monomorphismus o : K — R mit
x’ = (acol, oo,z Re(x7m1 1) Im (x4 L  Re(x7r 402 ), Im (y 71 02 ))

heifit die Minkowski-Einbettung von K (H. Minkowski, 1864-1909). Unter dieser Abbil-
dung wird der Ring R = R, der ein freier Z-Modul vom Range n ist, offenbar auf eine
diskrete Untergruppe von R(™ abgebildet. Eine additive Untergruppe H von R(™ heifit
dabei diskret, falls in jeder beschrinkten (kompakten) Teilmenge des R(™ nur endlich
viele Punkte von H liegen. Erzeugt H den ganzen reellen Vektorraum R, so nennen
wir H ein Gitter im R(™). (Beispiele fiir n = 2 findet man in §1.)

(11.2) Lemma. Ist H eine diskrete Untergruppe von R™ | s0 gibt es R-linear
unabhdngige Vektoren vy, ...,v,, so dass H der freie Z-Modul mit {vy,...,v,} als Basis
18t.

Beweis. Sei r maximal, so dass es R-linear unabhéngige Vektoren uq,...,u, in H
gibt. Wir konnen r» > 0 und induktiv die u; so annehmen, dass jeder Vektor in der
Untergruppe Hy = H N (uq,...,u,—1)r eine Z-Linearkombination in wuq,...,u,_1 ist.
Jeder Vektor in H ist eine R-Linearkombination in den uq, ..., u,.

Sei T' die Menge aller x € H der Form z = 22:1 a;u; mit a; € Rund 0 < a; < 1
firte=1,...,r—1,0<a, <1. Esist u, € T, und T ist beschrankt, also endlich. Sei

v € T ein Element mit kleinstem Koeffizienten a, = b, > 0 bei u,., etwa
v=uv, =biu; +--- + bru,.
Zu vorgegebem h = ). c;u; in H (¢; € R) findet man dann z; € Z derart, dass
W=h—zv—2ziu1 — —2p_1Up_1 €T

und dass fiir den Koeffizienten ¢ = ¢, — z,.b, von h’ bei u, gilt 0 < ¢/. < b,.. (Wéahle
zr 80, dass z,.b, < ¢, < (2, + 1)b, ist.) Dann ist ¢, = 0 und A’ € Hy, also eine Z-

Linearkombination in wuq,...,u,—1 nach Induktionsvoraussetzung. Damit ist h eine Z-
Linearkombination in uq, - - -, ur_1,v,.. Setze noch v; = u; firi=1,...,r — 1. Offenbar
sind vy, ..., v, linear unabhangig iiber R und bilden eine Z-Basis von H. [
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(11.3) Definition. Sei H C R(™ ein Gitter. Es gibt eine R-Basis {wy, ..., w,} von
R die H als Z-Modul erzeugt. Wir nennen dann

P={cqw +...+cqwy|c; eR, 0<¢; <1}

den zugehorigen Fundamentalbereich (Grundmasche) von H. Das Maf§ von H wird
dann erklart durch das Volumen von P, d.h.,

w(H) = vol(P) = |det(wy,...,wy)|.

Bemerkung. Ein Basiswechsel wird durch eine Transfomationsmatrix 7' € GL,,(Z)
bewerkstelligt. Wegen det(T) = +1 ist das Mafl von H also wohldefiniert. Ubrigens
gibt es zu jedem y € R genau ein z € P mit y = x (mod H), und R™ /H ist ein
n-dimensionaler Torus. Ist H' C H eine additive Untergruppe mit endlichem Index, so
ist H' nach (0.3) ein Teilgitter von H mit Mafl u(H') = p(H)|H : H'|.

(11.4) Hauptsatz (Minkowski). Sei H C R ein Gitter. Sei T C R eine
kompakte, konveze Teilmenge, die symmetrisch zu O liegt. Ist dann vol(T) > 2"u(H),
so gibt es einen Gitterpunkt 0 # hg € HNT.

Beweis. T konvex bedeutet, dass mit x,y € T auch die Verbindungsstrecke {tz +
(1 —t)y|0 <t < 1} in T liegt. T symmetrsich zu 0 meint, dass mit x € T auch
—z € T ist. Kompakte Teilmengen von R(™ haben bekanntlich ein Lebeguessches
Mafl (hier mit vol bezeichnet), und dieses Maf ist o-additiv (abzdhlbar additiv) und
translationsinvariant. Sei P ein Fundamentalbereich zu H, also p(H) = vol(P).

1. Fall: vol(T) > 2"vol(P)
Setze T = 1T = {iy|y € T}. Es ist dann vol(T') = (3)"vol(T), daher vol(T’) >
vol(P). Ferner gilt
= |4 (T’m (P+h)).

heH

Daraus folgt vol(T') = >, .y vol(T' NP + h)) Wegen der Translationsinvarianz ist
vol(T' NP + h)) = vol((~h + T") N P). Die Mengen (—h +T") N P, h € H, kiénnen
nicht paarweise disjunkt sein. Daher gibt es  # y in T’ mit § = § (mod H). Da T
symmetrisch bzgl. 0 ist, ist auch —y € T'; da T konvex ist, ist damit auch %(x —y)eT.
Folglich ist hy = %(m — y) ein von Null verschiedenes Element in H NT'.

2. Fall: vol(T) = 2"vol(P)

Fiir jedes € > 0 setze T, = (1 4+ ¢)T'. Dies ist eine kompakte Menge mit vol(T.) =
(1 4+ e)"vol(T) > vol(T). Nach Fall 1 ist also 7. N (H \ {0}) # @. Nach (11.2) ist
diese Menge endlich (ndmlich kompakt und diskret). Da der Durchschnitt einer Kette

nichtleerer kompakter Mengen nichtleer ist, folgt die Behauptung auch in diesem Fall.
O
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(11.5) Beispiel. Sei T = B,(r) die kompakte Einheitskugel im R um 0 mit
Radius > 0. Dann ist vol(T) = w,r™ mit einer Konstanten w,,. Es ist w1 = 2, wy =,
w3 = %71', etc.. Fiir n > 2 gilt nach dem Satz von Fubini und dem Transformationssatz
induktiv (Einfithrung von Polarkoordianten)

27 1
o / / wn—2(V/1—p?)"?p dp df = 27w, _o/n.
0 0

Fiir gerades n ist also w, = 7/2/(n/2)! (und im allgemeinen w,, = 7/2/I'(1 + 2)).
Sei Z(™ das kanonische Gitter im R (mit MaB 1) und H C Z(™ eine Untergruppe
mit endlichem Index m. Dann ist H ein Gitter im R mit Mafl pu(H) = m. Ist
vol(By(r)) = 2"u(H), d.h. ™ = 2"u(H)/wy, so gibt es also nach (11.4) ganze Zahlen
x;, nicht alle gleich 0, so dass (z1,...,2,) € H N B,(r) ist. Dann ist also

4

(wn)Z/” ,u(H)2/n.

O<ai+- - +az2 <

Firn <4 ist —% — < 2.

(wn)2/m

(11.6) Anwendung (Lagrange). Jede natiirliche Zahl m ist Summe von 4 Qua-

draten ganzer Zahlen.
Beweis. Fiir « = a +ib und 8 = ¢ + id mit a,b,c,d € Z (und i? = —1) ist

det <g _646 ) = a? + b% 4 c® + d%. Da det multiplikativ ist, sind also Produkte von

Summen von 4 Quadraten wieder Summen von 4 Quadraten. Es geniigt also den Satz
fiir Primzahlen m = p zu beweisen. Wir kénnen p # 2 annehmen (und p = 3 (mod 4)
nach Ubung (5)). Es gibt ganze Zahlen u,v mit u? + v = —1 (mod p), denn es gibt
(p + 1)/2 Quadrate @? in F,, (inklusive 0) und (p + 1)/2 Elemente der Form —1 — ©2
(Schubfachprinzip). Fiir diese u, v sei

H = {(a,b,c,d) € ZW | ¢ = ua + vb (mod p), d = —va + ub (mod p)}.

1 0

(Eine Transfromationsmatrix von Z®*) auf H ist gegeben durch 11}
—v u
Nach (11.5) gibt es (a,b,c¢,d) € H mit

0<a®+b%+c+d? < 2u(H)? =2p.

Rechnen mod p liefert a? + b2 + ¢ + d? = a? + b* + (ua + vb)? — (ub — va)? (mod p),
und die rechte Seite ist gleich (u? 4+ v? +1)a® + (u? +v? + 1)b? = 0 (mod p). Folglich ist
p=a’>+b+c2+d> O
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(11.7) Satz. R7 ist ein Gitter in R(™ mit Maf p(R°) = 27"2|Dg|'/2.

Beweis. Sei {v1,...,v,} eine Ganzheitsbasis von R. Nach (3.10) ist die Diskrimi-

nante D = Dgg(w,...,w,) gegeben durch die Determinante (im Quadrat)
g1 o1 2
wy ceewg
g Tr
D =
. G
O wp

Beniitzt man, dass +z = 2Re(z) und —Re(z) +z = —i Im(z) ist fiir z € C, so erhélt
man durch Addition von 7o Zeilen und anschliefende Subtraktion von ry Zeilen D =
<2’”2(—i)7"2 det(w?, ... ,w;‘l)>2. Wegen Dg # 0 sind also die Vektoren wy,...,w? R-
linear unabhiingig. Folglich ist R ein Gitter in R(™), und zwar mit Ma u(R%) =
|det(w{,...,wl)| =27"2|Dg|"/?. O

(11.8) Folgerung. Ist a # 0 ein Ideal von R = Ry, so ist a® ein Gitter in R(™
mit Maf§ p(a®) = 27"2|Dg|"/?Na.

Beweis. Es ist a? eine Untergruppe von R’ mit endlichem Index |R% : a?| =
|R/a] = Na. O

(11.9)) Archimedische Bewertungen. Sei x € K. Fiir jede reelle Einbettung
o; : K — R definiere die zugehorige reelle Bewertung durch den reellen Betrag

ol = o=

(1 S’LSTl)

Fiir jedes Paar imaginérer Einbettungen o, ; # 7, 4, definiere die zugehorige komplexe
Bewertung durch

|I|r1—|—j — xUT‘1+jI~0'1+j — xﬁmﬂ'xc‘rrlﬂ. — |xo-7,1+j|2 (1 S‘] S 7«2)

(komplexer Betrag quadratisch). Diese r = r1 + ro archimedischen Bewertungen sind
bis auf Aquivalenz neben den p-adischen Bewertungen (p € Pr) die einzigen Bewer-
tungen von K (Ostrowski). Sie beschreiben Homomorphismen von K* in R* (plus
Dreiecksungleichung). Fir x € K* gilt

T

Ngo(@) =[] l=l;-

Jj=1
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§12. Die Klassenzahl

Voraussetzungen und Bezeichnungen wie in §11 ([K : Q] = n = 1 + 2ry, o etc.).
Nach (5.2), (5.7) ist die Idealklassengruppe Clx = Clr = {[a] = aHgr : a € IR}
des Dedekindrings R = Rk erklart. Wir zeigen, dass diese Gruppe endliche Ordnung
besitzt; hx = |Clk| heifit die Klassenzahl von K. Thre Grofie misst die Abweichung von
R von der Eigenschaft, Hauptidealring zu sein.

(12.1) Definition. My = M(ri,r2) = (2)™2 2 heiBt die Minkowski-Konstante
von K. Es ist also Mg = M(1,0) =1 (zu n = 1). Ferner gilt:
Zun=2: M(2,0)=0,5und M(0,1) ~ 0,63661.
Zun =3: M(3,0) ~ 0,22222 und M(1,1) ~ 0, 28299.
Zun = 4: M(4,0) = 0,09375 und M(2,1) ~ 0,11937 und M(0, 2) ~ 0, 12198.
(5,0)

Zun =5 M(5,0) =0,0384 und M(3,1) ~ 0,04889 und M(1,2) ~ 0,06225.

(12.2) Satz. In jeder Idealklasse von K (d.i. von R = Ry ) liegt ein Ideal a mit
Norm Na < Mg |Dg|'/?.

Beweis. (a) Sei ¢ € Clg. Es gibt ein ganzes Ideal b mit Klasse [b] € ¢=1. (Mul-
tipliziere sonst mit einem geeigneten Element # 0 von R.) Nach (11.8) ist b ein
Gitter in R mit MaBu(b%) = 27"2|Dg|/2Nb. Wir suchen ein Element 0 # z € b
mit |Ngg(z)] < Mg |Dg|'/?Nb. Nach (5.8) ist dann a = 2b~! ein ganzes Ideal von
R, mit [a])c, und nach (7.4) gilt Na = Ngg(2)/Nb < Mg|Dg |2, wie gewiinscht.
Man beachte, dass nach der arithmetisch-geometrischen Ungleichung fiir den Betrag
der Norm gilt

1
Ngio(@)| =[] =7
=1

2 1o T2 n
H‘xarﬁj’? < (_(Z|xm —|—22]$’”1“|)) .
j=1 (Lt J=1

(b) Fiir eine reelle Zahl a > 0 betrachte die Teilmenge T, von R(®) = R(") x C(r2) =
R™) der Tupel (Y1,...,Yr,; 21, -, Zr,) Mmit

T1 T2
D lwil+2) |zl <a.
i=1 j=1

Diese Menge T, ist kg)mpa,kt, konvex und symmetrisch bzgl. 0. Fir ihr Volumen
gilt vol(T,) = 2™ (%) 2% (siehe Anhang), und dies héngt stetig von a ab (monoton
wachsend). Wihle a so, dass vol(T,) = 2"u(b7) = 217212 (67) ist. Es gilt dann
(f)mﬁ — 972| D e |//2Nb.
2/ nl
Nach (11.4) gibt es 0 # x € b mit 7 € T,. Gemé&fl (a) erhalten wir, wie gewiinscht,

Nxo(z)] < & = Mg|Dg|'/?Nb. O
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(12.3) Hauptsatz (Dirichlet). Clk ist eine endliche Gruppe, also die Klassenzahl
hx = |Clk| endlich.

Beweis. Sei mo € N mit mg > My |Dg|'/2. Nach (12.2) ist
Clk = {]a]| a ganzes Ideal von R mit Na < mq}.

Ist a ein Ideal mit Na = m < myg, so ist mR C a (nach dem gruppentheoretischen
Satz von Lagrange). Nach (5.7) gibt es nur endliche viele Ideale von R oberhalb mR.
Folglich ist Clk endlich. [

(12.4) Folgerung (Hermite-Minkowski). Ist K # Q (n > 1), so ist Dx # +1.
Insbesondere gibt es nach (9.3) eine Primzahl, die in K verzweigt.

Beweis. Nach (12.2) ist Mg|Dg|'/? > Na > 1 fiir ein ganzes Ideal a (was keine

Rolle mehr spielen wird). Also ist |Dg| > (MLK)Q = (%)2T2 (22!;2 Z(%)n : % (wegen
2ry <nund § < 1). Setze a, :(%)n~ (22!;2 (n>2). Esist ag = %2 > 1 und
Gpy1 T l,, = 3T
—Tar Sy =Ta424.)> T 5,
o at TR =g 2o

Folglich ist | D | > = (30)" 7 > 1. O

Mit den beschriebenen Methoden kann man zeigen, dass es nur endlich viele Zahl-
korper gibt mit vorgegebener Diskriminante (Hermite). Wir wollen an zwei Beispielen
illustrieren, wie man mit (12.2) die Klassenzahl nach oben abschétzen kann.

(12.5) Beispiel. Sei a eine Wurzel von f = X° — X + 1 und K = Q(a). In (8.6)
haben wir gezeigt, dass Galg(f) = S5 ist. Es ist Dy = 19 - 151 quadratfrei (Ubung
26), daher R = Z[a] der Ring der ganzen Zahlen von K und Dg = Dy (3.10). Hier
ist n =5 und r; = 1, wie man aus dem reellen Graph der Parabel x — f(x) entnimmt
(oder wegen Dy > 0). Also ist ro = 2 und My ~ 0,0625. Es ist M |Dg|'/? ~ 3, 3477,
daher nach (12.2)

Cli = {[a] | a ganzes Ideal von R mit Na < 4}.

Solche Ideale a # R sind allenfalls Primideale p mit Np = 2 oder 3.
1. Fall: Np =2

Dann ist R/p = Fy und p NZ = 2Z. Wegen R = Z[a] miisste f mod 2 eine Wurzel
in F5 haben. Das ist aber nicht der Fall; ein solches Primideal gibt es also nicht.

2. Fall: Np = 3

Dann miisste entsprechend fmod3 eine Wurzel in F3 haben, aber auch dies ist
nicht der Fall. Folglich ist hx = 1.

56



(12.6) Beispiel. Fir K = Q(v/—5) gilt hx = 5.

Beweis. Hier ist n = 2,71 = 0,75 = 1, also Mg ~ 0,63661. Nach (1.3),
(1.4) ist ferner R = Rg = Z[**¥="] und Dx = —47. Wir haben die Abschiitzung
Mg |Dg|*? < 5. Entsprechend (12.2) sind nur die Ideale von R zu untersuchen mit
Norm 2,3 oder 4. Nach (1.8) zerfallen die Primzahlen 2 und 3 in K. Es gibt also Prim-
ideale p mit Np = 2 sowie q mit Ng = 3. Die Galois-konjugierten Primideale p’ und ¢’
repriisentieren die inversen Klassen von p bzw. q. Nach (1.10) oder (5.7) sind p2, (p)?
und 2R = pp’ die einzigen Ideale von R mit Norm 4. Es ist daher

Clrc = {1} U{lpl. [p] =", [p]%, [p) 7, lal, [a] ™'}

Es ist also hx < 7. Wir zeigen, dass [p] die Ordnung 5 in Clx hat. Daraus folgt dann
die Behauptung (nach Lagrange).

Sei z = %TN ein Element von R (a,b € Z mit gleicher Paritdt). Dann ist
Ngg(z) = @, und wir haben die Normen 0 (a = b =0), 1 (a = 2,b = 0), 4
(a=4,b=0),9(a=6b=0),12(a=b=1), 14 (a=3,b=1), 16 (a = 8,b = 0), 18
(a=50b=1),24 (a=7b=1),32 (a =9,b=1). Daher ist p kein Hauptideal und
auch [p]? # 1, denn 2R ist das einzige Ideal von R mit Norm 4, und p # p’. Ferner ist
[p]® # 1, denn es gibt kein Ideal mit Norm 8, und es ist [p]* # 1, da 4R das einzige Ideal

mit Norm 16 ist. Fur
3+ —47
0= —
2

gilt Ng|g() = 32. Nach (5.7) ist also aR = p"(p’)® mit eindeutig bestimmten natiirli-
chen Zahlen r, s, fir welche r + s = 5 gilt. Es ist daher [@R] = [p]"~* und, wie wir
gesehen haben, |r — s| > 5. Folglich hat [p] die Ordnung 5. O

Anhang (Volumenberechnung): Sei a € Ry und 7, die (kompakte) Menge aller
(yi;2) € RUD x Cr2) = RO mit 3771 [y + 23072 |25] < a. Es gilt

vol(Ta) = V(ry, 1a7a)) = 2 ()25,

n!
Wir fithren den Beweis durch Induktion nach 71 und nach r5, bei Anwendung von Fubini
plus Transformationsformel (Polarkoordinaten). Es ist V' (1,0;a) = 2a und V(0,1;a) =

T ( %) 2 . Wir berechnen

a n

a Try (@ —
V(ry,roia —|y|)dy = 2/ 2n (5) ( |y) dy
0 n!

Viri+1,r9;a) = /

—a

und

V(ri,re+ 1;a) = /

lz[<%

27 pa/2
V(T1,7’2;a—2|z|)dzz/ / V(ry,re;a — 2p)p db dp.
o Jo
Man verifiziert die Behauptung.
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13. Der Dirichletsche Einheitensatz

Voraussetzungen und Bezeichnungen wie in §11, §12 ([K : Q] = n = 1 + 2ry,
R = Rk etc.). Eg sei die Gruppe der Einheitswurzeln in K, und mit r = ry + ry wird
die Anzahl der archimedischen Bewertungen | - |; von K bezeichnet (11.9).

(13.1) Definition. Die logarithmische Einbettung Log : K* — R®) wird erklirt
durch

Log(x) = (1og]x]1, ., 1og x| ).

Da |zy|; = |z|;|y|; fir alle z,y und alle i gilt, und da der natiirliche Logarithmus
log = In : RY; — RT ein Homomorphismus ist, ist Log ein Homomorphismus in die
additive Gruppe von R(". (Log ist nicht injektiv, aber es stellt sich heraus, dass der
Kern von Log|R* endlich und gleich F ist.)

(13.2) Lemma. Fir jede beschrinkte Teilmenge T wvon R(") ist die Menge der
r € R* mit Log(x) € T endlich, daher Log(R*) eine diskrete Untergruppe von R(").

Beweis. Es gibt eine reelle Zahl ¢ > 1, so dass —Inc¢ < t; < Inc fiir alle (t1,...,t,) €
T. Sei x € R* mit Log(x) € T. Dann gilt

1
- <lzf; <c

c

fur ¢« = 1,...,r. Da x ganz-algebraisch ist, ist f = mgq, in Z[X] nach dem Gau8-
Lemma. Die Koeffizienten von f sind die elementarsymmetrischen Funktionen in den
Konjugierten z7¢; sie sind daher betragsméfig beschrankt (geméafl 11.9). Da dies ganze
Zahlen sind, haben sie nur endlich viele moglichen Werte. Es gibt also nur endlich viele
Minimalpolynome iiber Q, fiir welche z € R* mit Log(x) € T ist (vgl. mit 2.7). Dies
beweist das Lemma. [J

(13.3) Lemma. Log(R*) liegt in der Hyperebene W von R aller r-Tupel (y;)
mit >, y; = 0. Der Kern von Log|R* ist gerade die (endliche, zyklische) Gruppe Ex
der Einheitswurzeln in K, die Torsionsgruppe von R* (bestehend aus allen Elementen
endlicher Ordnung).

Beweis. Fir x € R* ist []|_, |z|; = [Nk g(2)| = 1 nach (7.4), (11.9). Folglich ist
>oi_ilog|z|; =logl = 0 und Log(x) € W. Nach (13.2) ist der Kern von Log|R* eine
endliche Untergruppe E von R*, also zyklisch. (Nach (0.4) gibt es ein Element in E
mit einer Ordnung d derart, dass die Ordnung jedes Elements von E ein Teiler von d
ist. Das Polynom X% — 1 hat aber hochstens d Wurzeln in K.) Es ist E = Ex, denn
ist € eine Einheitswurzel in K, soist ¢ € R* und |e|; =1 fur allei=1,...,r. O
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Nach (0.3) und (13.2), (13.3) ist damit R* = Ex x Z = fiir ein ' < r, wobei
r’ = r genau dann gilt, wenn Log(R*) ein Gitter in der Hyperebene W ist. Das ist
genau die Aussage des Dirichletschen Einheitensatzes (L. Dirichlet, 1805-1859); vgl.
den Spezialfall quadratische Zahlkérper in (1.6).

(13.4) Hauptsatz (Dirichlet). R* ist modulo Ex eine freie abelsche Gruppe vom
Ranger — 1 =1ry +1ry — 1.

Beweis. Wir haben zu zeigen, dass Log(R*) eine R-Basis von W enthélt. Sei
{wy,...,w,_1} eine R-Basis von W und w, € R\ W. Sei A # 0 eine Linearform
mit wz-)‘ = [;w; fir reelle Zahlen [;, wobei [, = 0 sei. Wir beschreiben Log bzgl. dieser
R-Basis, d.h., die Werte als r-Tupel bzgl. {w;}. Wir haben u € R* zu finden mit
Log(u)* # 0. Die Idee ist, von 0 verschiedene Elemente z; # 7 in R mit gleicher
Norm (bis auf das Vorzeichen) derart zu finden, dass dies fiir u = xkxg,l gilt.

Setze a = (2)"”|Dg|Y? und b= 1+loga 3 ;_; |l;]. (Es wird sich zeigen dass a > 1
und daher b > 0 ist.) Fir & € Nyo wahle ein r-Tupel t; = (tx1,...,tx-) aus positiven
reellen Zahlen tx; > 0, so dass gilt:

i lz log tki =2kb und ﬁtk‘i = Q.

=1 =1

Dies ist moglich wegen [, = 0. Betrachte nun die Menge

Ty, = T(a,tr) = {(yi:2;) € RV x CU2) ¢ |yi| <tg s |25 < /Toortg }-

Dies ist eine kompakte, konvexe Teilmenge von R(™ = R(") x C("2) die symmetrisch
bzgl. Null ist, und es ist

T To
vol(Ty) = [J2tw) [ (mtig) = 2" 7™2a = 27Dk |'/2.
i=1 j=ri1+1

Nach (11.7) ist R? ein Gitter in R(™ mit u(R?) = 2772|Dg|"/2, somit
vol(Ty) = 2" u(R7).

Nach (11.4) gibt es daher 0 # z; € R mit (xx)? € Tk, also 1 < |zg|; < ty; fir alle 4
(Jz|; € N). Folglich haben wir

T T
1< Ngjglan)| = [ leeli < ][] tri = a-
i=1 i=1
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Insbesondere ist @ > 1 (und somit |Dg| > (%)%2

gilt weiter

; vgl. mit (12.4)). Fir j =1,...,r

a 'ty = [[te <[] leels ' Nro(ze)| = |kl
i+ i)

und somit 0 < logtx; — log |zk|; < loga. Aufsummieren liefert

> lilogti; — Y liloglakl <> [1](logty; — log|akl;) <loga  |l;].

Nach Definition der Konstanten b ist die rechte Seite dieser Ungleichung < b, und auf
der linken Seite steht |2kb—Log(xy)*|. Fiir jede natiirliche Zahl k haben wir also z; € R
gefunden mit 1 < [Ngg(2)| < a und

(2k — 1)b < Log(xk)* < (2k + 1)b.

Da die Norm eine ganze Zahl ist, gibt es also k£ # k' mit |[N(zp)| = |[N(z/)|, also
rLR = ) R und z = uxp mit u € R*. Es ist Log(u)* = Log(xy)* — Log(xi/)* # 0.
Damit ist der Satz bewiesen. [J

(13.5) Beispiel. Sei L = Q(g,) der p-te Kreisteilungskorper fiir eine ungerade
Primzahl p. Wir haben schon zu (2.7) angemerkt, dass hier r; = 0und n =2ry =p—1
ist. In diesem Fall ist E;, = (—¢,) zyklisch der Ordnung 2p und Rj/E; eine freie
abelsche Gruppe vom Range (p — 3)/2.

Fiir den maximalen total reellen Teilkorper K = Lt = Q(cos 27’7) gilt nt =r] =
(p—1)/2 (r§ = 0). Hier ist Ex = {#1} und R} /Ex frei abelsch von demselben Range

(p—3)/2. In (2.7) haben wir sogar (Kummer folgend) gezeigt, dass
Ry = Er - Ry = {ep) - B

gilt.

Anmerkung. Ist C' die multiplikative Untergruppe von L* erzeugt durch —¢, und
den e/ — 1 fiir j = 1,...,p — 1, so nennt man Cp, = C N R} bzw. Cx = C N R}
die Gruppen der Kreiseinheiten in L bzw. K. Schon Kummer hat gesehen, dass die
Klassenzahl
h; =hg = |R) : Ck|

ist (Washington, p. 145). Es ist bt ein Teiler der Klassenzahl h, = h; (Washington,
p. 40); h, = hy/ht heifit auch der erste Faktor der Klassenzahl h,,.
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§14. Das Newton-Polygon

Sei R ein Dedekindring mit Quotientenkorper K, char(K) = 0, und sei f € K[X]
ein normiertes Polynom vom Grade n mit f(0) # 0. Aus technischen Griinden (elemen-

tarsymmetrische Funktionen) schreiben wir
f=a X" —a; X" P+ — - (=1 "ay,.

Dabei ist also ag = 1 und a,, # 0. Sei L der Zerfallungskorper von f, S = Rpr und
G = Gal(L|K). Seien Plp feste Primstellen in S|R. Wir setzen voraus, dass k, ein
endlicher Korper der Charakteristik p ist. Nach (8.3) hat dann die Trégheitsgruppe Tip
die Ordnung e = e(Blp). Mit ' = Lg,, wird der Zerlegungskérper von B bezeichnet, so
dass also G = Gal(L|F) ist. Fiir die Bewertungen schreiben wir v = v, und w = vg.
Fir z € K* gilt dann

w(x) = e-v(x).

Uber L sei f = [[_1(X — a;), und Wy = {aq,...,a,} die Wurzelmenge; wir setzen
nicht voraus, dass f separabel ist. Fiir eine rationale Zahl m sei schlieflich

Wem ={a € Wy|lw(a) =e-m}.

(14.1) Definition. Ordne jedem Monom +a; X" " # 0 in f den Punkt (i,v(a;)) im
euklidischen R(?) zu. Die untere konvexe Hiille dieser Punkte heifit das Newton-Polygon
von f bzgl. v = v,. Es besteht aus geradlinigen Seiten L,, der Langen ¢ > 0 und Hohen
h, deren Steigungen m = % streng monoton wachsen.

(14.2) Beispiel. Sei K = Q und p = pZ, und sei f = X° — X3 + X + 10.
Interessant sind hier nur die Primzahlen p = 2, 3, 5, wo Seiten mit von Null verschiedenen
Steigungen auftreten. (Manchmal hilft auch eine geeignete Substitution weiter; man
denke an das p-te Kreisteilungspolynom oder an das Polynom X3 — 2 in (9.5).)

p=2: Eine Seite L,, mit Lénge £ =5 und Steigung m = 1/5.

p=3: Zwei Seiten: L,,, mit /; =4 und m; = —1/4; L,,, mit {5 = 1 und my = 1.

p=5: Zwei Seiten: Ly,, mit ¢1 =2, my = —1/2; Ly, mit o =3, my = 2.

(14.3) Lemma. Sei L,, eine Seite des Newton-Polygons von f mit Léinge ¢ und
Steigung m. Dann hat f genau £ Wurzeln g1, ..., Qr1p (gezdhlt mit Vielfachheiten)
mit w(on4;) = em, und das Polynom

L

fm = H(X - O‘H‘j)

j=1
hat die Koeffizienten in F' = Lg,,. Ist die rationale Zahl m nicht Steigung einer Seite
des Polygons, so ist Wy, = O.
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Beweis. Nummeriere die Wurzeln o, ...,y von f so, dass w(a;) < w(ey) fiir
1 < j ist. Nach Vieta gilt firi=1,...,n:

a; = E Ap, Oy * * O, -

Aufgrund der Ultrametrik (6.1) gilt w(a;) > mini<g, <ky<..<ki<n W(Qk, Ok, - - - Qk;) =
w(aq ;) = w(ag)+---+w(ay), und es gilt Gleichheit im Falle w(a;) < w(;11). Sind
also a4 1, ..., as die simtlichen Wurzeln von f mit konstantem (ganzzahligen) w-Wert

em (etwa), so gilt w(a,) = >/_; w(e;) und w(as) = Y ;_, w(a;) = wla,) + (s — r)em.

Nehmen wir, aufgrund von w(ag) = 0, induktiv w(a,) # oo an, so ist auch w(as) # oo
(aras # 0). Ist & > r mit ap # 0, so ist w(ax) — w(a,) > w(o41) + -+ + wlag) >
(k — r)em, und echt grofer fir k > s. Ist k < r mit ar # 0, so ist w(a,) — w(ag) <
w(ogs1)+- - +w(a,) < (r—k)em, und (k,v(ax)) liegt echt oberhalb der Graden durch
(r,v(a,)) und (s,v(as)). Die Verbindungsstrecke ist also eine Seite des Newton-Polygons
mit Lange ¢ = s — r und Steigung

v(as) —v(a,) lw(as) —w(a,)

s—r T e s—r '

Fiir jedes 0 € G und jedes y € L* gilt vpo(y7) = vp(y). Fir o € Gy gilt also
w(y?) = w(y). Die Wurzeln der Primfaktoren von f,,, damit von f,, selbst, werden
also von G permutiert. Thre Koeffizienten sind daher einzeln fest unter der Zerlegungs-

gruppe Gz und liegen daher in dessen Fixkorper F'.  []

(14.4) Hauptsatz. Sind my < --- < my die Steigungen der verschiedenen Seiten
des Newton-Polygons von f bzgl. p, so ist Wy = &J:Zl Wi m, eine Zerlequng in nichtleere
Gg-invariante Teilmengen. Sei m = m; fir ein i, und sei Ly, die Seite mit Steigung

m = % = %, wobet £ die Lange von L., und h.,,, e, teilerfremde ganze Zahlen sind,

em > 0. Sei ferner Pp =P N F und o € Wy, eine Wurzel von fp, (siehe 14.3).

(a) Der Verzweigungsindex von PNF (a) dber P ist durch ey, teilbar; insbesondere
ist |Tyg| = e durch ey, teilbar.

(b) Ist £ = ey, d.h., ggT(¢,h) =1, so ist fp, irreduzibel iber F (und damit separa-
bel) vom Grade e,,, daher P total verzweigt in F(«).

Beweis. Das Polynom f,,, hat die Koeffizienten in F' = Lg,, nach (14.3). Damit ist
Wy, invariant unter Gy, und die ersten Aussagen folgen. Setze q = BN F(«). Nach
(8.4) ist e(Br|p) = 1. Daher ist nach (7.3) e = e(Blq) - e(q|Pr) und

L o e elalr)
)= i) ) = gy ¥ = e

Da v4(c) eine ganze Zahl ist, ist e,, ein Teiler von e(q|Br), und dies wiederum ist ein
Teiler von e.
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Sei nun ¢ = e,, vorausgesetzt. Nach Konstruktion, und wegen e(‘Lrlp) = 1,
besteht das Newton-Polygon von f,,, bzgl. vg, aus einer Seite der Lénge ¢ = grd(fy,)
und Steigung m. Fiir jeden (normierten) Primfaktor g von f,, iiber F' haben wir
entsprechend ein Newton-Polygon mit einer Seite der Lange grd(g) und derselben Stei-
gung m. Da ¢ teilerfremd zur Hohe h ist, folgt grd(g) = grd(f,,) und f,, = ¢g. Damit ist
¢ = grd(f) = [F() : F]. Nach (7.5) ist sicherlich e(q|%r) < [F(a) : F]. Da €9¥r)p
eine ganze Zahl ist, und ¢ teilerfremd zu h,, = h, ist e(q|Br) = [F(a) : F|. O

(14.5) Beispiel. Sei v(a;) > 1 fiir i = 1,...,n aber v(a,) = 1, d.h., f € R,[X]
ist ein Eisenstein-Polynom bzgl. p (oder pR,). Das Newton-Polygon besteht dann aus
einer Seite der Léange n und Hohe 1, also mit Steigung m = 1/n. Nach (14.4) ist daher
f = fm irreduzibel iiber K (sogar iiber dem Tragheitskorper von ). Es verzweigt p
total in K («) fiir jeds o € Wy (vgl. 8.9).

Wie konnte eine Verallgemeinerung des Eisensteinschen Irreduzibilitatskriterium
Kriteriums aussehen 7

(14.6) Beispiel. Sei K = Q und f = X° — 2X3 + 20X 4 10; vgl. (15.2). Hier ist
n =5 und f ein Eisenstein-Polynom bzgl. p = 2. Insbesondere ist f irreduzibel iiber Q
und daher G = Galg(f) transitiv auf Wy.

Im Falle p = 3 hat die erste Seite des Newton-Polygons die Lange 4 und Steigung
m = —1/4. Nach (14.4) ist |Tis| daher durch 4 teilbar. (Eine genauere Betrachtung
zeigt, dass Tip zyklisch der Ordnung 4 und G eine Diedergruppe der Ordnung 8 ist;
siehe §15.)

Sei p = 5. Nach (14.2) hat das Newton-Polygon von f zwei Seiten. Die erste Seite
hat die Lange 2 und Steigung —1/2, die zweite die Lange 3 und Steigung 2/3. Nach
(14.4) operiert Tiyz auf den 5 Wurzeln von f daher in zwei Bahnen der Léngen 2 und
3. (Hier kann man mit den Resultaten aus §15 zeigen, dass Ty zyklisch der Ordnung 6
und G = 5o x Sy ist.)

In jedem Falle ist G transitiv auf W; und enthalt eine Transposition. Nach Jordan
(8.7) ist G = S5.

Problem: Sei p eine Primzahl und a eine ganze Zahl, die durch p aber nicht p?
teilbar ist. Sei f = XP +aX + a und G = Galg(f). Man sieht sofort, dass fiir p = 2,3
dieses Eisenstein-Polynom bzgl. p die Gruppe G' = S, hat. Die (noch unbewiesene)
Vermutung ist, dass dies immer so ist. Fiir p = 5 hat dies Ludwig Gauckler in seiner
Diplomarbeit gezeigt (sieche Arch. Math. 90 (2008), 136-139). Viele Spezialfille (etwa
wenn a < p oder a = 2(mod3)) konnten von Michael Koélle in seiner Doktorarbeit
behandelt werden (siehe Acta Arithm. 115 (2004), 71-84). Das Newton-Polygon spielt
jeweils eine wichtige Rolle bei diesen Untersuchungen.

63



§15. Verzweigungsgruppen

Wie in §8 sei R ein Dedekindring mit Quotientenkérper K und L|K eine endliche
Galoiserweiterung mit Gruppe G = Gal(L|K). Ferner seien S = Rp|r der ganze Ab-
schluss von R in L und B|p feste Primstellen (Verzweigungsindex e). Wir setzen voraus,
das kg |k, separabel ist (etwa k, endlich). Nach (8.3) hat dann die Trégheitsgruppe Tip
die Ordnung e. Ferner ist G /T = Gal(keg|ky).

(15.1) Definition. Fiir jede natiirliche Zahl s definiere die s-te Verzweigungsgruppe
von ‘B durch

Gg‘;) = {0 € Gyl 27 = x (mod P*1) fiir alle z € S}.

G;(E) ist der Kern der Operation von Gg auf S/PB*T! und daher ein Normalteiler von
Gsg. Offenbar ist G%)) = Tip die Tragheitsgruppe.

(15.2) Hauptsatz (Hilbert). G%))/G,%) =(r G%)> ist zyklisch, namlich isomorph
zu einer Untergruppe von ky. Ferner gilt:

(a) Ist char(ky) kein Teiler von e (“zahme Verzweigung”), so ist G%) =1 und, falls
ky ein endlicher Korper ist , Gy = (0, T) eine metazyklische Gruppe mit o~ 1o = NP,

(b) Ist char(ky) ein Teiler von e, also char(k,) = p eine Primzahl mit p | e (“wilde
Verzweigung”), so ist G%g)/G;%) eine zyklische p'-Gruppe und G(g) # 1 eine p-Gruppe.
Fir jedes s > 1 ist Gg)/G(;ngl) isomorph zu einer Untergruppe von k3, und es ¢ibt eine
Nummer t, fir welche G%) =1 ist.

Beweis. Die Aussagen das Satzes betreffen (vordergriindig) nur die Struktur der
Tragheitsgruppe. Durch ﬂbergang von K zum Tragheitskorper von 3 konnen wir also
nach (8.4) annehmen, dass p in L total verzweigt (G = Ty = G;Sg)). Ferner kénnen wir
zur Lokalisierung bei p tibergehen; die Struktur der Verzweigungsgruppen wird dadurch
nicht beriihrt. Sei also auch R = R, und S = S,. Dann ist nach (7.9) S = R[n]
monogen. Daher liegt ein Element ¢ € G genau dann in G*), wenn

vp(m? —m) > s+1

ist. Fiir ¢ > max)zoeq (vp(m — m)) ist also G = 1. Wir kdnnen die obige Relation
auch beschreiben durch % = 1 (mod 7®). Mit anderen Worten, setzt man wie in (6.6)
U =8* und U®) =1+ 758 fiir s > 0 (Einseinheitengruppe), so ist o € G®) genau
dann, wenn % € U™ ist (s > 0). Ist urm ein anderes Primelement von S (u € U), so
ist u° = u (mod 7%!) und daher




usid
7T

Die Zuordnung ¢ — * mod UtV ist also, unabhéingig von der Wahl des Primelements,

eine Abbildung ), : G®) — U®) JU (s+1) | Wir zeigen, dass A, ein Homomorphismus von
Gruppen ist. Fiir 0,7 € G, und u = 7;—T e UG, gilt

7TUT

o T T g T
mTA T T ed D).
s ™ T U ™ T

Also ist Ay ein Homomorphismus, mit Kern G+, Nach (6.6) ist U(®)/U™") = k3 und
U JUEHD = ki fiir s > 1.

Damit ergeben sich alle Aussagen des Satzes bis auf die Zusatzbehauptung in (a).
Sei also Gg) = 1 und £y, ein endlicher Korper, etwa der Charakteristik p. Dann
wird Gal(kg|kp) erzeugt durch den Frobenius-Automorphismus (Potenzierung mit Np =
|kp|). Sei o € Gy ein Urbild dieses Automorphismus’. Die Tragheitsgruppe G;Sg) = (1)
ist eine zyklische p’-Gruppe (isomorph zu einer Untergruppe von k:;}) und ein Nor-
malteiler der Zerlegungsgruppe. Die Konjugierte 7° = o170 liegt also in G%)). Wir
benutzen nun, dass Ao : G — U© JU 1) ky ein injektiver Gruppenhomorphis-
mus ist, der nicht von der Wahl des Primelements 7 abhéngt, und dass o auf k;% die

Potenzierung mit Np induziert. Da auch 7" ein Primelement ist, erhalten wir

)" = (W—)U = A\o(7)? (mod UW).
Also gilt 77 = 7™ wie behauptet. [

(15.3) Folgerung. Ist k, ein endlicher Kérper, so ist Gy auflosbar.

Beweis. In diesem Fall sind Gy/Typ und Tip /Gfg) zyklisch. Ferner ist G%) eine
normale p-Sylowgruppe von Gy, wobei char(k,) = p ist. O

(15.4) Satz. Sei F' ein Zwischenkdrper von L|K und H = Gal(L|F'). Dann ist
Hg) =HnN G;(g) fiir alle s. Ist F|K normal, so werden die Verzweigungsgruppen von
P auf die von p =P N F abgebildet, doch die Nummerierung andert sich.

Beweis. Dies folgt direkt aus der Definition. [l

Fiir die Beschreibung der Verzweigungsgruppen (G/H ),(Jt) in Relation zu Gfg) ver-
gleiche man Neukirch (S. 189) oder Serre (p. 81).
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(15.5) Galoishiille. Wir nehmen nun an, dass L der Zerfallungskorper eines ir-
reduziblen und separablen Polynoms f € K[X] ist. Wir setzen ferner voraus, dass die
Charakteristik char(k,) = p eine Primzahl ist. Mit Wy wird die Menge der Wurzeln
von f (in L) bezeichnet. Fiir festes (aber beliebiges) o € Wy sei F = K(a), A=FnNS
und

pA=qy" -
die Zerlegung von p in F’; setze noch (ausnahmsweise) d; = f(q;|p). Das Primideal g;

heifit zahm verzweigt iiber p, falls p 1 e; gilt (sonst wild). Gilt pfe; fur allei =1,...,r,
so heif}t p zahm verzweigt in F.

(15.6) Hauptsatz (van der Waerden). Sei L die Galoishiille der separablen Er-
weiterung F|K. Mit obigen Bezeichnungen gilt:

(a) Gy hat auf Wy genau v Bahnen W;, und |W;| = e;d; (1 <i <r).

(b) T'p hat auf W; genau d; Bahnen, jede von der Linge e; (1 <i<r).

(c) G;(pl) hat auf W; lauter Bahnen der gleichen Linge (e;), = p’»(¢) (1 <i<r).

Beweis. Da f irreduzibel iiber K ist, ist G transitiv auf W, und daher diese
Wirkung isomorph zu der von G auf der Menge der Rechtsnebenklassen nach dem
Punktstabilisator G, = Gal(L|F'). Nach (8.1) operiert G auch transitiv auf den Prim-
idealen von S iiber p. Fiir jedes o € G ist 7 N F eines der Primideale q; (iiber p = p7).
Wiihle o; € G derart, dass P |q; ist (1< i< 7).

Die G'3-Bahnen W; entsprechen den verschiedenen (paarweise disjunkten) Doppel-
nebenklassen Go0;Gg, d.h., esist W; = {a”" |7 € Gyp}. Der Bahn W; korrespondiert

-1
die G,-Bahn (G;j )¢ der Primideale von S iiber q;. (Invertiere die Doppelneben-
klasse.) Es ist

(Gpar)™ = (Ga) o

Nach (8.3) ist |G| = ed, wobei (ausnahmsweise) d = f(*B|p) gesetzt ist, und ebenso
(Ga) ot | = €ld;, wobei €] = e(Pi ' |q;) und d; = f(P° |q;) ist. Nach der Bahn-

1771
formel ist also

|Gl ed

= Gport] — i, ~ I

denn es ist e = e;e; und d = d;d (Transitivitat).

(Wil = |G = (Ggp)as

Da Ty ein Normalteiler von G ist, haben alle Tip-Bahnen auf W; dieselbe Lange,

und eine analoge Rechnung zeigt, dass diese Lange |Tip : (Iip)ac:i| = & = e; ist. Nach

(15.2) ist G%) ein Normalteiler von G und eine (normale) p-Sylowgruppe von Ty, hat
daher auf W; lauter Bahnen gleicher Lange, und zwar gleich der grofiten p-Potenz, die
in e; aufgeht. [
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(15.7) Folgerung. Ist p unverzweigt (zahm verzweigt; total zerfallend) in F, so
auch in L.

Beweis. Ist p unverzweigt in F', so sind alle e; = 1 and daher Ty trivial auf Wy

und somit Ty = 1. Ist p zahm verzweigt in F', so ist G,%) trivial auf Wy und daher
Gg) = 1. Gilt schliellich e; f; = 1 fiir alle 7, so ist Gp = 1. [

(15.8) Folgerung. Sei I' = Lg,, der Zerlegungskorper von B und Pr = L N F.
Sei {a; = % }1<i<, ein Reprdisentantensystem fir die Gsg-Bahnen auf Wy, und sei
F; = F(ay) und q; = PN F;. Dann ist F}|F eine Erweiterung vom Grade e;d;, in
welcher e(q;|Br) = e; und f(q,|Pr) = d; ist (1 < i <r). Ist kyl|k, abelsch (zyklisch,
etwa wenn k, endlich), so gibt es einen eindeutig bestimmte grofiten Zwischenkéorper

E;, in welchem Pr unverzweigt ist; dieser ist normal (abelsch; zyklisch) tiber F vom
Grade d;.

Beweis. Sei E = L, der Tragheitskorper von B. Die Wurzeln von mpg,, in L
bilden gerade die Gy-Bahn, die a; enthélt. Ist Gg /Ty abelsch (zyklisch), d.h., E|F
abelsch (zyklisch), so ist E; = F; N E normal iiber F' mit abelscher (zyklischer) Gruppe.
Es ist [F; : E;] = e;, denn die Wurzeln von mpg o, bilden eine Tip-Bahn auf Wy. 0O

Wir koénnen also (theoretisch) die Zerlegung von p in F' studieren durch Ubergang
zu den einzelnen Erweiterungen F;|F, wo die Zerlegungszahl 1 ist. Ist insbesondere
k, endlich, so konnen wir den Verzweigungsindex e; jedes Primideals q; in einer total
verzweigten Erweiterung Fy|E; berechnen. (Dies entspricht dem Ubergang zum lokalen
p-adischen Korper.)

(15.9) Beispiel. Sei R = Z und F = Q(«a), wo a Wurzel des Polynoms f = X3 —2
ist. Sei L der Zerfallungskorper von f. Hier ist G = S3. Nach (9.5) verzweigen die
Primzahlen 2 und 3 total in F'. (In der Notation von (15.5) also r =1, e; =3, d; = 1.)
Nach (15.6) ist die Trégheitsgruppe Ty transitiv auf W fiir P in L {iber 2 oder 3.

Fir p = 2 ist Gg) = 1 und daher Tip = As nach (15.2). Der Fixkorper der
Tragheitsgruppe ist der 3-te Kreisteilungskorper Q(1/—3), in welchem 2 nach (1.8) trage
ist. Also ist Ggg = G.

Fiir p = 3 ist G;%) > Ag nach (15.6) und (15.2) (transitive 3-Gruppe). Es verzweigt
3 in Q(v/—3) (Verzweigungsindex 2). Also ist in diesem Fallee =3-2 =6 und Ty = G.
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§16. Differente und Hilbertformel

Sei R ein Dedekindring mit Quotientenkérper K und L|K eine endliche separable
Erweiterung vom Grade n, S = Ry g der ganze Abschluss. Wir halten ferner Primstellen
Blp in S|R fest. Es sei k, = R/p ein endlicher Korper der Charakteristik p.

(16.1) Definition. S = {z € L| Trpx(2S) C R} heiBt der Komplementdrmodul
zu S|R. Nach (3.7) ist S D S, und nach (3.8) ist S ein S-Modul, der zwischen zwei
freie R-Moduln vom Range n eingeklemmt werden kann. Es ist also sicherlich B ein
gebrochenes Ideal von B. Das dazu inverse ganze Ideal

AS|R - §_1

heifit die Differente von S|R. Natiirlich ist A§|1R = 3.
(16.2) Lemma (Transitivitét). Ist F' ein Zwischenkérper von LIK und A =FNS,

50 15t AS\R = (AA|RS)AS|A = AA\RASM-
Beweis. Fiir ein gebrochenes Ideal b von S gilt

b C Agly = Tigp(b) CA <= ALl Trgp(b) C A,

Dies ist wiederum &quivalent zu Trp K(A;HlRTl"m F(b)) C R, und dies konnen wir
schreiben:

Dies ist gleichwertig mit A;ule C Ag‘lR <— b C AA|RA§‘1R, O

(16.3) Lemma. (Agg)y = Ag, R, -

Beweis. Dies ist trivial. O

(16.4) Satz. Ist S = R[] ein monogener Ring und f = my , so ist Agr =
f'(m)S.

Beweis. Sei {z; }?:_01 die K-Basis von L dual zu {1,, ... ,7:"*1} bzgl. der Spurform
Tr = Trp k. Esist Tr(Rz;5) = RTr(z;77) = R, daher z; R C S fiir alle j. Ist umgekehrt
ye S, etway =cozo+ciz1+...+cp—12n-1 (¢j € K), s0ist ¢; = Tr(y-7*) € R fiir alle
i. Damit ist S = Rzy® ... ® Rz,_1 gezeigt.

Wir berechnen nun die z; und zeigen z; = f,b(jﬂ) fir gewisse b; € S. Sei f =

X" +an_ 1 X" '+ ... +ap, und seien ™ = 7, 7o, ..., T, die Wurzeln von f (in einem
Zerfallungskorper). Wir bestimmen die b; durch Division in S[X]:

f(X)

=0y 1 X" b by o X2+ by
X —7
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Es ist dann bn—l = 1, bn_g — 7Tbn_1 = Qp—1, bn_g — 7Tbn_2 = Qp—2, « ..y 7Tb0 = ag.
Folglich bilden die so (rekursiv) bestimmten b; ebenso wie die Potenzen 7/ eine R-Basis
von S. Wir haben Tr(b; ﬁ;)) = 0;; nachzuweisen.

Fiir jedes 0 <r <n —1 gilt

n r

f(X) T _ r
2w T

denn die Differenz der Polynome auf den beiden Seiten hat wegen f'(m;) = [[,;(mi —m;)
die n Wurzeln 7y, ..., 7, aber hochstens den Grad n — 1. Definiert man nun die Spur
eines Polynoms durch Anwendung auf die Koeffizienten, so gilt also

Tr<)];(i(;.f‘l)§;)>:X’° O0<r<n-—1).

Durch Betrachten des Koeffizienten von X" erhalt man die Behauptung. [

(16.5) Satz. NL\K(AS|R) = DS|R-

Beweis. Nach (5.7), (16.3) konnen wir lokalisieren und R = R,,, S = S, annehmen.
Nach (6.7) sind dann R und S Hauptidealringe, und es gibt eine R-Basis {v;} von S.
Sei § = BS. Die duale Basis {v}} bzgl. der Spur Tr = Trp i ist eine R-Basis von S
und es gilt Dy g (vy,...,v5) = Dpg(v1,. .. ,Un) "t DS|1R Daher folgt

rrn

D§|R = Dy (Bv1,...,0vn) = Ny k(8)*Dg)r.

Damit ist NL|K(AS‘R)2 = NL|K(§)_2 = NL‘K(ﬁ)_QR = D%IR’ und die Behauptung
folgt aus (7.5). O

(16.6) Satz. Das Primideal B von S ist genau dann verzweigt iber R (d.h., dber
p=PNR), wenn P O Ag g ist. Ist e = e(Blp) und s = np(Agr) die Ordnung von
Ag|g bei'B, so gilt s = e —1 bei zahmer Verzweigung und e < s < e(vy(e)+1) —1 sonst.

Beweis. Wieder konnen wir R = R, annehmen. Nach (15.8) konnen wir iiberdies
annehmen, dass p in L total verzweigt (Ubergang zur Galoishiille und zum Tragheitskor-
per). Nach (7.9) ist dann S = R[n] monogen und f = mg . ist ein Eisenstein-Polynom
bzgl. p, etwa

f=X"4an 1 X"+ ... +ao.

Es ist also n = e, vp(m) = 1 und e | vgp(a;) fir ¢ < e — 1. Ferner ist nach (16.4)
s =uvgp(f'(r)). Firi=0,...,e —11ist

vp((e —i)am® ") =vp(e —i) +e—i—1=—i—1(modn).
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Daher haben die einzelnen Summanden in f/(7) verschiedene vg-Werte. Somit gilt
= / — mi N, e—i—1
s =vp(f(7)) = 0?326(”213(6 i)a;m ).

Bei zahmer Verzweigung (v, (e) = 0) ist e — 1 dieses Minimum, und ist v, (e) > 1, so gilt
die Abschétzung e < s <wvgp(e)+e—1=-e(vy(e)+1)—1. O

(16.7) Folgerung. SeipS = P7*--- P& die Zerlegung von p in L und f; = f(Pilp).
Dann ist ny,(Dgir) > > q(ei — 1) fi, und es gilt nur dann Gleichheit, wenn p zahm
verzweigt in L.

Beweis. Nach (7.3) ist Npx(9;) = p/i. Wende (16.6) und (16.5) an. O

(16.8) Beispiel. Sei R = Z, p = pZ und L = Q(a), wobei f = mg,. € Z[X]
sei (a ganz-algebraisch). Ist v,(Dy) = 1, so ist auch v,(Dr) = 1 und Galg(f) enthélt
eine Transposition. Die erste Aussage ist klar, da Dy = ¢*Dy, mit ¢ € Nyg ist. Ist
pRr = P - - - P& die Zerlegung von p in L, und ist f; = f(P;|p), so ist nach (7.5),
(16.7) daher

T

i=1
Nach (9.3) ist also genau ein e; = 2 und die iibrigen gleich 1, alle f; = 1, und p ist
zahm verzweigt in L. Insbesondere ist p # 2. Aus (15.6) folgt, dass die Tragheitsgruppe
T eines Primideals ‘B iiber p im Zerfallungskorper von f von einer Transposition auf
der Wurzelmenge W erzeugt wird. Es ist also beispielweise Galg(f) = Sy, falls n eine
Primzahl ist (Jordan).

(16.9) Hauptsatz (Hilbert). Sei L|K galoissch mit Gruppe G. Es gilt

ng(Ag|r) = Z(|G<(§)| —1).

Beweis. Nach (15.2) ist Gy = 1 fiir eine Nummer ¢. Wie im Beweis von (16.6)
geniigt es die Situation zu betrachten, wo R = R, und p in L total verzweigt. Dann
ist also e = n = [L : K| der Verzweigungsindex von ‘B iiber p und S = R[r| monogen.
Ferner ist Ag|p = f'(m)S fiir das Eisenstein-Polynom f = mg  (16.4). Uber L = K(n)
zerfillt f in Linearfaktoren: f =[], .o(X —n7), also f'(7) =[], 1, cq(m — 7). Fiir
o€ Gfﬁ) \Gg“) ist vp(m7 — ) = s+ 1 (vgl. den Beweis von (15.2)). Daher ist

t

nyp(Asir) = vp(f'(m) = D _(1GF] = 1GHTV]) (s +1).
s=0

Setzt man kg = |G$)|, so ist dies gleich (ko — k1) + 2(k1 — ko) + ... + t(ks—1 — 1) =
Zizo(ks - 1)- O
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§17. Der Satz von Kronecker—Weber

(17.1) Hauptsatz (Kronecker—Weber).
Jeder abelsche Zahlkorper ist ein Kreiskorper.

Zur Terminologie (nochmals): L ist ein abelscher Zahlkorper, falls L eine iiber Q
endliche Galoiserweiterung mit abelscher Gruppe ist. Unter einem Kreiskérper verste-
hen wir einen Teilkorper eines Kreisteilungskorpers iiber Q. Teilkorper und Komposita
von abelschen Zahlkorpern sind abelsch; Teilkorper und Komposita von Kreiskorpern
sind Kreiskorper.

Alle Zahlkorper werden als eingebettet in C betrachtet. Fiir einen algebraischen
Zahlkorper K definieren wir

5(K) = {p € P|p| Dx}.

Nach (9.3) ist 6(K) gerade die Menge der Primzahlen, die in K verzweigen.

17.2) Lemma. Fir algebraische Zahlkérper K, F gilt:
a) Ist K C F, soist §(K) C §(L).
)

(
(
(b) 6(KF) = 0(K) No(F).

(c) Ist §(K) = @, so ist K = Q.

Beweis. (a) Transitivitdt des Verzweigungsindex’ (7.3).

(b) Nach (15.7) gilt §(K) = §(K’'), wenn K’ die Galoishiille von K|Q ist. Wir
konnen also K und F als galoissch iiber Q annehmen. Dann ist o — (o|K,o|F) ein
Monomorphismus von Gal(K F'|Q) in das direkte Produkt Gal(K|Q) x Gal(F'|Q), wobei
Tragheitsgruppen in Tragheitsgruppen abgebildet werden. Ist also p eine Primzahl, die
weder in K noch in F' verzweigt, und ist ‘P ein Primideal von KF {iber p, so ist Tip = 1
und daher p unverzweigt in K F. Die Umkehrung folgt aus (a).

(c) Dies ist (12.4). O

(17.3) Argumentation. Sei L ein abelscher Zahlkérper. Um zu zeigen dass L ein
Kreiskorper ist, bietet sich die Induktion nach dem Grad [L : Q] an. Dies reduziert
auf die Situation, wo L|Q zyklisch vom Primzahlpotenzgrad ist. Dann sind n&mlich
alle echten Teilkorper von L Kreiskorper, und man ist fertig, es sei denn, es gibt nur
einen maximalen Teilkorper. Im letzteren Falle ist L|Q wie behauptet, denn endliche
abelsche Gruppen mit nur einer minimalen Untergruppe sind nach (0.4) zyklisch von
Primzahlpotenzordnung. Fiir unsere Zwecke reicht es, per Induktion nach der Anzahl
der Primteiler von [L : Q] zu argumentieren. Dies fiihrt zumindest auf die Situation,
dass [L : Q] eine Primzahlpotenz ist.
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(17.4) Satz. Sei L ein abelscher Zahlkorper und p € §(L) ein Primzahl, die nicht
in [L : Q] aufgeht. Dann gibt es einen abelschen Zahlkorper K mit 6(K) = §(L) \ {p}
und einen Kreiskérper F C Q(ep), so dass L C KF gilt. Es ist [K : Q] dberdies ein
Teiler von [L : Q).

Beweis. Sei G = Gal(L|Q) und p|p in L. Wegen p { |G| ist p zahm verzweigt
in L (15.2). Nach (14.2)(a) ist G, = (o, 7), wobei die Tragheitsgruppe T, = (t) und
o~ lr0 = 7P ist. Da G, abelsch ist, folgt 77! = 1. Dabher ist |T,| = e = e(p|p) ein
Teiler von p—1 ist. Insbesondere ist p ungerade (e > 1). Sei F' der Teilkérper von Q(e))
mit [F': Q] = e. Nach (10.3) ist F|Q zyklisch mit 6(F") = {p}, und p verzweigt total in
F. Setze F = LF und H = Gal(E|Q). Es ist E wieder ein abelscher Zahlkérper, und
zwar mit 6(F) = 6(L) nach (17.2)(b), in welchem p zahm verzweigt.

Sei B ein Primideal von E iiber p und K = E,, ) der Trigheitskorper. Nach (8.4)
b

ist p unverzweigt in K, daher 6(K) C §(E) \ {p}. Nach (17.2)(c) ist K N F = Q. Wir
behaupten, dass KF' = E = LF ist. Dies beweist dann den Satz.

Die Einschrankung o +— (o|L,o|F) ist ein Monomorphismus von H in das direkte
Produkt G x Gal(F|Q). Dabei wird die zyklische Gruppe Hgg) ) in das direkte Produkt
der entsprechenden Tragheitsgruppen abgebildet, die beide zyklisch der Ordnung e sind.
Da der Verzweigungsindex von p in F ein Vielfaches von e ist, ist also H 5530 ) zyklisch der
Ordnung e = [F': Q] = [E': K]. Da KN F = Q ist, ergibt sich wie behauptet £ = KF.
Ferner ist [K : Q] = [E: F]=[LF : F]=[L: LN F]ein Teiler von [L : Q]. O

Nach (17.3), (17.4) hat man fiir den Beweis von Kronecker—Weber Galoiserweiterun-
gen L|Q vom Grade [L : Q] = p® fiir eine Primzahl p zu betrachten (a > 1), in welchen
nur die Primzahl p verzweigt (6(L) = {p}). Wir werden die Abelschheit von L durch
die Forderung erzwingen, dass L (total) reell ist.

(17.5) Satz. Sei L|Q galoissch und G = Gal(L|Q) eine 2-Gruppe. Ist 6(L) = {2}
und L (total) reell, so ist L|Q zyklisch und L ein Kreiskérper.

Beweis. Wir konnen G # 1 und 6(L) = {2} annehmen (17.2)(c). Da L reell
ist, ist @(\/5) der einzige quadratische Zahlkorper in L. Das bedeutet, dass G nur eine
maximale Untergruppe hat und daher zyklisch ist. Sei [L : Q] = 2% und L’ der maximale
reelle Teilkorper von Q(ega+2). Nach (10.3) ist 0(L") = {2}. Fiir das Kompositum LL’
gelten alle Voraussetzungen des Satzes. Daher ist LL'|Q zyklisch und L = L'. O

Ist in (17.5) L nicht reell aber L ein abelscher Zahlkérper, so ist Lo = L(v/—1)NR
ein (total) reeller Korper (normal iiber Q), und ist [Ly : Q] = 2 und L’ wie eben, so ist
Ly = L' und

L € L(V=T) = Lo(v=1) € Q(egers).
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Wir haben also nur noch die (17.5) entsprechende Situation fiir ungerade Primzahlen
zu betrachten. Ubrigens hat der Zerfallungskorper von X* — 2 iiber Q als Galoisgruppe
eine Diedergruppe der Ordnung 8 und nur die Primzahl 2 verzweigt in ihm.

(17.6) Satz. Sei L|Q galoissch und Gal(L|Q) eine p-Gruppe fiir eine ungerade
Primzahl p. Ist 6(L) = {p}, so ist L|Q zyklisch und (daher) L ein Kreiskérper.

Beweis. Hier ist L automatisch (total) reell. Es geniigt zu zeigen, dass L|Q zyklisch
ist. Ist dann etwa [L : Q] = p® und L’ der Teilkorper von Q(e,a+1) mit Grad [L': Q] =
p®, so ist nach (10.3), (17.2)(b) §(LL") = {p} und daher mit demselben Argument
Gal(LL'|Q) ein zyklische p-Gruppe und somit L = L’.

Angenommen, L|Q ist nicht zyklisch. Dann hat Gal(L|Q) eine nichtzyklische Fak-
torgruppe der Ordnung p? und daher L einen Teilkorper F, der iiber Q galoissch ist mit
nichtzyklischer Gruppe G = Gal(K|Q) der Ordnung p?. Nach (17.2) gilt 6(K) = {p}.

Sei P|p ein Primideal in K. Wiére die Tragheitsgruppe Ti eine echte Untergruppe
von G, so ware der Fixkorper eine echte Erweiterung von Q, in welcher keine Primzahl
verzweigt. Das geht nicht nach (17.2)(c). Nach (15.2) ist G = G%)) = G;(Bl), also p total
und wild verzweigt in K. Nach (16.6) ist Ag, |z eine Potenz von . Wir behaupten,

dass
(Agpiz) Ric = F207Y

fiir jeden Teilkérper F von K mit [F : Q] = p ist. Sei G = Gal(F|Q) und p =
‘BN EF. Sei t minimal derart, dass C_l,(,t) = 1 ist. Nach der Hilbertformel (16.9) gilt dann
np(Ag,z) = t(p —1). Wegen e(p|p) = p gilt nach (16.6) andererseits die Abschitzung
p < np(Arpz) <p-vp(p) +p—1=2p—1. Esfolgt £ = 2 (wegen p > 2) und die
Behauptung (wegen e(B|p) = p). (Warum ist Dp = +p>P~1 ?)

Sei nun s minimal mit der Eigenschaft, dass G,(g) # G ist. Nach (15.2) ist dann

(8) _ ~(s=1) ) ~(8) ~v .+ _ ot
G/Gg13 =Gy /G‘ﬁ kg =F,.
Also ist F' = K vom Grad p iiber Q. Existierte F/ # F in K mit Grade p iiber Q,
by
so ware nach (15.4) Gal(L|F’)$) = Gal(L|F")n Gg) = 1 und daher
n‘B(ARKmF/) < nm(ARK|RF)

nach (16.9). Wir erhielten einen Widerspruch aus der Transitivitét (16.2) der Differenten
Ap,z (bzgl. F bzw. F'). Also ist F einzig, und G = Gal(K|Q) und Gal(L|Q) sind
zyklisch . [

Der Satz von Kronecker—Weber (17.1) folgt per Induktion nach der Anzahl der
Primteiler von [L : Q] aus (17.4), (17.5), (17.6).
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Anhang

Klassenkorpertheorie

Sei K ein algebraischer Zahlkérper. Unter einem Modul (Zykel, Divisor) m von K
verstehen wir ein formales Produkt m = moms, wobei mg = [[ p, p™* ein (ganzes)
Ideal von K (d.i., von R ) und m, ein Produkt von paarweise verschiedenen archimedi-

schen Bewertungen von K ist (leeres Produkt = 1). Mit Ig“) = Ié(mO) wird die freie

abelsche Gruppe der Ideale von K teilerfremd zu (allen Primstellen in) mg bezeichnet
(5.7). Hé{m) ist die Gruppe der gebrochenen Hauptideale (z) von K, fiir welche gilt:

(i) vp(x — 1) > m, fiir alle p | mg (my > 0);
(ii) « > 0 bzgl. jeder reellen Bewertung |- |, in mu.

Eine archimedische Bewertung (unendliche Primstelle) | - |, von K verzweige in einem
Erweiterungskorper L, falls sie reell aber eine Fortsetzung auf L imaginar ist. Mit [ ém)
wird die Gruppe der Ideale von L bezeichnet, die teilerfremd zu den Primidealen von L
iiber denen in mg sind.

Artin-Reziprozitdt. Fir jede endliche abelsche Erweiterung L|K existiert der
kleinste Modul f = frx (“Fiihrer”) in K mit folgenden Eigenschaften:

(i) f ist genau durch die in L verzweigenden Primstellen teilbar.

(ii) Ist m ein Modul in K mit f | m, so ist nach (i) und (10.4) der Artin-Homomor-
phismus ¢r,k : Il((m) — Gal(L|K) erklart. Dieser induziert einen Isomorphismus

I /HEN o (1I8Y) = Gal(L|K).

Fiir einen Beweis vgl. man Neukirch, Kap. 6, §7. Den Artin-Homomorphismus

schreibt man meist ¢p | x = <L|—K> Ist K = Q und L = Q(&,,) der m-te Kreis-

teilungskorper (m > 3 ungerade oder durch 4 teilbar), so ist nach (10.3), (10.4)
Npjo(Ii™) € Ker(prjg) = HY"™>.
Dabher ist ](LIQ = MPoo. Zu LT = Qem + 5T_n1) gehort der Fiihrer fr+0 = m.

Beispiel. Sei K = Q und L = Q(V/d) ein quadratischer Zahlkorper (1.1). Fiir eine
zu Dy, teilerfremde ungerade natiirliche Zahl r > 0 definiere das Jacobi-Symbol durch

(V)P = (C_l)\/gl_

r

Aus der Artin-Reziprozitat folgt (%) = (g) fir r = s(mod8dy), dy der ungerade
Anteil an d. In dieser Weise kann das Quadratische Reziprozititsgesetz (fiir das Jacobi-
Symbol) abgeleitet werden.
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Existenzsatz. Sei m ein Modul von K und C' eine Untergruppe von Ié(m), die
Hﬁ(m) enthdlt. Dann gibt es (in festem algebraischen Abschluss) genau eine abelsche
Erweiterung L|K, fir welche C = HI(?)NMK(I?)) und Ii((m)/C >~ Gal(L|K) via Artin-
Homomorphismus ist. L ist der “Klassenkorper” zur Idealklassengruppe C/HI(;“).

Fiir einen Beweis vgl. man Neukirch, Kap. 6, §6. Zu abelschen Erweiterungen L, L’
von K findet man immer einen (zuldssigen) Modul m von K, der durch beide Fiihrer
teilbar ist, und dann gilt L C L' <= (C D (' fiir die entsprechenden Idealgruppen.
Jedem abelschen Zahlkorper L konnen wir daher einen zulassigen Modul m = mp., von
Q mit einer Nummer m > 3 (nicht zweimal ungerade) und eine Idealgruppe C' D H(émp =)
zuordnen. Folglich ist L C Q(e,,) (Kronecker—Weber).

Definition. Der Klassenkorper L zum Modul f = 1 von K und zur Untergruppe
C = Hpg heifit der Hilbertsche Klassenkorper Hil(K) von K. Dies ist der grofite iiber
K abelsche Korper, in welchem keine (endliche oder unendliche) Primstelle verzweigt
(Existenzsatz). Es gilt also Gal(Hil(K)|K) = Ix /Hk = Clk via Artin-Reziprozitét.

Nach (12.4) ist zum Beispiel Hil(Q) = Q. Wie schon von Hilbert vermutet (Hilberts
Satz 94), wird jedes Ideal von K Hauptideal in Hil(K) (Neukirch, S. 429). Nach Kon-
struktion ist Hil?(K) = Hil (Hil(K)) galoissch iiber K; allerdings bricht der Klassenkdr-
perturm Hil*(K) i.a. nicht ab (Cassels—Frohlich, Chap. 9).

Beispiel. Sei K = @(\/3) ein imaginarer quadratischer Zahlkorper und D = Di =
pi -+ pl, wobei 2* € {—4,£8} und p* = (%)p fiir ungerade Primzahlen p gesetzt ist
(§10). Es ist L = Q(1/p},---,vP%) € Q(ep|) (10.6). Keine (endliche oder unendliche)
Primstelle von K verzweigt in L (!). Daher ist L C Hil(K), somit 27! | hg.

Satz. Sei K|Q eine Galoiserweiterung mit Gruppe G. Ist G eine p-Gruppe fir
eine Primzahl p und verzweigt nur eine Primzahl in K, so ist p kein Teiler von hy .

Beweis. Angenommen, p | hx. Sei L der Hilbertsche p-Klassenkoérper von K,
d.h., L C Hil(K) und Grad [L : K| gleich dem p-Anteil von hg. L|Q ist galoissch und
H = Gal(L|Q) eine p-Gruppe. Die Tragheitsgruppe eines iiber der in K verzweigenden
Primzahl liegenden Primideals von L ist eine echte Untergruppe von H, liegt also in
einer maximalen Untergruppe N. Da N normal in H ist, ist der Fixkorper FF = Ly
galoissch iiber Q (vom Grade p). Keine Primzahl verzweigt in F' nach Voraussetzung
(und Konstruktion). Aber dies widerspricht (12.4). O

Sei K, der Teilkorper von Q(e,e+1) mit Grad [K, : Q] = p® (p € P~2, a > 1). Nach
(10.3) verzweigt nur die Primzahl p in K,, und nach (17.6) ist Gal(K,|Q) = Z/p*Z.
Die Vereinigung K = Uu>1 Ko heiit die Twasawa-Kreiserweiterung von Q zur Primzahl
p. Nach obigem Satz gilt_p { hi, fir alle a. Das ist eine der Ideen, die dem Beweis der
Fermat-Vermutung nach Wiles zugrundeliegen.
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(1)

(2)

(3)

(4)

["Jbungsaufgaben

Blatt 1 (15.10.2008)

Man berechne die Elementarteiler der ganzzahligen Matrix

0 9 —18 12
¢= <—6 -12 0 24) '
Welche abelsche Gruppe mit 4 Erzeugenden und 2 Relationen wird dadurch be-
schrieben 7

Seien a > 0 und b > 0 teilerfremde natiirliche Zahlen. Man zeige, dass durch
elementare Zeilen- und Spaltentransformationen folgende Aquivalenzen gelten:

—a 0 N 1 0 (e 0
0 -b 0 ab 0 b))’
Interpretation: Die abelsche Gruppe Z/aZ & Z/bZ ist die zyklische Gruppe Z/abZ.

. —a 0 a 0
o
Warum ist ( 0 —b) b <O b) /

Sei R ein Integritatsbereich (mit 1 # 0). Man zeige:

(a) Hat R nur endlich viele Elemente, so ist R ein Korper.

(b) Ist R ein Hauptidealring mit nur einem maximalen Ideal p = 7R # 0, so ist
jedes von Null verschiedene Ideal von R eine Potenz p”™ = 7" R, und es gilt der

Elementarteilersatz fir R.

Sei p eine Primzahl, und sei A ein assoziativer Ring mit 1 # 0 und Ordnung
|A| = p?. Man zeige:

(a) A ist kommutativ. (Das Zentrum Z(A) = {z € A|zx = zz fir alle x € A} ist
ein Teilring von A.)

(b) Die Menge J = J(A) = {a € A| a™ = 0 fiir ein n € N} der nilpotenten Elemente
ist ein Ideal von A.

(c) Ist J # 0, so ist J das einzige maximale Ideal von A (Ordnung p) und A* = A\ J
die Einheitengruppe.

(d) Ist J = 0, so ist entweder A ein Korper oder A hat nichttriviale Primideale
p # p’ (der Ordnung p) mit pp’ =pNp’ =0.

Zusatz. Welche Isomorphietypen gibt es fiir A 7
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(5)

(6)

(7)

(8)

Blatt 2 (20.10.2008)

Sei R = Z[i] der Ring der ganzen Gaufischen Zahlen (i = —1).

(a) Man zeige, dass p = (1 + i) R ein maximales Ideal von R und 2R = p? ist.

(b) Ist p eine ungerade Primzahl und p = a? + b? mit a,b € Z, so ist p = 1 (mod 4)
und pR = pp’ mit Primidealen p # p’.

(c) Ist p eine Primzahl mit p = 1 (mod 4), so gibt es eine ganze Zahl x mit p | 22 +1,
denn F ist zyklisch der Ordnung p — 1 und enthélt wegen 4 | p— 1 ein Element z
der Ordnung 4. Warum ist 22 = —1 ?

(d) Ist p eine Primzahl mit p = 1 (mod4), so ist p Summe von 2 Quadraten in Z
(Fermat).

Man zeige, dass der Ring R = Z[v/2] der ganzen Zahlen in K = Q(v/2) euklidisch
bzgl. des Betrags der Norm N = Ny g ist. (Man iiberlege, dass es zu z,y € Q
immer ganze Zahlen a,b gibt mit |(z — a)? — 2(y — b)?| < 1.)

Man berechne die Einheiten des Rings R = Ry der ganzen Zahlen fiir die reellen
quadratischen Zahlkorper K = Q(\/a) mit d = 6,7,17. Man gebe jeweils die Norm

der Fundamentaleinheit an.

Sei R = Z[v/—3]. Man zeige, dass R (im Gegensatz zu Z[%jg]) Ideale a hat,
die keine Hauptideale sind. (Vorschlag: a = (2,1 4+ v/—3).) Man zeige ferner, dass
es Ideale b # 0 von R gibt, die nicht Produkte von Primidealen sind. (Vorschlag:
b=2R.)
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(9)

(10)

(11)

(12)

Blatt 3 (27.10.2008)

Sei K = Q(v/—5) und R = Rg. Nach (1.9) der Vorlesung ist R kein faktorieller
Ring, also auch kein Hauptidealring. Man zeige, dass p = (3, 14++/—5) ein Primideal
von R ist aber kein Hauptideal. Man zeige ferner, dass p? ein Hauptideal von R
ist.

Man gebe die Zerlegung der Primzahlen p = 2,3,5 im Korper K = Q(v/—5) an,
d.h., man schreibe pRk (eindeutig) als Produkt von Primidealen von Ry . Welche
der auftretenden Primideale sind Hauptideale ?

Sei p eine ungerade Primzahl und e eine primitive 8-te Einheitswurzel iiber IF),.
Man zeige:

(a) 8 ist ein Teiler von p> — 1 = (p — 1)(p + 1) und daher [F,(¢) : F,] = 1 oder 2.
(b) Fiir x = e + e~ ! gilt 22 =2 und 2P = &P + 7P,

(c) Genau dann ist x € F, wenn p = 41 (mod 8) ist.

Das Legendre-Symbol <5> fiir eine ungerade Primzahl p wurde in (1.8) der Vor-
lesung eingefithrt. Man zeige: Ist n eine ganze Zahl mit p t n, so gilt (%‘) =1
genau dann, wenn es teilerfremde ganze Zahlen z,y gibt, so dass p ein Teiler von
2% + ny? ist. Fiir n = 1,2, 3 impliziert diese Teilbarkeitsbeziehung die Existenz
ganzer Zahlen a,b mit p = a? 4+ nb?.

Anmerkung. Wir kennen schon die beiden Gesetze (_71) =1 <= p=1(mod4)
und (%) =1 <= p=+1(mod8) (Ubungen (5) und (11)). Hinzu kommt also
jetzt (%) =1 < p=+41(mod12). (Warum ?)

Zum Legendre-Symbol

Sei p eine ungerade Primzahl. Fiir eine ganze Zahl a ist (¢) = 0,+1 wie in (1.8) der

a
p

Vorlesung definiert. Dies hangt nur von der Restklasse von a mod p ab und definiert

einen Charakter (Gruppenhomomorphismus) Fy — ({+1},-). Ist z = a + pZ mit p { a,

so ist (L) = z(P=1/2 in F% und = € F? ein Quadrat in F genau dann, wenn z im Kern

z
p

des Endomorphismus’ z — z®~1/2 yon [F} ist. Nun zu einigen Ubungen:

(5) Nach (1.3) der Vorlesung ist der Ring R = Z][i] der ganzen Gaufischen Zahlen

ein Hauptidealring. Nach (1.8) gilt (_71) = 1 genau dann, wenn pR = pp’ ist mit
Primidealen p # p’ von R der Norm p. Es ist dann p = (a + ib) R mit a,b € Z und
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p = N(a+ib) = a®+b* gemiB (1.5). Da p ungerade ist, ist etwa a ungerade und b gerade,
daher p = 1 (mod4). Ist umgekehrt 4 | p — 1, so enthilt die (zyklische) Gruppe Fj (der
Ordnung p — 1) ein Element der Ordnung 4, dessen Quadrat —1 in F} ist. Folglich ist
(%1) = 1 in diesem Falle. Ergebnis: (’71) = (=1)P=D/2 und dies ist genau dann +1,
wenn p = a® + b? mit a,b € Z ist.

(11) Sei ¢ eine primitive 8-te Einheitswurzel iiber F,. Dap? — 1= (p+1)(p — 1)
durch 8 teilbar und F, zyklisch der Ordnung p? — 1 ist, gilt [F,(e) : Fp] = 1 oder
2. Setze x = ¢ +e 1. Wegen ¢* = —1 gilt €2 = —¢~2 und daher 22> = 2. Wegen
xP =P + & P gilt 2P = z fiir p = £1 (mod8) und 2P = &% +e7°% = —(e + ¢~ 1) = —z fiir
p = £5(mod8). Also ist x € F), (und damit 2 ein Quadrat in F,) genau dann, wenn
p = +£1(mod 8) ist. Ergebnis. (%) = (—1)(p2_1)/8.

(12) Sei n eine ganze Zahl mit p 1 n. Ist <_Tf‘> = 1, so gibt es ganze Zahlen z,y
mit p{ xy und 22 = —ny? (mod p), d.h., mit p | 22 + ny?. Wir kénnen annehmen, dass
x und y teilerfremd sind. Ist umgekehrt p | 22 4+ ny? mit ganzen, nicht durch p teilbaren
Zahlen z,y, so ist (%) =1. Sei nun n € {1,2,3} und s € Z mit s> = —n (mod p). Sei
M =[—/p/2,/p/2]NZ. Da |M x M| > p+1ist, gibt es (z,y) # (z',y') in M x M mit
x = sy (mod p) und =’ = sy’ (mod p). Setze a =x — 2’ und b=y — ¢’ bzw. =y + 79/, je
nachdem ob y und y" dasselbe Vorzeichen haben oder nicht. Dann ist a = +sb (mod p),
also a? = —nb? (mod p), und a? < p, b?> < p/4. Wirea = 0 = b, so wire v = 2/, y = —/
und p ein Teiler von x — sy und von x + sy, mithin von 2z. Dies ist nicht moglich, da
p ungerade und |z| < p ist. Da p ein Teiler von (0 <) a® + nb* (< Tp/4 < 2p) ist, folgt
p = a® + nb?.

Anmerkung. Der Fall n = 3 (und p > 5) ist interessant. Es ist (_73) = 1 genau dann,
wenn [F,, eine primitive 3-te Einheitswurzel € = #TS
3]p—1gilt. Wegen (3') = —1giltalso (=2) =1 <= p=1(mod3) < (&) =1.

P
Mit (5) erhalten wir (durch Betrachten von (Z/12Z)*) das neue Gesetz:

enthalt, also genau dann, wenn

<}_?;> =1 < p=+1(mod12).
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(13)

(14)

(15)

(16)

Blatt 4 (3.11.2008)

Man gebe mindestens 4 Tripel paarweise teilerfremder natiirlicher Zahlen a, b, ¢ an,
wobei a ungerade ist und a? + b? = 2 gilt.

Sei ¢ = _1+T V=3 eine primitive 3-te Einheitswurzel iiber Q. Warum ist —e2 =
H'T V=3 eine primitive 6-te Einheitswurzel ? Warum ist 7 = & — 1 ein Primelement

in dem Hauptidealring R = Z[e] ? Man zeige:

(a) Sind «, 3 Elemente von R mit a = 3 (mod ), so gilt a® = 33 (mod 73).
(b) Ist « € Rmit 7t a (o € TR), so ist a® = £1 (mod 73).

(c)

a® + 3% = 43. Dann kann etwa 7 { o3 angenommen werden. Man zeige, dass dann

Sei angenommen, es gebe paarweise teilerfremde Elemente «, 3, in R mit

7 ein Teiler von ~ ist. (Auch dies konnte Gaufl ausschlieflien.)

Sei K ein algebraischer Zahlkérper und « ein primitives Element fiir K|Q, also
K = Q(«). Das Minimalpolynom f = mg, von «a zerfalle iiber C als Produkt
[ =1, (X — ;) (etwa o = ag). Warum ist f separabel, d.h., die Diskriminante
Dy = [ljc;(i —;)* # 0?7 Die Norm N(a) = Ng|g(a) ist das Produkt der
Konjugierten a; von a. Jedes f € K ist von der Form § = g(a) fiir ein rationales
Polynom g, und dann ist N(8) = [[;_, g(a;). Man zeige, dass dies wohldefiniert

ist. Ferner zeige man, dass
Dy = (=1)"""D2N(f(a))
gilt. Hier bezeichnet f’ die (formale) Ableitung von f.

Sei p eine ungerade Primzahl, ¢ = ¢, eine primitive p-te Einheitswurzel und L =
Q(e). Definiere die Diskriminante Dy = Dg, durch das p-te Kreisteilungspolynom
®,,. (Dies ist begiindet durch die Tatsache, das nach (2.6) der Vorlesung R; =
Zle] = Z[X]/(®,) der Ring der ganzen Zahlen von L ist.) Unter Verwendung von
(15) zeige man

Dy = (—1)=1/2pp=2,

(Hinweis: Durch Differentiation von (X —1)®,(X) = X? — 1 erhilt man die Glei-
chung (e — 1)@/ () = peP~'.)
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(17)

(18)

(19)

(20)

Blatt 5 (10.11.2008)

Welche der folgenden komplexen Zahlen sind ganz-algebraisch 7

(14 v3)/2; (1+v/=3)/2; sin T; e™/%; (1 +1)/v/2.

Seien R C S Integritatsbereiche mit Quotientenkérpern K C L. Man zeige:
(a) Ist S|R ganz, so ist L|K algebraisch.
(b) Ist S = Rp|p der ganze Abschluss von R in L, so ist

L={%peS 0+acR}.

Seien R C S Integritatsbereiche (automatisch mit derselben 1). Ist u € S* eine
Einheit, so ist der Ring R[u] N R[u~!] ganz iiber R. (Zu z € R[u] N R[u~!] finde
man n € N derart, dass fir M = R+ Ru+ Ru® + ... + Ru™ gilt zM C M.)

Sei K ein quadratischer Zahlkorper und R = Ri. Man zeige, dass es immer eine
Primzahl p gibt, die in K verzweigt. Dann ist also pR = p? mit einem Primideal

p von R der Norm p. Man zeige, dass R/pR isomorph zum Ring aller oberen
Dreiecksmatrizen der Form (g 2) iiber F,, ist (vgl. Ubung (4)). Warum gibt es

nur endlich viele in K verzweigende Primzahlen ?
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Blatt 6 (17.11.2008)

Durchweg seien d; # dy quadratfreie ganze Zahlen # 0,1 und d3 = dyds/ggT(dy,d2)?.
Dann sind die K; = Q(+/d;) fiir i = 1,2,3 die drei quadratischen Zahlkoérper in dem
biquadratischen Korper L = K1 Ky = K1 K3 = K9 K3. Die Ringe der ganzen Zahlen in

den K; sind nach (1.2) der Vorlesung bekannt. Seien N; = Nz g, und Tr; = Trp g, die

relativen Normen und Spuren.

(21)

(22)

(23)

(24)

Sei i € {1,2,3} und a € L. Man zeige, dass a € Ry, genau dann ganz-algebraisch
ist, wenn N;(a) und Tr;(a) ganz-algebraisch sind.

Sei d; = 3(mod4) und dy = d3 = 2(mod4). Durch Berechnen von Tr;(«) fiir
i = 1,2,3 zeige man, dass jedes o € Ry, die Form 1(a + bv/dy + ¢v/da + dv/d3)
hat mit a,b, ¢,d € Z. Durch Betrachten von Nj(«) zeige man, dass a und b gerade
und ¢ = d(mod2) sein muss. (Hinweis: \/da\/d3 = +dy\/d; mit geradem d) =
do/ggT(dy,ds).) Man folgere, dass {1,+/d, \/d_g,M} eine Ganzheitsbasis
von L ist.

Sei d; = 1(mod4) und dy = d3 = 2 oder 3 mod4. Wieder hat jedes o € Ry, die
Form %(a + by/dy + ¢\/ds + dv/d3) mit a,b,c,d € Z. In diesem Fall erhilt man
a = b(mod?2) und ¢ = d (mod 2). Man folgere, dass {1, %, Vda, M} eine
Ganzheitsbasis von L ist.

Man berechne die absolute Diskriminante Dy, in den beiden in (22), (23) behan-
delten Fallen.

Anmerkung: Ist dy = dy = d3 =1 (mod 4), so ist

. 1+2\/d_1’ 1+2\/d_27<1 +2\/d_1)(1 +2\/d_3)}

eine Ganzheitsbasis von L. Damit sind dann, bei eventueller Vertauschung der d;, alle

moglichen Fille behandelt.
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(25)

(26)

(27)

(28)

Blatt 7 (24.11.2008)

Sei p > 5 eine Primzahl und L = Q(e) fiir eine primitive p-te Einheitswurzel € = ¢,,.
Sei « = e+¢e7 ! und K = Q(«) der maximale total reelle Teilkorper von L. Man
zeige (unter Verwendung von (2.6) der Vorlesung), dass Rx = Z[a] ist. Man folgere,
dass sin(7) und sin(%”) keine ganz-algebraischen Zahlen sind.

Das Polynom f = X° — X + 1 ist irreduzibel mod 5 (Beweis!) und daher iiber Q.
Sei a € C eine Wurzel von f in C und K = Q(«). Warum ist « € R = Rg 7
Warum ist die Diskriminante Dy = Ng|o(f'(a)) ? Man berechne:

(a) Trgo(a) =0, Ngjg(a) = —1.

(b) Es ist 8 = f'(a) = =2 + 4 und daher f(ﬁ) = 0. Man berechne das Mini-
malpolynom mgq g und damit Dy.

(c) Aus dem Ergebnis fiir Dy leite man ab, dass Dy = Dg und R = Z[¢] ist.

Sei K ein algebraischer Zahlkorper. Man zeige, dass die absolute Diskriminante
Dk genau dann positiv ist, wenn die Anzahl r5 der Paare konjugiert komplexer
imaginarer Einbettungen von K in C gerade ist.

Fiir die Diskriminante eines algebraischen Zahlkérpers K gilt D = 0 (mod 4) oder
Dy =1 (mod4). (Hinweis: Sei {a;} eine Ganzheitsbasis von K und det((ai)g) =
P — N, wobei die o die verschiedenen Einbettungen von K in C sind und P in der
Leibniz-Formel der Anteil der geraden Permutationen ist, N der der ungeraden.
Dann ist D = (P — N)? = (P + N)? — 4PN. Man verwende, dass P + N und
PN ganz-algebraisch sind und invariant unter allen o;.)
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(29)

(30)

(31)

(32)

Blatt 8 (1.12.2008)

Es seien U C V freie Z-Moduln des gleichen endlichen Ranges n > 1. Man zeige:
(a) Der Index |V : U] ist endlich.

(b) Ist p eine Primzahl mit p { |V : U], so gilt U, = V{;) fiir die Lokalisierungen
bei (p) = pZ.

Man beantworte folgende Fragen, jeweils mit Begriindung:

e Ist der Polynomring Z[X] ein Dedekindring 7

o Ist der Polynomring Q[X|ein Dedekindring ?

e Ist der Polynomring Q[X, Y] in den Unbestimmten X,Y ein Dedekindring ?

Sei R ein Dedekindring und seien a und b gebrochene Ideale von R.
(a) Genau dann haben a und b dieselbe Klasse [a] = [b] in C/g, wenn es von Null
verschiedene Elemente z,y in R gibt mit za = yb.

(b) Genau dann gilt [a] = [b], wenn a und b als R-Moduln isomorph sind.

Sei R ein Dedekindring und a # 0 ein Ideal von R. Man zeige:

(a) Jedes Ideal von R/a ist durch ein Element erzeugbar. (Man kann a C R an-
nehmen. Es gibt nur endlich viele Primideale von R oberhalb a. Man argumentiere
wie in (5.9) der Vorlesung unter Anwendung des Chinesischen Restesatzes.)

(b) aist (als R-Modul) durch 2 Elemente erzeugbar.
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Blatt 9 (8.12.2008)

Unter einer (multiplikativen) Bewertung des Korpers K versteht man einen Gruppen-

homomorphismus |- | : K* — (Rs¢,-) mit |z 4+ y| < |z| + |y|, wobei man noch |0] = 0

setzt. Die Bewertung heifit nichtarchimedisch, falls stets |z + y| < max{|z|, |y|} gilt.

(33)

(34)

(35)

(36)

Ist K ein algebraischer Zahlkérper und ¢ : K — C eine Korpereinbettung, so
definiert |z|, = |z7]| eine (archimedische) Bewertung von K (| - | der komplexe
Betrag). Es gibt genau 71 + 72 solche Bewertungen von K, wobei 1 die Anzahl der
reellen und ry die der Paare konjugiert komplexer (nichtreeller) Einbettungen von
K ist.

Fiir jede Primzahl p wird durch |z|, = (%)”p(m) eine nichtarchimedische (diskrete)
Bewertung von Q erklért, wobei fiir  # 0 mit v,(x) = r die Ordnung von z bei
pZ bezeichnet wird (z = p"§ mit nicht durch p teilbaren ganzen Zahlen a,b). Fiir
z € Q" ist [z|, = 1 fast immer und [[ cp |2z[, = 1/[z|, wobei || = [ [ der

gewohnliche Betrag auf Q ist.

Sei K = k(X) der Quotientenkorper des Polynomrings iiber dem Kérper k. Sei
0 < ¢ < 1. Fiir jedes irreduzible normierte Polynom p € k[X] wird durch |f|, = ¢"
eine nichtarchimedische (diskrete) Bewertung erklért, wobei r € Z fiir f # 0 durch
f = p"{ mit nicht durch p teilbaren Polynomen g, h bestimmt wird. Fiir f = £
wird ferner durch |f|o = &M —erd(®) eine weitere Bewertung auf K definiert. Es

gilt [T, [flp = 1/1f]oo-

Ist | - | eine nichtarchimedische Bewertung von K, soist R = {x € K : |z| < 1} ein
Teilring von K und m = {z € K : |z| < 1} das einzige maximale Ideal von R.
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Blatt 10 (15.12.2008)
( Weihnachtsaufgabe)

Sei L = k(t) der Quotientenkorper des Polynomrings S = k[t] iiber dem Korper & (in
der Unbestimmten ¢) und K (C L) der Quotientenkérper des Teilrings R = k[t?]. Man
bearbeite bis zum 12.01.2009 vier der folgenden Aufgaben.

(37)

(38)

(39)

(40)

(41)

(42)

(43)

(44)

R und S sind (isomorphe) euklidische Ringe, somit Hauptidealringe, und Dedekind-
ringe.

S = Ry ist der ganze Abschluss von R in L.

Es ist der Grad [L : K] = 2, und L|K ist genau dann separabel, wenn char(k) # 2
ist.

S" = k[t?,t3] = R[t3] ist ein Noetherscher Teilring von S mit Quotientenkérper L,
und jedes Primideal # 0 von S’ ist maximal. Dennoch ist S’ kein Dedekindring.

Sei char(k) # 2. Es ist {1,¢} eine R-Basis von S und die relative Diskriminante
Dg|r = (t?) das von t* erzeugte (maximale) Ideal von R. Man folgere (oder zeige
direkt), dass (t?) = t?R das einzige Primideal # 0 von R ist, das in L verzweigt.

Sei char(k) # 2 und 0 # a € k. Das Primideal p = (t2 — a)R von R zerfillt genau
dann in L (total), wenn a € k*? ein Quadrat in k ist.

Der Bewertungsring von L = k(t) beziiglich der Gradbewertung v, (Grad Nenner
- Grad Zéhler) ist die Lokalisierung des Rings k[}] bei dem Primideal p = Tk[}].

Ist k = C, so zerfallen alle Primideale # 0, >R von R (total) in L. Ist k = R, so
zerfallen alle Primideale p # 0 von R mit Grad dimR/p > 2 (total) in L.
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(45)

(46)

(47)

(48)

Blatt 11 (12.01.2009)

Aus der Tatsache, dass die Primzahl p = 23 in L = Q(e?™*/?3) total verzweigt, aber
jede andere Primzahl in L unverzweigt ist, folgere man, dass K = Q(1/—23) der
(einzige) quadratische Zahlkorper in L ist.

Seien K C L wie in (45). Man zeige, dass p = (2, =23 V2_23) kein Hauptideal aber p3
ein Hauptideal von Ry ist.

Aus (46) folgere man, dass der 23-te Kreisteilungsring iiber Z kein Hauptidealring
ist.

Sei a eine reelle Wurzel von f = X3 —3X + 1 und K = Q(a). Man zeige, dass f
irreduzibel iiber Q und K|Q galoissch ist. (Hinweis: Auch o — 2 ist eine Wurzel
von f; alternativ: K ist Teilkorper von Q(e2™*/?).) Aus dem zweiten Hinweis leite
man Rk = Z[a] ab und zeige, dass 2 in K trége ist und 19 in K total zerfallt.
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Blatt 12 (19.01.2009)

Man bearbeite bis Montag, 26.01.2009, vier der folgenden Aufgaben schriftlich und
moglichst viele bis Montag, 02.02.2009, miindlich.

(49)

(50)

(51)
(52)

(53)

(54)
(55)

(56)

(57)
(58)

(59)

(60)

Seien K C L algebraische Zahlkérper und p eine Primzahl. Verzweigt p total in L,
so auch in K. Ist p unverzweigt in L, so auch in K.

Sei M eine multiplikative Teilmenge und p ein maximales Ideal des Integritatsbe-
reichs R mit M Np = &. Man zeige R+ pyy = Ry und R/p = Ry /pos-

Man bestimme die Fundamentaleinheit des Rings der ganzen Zahlen von Q(v/14).

Sei eg = 2™/ und L = Q(eg). Man zeige, dass p = 2 in L total verzweigt und
dass sonst keine Primzahl dort verzweigt.

Sei L = Q(eg) wie in (52). Man zeige, dass die Diskriminante Dy, eine positive
2-Potenz und dass Z[es] der Ring der ganzen Zahlen in L ist.

Man gebe alle (drei) quadratischen Zahlkorper an, die in L = Q(eg) liegen.

Man zeige, dass eine (ungerade) Primzahl p genau dann in L = Q(eg) total zerfallt,
wenn p = 1 (mod 8) ist.

Sei 5 = €>™/5 und L = Q(e5). Man zeige, dass in Q(v/5) ebenso wie in L nur die
Primzahl p = 5 verzweigt und folgere Q(v/5) = L+ C L.

Man gebe alle Einheiten des Ring Zles] an.

Sei ¢ = e?™/31 [, = Q(¢) und P ein Primideal von Ry, iiber p = 2. Man zeige, dass

der Zerlegungskorper K von ‘B der (einzige) Teilkérper von L mit [K : Q] = 6 ist.

Sei K wie in (58). Warum zerféllt p = 2 total in K 7 Man zeige, dass Rx nicht
monogen liber Z ist, d.h., es gibt kein Element o mit Rx = Zo].

Sei L|Q endlich galoissch. Gibt es eine Primzahl, die in L trige (prim) ist, so ist
Gal(L|Q) zyklisch.
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(61)

(62)

(63)

(64)

(65)

(66)
(67)

Blatt 13 (9.02.2009)

Das Polynom f = X3+ X2 —2X +8 hat keine Wurzel in Z und ist daher irreduzibel
iiber Q. Sei a eine Wurzel von f in C und K = Q(«), R = Ri. Man zeige:

(a) Dy = Dg (1, a, a?) = 4p, wobei p = 503 eine Primzahl ist.

(b) B =4/« ist eine Wurzel von X3 — X2 +2X + 8.

(c) Dko(1,a, 3) = p, und es gilt a’?=2—-a—-2Bund f?=—-2—-2a+ 3.

(d) Es gilt 2R = p1p2ps mit paarweise verschiedenen Primidealen p; von R.
Warum ist der Ring R nicht monogen ?

Das Polynom g = X2 — X + 1 ist irreduzibel iiber Q (Begriindung!) und hat
genau eine reelle Wurzel o. Sei L = Q(«). Man zeige, dass D, = —23 und
(daher) Ry = Z[a] ist, und die Klassenzahl hy = 1. Ferner ist L = K(y/—23) der
Zerfallungskorper von f und Gal(L|Q) = Ss.

Sei h = X* —8X + 12 € Q[X] und G = Galg(h). Man zeige:

(a) hmodb = X*+2X+2 = (X —1)(X3+ X2+ X +3) ist die Primfaktorzerlegung
uber Fs.

(b) h hat keine Wurzel x € Z und daher auch keine in Q (nach Gau8). (Es miisste
x = 1 (mod5) nach (a) sein sowie x ein Teiler von h(0) = 12.)

(c) h ist irreduzibel iiber Q und |G| durch 12 teilbar.

(d) Fiir die Diskriminante von h gilt D), = 2'2 . 3%, Man folgere G = Aj.

Zusatz. Wie kann man aus (d) die Existenz eines Zahlkorpers K mit [K : Q] = 4
folgern, dessen einzige Teilkorper K und Q sind ?

Sei L =Q(v5,v/—1), S = Ry und G = Gal(L|Q).

(a) Man zeige S = Z[%g, v/—1]. Man berechne D, und zeige, dass 2 und 5 die
einzigen in L verzweigenden Primzahlen sind.

(b) Man berechne die Zerlegungsgruppen in G fiir 2 und 5 und den Frobenius
(p, L|Q) fiir alle iibrigen Primzahlen p.

(c) Man zeige, dass kein Primideal von K = Q(v/=5) in L verzweigt. (L ist der
sog. Hilbertsche Klassenkorper von K.)

Bekanntlich (Vorlesung 9.5) ist Z[v/2] der Ring der ganzen Zahlen des (reellen)
Zahlkérpers K = Q(+3/2). Man zeige, dass die Klassenzahl hx = 1 ist.

Man zeige, dass K = Q(1/—23) die Klassenzahl 3 hat.

Man zeige, dass die Galoisgruppe des rationalen Polynoms X° + gX 2 + 3 die sym-
metrische Gruppe S5 ist.
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Test (2.02.2009)

Welche der folgenden komplexen Zahlen sind ganz iiber Z 7 -
34vV5  3+iVE 9 og 2T

2 2 7
Man zeige, dass p = (2,1 + /—5) kein Haupideal von Z[y/—5] ist, dass aber p? ein
Hauptideal ist.
Man bestimme die Fundamentaleinheit des Rings der ganzen Zahlen von Q(v/21).

Sei «v die positive reelle Wurzel von X4 — 2 und K = Q(a). Man zeige, dass 2 in
K total verzweigt.

Sei K = Q(«) wie in (4). Man zeige, dass keine ungerade Primzahl in K verzweigt
und dass Rx = Z[a] ist.

Sei K = Q(a) wie in (4), (5). Man gebe explizit die Primideale p # p’ von Rk
tiber der Primzahl 3 an (3Rx = pp’).

Sei K = Q(a) wie in (4), (5), (6). Sei L|Q die Galoishiille von K|Q, d.h., der
Zerfillungskorper von X4 —2 (etwa in C). Man zeige, dass keine ungerade Primzahl
in L verzweigt und (daher) +£Dj, eine 2-Potenz ist.

Sei L wie in (7). Man zeige, dass Q(v/2), Q(i) und Q(v/—2) die einzigen quadrati-
schen Zahlkorper in L sind.

Sei L wie in (7), (8). Man zeige, dass der Tragheitskorper eines Primideals 3|2 von
R entweder Q oder ein quadratischer Zahlkorper ist. Man schliele das Letztere
aus und zeige damit, dass 2 in L total verzweigt.

Sei L wie in (7), (8), (9). Man zeige, dass keine Primzahl in L trége (prim) ist.
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