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Ubungen zur Elementaren Zahlentheorie (11)

Sei p eine ungerade Primzahl. Ist ¢ die kleinste natiirliche Zahl mit (%) = —1,
so ist ¢ eine Primzahl und ¢ <1+ /p.

Sei p eine Primzahl mit p = 5(mod8). Man zeige, dass es eine ungerade
Primzahl ¢ < /2p gibt mit (1) = —1. (Bekanntlich gilt p = a? + b% mit

a,b € N, und a? — b? ist ungerade mit (“Q;bz) =-1.)

Ist p eine Primzahl mit p = 7 (mod8), so gibt es eine natiirliche Zahl a mit
a? < p < (a+1)2. Ist a gerade, so hat p — a? einen Primteiler ¢ = 3 (mod 4),
und fiir diesen gilt (%) = —1und ¢ < 2,/p—1. Ist a ungerade, so hat (p—a?)/2

einen Primteiler ¢ = 3 (mod 4), und fiir diesen gilt (}) = -1 und ¢ < /p— 1.

Anmerkung: Gaufl hat (mit 19 Jahren) gezeigt, dass es zu einer Primzahl

p = 1(mod8) immer eine ungerade Primzahl ¢ < /p gibt mit (1) = —1 (Dis-
quisitiones arithmeticae). Fir p = 3 (mod 8) gibt es solches ¢ < 14 2,/p, wie
Nagell 1923 gezeigt hat.

Ist p = 1(mod4) eine Primzahl mit p > 17, so gibt es eine ungerade Primzahl

q < /p mit (]%) = 1. (Man schreibe p = a? + 4b* mit a,b € N und a ungerade
und unterscheide die Félle a = 1 und a > 1, b keine Potenz von 2, sowie a > 1,

b ist Potenz von 2 (d.h., p ist Fermat-Primzahl).



