Tiibingen, den 4.2.2003 Prof. Kaup Wintersemester 2002/3

UBUNGEN ZUR ANALYSIS III
Blatt 15

Abgabe am Dienstag, den 11.2.2003, in der Vorlesung

Aufgabe 43
Man zeige fiir alle Matrizen A € C™*" und B € GL,(C):
1. eBAB™" — BeAB~1 und dete? = eSP4, wobei SpA = > a;; die Spur von
A = (a;5) ist.
2. ?™4 — [ (= Einheitsmatrix) gilt genau dann, wenn A diagonalisierbar ist und
nur ganzzahlige Eigenwerte besitzt.

3. Jeder isolierte Punkt von {C' € C™*" : ¢Y = E} ist von der Form 2nmiE mit
n € 2.
[Hinweis: Transformiere auf obere Dreiecksform / Jordansche Normalform.]

Aufgabe 44

Es sei C*°(IR) die komplexe Algebra aller komplexwertigen C*°-Funktionen auf IR und F
die Teilmenge aller derjenigen Funktionen f, die Losung irgendeiner homogenen linearen
Differentialgleichung beliebiger Ordnung mit konstanten Koeffizienten auf IR sind — oder
anders ausgedriickt, fiir die die Familie aller Ableitungen {f, f', f”,...} linear abhéngig
iiber C ist. Man zeige

1. F C C*(IR) ist eine komplexe Unteralgebra mit der Eigenschaft
feEF < f'eF.

2. f € F fiir f(t): = (tcos(t))?. Wie grof muf die Ordnung einer homogenen linearen
Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten mindestens sein, damit sie dieses
f als Losung haben kann?

3. g€ F fiir g(t): = (1 + )1 [Hinweis: Betrachte g im Komplexen.|
4. Jedes f € F mit f # 0 hat nur isolierte Nullstellen in IR. Man gebe einen direkten
Beweis sowie einen anderen mit einem funktionentheoretischen Argument.

Aufgabe 45

Es sei I C IR ein offenes Intervall, A : I — IR™*" eine stetige Abbildung und ¢ : I — IR"
eine Losung der homogenen linearen Differentialgleichung =’ = A(t)x.
Man zeige fiir alle a,b € I mit a < b:

b :
L Ist g 1= [* | A(s)ds < 1, 50 gilt lp(a) — pBI| < 2 [lp(a)]]
2. Ist I nach oben unbeschrénkt und gilt [ [|A(s)||ds < oo, so existiert limy_, 4o ¢ (t)
in R".
3. Muf unter den Voraussetzungen von 2. auch stets lim;_, 1 ¢'(t) existieren?

Dieses ist das letzte Ubungsblatt der Vorlesung. Es diirfen nur die Losungen von zwei der obigen drei

Aufgaben eingereicht werden.



