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Aufgabe 28

Es sei IK ein Korper und X € IK™™" eine nilpotente Matrix, d.h. X™ = 0 fiir ein n € IN.
[Die Matrixpotenzen seien induktiv durch X% = E,, X"*1 = X X" definiert]. Man
zeige:
1. Die Matrix A := Y72, X" (fast alle Summanden verschwinden!) ist invertierbar
und A" ' =E, — X.
2. Ist Char(IK) = 0, so ist die Matrix exp(X) := Y 77, ;X" invertierbar und
exp(X)~! = exp(—X).

Aufgabe 29
3 1 2
1. Man bestimme den Rang der Matrix A:= [ 1 2 1 | € IK®*3 fiir
1 0 2
(i) K = IR, (ii) K = C, (iii) IK = Zs, (iv) K = Zs.
2 2 3 1 0 0
2.FirAd:==(3 1 4|,B:=[0 2 0 | €R** bestimme die Matrizen
1 0 1 0 0 -1

C := ABA~! und C'® explizit.

Aufgabe 30

Es seien V, W Vektorrdume iiber IK und r € IN eine natiirliche Zahl. Man zeige:
1. Die folgenden Aussagen sind fiir jede lineare Abbildung F': V — W &quivalent:

(i) rang(F) <.

(ii) Es gibt lineare Abbildungen G : V — K" und H : IK" — W mit F = H o G.
2. Wie muf} die Bedingung (ii) modifiziert werden, wenn (i) durch “rang(F') = r” ersetzt
wird?
3. Zu jeder Matrix A € IK™*™ vom Rang < r existieren Matrizen B € IK™*" und
C e K™™ mit A = BC.

Die letzte Aussage kann auch so formuliert werden, daf§ durch (B, C) — BC eine sur-
jektive Abbildung ¥ : IK™*" x IK™*"™ — IK™*" definiert wird.

4.* Man zeige fiir alle B € IK™*" und C € IK"™*"

1 (¥(B,C)) ={(BQ,QC) : Q € GL(r,K)} .



