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Aufgabe 1. Es seien vy == (1,1), vg == (1, —1) € Z2. Zeige folgende Aussagen:
(i) Der Aufspann M := Lin(vy,vq) ist ein freier Z-Untermodul von Z? vom Rang rg(M) = 2.
(i) Es gilt M # Z2.
(iii) Es gilt Z2/M = Z/27.
Hinweis: Betrachte in (iii) die Abbildung Z? — Z/27Z, (z1,z3) — r(x1 + 22;2).

Aufgabe 2. Es seien R ein K1-Ring und M ein R-Modul. Zeige: Es gibt einen freien R-Modul F’
so, dass M = F/N fiir einen Untermodul N < F gilt.

Hinweis: Verwende Beispiel 3.2.2, um einen surjektiven Modulhomomorphismus F' — M zu
konstruieren.

Aufgabe 3. Bestimme, in welchen der folgenden Fille die Matrix A € Mat(n,n; R) iiber R
invertierbar ist. Gib gegebenenfalls die zugehorige Inverse A~ € Mat(n,n; R) an.
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Aufgabe 4. Es seien R ein Hauptidealring und a,b € R. Beweise, dass die folgenden Aussagen
dquivalent sind.

(i) Es gibt ¢,d € R so, dass ((a,b), (c,d)) eine Basis des R-Moduls R? ist.

(ii) Die Elemente a,b € R sind teilerfremd.

Die mit ® gekennzeichneten Aufgaben sind zur besonders sorgfiltigen schriftlichen Ausarbeitung
vorgesehen und werden mit 0-4 Punkten bewertet.



