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Aufgabe 1
Betrachten Sie die folgende Teilmenge komplexer Zahlen

Zli] :=={a+b-i|la,beZ} CC,
die sogenannten ganzen Gaufschen Zahlen. Beweisen Sie:

(a) Z[i] ist zusammen mit der iiblichen Addition und Multiplikation komplexer Zahlen
ein kommutativer Ring mit Einselement.

(b) Z[i] ist mit der Wertefunktion w : Z[i] — N, z — |z|?, ein Euklidischer Ring.

Aufgabe 2

Fiithren Sie den Euklidischen Algorithmus zur Bestimmung eines grofsten gemeinsamen
Teilers (a, b) von a, b in den beiden folgenden Féllen durch:

(a) a=123456789, b = 555555555 im Ring (Z, +, ).
(b) a=X*"+2X34+2X?+2X +1,b=X?+ X? — X — 1 im Polynomring (Q[X], +, -).

Aufgabe 3

(a) Losen Sie die folgende simultane Kongruenz:

=2 mod4
=1 mod?7
=3 mod?b

(b) Losen Sie die folgende simultane Kongruenz:

9r =6 mod 11
120 =5 mod 7
142z =13 mod 15



Aufgabe 4

Zeigen Sie, dass fiir einen Integritéitsbereich R mit Einselement die folgenden Aussagen
dquivalent sind:

(i) R ist ein Korper.
(ii) R[X] ist ein Euklidischer Ring.

(i) R[X] ist ein Hauptidealring.

Aufgabe 5

Es seien my, my positive natiirliche Zahlen mit my | my. Zeigen Sie, dass die Zuordnung
a mod my — a mod m; einen surjektiven Ringhomomorphismus

f:Z/meZ — Z])m 7
mit der Eigenschaft

#f(amod my) = #{beZ/myZ | f(b) = amod m}

= m2/m1

induziert.



