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2 Vollstiandige Induktion

1 Grundlegende Begriffe

Bezeichnungen:
Summe:
k
Zai = CL1+CL2+"'
i=1
Produkt:
k
H a; ‘= ajq - as
i=1
Beispiel:

Operationen mit Mengen

+ ag

ce A

ANB:={z |z € Aundz € B},

Differenz von Mengen A\ B
Die Gleichungen

AN(BUC)=(AUuB)N(AUC).
AU(BNC)=(ANnB)U(ANC(C).

Durschnitt und Vereinigung von Mengen und Mengenfamilien

ﬂMi::{x|x€Mi Vi e I},

iel

UMi ={z|Fi €I mitx € M;}.

i€l

2 Vollstindige Induktion



3 Lineare Gleichungssysteme

3.1 Matrix von LGS

Ein lineares Gleichungssystem (kurz LGS) mit m Gleichungen und n Variablen
Z1,..., %, (man nennt die auch Unbestimmten oder Unbekannten) hat folgendes

Aussehen:

a1 + @12%2 + + -+ + ATy = bl

A21T1 + Q22X + * ++ + AopTy = b2

Am1T1 + A2l + - + Qpp Ty = bm

Die Koeffizienten a;; des LGS schreibt man als rechteckiges Schema

welches die Koeffizientenmatrix von LGS genannt wird.
Die Koeffizienten b; des LGS schreibt man als Spalte

by
b:= b'2
b
Das rechteckige Schema
apn a2 ain b
(A,b) := a1 a22 azp  be

heifit die erweiterte Koeffizientenmatrix von LGS.
LGS heifit homogen < b = 0;
LGS heifit inhomogen < b # 0;
LGS heifit quadratisch < m = n;
Beispiel von LGS:
Ty + 2205+ 3x3 =6

x1—2x2+x3:0
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21’2 — 3X3 = —1.

Die erweiterte Matrix von LGS:

1 2 3 6
(Ab)=11 -2 1
0 2 -3 —1

Definition 3.1 Mit Los(A,b) C R™ bezeichnen wir die Losungsmenge des LGS mit
der erweiterte Matrix (A, b).

Fiir das Beispiel gilt: Los(A,b) = {(1,1,1)}.

3.2 Der Raum R"

Definition 3.2 Der reelle n-dimensionale Standartraum R” ist die Menge der

geordneten n-Tupel von reellen Zahlen, d.h.
R" :={x=(x1,...,2,) : x1,...,7, € R}

Die Elemente x = (z1,...,2,) € R” nennt man Vektoren. Die Zahlen zy,...,x,
heifflen Komponenten von z. Ein Vektor (0,...,0) € R", dessen alle Komponenten

gleich Null sind, wird Nullvektor genannt und einfach mit 0 bezeichnet.
Operationen mit Vektoren aus R™:
1) Addition:
(1, @) + (Wi, Yn) = (T + Y1y s T+ Yn);
2) Multiplikation mit einer Zahl \ € R:

A (g, @) = (A 2y, Ay,

Definition 3.3 Das Skalarprodukt (z,y) zweier Vektoren = = (x1,...,z,) und
y = (y1,-..,Yyn) ist durch die folgende Formel definiert:

(@, y) =2+ T = Y Tl
=1

Summenzeichen
(Vektoren z,y in R? oder in R? bezeichnet man oft mit Z, 7 und das Skalarprodukt
(x,y) mit Z-7.)
Der Beweis der folgenden Eigenschaften des Skalarprodukts wird dem Leser iiberla-

Ben:



Proposition 3.4 Fir alle z,y,2’,y € R und A € R gelten die folgenden Gleichun-
gen:

(1) (z,y) = (y,z);

(i) (z+2',y) = (z,y) + (&', y);
(i) (z,y +¢) = (z,9) + (z,9);
(iv) (A-z,y) = (2, A y) = A~ (2,9).

Eine Matrix A = (a;;) mit n Spalten und m Zeilen nennen wir m x n-Matrix. Mit

Zz'(A) = (az‘h A2, . . . 7(1m)

bezeichnen wir die i-te Zeile von A, ¢ € {1,2,...,m}, und mit
a;
Si(A) = |
U

die j-te Spalte von A. Mit diesen Bezeichnungen kann man LGS kurz als Glei-

chungssystem
(Zi(A),z) = b1, (Za2(A),x) =by, ..., (Zn(A), ) = b,
oder noch kurzer als
(Zi(A),x) =b;, ie€{l,...,m},

aufschreiben, wobei z = (z1,...,x,) € R" ein unbekannter Vektor ist, der gegebene
Skalarprodukte by, ..., b,, mit Zeilen-Vektoren Z;(A),..., Z,(A) € R™ hat.

Andererseits kann man das gleiche System als eine Vektor-Gleichung

fir Koeffizienten 1, ..., z, bei Spalten-Vektoren S;(A),S2(A),...,S,(A),b € R™

interpretieren.

3.3 Elementare Zeilenoperationen

Definition 3.5 Die folgenden drei Operationen mit Zeilen einer Matrix A werden
elementare Zeilenumformungen genannt:

Typ 1: Vertauschung der i-ten und der j-ten Zeilen (i # j);

Typ 2: Addition der A-fachen j-ten Zeile zur i-ten Zeile (i # j, A € R);

Type 3: Multiplikation der i-ten Zeile mit dem Skalar A € R (X # 0).
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Ist A" die durch eine elementare Zeilenumformung entstandene Matrix, so gilt
Typ 1: Zy(A') = Zk(A) Vk # 4, j und Z;(A") = Z;(A), Z;(A") = Z;(A);

Typ 2: Zy(A') = Zk(A) Vk # i und Z;(A') = Z;(A) + AZ;(A);

Typ 3: Zk(A") = Zp(A) Vk # i und Z;(A") = A\Z;(A);

Satz 3.6 Sei (A,b) die erweiterte Koeffizientenmatriz eines LGS. Ist (A’,b') aus

(A,b) durch endlich viele elementare Zeilnumformungen entstandene Matrix, so gilt

Los(A,b) = Los(A', )

Beweis. Es geniigt zu beweisen, dass die Losungsmenge bei einer einzigen elemen-
taren Zeilenumformung unverédndert bleibt, denn dann &ndert die Wiederholung
nichts. Bei einer elementaren Zeilenumformung vom Typ 1 diese Eigenschaft is offen-
sichtlich, denn die Reihenfolge der Gleichungen ist fiir die Losunsmenge gleichgiiltig.
Bei einer elementaren Zeilenumformung vom Typ 2 oder vom Typ 3 zeigen wir

zunéchst, dass

Los(A,b) C Los(A',b).

Ist ¢ = (c1,...,¢,) € Los(A,b) (d. h. (Zg(A),c) = b, Yk € {1,2,...,m}), so ist
(Zp(A),c) = (Zk(A),c) = by = U, falls k # i. Bei einer elementaren Zeilenumfor-

mung vom Typ 2 hat man:

(Zi(A"),c) = (Zi(A) + NZ;(A), ¢) = (Z;(A),c) + (AZ;(A),c) =

= (Zi(A),c) + NZ;(A),c) = b; + \b; = b,
Bei einer elementaren Zeilenumformung vom Typ 3 hat man:
(Zi(A),c) = (NZi(A),c) = MZ;(A),c) = \b; = b,
Die umgekehrte Inklusion
Los(A',b") C Los(A, b)

folgt aus der Tatsache, dass die Matrix (A, b) selbe aus (A’,b’) durch eine elementare
vom Typ 2 (oder vom Typ 3) entsteht.
0J



3.4 Das Eliminationsverfahren von Gauss

Definition 3.7 Eine m x n Matrix A = (a;;) heifit in Zeilenstufenform, wenn
folgendes gilt:

(i) es gibt eine Zahl r mit 0 < r < m, so dass Z,,1(A) =+ = Z,(A) = 0;

(ii) ist r > 1, so gibt es Zahlen ji,...,j, mit 1 < j; < --- < 7, < n, so dass

A1, #07”'7a7‘jr7é0

und

ap =0 fir alle k£, mit £ <rund [ < ji.

Eine Matrix A in Zeilenstufenform heifit in normierter Zeilenstufenform, wenn
zusétzlich gilt

ajy = - = Apj, = 1

und
ag;, =0 firall b,/ mit k <lund 1 <[ <r.

Die Zahl r (das heifit die Anzahl von Null verschiedenen Zeilen) einer Matrix

A in Zeilenstufenform wird auch mit r(A) bezeichnet.

Satz 3.8 Jede m x n-Matrix A kann man durch elementare Zeilenumformungen

vom Typ 1 und 2 in eine Matriz B in Zeilenstufenform tberfihren.

Beweis. Wir beweisen diese Aussage mit Induktion iiber die Summe m + n. Ist
m = n = 1 und damit m + n = 2, so ist A schon in Zeilenstufenform und wir
brauchen nichts zu beweisen.

Nach Induktionsvoraussetzung kénnen wir annehmen, dass die Aussage des Satzes
fiir alle n, m mit n +m < k gilt. Sei A eine m x n-Matrix mit k + 1 =m + n.

Ist die erste Spalte S;(A) ein Null-Vektor, so ist kann man nach der Induktionsvor-
aussetzung die Matrix A’, die aus A durch Streichen der ersten Spalte entsteht, mit
Elementarumvormungen in Zeilenstufenform iiberfiihren. Die gleichen Elemenenta-
rumvormungen mit Matrix A werden auch die Matrix A in eine Zeilenstufenform
iiberfiithren.

Ist die erste Spalte S7(A) kein Null-Vektor, so kénnen wir durch Vertauschung von
Zeilen eine Matrix A’ erreichen, so dass aj; # 0. Durch Additionen der (—a;/a};)-
fachen ersten Zeile von A’ zur i-ten Zeile von A’ erreichen wir eine Matrix A”, so
dass alle Eintriage a}; der ersten Spalte S;(A”) ausser af; gleich Null sind. Durch
Streichen der ersten Zeile der Matrix A” bekommen wir eine Matrix A", so dass

die erste Spalte S1(A”) ein Null-Vektor ist. Nach der Induktionsvoraussetzung kann
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man die Matrix A” mit Elementarumformungen von Zeilen in die Zeilenstufenform

bringen. Damit tiberfithren wir auch die Matrix A in die Zeilenstufenform. O

Bemerkung 3.9 Man merkt es leicht, daf fiir eine erweiterte Koeffizienten Matrix
(A, b) des LGS in Zeilenstufenform gilt:

Ist 1 < j <, so besitzt die lineare Gleichung (Z;(A), x) = b; keine Variabel z; mit
i < j. Deswegen nennt man das Verfahren, welches eine Koeffizientenmatrix (A4, b) in
eine Zeilenstufenform iiberfuhrt, das Eliminationsverfahren (dadurch eliminiert

man Variablen in LGS), oder Eliminationsverfahren von Gauss.

Satz 3.10 Jede Matrix A in Zeilenstufenform kann man durch elementare Zeile-
numformungen vom Typ 2 und 3 in eine Matriz B in normierter Zeilenstufenform

tberfiihren.

Beweis. Zuerst multiplizieren wir jede k-te Zeile von A mit 1/a;,, 1 < k < r. Damit
erhalten wir eine Matrix A’ in Zeilenstufenform mit

a'ljl =... :a;jr =1.
Nun beweisen wir die Aussage des Satzes mit Induktion iiber die Zahl r, die der
Anzahl von Null verschiedenen Zeilen in der Matrix A" gleich ist.
Ist r = 1, so gibt es nichts zu beweisen. Nehmen wir an, dass die Aussage des Satzes
fiir ein r =k > 1 gilt.
Sei r = k + 1. Wir addieren die (—aj; )-fache r-te Zeile von A’ zur k-ten Zeile von
A', 1 <k <r—1. Damit erhalten wir eine Matrix A”, dass

/I T e e e T f—
ay, = =a._, =0.

Ist A” die Matrix, die aus A” durch Streichen der r-ten Zeile entsteht, so konnen
wir nach der Induktionsvoraussetzung die Matrix A” in eine Matrix in normierter
Zeilenstufenform iiberfithren. Zusammen mit der r-ten Zeile der Matrix A” ergibt

sich damit die gewiinschte m x n-Matrix B in normierten Zeilenstufenform. ([l

Bemerkung 3.11 Eine Matrix in normierter Zeilenstufenform nennt man oft

Gauss-Jordan Matrix.

3.5 Losungsmenge eines LGS

Definition 3.12 Sei (A, b) eine erweiterte Koeffizienten Matrix des LGS in Zeilen-
stufenform. Wir werden z;,,...,z; gebundene Variablen nennen. Die Variablen

x; mit i & {ji1,...,j-} werden freie Variablen genannt.



Bemerkung 3.13 Durch Umnumerierung der Variablen kann man immer errei-
chen, dass z,1, ..., 7, genau die freien und z1, ..., z, genau die gebundenen Varia-
blen sind. Wir werden es oft annehmen, weil man damit mit Bezeichnungen sparen

kann.

Satz 3.14 Sei (A,b) eine Matriz in Zeilenstufenform. Dann gilt

(1) Los(A,b) # 0 = r(A) =1r(A,D).

(2) Ist die Matriz (A,b) in normierter Zeilenstufenform, so dass j1 = 1,75 =
2,...,3 = r und r(A) = r(A,b), so kann man die Lésungsmenge Los(A,b) in

der folgenden Form aufschreiben:

Los(A,0) = (b = ) aresidiibz = D azpeidisee b = D arrpidi Aty A,
i=1 i=1 i=1

wobei (A1, Az, ..., An—y) alle Vektoren aus R™™" durchliuft.
Beweis. (1) Ist 7(A) # r(A,b), so gibt es eine Zeile in (A, b) der Form
(0,...,0,b), b #0.

Die zugehorige Gleichung 0 -z + -+ 4+ 0 -z, = b; besitzt keine Losung und damit
Los(A,b) = 0.
(2) Jede Gleichung (Zx(A),z) = by (1 < k <r) hat die Form

n—r

Ty + Z Qi iTryi = .
i=1
Wir kénnen den n —r freien Variablen z,,4, ..., x, beliebige Werte Ay, ..., \,_, an-
geben. Damit sind die Werte der gebunden Variablen x4, ..., z, eindeutig bestimmt.
Also gilt
Tpg1 = A1, Tpgo = Aoy oo, Ty = Ay
und

n—r n—r
T = bk - E Qf p4iLp4i = bk — E a@-mﬂ'}\i k= 1, e, T
=1 =1
U

Definition 3.15 Die oben gennante Schreibweise von Los(A,b) durch die reellen
Zahlen Ay, ..., A\, heifit die Parametrisierung der allgemeinen Losung des LGS

mit erweiterter Koeffizientenmatrix (A, b).

Korollar 3.16 Sei (A,b) in Zeilenstufenform. Die Ldsungsmenge Los(A,b) ist

nicht leer genau dann, wenn r(A) = r(A,b).
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Beweis. Aus dem Satz 3.14 (2) folgt, dass man immer eine Losung finden kann, falls
r(A) = r(A,b). Deswegen gilt r(A) = r(A,b) = Los(A,b) # 0. Zusammen mit 3.14
(1) ergibt sich

r(A) =r(A,b) < Los(A,b) # 0.

O

Korollar 3.17 Sei (A,b) in Zeilenstufenform. Die Lisungsmenge Los(A, b) besteht
aus einem Element genau dann, wenn r(A) = r(A,b) = n. Ist die Matriz (A,b)
in normierter Zeilenstufen form und r(A) = r(A,b) = n, so bilden die ersten n

Komponenten von b die einzige Losungs des LGS.

Beweis. Aus 3.14 und 3.17 folgt, dass die Menge Los(A,b) genau dann aus einem
einzigen Element besteht, wenn es keine freie Variabel gibt und r(A) = r(A,b). Die
letzte Bedingung ist erfiihlt genau dann, wenn die Anzhal von Null verschiedenen
Zeilen in A gleich n ist, d.h. r(A) = n. O

Satz 3.18 Ist A eine beliebige m X n-Matriz mit m < n, so besitzt das LGS mit

der erweiterten Koeffizentenmatriz (A,0) eine von Null verschiedene Lisung.

Beweis. Sei A’ eine Matrix in Zeilenstufenform, die aus A durch endlich viele ele-
mentare Zeilnumformungen entstanden ist. Dann r(A’) < m < n (die Anzahl von
Null verschiedenen Zeilen kann nur kleiner werden). Damit gibt es mindestens eine
freie Variabel x; des LGS mit der Koeffizientenmatrix (A’,0). Wir setzen die Werte
von freien Variablen gleich 1. Wegen 3.14 sind die Werte von gebundenen Variablen
Zj,,...,x; eindeutig bestimmt. Dadurch erhalten wir eine eine von Null verschie-
dene Losung (mindestens fiir eine Komponente z; dieser Losung gilt x; = 1 # 0).
O
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4 Matrizen

4.1 Operationen mit Matrizen

Mit M(m x n;R) bezeichnen wir die Menge aller m x n-Matrizen mit reellen Ein-

triagen. Die Elemente aus der Menge M (n x n;R) heiflen quadratische Matrizen.

Definition 4.1 Seien A, B € M(m x n;R). Die Summe A+ B zweier Matrizen ist
die Matrix C' € M (m x n;R) mit Eintrédgen

Cij = a;j + b, 1<i<m,1<j<n.

Definition 4.2 Sei A € M(m x n;R) und A € R eine reelle Zahl. Das Produkt
von A mit dem Skalar \ € R ist die Matrix C' € M (m x n;R) mit Eintrdgen

Cij = Aa;;, 1<1<m,1<j5<n.
Definition 4.3 Sei A € M(m x n;R). Die Matrix C' € M(n x m;R) mit Eintragen
Cij = Qj;
heifit zu A transponierte Matrix und wird mit ‘A bezeichnet.

Eine der wichtigsten Operationen mit Matrizen ist Multiplikation von Matrizen:

Definition 4.4 Seien A € M(m x n;R) und B € M(n x [;R). Das Produkt A - B
(oder kurz AB) zweier Matrizen ist die Matrix C' € M(m x [;R) mit Eintragen

Cij ‘= Zaikbkj == ailblj + -+ Clmbnj, 1 S ) S m, 1 S j S [.
k=1

Der Eintrag ¢;; von C' entsteht als Skalarprodukt (Z;(A), S;(B)) der i-ten Zeile von
A und der j-ten Spalte von B. (Beachten Sie, dass die Anzahl n gleich der Anzahl

von Spalten in A und der Anzahl von Zeilen in B ist).

Bemerkung 4.5 Das Produkt von Matrizen héngt von Reihenordnung ab. Man
kann nicht erwarten, dass fir n > 2 gilt A- B= B - A, z. B.

1 2 56_1922#2334_56 1 2

3 4/ \7 8) \43 50 31 46) \7 8) \3 4
Bemerkung 4.6 Durch Multiplikation von Matrizen kénnen wir ein LGS mit einer
erweiterten Koeffizienten Matrix (A, b) kurz als

Az =10
aufschreiben, wobei A € M(m x n;R), und die z € M(n x 1;R) und bM (m x 1;R)

sind.
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Satz 4.7 Das Produkt von Matrizen ist assoziativ: sind A, B,C drei Matrizen mit
Ae M(pxqR), BeE M(gxmR), CeM(rxs;R), soist

(A-B)-C=A-(B-0).

Beweis. Seien F':= (A-B)-C und G:= A - (B-C). Dann gilt

r

r q q q r q r
fij = Z(Z aikbkl)clj = Z Zaikbklcl]’ = Z Z aikbklclj = Z aik(z bklclj> = Gij-
I=1

=1 k=1 =1 k=1 k=1 l=1 k=1

O

Definition 4.8 Die quadratische n x n-Matrix

heifit Einheitsmatrix. Ist A eine quadratische Matrix und k£ € N, so definiert man
A=A A A.
k
Es ist einfach nachzuweisen, dass fiir Matrizen die folgenden Rechenregeln gelten:
Proposition 4.9 Sind A, A" € M(m x n;R), B,B" € M(n x [;R) und A\ € R, so
qgilt
(1) Distributivgesetze:
A-(B+B)=A-B+ A-B';

(A+A)-B=A-B+ A" B;

(2) A-(AB) = (AM)B = MA - B);
(3) HA-B)='B- tA;
4) E,,-A=A-E, = A.

4.2 FElementare Matrizen

Definition 4.10 Die folgenden quadratischen m x m-Matrizen I;;, E;;j(\), D;()\)

werden Elementarmatrizen gennant:
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(1) I;; ist die m x m-Matrix, die aus E,, durch Vertauschung der i-ten und j-ten
Spalten entstanden ist;

(2) Ei;(N) ist die m x m-Matrix, die aus E,, durch Addition der A-fachen j-ten Zeile
zur i-ten Zeile entstanden ist;

(3) D;(A) ist die m x m-Matrix, die aus F,, durch Multiplikation der i-ten Zeile mit
Skalar A € R (A # 0) entstanden ist.

Proposition 4.11 Sei A eine m x n-Matriz. Die elementaren Zeilenumformun-
gen von Typen 1,2,3 konnen durch Multiplikation mit Elementarmatrizen wie folgt

ausgedruckt werden:

A— A =1;A Typ1;
A— A =E;j(NA Typ2;

A— A" :=D;(N)A Typ 3.

Man kann die elementaren Spaltenumformungen von Typen 1,2.3 genau wie die fiir

Zeilen definieren. Damit erhalten wir:

Proposition 4.12 Sei A eine n x m-Matriz. Die elementaren Spaltenumformun-
gen vom Typen 1,2, 3 kénnen durch Multiplikation mit Elementarmatrizen wie folgt

ausgedruckt werden:

A— A= AL; Typ 1,
A— A= AE;(\) Typ 2;

A— A = AD;(\) Typ 3.

Satz 4.13 Jede Matriz A laft sich mit elementaren Spalten- und Zeilenumformun-

()

gen in einer Matriz der Gestalt

tiberfuhren.



4 Matrizen 13

4.3 Einfachste lineare Matrizengleichungen

Definition 4.14 Seien A eine m x n-Matrix, B eine m x [-Matrix und C' eine
[ x n-Matrix. Die Gleichungen
A-X =B,

Y.-A=0C,

wobei X € M(n x [;R) und Y € M(l x m;R) unbekannte Matrizen sind, werden

einfachste lineare Matrizengleichungen genannt.

Wegen
Y A=C e A Y ="

geniigt es, nur die Gleichungen der Form A - X = B zu betrachten. Wir bemerken,
dass man A - X = B durch die folgenden [ LGS fiir Spalten S;(X),...,S(X)

interpretieren kann:

A-51(X) = 5:(B),

A - Sy(X) = Sy(B),

A-5(X) = S5(B).

Die erweiterten Matrizen von [ Systemen haben Gestalt
(A, S1(B)), (A,S2(B)), ..., (A S(B)).

Es ist einfacher diese Systeme gleichzeitig zu 16sen und das Gaufische Eliminations-

verfahren direkt auf die Matrix
(A7 SI(B)v 52(3)7 R SZ(B)> = (A7 B)
anzuwenden.

Proposition 4.15 Sei A eine quadratische n x n-Matriz. Ist B € M(n xn;R) eine
Lésung der Matrizengleichung AX = E, und B' € M(n x n;R) eine Liosung der
Matrizengleichung XA = E,,, so ist B=B'.

Beweis.
B =B-E,=B-(A-B)=(B'-A)-B=E,-B=B8B.
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Definition 4.16 Sei A eine quadratische n x n-Matrix. Eine Matrix B mit AB =
BA = E, heifit die zu A inverse Matrix und wird mit A~! bezeichnet (falls solche
Matrix B existiert).

Proposition 4.17 Seien A und B zwei quadratischen n X n-Matrizen, so dass die
inversen Matrizen A und B existieren. Dann B~ YA™! ist die inverse Matrix zum
Produkt AB.

Beweis.
(B'-AY.(A-B)=B'-(A'-A).-B)=B'"E,-B=B"' B=E,.
(A-B)-(B'" AY=A-(B-BY AY=A-E, A'=A-A"1'=E,.

O

1 2
Beispiel 4.18 Sei A = 5 4] Fiir die Bestimmung der inversen Matrix A~!

betrachten man die erweiterte Matrix (A, E»):

1 210 1 2 1 0 1 2 1 0 1 0 -2 1
— — — :
34 01 0 -2 -3 1 01 3/2 —1/2 01 3/2 —1/2
. .. _ —2 1
Die inverse Matrix ist A~ = ( ) .

3/2 —1/2

Bemerkung 4.19 Es ist einfach zu zeigen, dass die inverse Matrizen zu Elemen-

tarmatrizen wieder Elementarmatrizen sind:

I =1y, Ey(0)7' = Ey(=)), DiA)™ = DA™,
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5 Unterrdume, Basen und Dimension

5.1 Linearkombination, lineare Unbhingigkeit

Definition 5.1 Sei {vy, ..., v} eine Menge von Vektoren in R™. Man sagt, dass ein

Vektor x € R™ als Linearkombination von vy, ..., v, darstellbar, wenn gilt
T = MU+ -+ AU

mit einigen reellen Zahlen Ay, ..., ...;. Die reellen Zahlen A\,...,..., \x nennt man
Koeffizienten der Linearkombination. Sind alle Ay, ..., ..., Ay gleich 0, so nennt

man Av; + - - - + A\, triviale Linearkombination.
Definition 5.2 Sei {v1,...,v;} eine Menge von Vektoren in R™. Mit
Span(vy, ..., vg)

bezeichnen wir die Menge aller Vektoren, die als Linearkombination von vy, ..., vy
darstellbar sind. Die Menge Span(vy,...,v) heifit lineare Hiille von Vektoren

Viy.oooy Uk

Definition 5.3 Die Vektoren vy, ..., v, heilen linear unabhingig, wenn Nullvek-

tor nur als triviale Linearkombination von vy, ..., v, darstellbar ist, d.h.,
O=X v+ + v =M ==X =0.

Sind Vektoren wq,...,v; nicht linear unabhéngig, so heiflen vy,...,v; linear
abhingig. Die lineare Abhéangigkeit von vy, ..., v, bedeutet, dass es eine nicht-
triviale Linearekombination \jv; + - -+ 4+ A\ gibt (mindestens fiir eine Zahl \; gilt
Ai # 0), die gleich Nullvektor ist.

Proposition 5.4 Fin System ist linear abhdngig genau dann, wenn ein Vektor v; €

S gibt, die als Linearkombination von S\ {v;} darstellbar ist.

5.2 Untervektorraume und Basen

Definition 5.5 Eine nichtleere Teilmenge L. C R™ heifit Untervektorraum, wenn
die folgenden Bedingungen erfiihlt sind:

()z,ye L = z+y€ L;

(2)xze L, N\e R= \x € L.

Proposition 5.6 Sei {vi,...,vx} eine Menge von Vektoren in R"™. Dann ist

Span(vy, ..., v) ein Untervektorraum.
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Beweis Wir miissen zeigen, dass fiir L = Span(vy, ..., v,) die Bedingungen (1) und
(2) in 5.5 erfiillt sind:
Seien x = (z1,...,%n),y = (Y1,--.,Yn) € L. Dann gibt es Ay, ..., Ag, pi1, ..., i € R,

so dass

.T:)\1U1+"'+)\k7jk,

Y= 1+ RV

Wir erhalten = + y € L, weil der Vektor x + y zur Linearkombination (A + p1)v; +
o 4 (Mg + px)vg gleich ist. Ferner fiir alle A € R gilt Az € L, weil A\x zur Linear-
kombination A\jvy + - -+ + A gleich ist.

O

Definition 5.7 Sei L C R"™ ein Untervektorraum und {vy,...,v4} C L eine Teil-

menge. Die Menge {v1,...,v4} heifit eine Basis von L, wenn gilt
(1) v, ...,vq sind linear unabhéngig;
(2) jeder Vektor x € L ist als Linearkombination von vy, ..., vs darstellbar.

Satz 5.8 Jeder Vektorunterraum L C R™ besitzt eine Basis.

Beweis. Ist L = {0}, so kann man als Basis die leere Menge von Vektoren nehmen.
Sei nun L # {0}. Dann gibt es einen Vektor v € L mit v # 0. Das System {v}
ist linear unabhéngig: Av = (Aay, Aag, ..., Aa,) = 0< XA =0. Sei {vy,...,v5} C L
die lineare unabhéhgige Teilmenge in L, die maximale Anzahl d > 1 der Vektoren
besitzt. Wir schreiben die Komponenten (ay;, ..., a,;) von v; als i-te Spalte S;(A)
einer n X d-Matrix A auf. Aus dem 3.18 folgt, dass d darf nicht grofler als n sein
(sonst wéren die Spalten der Matrix A linear abhéngig).

Wir zeigen, dass {vy,...,v4} eine Basis von L ist. In der Tat, die erste Bedingung
in 5.7 ist offensichtlich erfiillt. Ist x € L ein beliebiger Vektor, so ist die Menge

{v1,...,vq, 2} linear abhéngig. Damit gibt es eine nichttriviale Linearkombination
0= )\1?)1 + -+ )\dvd + )\d+1$'

Wir bemerken, dass Agyq nicht gleich 0 seien darf (sonst wéren vy, ..., vy linear

abhéngig). Nun ist x als Linearkombination
T = (=A1/Agp)vr + -+ (= Aa/Aar1)va

darstellbar. Damit gilt (2) aus 5.7.
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Satz 5.9 Seien {vy,..., v} C L und {uy,...,u} C L zwei Basen des Unterraums
L. Dann gilt k = 1.

Beweis. Seien {vy,...,vp}, {u,...,u} C L zwei Basen. Es geniigt zu zeigen, dass
z. B. k > [ nicht moglich ist.

Sei k > [. Dann schreiben wir jeden Vektor v; als Linearkombination
’Uj = aljul + angQ —+ -+ CLljU,l

auf. Wir betrachten die Koeffizienten (a4, ..., a;;) als j-te Spalte S;(A) einer X k-
Matrix A. Aus dem Satz 3.18 folgt, dass die Zeilen der Matrix A linear abhéngig
sind, d. h., es existiert eine Losung 0 # « := (ay, ..., a;) € RF des LGS mit (*4,0).
Daraus folgt
o101 + -+ oo = 0.
Widerspruch.
0.

Definition 5.10 Sei L C R" ein Vektorunteraum. Die Anzahl der Vektoren in einer

Basis von L nennt man Dimension von L.

Proposition 5.11 Sind L4,...,L,, C R" Vektorunterrdume, so ist LyN---NL,, C

R™ ein Vektorunterraum.

5.3 Losungsmengen und Untervektorrdume

Definition 5.12 Ein LGS mit erweiterter Koeffizientenmatrix (A, b) heifit homo-
gen, wenn gilt b = 0 (d.h. b ist eine Null-Spalte).

Satz 5.13 Sei A eine m X n-Matrix. Die Lésungsmenge eines homogenen Glei-
chungssystems Los(A,0) C R™ ist ein Vektorunterraum.
Ist A eine m x n-Matriz in Zeilenstufenform, so ist dimLos(A,0) = n —r, wobei

r =r(A) die Anzahl von Null verschiedenen Zeilen in A ist.

Beweis. Wir schreiben das homogene LGS kurz als

auf. Sind z,y € Los(A, 0) zwei beliebige Losungen, so ist x +y € Los(A, 0), weil fiir
alle ¢ gilt

(Zi(A),x +vy) = (Zi(A),z) + (Z;(A),y) =0+0=0, i=1,2,...,m.
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Ferner erhalten wir fiir jede Skalar A € R:
(Zi(A),\x) = NZ;(A),z) =0, i=1,2,...,m.

Also ist Los(A,0) C R™ ist ein Vektorunterraum.

Sei nun A eine m x n-Matrix in Zeilenstufenform und r := r(A) die Anzahl von
Null verschiedenen Zeilen in A. Um L&s(A,0) = n — r zu zeigen, werden wir eine
Basis von Los(A,0) finden, die genau aus n — r Vektoren vy, ..., v,_, besteht. Sei
A’ eine m x n-Matrix in normierter Zeilenstrufenform, die aus A durch elementare
Zeilenumformungen vom Typ 2 und 3 entstanden ist (s. 3.10). Wegen r = r(A4’) =
r(A) und Los(A,0) = Los(A’,0) geniigt es eine o.g. Basis fiir den Fall A = A’ zu
finden. Also konnen wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen, dass A
selbe in normierter Zeilenstrufenform ist. Unter diesen Umsténden diirfen wir die

Parametrisierung aus 3.14 (2) benutzen. Also ist die Menge Los(A,0) durch n —r

Skalare A1, ..., \,_, wie folgt parametrisiert:
LéS(A, 0) = (— Z a17r+i)\i, — Z a2,r+i)\ia ey Z ar,rﬂ)\i, )\1, c 7)\nfr>-
i=1 i=1 i=1

Wir definieren

U1 = (_al,r—i—la —A2r41, ", _ar,r-&—lj}) 07 T 79))
Vv
T n—r
Vg (= (\_al,r+2a —A2 42, ", _ar,r+%79> 17 T 70)a
TV
e n—r
Up—r = (\_alm —A2p,c, —0pp, 07 O, Ty 1/)
TV TV
r n—r

Aus der Parametrisierung folgt, dass jeder Vektor x € Los(A,0) eine Darstellung
als Linearkombination Ajv; + - -+ + A_,U,—, besitz. Andererseits sind die Vektoren
V1, ...,U,_, linear unabhéangig: ist v = \jv; + - - - + A\, v, €in Nullvektor, so sind

die letzten n — r Komponenten von

v = (*7 7*7)\17"‘7)‘n77“>
—_—— —o ———
gleich Null, d.h. Ay = -+ = \,_, = 0. Damit haben wir gezeigt, dass Vektoren
U1, ..., Un_r eine Basis von Los(A,0) bilden.

O
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Satz 5.14 Seix = (x1,...,x,) € Los(A,b) eine beliebige Lisung des LGS mit der

erweiterten Koeffizientenmatriz (A,b). Dann gilt
Los(A,b) = x + Los(A, 0),
wobei die Menge x + Los(A,0) aus aller Summen {x +y :y € Los(A,0)} besteht.

Beweis. Sei y € Los(A,0) eine beliebige Losung des homogenen GLS und z ist ein
beliebiges Element von Los(A, b). Dann gilt

und

Fiir den Vektor x + y erhalten wir
(Zi(A),x+y) = (Zi(A),z) + (Z;(A),y) =b; +0=1b;, 1 =1,2,...,m.
Also ist x + y eine Losung aus Los(A, b) und damit gilt die Inklusion
Los(A,b) D x + Los(A,0).

Ist 2’ noch ein beliebiges Element von Los(A,b), so ist die Differenz 2’ — x ein
Element von Los(A, 0):

(Zi(A), ' —x) = (Z;(A),2") — (Z;(A),z) =b; —b; =0, i =1,2,...,m.

Deswegen 14t sich jedes ' € Los(A,b) als Summe = + y darstellen, wobei y :=
' —x €€ Los(A,0). Damit gilt die Inklusion

Los(A,b) C x + Los(A,0).

O

Bemerkung 5.15 Aus dem Satz 5.14 folgt, dass die Losungsmenge Los(A,b) =
x + Los(A,0) sich als mit Vektor x “verschobenen” Vektorrunterraum Los(A,0)
darstellen 143, falls Los(A,b) nicht leer ist, d.h., es mindestens ein Element x €
Los(A,b) gibt.
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5.4 Rang einer Matrix

Definition 5.16 Sei A eine m x n-Matrix. Die Dimension
ZR(A) :=dim Span(Z;(A), ..., Zn(A))
nennt man Zeilenrang von A. Die Dimension
SR(A) := dim Span(Si(A),...,S.(A))

wird Spaltenrang von A genannt.

A:103.
2 06

Span(Zi(A), Zo(A)) = {\(1,0,3) : A€ R}

Beispiel 5.17 Sei

Dann gilt

und
Span(Sy(A), Sa(A), S5(A)) = {)\ G) e R} |

Deswegen gilt
ZR(A)=SR(A) = 1.

Wir benétigen die folgende Aussage:

Satz 5.18 Der Zeilenrang ZR(A) ist zum Spaltenrang SR(A) gleich.

Fiir den Beweis brauchen wir zwei Hilfsaussagen 5.19 und 5.20.

Lemma 5.19 Sei A" aus A durch endlich viele elementaren Zeilenumformungen

entstandene Matriz. Dann gilt
Span(Zy(A), .. . Zu(A)) = Span(Z1 ('), Zu(A))

und damit ZR(A) = ZR(A').

Beweis. Es geniigt nur eine Zeilenumformung von A zu betrachten. Bei dieser Zei-
lenumformung 148t sich jede Zeile von A’ als Linearkombination der Zeilen von A
darstellen. Durch inverse Zeilenumformung (s. 4.19) erhalten wir, dass auch jede
Zeile von A sich als Linearkombination der Zeilen von A’ darstellen 1a8t. Deswegen
sind die Vektorunterraume Span(Z;(A),..., Zn(A)) und Span(Z;(4’), ..., Z,(A"))
gleich. 0
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Lemma 5.20 Sei A" aus A durch endlich viele elementaren Zeilenumformungen
entstandene Matrix und 1 < j;1 < jo < -+-jJx < n. Dann bilden die Spalten
Si(A),...,S;.(A) eine Basis von Span(Si(A),...,5.(A)) genau dann, wenn die
Spalten S, (A'),...,5; (A") eine Basis von Span(Si(A),...,S,(A")) bilden. Insbe-
sondere gilt SR(A) = SR(A).

Beweis. Hauptidee: wir verwenden die Gleichung Los(A, 0) = Los(A',0).

Ohne Einschréankung der Allgemeinheit konnen wir annehmen, dass j; = 1,..., j =
k ist. Nun zeigen wir, dass die beiden Eigenschaften der Basis fiir S1(A), ..., Sk(A)
und S1(A’), ..., Sp(A’) dquivalent sind.

(1) Wegen der Gleichung

A1

MS1(A)+ -+ NSk(A) = A -

0
sind Spalten Si(A),...,Sk(A) linear unabhingig genau dann, wenn jede Losung
(A1, Agy ..., Ay) € Los(A, 0) des homogenen LGS Az = 0 trivial ist, falls \g 1 = -+ =
An = 0 ist. Wegen Los(A,0) = Los(A’,0) (s. 3.6) ist die lineare Unabhéngigkeit von
S1(A), ..., Sk(A) zur linearen Unabhéngigkeit von S;(A’),..., Sk(A") dquivalent.

(2) Eine Spalte Sj(A) (j > k) ist als Linearkombination von S;(A), ..., Sk(A) dar-

stellbar genau dann, wenn der Vektor (A1, ..., A, 0,..., —1 ..., 0) eine Losung von

LGS Az = 0 ist. Wegen Los(A,0) = Los(A’,0) (s. 3.6) ijst die Darstellbarkeit von
S;(A) als Linearkombination von S;(A), ..., Sk(A) zur Darstellbarkeit von S5;(A’)
als Linearkombination von S;(A4’),..., Sk(A’) dquivalent.

U
Beweis von 5.18. Aus 5.19 und 5.20 folgt, dass sich ZR(A) und SR(A) bei ele-
mentaren Zeilenoperationen. Mit gleichen Uberlegungen kann man zeigen, dass sich
ZR(A) und SR(A) bei elementaren Spaltenoperationen ZR(A) und SR(A) nicht

andern. Wegen 4.13 geniigt es die Aussage nur fiir die Matrix der Form

E. 0
< 0 O) zu beweisen, die in diesem Fall offensichtlich ist:

ZR Er 0 = SR Er 0 =
0 0 0 O
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Definition 5.21 Der gemeinsame Wert von ZR(A) und SR(A) einer Matrix A
heift Rang der Matrix A und wird mit Rang(A) (oder R(A) bezeichnet.
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6 Abbildungen

6.1 Abbildungen und ihre Eigenschaften

Definition 6.1 Sei f : X — Y eine Abbildung. Dann heifit f

(1) injektiv, wenn fiir beliebige 1, zo € X gilt f(z1) = f(z2) = 21 = 22 (d.h. die
Bilder verschiedener Elemente aus X miissen wieder voneinander verschieden sein.)
(2) surjektiv, wenn zu jedem y € Y es ein x € X gibt, so dass f(z) =y (d.h. das
Bild f(X) von X ist gleich Y).

(iii) bijektiv, wenn f gleichzeitig surjektiv und injektiv ist.

Definition 6.2 Seien f : X — Y, g : Y — Z Abbildungen. Dann bezeichnen
wir mit g o f die Abbildung X — Z, welche das Element x € X in das Element
g(f(x)) € Z iiberfithrt. Die Abbildung g o f nennen wir die Komposition der
Abbildungen f und g. Zwei Abblidungen f; : X — Y und fo : X — Y heiflen
gleich, wenn fiir alle x € X gilt fi(z) = fo(z).

Proposition 6.3 Seien
f:X=>Y g:Y—>Z h:Z->W
Abbildungen. Dann gilt das Assoziativgesetz:

ho(gof)=(hog)of.

Beweis. Fiir jedes z € X gilt:
(ho(gef))(x)=h(gef)(x))

= h(g(f(x)))
= (hog) (f(z)) = (hog)o [f)(x).
0

Definition 6.4 Wir bezeichnen mit ¢dy die identische Abbildung von X, d.h.
die Abbildung von X in sich, die durch idx(z) = z fiir alle x € X definiert ist.

Definition 6.5 Sei f : X — Y eine Abbildung. Die Abbildung g : Y — X heift
die Umkehrabbildung von f, wenn gilt

go f=1idx
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und
f o0 g = ’Ldy
Die Umkehrabbildung wird mit f~! bezeichnet.

Proposition 6.6 Se: f : X — Y eine Abbildung. Die Umkehrabbildung von f

existiert genau dann, wenn f bijektiv ist.

Beweis. Sei g die Umkehrabbildung. Aus fog = idy folgt y = f(g(y)) firalley € Y,
d.h. f ist sujektiv. Aus g o f = idy folgt

f(x1) = f(x2) = g(f(21)) = g(f(22)) d.h. 21 =25,

Damit ist f injektiv.
Sei f bijektiv. Dann existiert fiir jedes y € Y ein einziges z € X mit f(z) = y. Wir
definieren die Abbildung g : Y — X durch ¢(y) := z. Dann gilt g o f = idx und
fog=idy.

0]

6.2 Lineare Abbildungen R" — R™

Definition 6.7 Eine Abbildung f : R™ — R™ heifit linear, wenn die folgenden
Bedingungen erfiillt sind:

(1) Vo,y € R gilt f(z +y) = f(z) + f(y);
(2) Vo € R™ und VA € R gilt f(Az) = Af(x).

Beispiel 6.8 Ist f : R™ — R™ eine Abbildung mit f(z) = 0 Vz € R", so
heifit f Nullabbildung. Offensichtlich ist Nullabbildung linear (und wird mit 0

bezeichnet).
Beispiel 6.9 Ist n = m und f : R™ — R"™ die identische Abbildung: f(z) =
x Yz € R", so ist f auch linear (und wird mit id bzeichnet).

Es leicht zu zeigen:

Proposition 6.10 Sei A € M(m x n;R) eine beliebige Matriz. Mit @4 bezeichnen
wir die Abbildung R™ — R™:
T — Ax,

wobei der Vektor x € R™ als Matriz aus M(n x 1;R) aufgefasst wird. Dann ist pa

eine lineare Abbildung.
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Beweis. Wir verwenden die Eingenschaften der Matrizenmultiplikation:
Az +y) = Az + Ay Vz,y € R",

A(A\x) = Mz Vr e R", VA € R.

Satz 6.11 (Bijektion zwischen den Matrizen und linearen Abbildungen)
Jede lineare Abbildung f : R"™ — R™ ist zu einer linearen Abbildung ¢4 gleich,

wobei A eine Matriz aus M(m x n;R) ist. Ferner gilt

va=ppe A=B.

Damit entsteht eine Bijektion zwischen der Menge aller m X n-Matrizen und der
Menge aller linearen Abbildungen f : R™ — R™.

Beweis. Es sei eq, ..., e, die Standartbasis von R”. Ist f : R™ — R™ eine lineare

Abbildung, so bezeichnen wir mit A die Matrix mit n Spalten

fler),..., fle,) € R™,

d.h. S;(A) := f(e;), i=1,...,n. Seixz = (x1,...,x,) ein beliebiger Vektor aus R".

Wir schreiben x = x1e1 + - -+ + x,e,. Da f linear ist, erhalten wir

f(z) = flzier + -+ apen) = a1 fler) + -+ zaf(en) = Z%’Si(A) =

X1

Also gilt f = @a4.
Ist a4 = ¢p, so gilt S;(A) = pale;)) = pp = S;(B) fir alle ¢ = 1,...,n. Damit
erhalten wir A = B. O

Proposition 6.12 (Matrizenmultiplikation = Komposition linearer Abbildungen)
Sind B € M(m x n;R) und A € M(k x m;R) beliebige Matrizen, so gilt

PAB = A0 PB.
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Beweis. Ist € R", so ist y = pp(xz) = Bx. Ferner gilt p4(y) = Ay. Zusammen
ergibt sich

(paopp)(r) = walpp(r)) = A(Br) = (AB)z = pap(z).

Definition 6.13 Sei f : R™ — R™ eine lineare Abbildung. Die Menge
Kerf:={xe€R" : f(z)=0}
heifit der Kern von f. Die Menge
Imf:={yeR™ : Jx € R" mit f(z)=y}
heilt das Bild von f.

Proposition 6.14 Sei f : R™ — R™ eine lineare Abbildung. Dann sind Ker f C
R™ und Im f C R™ Vektorunterrdume. Ist f = pa, so gilt

Ker f =Lo6s(A,0), Im f = Span(S1(A),...,Sn(A)).

und
dim Ker f +dim Im f = n.

6.3 Permutationen

Definition 6.15 Die bijektiven Abbildungen der Menge X auf sich werden Per-
mutationen von X genannt. Die Menge aller Permutationen von X bezeichnen
wir mit S(X).

Definition 6.16 X bestehe aus n Elementen. Dann schreibt man S, fiir S(X).

Sind x4, ..., x, Elemente der Menge X, so bezeichnet man mit

die Abbildung ¢ : X — X
xp g, (K=1,...,n))

(Damit identifizieren wir X = {x1,x9,...,x,} mit der Menge {1,2,...,n} ). Die

Komposition von Permutationen ¢ und ¢’ wird mit o - o’ (oder mit oo’) bezeichnet.
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Ein Element o € §,, (Permutation) lifit sich durch die folgenden verschiedenen

Formen darstellen:

1 2 3 ]
o= "ok =l (k=1,....,n) (1)
Lo ly I l,
oder )
o= |" " () =g (k=1,...,n) (2)
Ji J2 J3 In ]
Beispiel 6.17 .
1 2 3 4 5 B 2 31 5 4
34521 45312
Definition 6.18 Sei
T P T
0-: . . . .
Jr J2 J3 0 Jn
eine Permutation Die Zahl _ .
H(]m—]z)
l<m (Zm_zl)

heifit das Signum (oder Vorzeichen) von Permutation ¢ und wird mit sgn(o)
bezeichnet. Es ist einfach zu zeigen, dass sgn(o) € {1, —1}. Eine Permutation o € S,,

heifit gerade (bzw. ungerade), wenn gilt sgn(c) = 1 (bzw. sgn(o) = —1).

Definition 6.19 Sei die Folge f = {ki,ko,...,k,} eine Umordnung der Zahlen
1,2,...,n. Ein Paar (4, j) mit 1 <4, j < n heifit ein Fehlstand (oder eine Inversi-
on) von f, wenn ¢ < j und k; > k;. Die Anzahl der Fehlsténde von f wird mit z(f)
bezeichnet. Aus 6.18 folgt: Ist

eine Permutation und

fii={ir, i, .o in s foi={J1,d2 s dn}s

S0 ist
sgn(o) = (—1)20+=(f2),

Lemma 6.20 Sei
f:{kl,kQ,...,ki,...7kj,...,/€n}
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eine Umordnung der Zahlen 1,2,... ,n. Ist die Folge

Fr=Ak Ky kK KLY = ke ey Ky K}

? J?
durch die Vertauschung von k; und k; aus f entstanden, so ist

(_1)Z(f’) - _(_1)Z(f)_

Beweis. 1. Fall: j =i+ 1. Ist (I,m) # (i,7) ein Paar 1 <[ <m < n, so ist (I,m) ein
Fehlstand von f genau dann, wenn (I, m) ein Fehlstand von f’. Andererseits gilt: Ist
(7,7) ein Fehlstand von f, so ist (4, j) kein Fehlstand von f’. Ist (4, j) kein Fehlstand
von f,so0ist (4, j) ein Fehlstand von f’. Also gilt z(f") = z(f)—1 oder z(f') = z(f)+1
und damit (—1)*) = —(=1)*¥), Nun betrachten wir den algemeinen Fall j > i
und bemerken, dass man die Vertauschung von k; und &; durch Vertauschungen
von k; und ki1, k; und kijo, ..., k; und kj_1, k; und k; und danach mit durch
Vertauschungen von k; und k;_1, k; und k;_o, ..., k; und k;1;. Insgesammt braucht
man genau 2(j—i)—1 Vertauschungen vom Typ, der schon im ersten Fall untersucht

wurde. Deswegen gilt

(_1)z(f’) - (_1)2(j—i)—1(_1)z(f) - _(_1)z(f)'

Satz 6.21 Die Zahl sgn(o) hdngt nicht von der Schreiweise von o ab.

Beweis. Seien

11ty I3 - iy
O- = . . . .

Jv J2 J3 0 Jn

und ) )
-/ -/ -/ -/

J1 J2 Jz cr In

zwei verschiedene Darstellungen einer Permutation o;

fl = {i17i27 cee 77:71}’ f2 = {jl?j?a cee 7jn}7
und

f{ = {illvi/Za s 71';}, fé = {1717‘7;7 e 7];}
Wir muflen zeigen, dass

(—1)2U+a(2) = (—1)2UD+2(f2)
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Aus der Gleichung

U P E S A N VR PO S
Ji J2 Js ct Jn JvoJs Js vt n
folgt, dass man
ioh i
Jvoda Ji ot n
durch Vertauschungen der Spalten von
i1 g i3 - iy
Ji J2 Js cr Jn

P .
bekommen kann. Nun geniigt es zu bemerken: Ist z.B. [Z} Zf Zf’ Z?] durch
Ju J2 Jz o Un

eine Vertauschung zweier Spalten von Z.l 142 2.3 Z.n entstanden, so folgt aus
Ju J2 J3 0 Un
6.20, dass
(—1)* D — —(=1)*), (—1)*V2) = —(—1)*(2)
und damit

(_1)Z(f1)+Z(fz) — (_1)z(f{)+z(f§).

Satz 6.22 Seien 0,0’ € S, beliebige Permutationen. Dann gilt
sgn(o - ') = sgn(o) - sgn(o’).

Beweis. Wir schreiben die Permutationen o und ¢’ in der folgenden Gestahlt auf:

i i is
O- = . . . .
JuoJz J3 0 Un]
und i
;o |Jr J2 g3 o Un
g =
ki ko ks --- Kk,
Dann erhalten wir
A LR PR
o-0 = )
ki ko ks - ky

Seien

fl = {i17i27-"7in}; f2 = {jl?jQJ"‘?jn}7 f3 = {k17k27"'7kn}'
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Dann gilt

sgn(oo’) = (—1)?U+=0) = ()20 +l) ()20 +2Us) — son(0)sgn(o’).

Korollar 6.23
sgn(o) = sgn(c™1).
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7 Determinantentheorie

7.1 Determinante

Definition 7.1 Es sei A = (a;;) eine quadratische n x n-Matrix:

ay; Qi - Aip
Q21 Qa22 Q2n
Ap1  Ap2 (07979

Man betrachet ein Produkt von n Eintragen von A, so dass ein und nur ein Eintrag
von jeder Zeile und ein und nur ein Eintrag von jeder Spalte herriihrt. Ein solches

Produkt kann in der Form
ailjl ai2j2 e ainjn

geschrieben werden, wobei

i1 dp A3 v iy
0- - . . . .
Ju J2 J3 0 Jn
eine Permutation aus S, ist. Die Permutation o € S,, hangt nicht von der Reihenfol-
ge der Faktoren im Produkt a;, j, @iy, - - - @i, ;, ab. Die Determinante der Matrix

A, die durch det(A) oder |A| bezeichnet wird, ist die folgende Summe, die durch

Aufsummieren aller Permutationen in .S,, entsteht

Al = 3 59n(7)a1001)82002) Onsto

c€Sh

Diese Formel nennt man die Leibniz-Formel fiir die Determinante.

Beispiel 7.2

11 Q12
= A11Q22 — A120Q21,
Q21 Q22

Beispiel 7.3

11 Q12 Aa13
Q21 Q22 Q93| = Q11022033 + Q12023031 + Q13021032 — G13022031 — Q12021033 — A11023032.

a31 azz2 as3

Proposition 7.4 Die Determinante einer Matriz A und die Determinante ihrer

transponierten Matriz *A sind gleich: |A] = |'A|.
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Bewezs.
‘tA| = Z 59”(0) tala(l) tazo—(2) T tana(n)-

O'GSn

Wegen ‘a;; = aj; erhalten wir

|tA| = Z Sgn(U)aa(1)1aa(2)2 © Qo(n)n-

O'eSn

Nun bemerken wir, da}] die Permutation

inverse zu o ist. Deswegen gilt

U5(1)105(2)2 * " Qo(n)n = A1o-1(1)020-1(2) * * * Apno—1(n)-

Wegen 6.23 gilt sgn(c) = sgn(c~!) und wir erhalten

tA| Z Sgn 1 a’la L1)A25-1(2) " * " Apo—1(n) = ‘A|a

o€Sh

-1

weil die Permutation 07 alle Elemente von S,, durchlauft, wenn o selbe alle Ele-

mente von .S,, durchlauft. O

7.2 Eigenschaften der Determinante

Proposition 7.5 Sei A € M(n x n;R) und A" die Matriz, die man aus A erhdihlt,
wenn man zwei Zeilen Z;(A) und Z;(A) von A vertauscht. Dann gilt |A’| = —|A].

Beweis. Wir haben

|A'| = Z 39”(0)%0(1)@/20(2) T a;o(i) T a;a(j) e 'alno(n) =
gESy

289” 0)015(1)020(2) * ** Ajo(i) * * * Gio(5) ** * Gno(n)-
ocESy

Wegen 6.20 haben die Pernutationen

"‘_[1 R T n]
C o) o2 -+ o@) - o(j) ---a(n)

und
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verischiedene Vorzeichen: sgn o’ = —sgn o. Deswegen gilt

(A= > —sgn(0))aro )z iorty Q)+ o) = —| A

o’eS,

O

Korollar 7.6 Sei A € M(n xn;R). Besitzt A zwei indentisch gleiche Zeilen, so ist
|A| = 0.

Beweis. Bei Vertauschung der identischen Zeilen erhalten wir eine Matrix A’, die
gleich A ist. Andererseit wegen 7.5 gilt |A'| = —|A|. Aus |A| = —|A] folgt |A| = 0.
O

Proposition 7.7 Sei A € M(n x n;R) und A" die Matriz, die man aus A erhdibhlt,
wenn man die i-te Zeile Z;(A) von A mit einem Skalar X multipliziert. Dann gilt
| A" = AJA].

Bewezs.
’A,’ - Z Sgn alo 1)A20(2) * - ()\aio(i)) *Apo(n) =

oc€ESh

A Z Sgn alU 1)@25(2) * * * Qig(i) * " Ano(n) = )"A|
oESH
Korollar 7.8 Besteht eine Zeile von A aus Nullen, so ist |A| = 0.

Proposition 7.9 Sei A € M(n x n;R). Ist die i-te Zeile von A als Summe zweier
Vektoren dargestellt:

Zi(A) = (an, ..., a;m) = (aly,...,a,,)+ (aly,....al),

50 18t
Al = AT+ A",
wobei
Zi(A) = Z;(A)) = Z;(A") Vi #1i
und

Zi(A) = (a5, - a5n), Zi(A") = (aiy, - - a,).
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Bewezs.

Al =) 5gn(0)a10(1)020(2) - Gio(i) *** Ano(n) =

gESy

Z SGN(0)A15(1)A20(2) * ** (ig(i) + Airi) *** Ano(n) =
G’GSTL

Z sgn(a)alga)azo@) T a;a(i) " Qg (n) T
oES,

+ Z sgn(0)a15(1)a20(2) - - -a;’o.(i) ©Opo(n) = |A'] + |A”|.
gESy

O

Proposition 7.10 Sei A € M (nxn;R) und A" die Matriz, die man aus A erhdibhlt,

wenn man \-Vielefaches der j-ten Zeile von A zur i-ten Zeile addiert. Dann gilt

A = [A].

Bewezs.

|A'| = Z Sgn(a)alla(l)a,ZU(Q) T a;o(i) T a;a(j) e 'alno(n) =

gESy
> 59n(0)a10(1)a20(2) -+ (io(s) + Ajo)) - Wjos) -+~ Anotn) =
JES’n

Wegen 7.9 und 7.7 erhalten wir:

A =D sgn(0)ate(1)as - Giol) - Gjos) -~ Anofm)+
O’GSn

A 5gn(0)ats (1)@ - o)+ il Anon):
JES’n

Der zweite Summand ist wegen 7.6 zu Null gleich. Der erste Summand ist zu |A|

gleich. 0
Proposition 7.11 Sei A € M(n x n;R). Ist a;a = a13 = ... = a1, =0, so ist
A929 Q23 ... Qdgpn
a3z a3s3 a3n,
|A| = an
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Bewies. Die Matrix A sieht wie folg aus:

a1y O O O

ag1 A2z Q23 Q2p,
A= az1 asz Aass a3n,

ap1 Qp2 ap3 Ann

Wegen ay, = 0 VE > 1 ist ein Produkt ai,(1)a24(2) * * * Gio(i) * * - Qjo(j) - * * Uno(n) 0 der
Leibniz-Formel

|A| = Z 5gn(0)a15(1)025(2) * * * Qig(i) * * * Ajo(j) =" * Ano(n)
UGSn

nur dann ungleich Null sein kann, wenn (1) = 1 ist. Die Teilmenge
{ces, : o(l)=1}

besitzt (n — 1)! Elemente und kann mit der Menge der Permutationen S(X), X :=
{2,...,n} identifiziert werden. Diese Identifikation ergibt sich durch die folgende
Abbildung:

1 2 3 e n

Tl 0@ 0@3) - o)

, 2 3 o
o= [0(2 o(3) - o(n) € S(X).

Ausserdem gilt sgn(o) = sgn(o’). Daher folgt

Al= > sgn(0)a1s1)a2@) - Qinli) - Gjo(j) ** * Ano(n) =
O'ESn,U(l):l
/ /
= a1 E sgn(o’) H (g () = anr| A,
o’eS(X) z€X
wobei
Qg2  A23 Q2n
A — a3z Aas33 a3n
Ap2  Ap3 Qnn
ist.

U

Proposition 7.12 Ist A € M(nxn;R) eine untere Dreicksmatriz, d.h. die oberhalb
der Diagonale nur Nullen hat, so ist |A| gleich dem Produkt der Diagonalelemente.

Insbesondere gilt |E,| = 1.
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Beweis. Folgt aus 7.11 mit Induktion nach n. 0
Aus 7.4 und 7.12 folgt sofort:

Korollar 7.13 Ist A € M(n x n;R) eine obere Dreicksmatriz, d.h. die unterhalb

der Diagonale nur Nullen hat, so ist |A| gleich dem Produkt der Diagonalelemente.

Definition 7.14 Sei A € M(nxn;R). Wir bezeichnen mit A;; die (n—1) x (n—1)-

Matrix, die man durch Streichen der i-ten Zeile und der j-ten Spalte aus A erhélt.

Satz 7.15 (ENTWICKLUNGSSATZ VON LAPLACE) Sei A € M(n x n;R). Fiir jedes
ied{l,...,n} gilt
Al = an (1) An |+ ain(=1)"2[Aig| + - - - + asn (1) Aiy| = Zaij(_l)i+j|Aij|-

J=1

Diese Formel heifft Entwicklung von |A| nach i-ten Zeile.
Beweis. Wir schreiben Z;(A) als Linearkombination auf:

Zi(A) = (ai1, - aim) = a1 (1,0,...,0) + - -+ a;,(0,0,...,1).
Wegen 7.9 und 7.7 gilt

n

Al = a1 | B+ -+ - + ain| By| = Z%‘|Bj|a

j=1
wobei
Zy(Bj) = Z(A) Vj,Vk #i
und
Z;(B;) = (0, .,\1/,. ,0)

Nach ¢ — 1 Zeilenvertauschungen und 7 — 1 Spaltenvertauschnungen bekommt man

1 0
*Aij ‘

1Bj| = (—1)"'(—=1) 1 Ay| = (=1)"H]Ay).

aus B; die n x n-Matrix

Wegen 7.11 und 7.5 erhalten wir

Zusammen mit Y7, a;;|B;| dies liefert uns die gewiinschte Formel

n

Al =" ai(—1)|Ayl.

J=1

Aus 7.4 und 7.15 folgt sofort:
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Korollar 7.16 Sei A € M(n x n;R). Fir jedes j € {1,...,n} gilt

n

Al = a1 (=1) "7 [ Aj g, (= 1) Agj |+ - an; (= 1) Ay = Y~ aii(—1)7| Ay,

=1

Diese Formel heifst Entwicklung von |A| nach j-ten Spalte.

7.3 Anwendungen der Determinante
Satz 7.17 Sei A € M(n x n;R). Dann gilt: Rang(A) =n < |A| #0.

Beweis. Sei A’ die Matrix in der Zeilenstufenform, die aus A durch elementare
Zeilenumformungen vom 1. und 2. Typ entstanden ist. Wegen 5.19 erhalten wir
Rang(A) = Rang(A’). Andererseits folgt aus 7.5 und 7.10, dass |A'| = £|A4| ist.
Deswegen geniigt es die Aussage nur fiir A’ zu beweisen.
Die Matrix A’ hat Rang n genau dann, wenn A’ genau n von Null verschiede-
nen Zeilen hat. Das letzte gilt genau dann, wenn a, # 0 Vi € {1,...,n}, d.h.
ajyaby - -al, = |A| #0 (s. 7.13).

O

Satz 7.18 Sei A € M(n x n;R). Die folgenden Bedingungen sind dquivalent:
(1) |Al #0;

(2) Rang(A) = n;

(3) die lineare Abbildung ¢4 : R™ — R™ ist surjektiv;

(4) die lineare Abbildung @4 : R™ — R™ ist injektiv;

(5) die lineare Abbildung ¢4 : R™ — R™ ist bijektiv;

(6) die inverse Matriz A™' existiert.

Beweis. (1) < (2) ist schon in 7.17 bewiesen.

(2) < (3) und (2) < (4) folgen aus 6.14. Damit ist die Bedingung (2) zu (5)
dquivalent.

Aus 6.6 und 6.11 folgt, dass (6) zu (5) dquivalent. O

Definition 7.19 Sei A € M(n x n;R). Mit A# bezeichnen wir die Matrix mit
Eintragen
af; = (—1)"| Az,

Die Matrix A% wird zu A komplementire (oder adjungierte) Matrix genannt.
Satz 7.20 (FORMEL FUR INVERSE MATRIX) Sei A € M(n x n;R). Dann gilt

A-A* = A* . A= |A|-E,.
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Insbesondere, hat man

1
Al = A#,
|4
wenn |A| # 0.
Beweis. Sei C' = A - A% Dann gilt
cy =Y amag; = Y aw(=1)" Agl.
k=1 k=1

Ist © = 7, so ist wegen 7.15
ci = Y am(—1)"| Ay = |A].
k=1
Ist i # j, so kann man wegen 7.15 die Summe
D au(—1)F| Ayl
k=1

als Entwicklung nach j-ten Zeile der Determinante einer Matrix interpretieren, derer
i-te und j-te Zeilen identisch sind. Wegen 7.6 ist diese Determinante gleich Null, d.h.
cij =0 Vi#j.

O

Satz 7.21 (DiIE CRAMERSCHE REGEL) Sei A € M(n x n;R) und b € R™ ein
beliebiger Spaltenvektor. Dann gilt:

(1) Das lineare Gleichungssystem Ax = b besitzt eine einzige Lisung genau dann,
wenn |A] # 0.

(2) Ist |A| # 0, so ist die Losung von LGS Ax = b durch die folgenden Formeln

bestimmit B,
B
Al

wobei die Matrix B; € M(n x n;R) durch Ersetzung mit dem Vektor b der i-ten
Spalte von A entsteht, d.h.

Si(B;) = S;(A) Vi #1,

Die Formel (3) heifit die Cramersche Regel.
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Beweis. Die erste Aussage folgt sofort aus der Aquivalenz (1) und (5) in 7.18. Fiir

die zweite Aussage schreiben wir die Losung  als A~ auf:

Wegen 7.20, haben wir

- A ] — i
= Y0 — S 1l
j=1

j=1

Andererseits kann die Summe

n

> (=1 Ajilb
j=1
als Entwicklung der Determinante von B; nach i-ten Spalte enterpretiert werden.

Damit erhalten wir
_|Bil

xTr; = .
Al

7.4 Weitere Eigenschaften der Determinante

Satz 7.22 Sei D € M((m +n) x (m+n),R) eine Matriz der Form

D— A C ’
0 B
wobei A € M(m x m,R), B € M(n xn,R), und C € M(m x n,R). Dann gilt

D = [A] - [B].

Beweis. Durch elementare Zeilenumformungen vom Typ 1 und 2 kann man die
Matrizen (A C) und (0 B) in die Zeilenstufenformen (A" C’) und (0 B’) iiber

fithren. Wir bezeichnen mit D’ die Matrix

s (A 0)7
0 B

die aus D durch diese Zeilneumformungen entsteht.

Sei k (bzw. [) die Anzahl Zeilenumformungen vom Typ 1, die man bei der
Uberfithrung (A C) — (A’ C") (bzw. (0 B) — (0 B’)) braucht. Wegen 7.5 erhalten
wir

A = (=D"A, [B'|=(=1)B], |D'|=(-1)""|D].
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Andererseits sind A’, B', D" die oberen Dreicksmatrizen. Deswegen gilt
|Al| = alll e a |B/| = blll e b;m? |D/‘ = dlll e d/(m+n)(m+n)'

mm?’

Wir bemerken nun, dass
dlll = a/117 ce ’dlmm = almm7 /(m+1)(m+1) = blll? SR /(m+n)(m+n) = bgmn
Deswegen gilt |D'| = |A’||B’| und damit
(=D*D| = (=1)*|A] - (=1)'| B].

Also gilt |D| = |A| - |B].

Korollar 7.23 Sei D € M((m+n) x (m+n),R) eine Matriz der Form

D A0 7
C B
wobei A € M(m x m,R), B € M(n xn,R), und C € M(n x m,R). Dann gilt

D] = [A]-B].

po (49
0 'B
Aus 7.22 folgt, dass |*D| = |*A|| *B|. Wegen 7.4 erhalten wir |*D| = |D|, |*A| = |A],
|‘B| = |B| und damit |D| = |A| - |B]. O

Beweis. Es gilt

Satz 7.24 Seien A, B € M(n x n;R) beliebige quadratische Matrizen. Dann gilt

|AB| = |Al|B].

D::<A 0).
—-FE, B

Wegen 7.22 und 7.4 erhalten wir

Beweis. Sei

D = [A] - [B].

Nun werden wir D mit elementaren Zeilenumformungen von Typ 2 dndern:
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Fiir alle Paare (4,7) (1 < 4,5 < n) wir addieren die a;;-fache (n + j)-te Zeile von

D zur i-ten Zeile von D. Durch diese n? elementare Zeilenumformungen vom Typ 2

D,::< 0 C')’
~E, B

wobei C' = AB ist. Wegen 7.10 gilt |D’| = |D| = |A||B|. Andererseits kann man

durch n Vertauschungen der Spalten von D die Matrix

o AB 0
' B -E,

bekommen. Wegen 7.22 und 7.4 gilt |D"| = |AB|-| — E,| = (=1)"|AB|. Wegen 7.5
gilt |D"| = (=1)"|D’| = (—1)|D|. Damit erhalten wir

erreichen wir die Matrix

|AB| = |A] - |B].

7.5 Vandermondesche Determinate

Definition 7.25 Seien xy,...,x, reelle Zahlen. Mit A,, = A, (z1,...,x,) bezeich-

nen wir die Determinate der n x n-Matrix:

2 n—1
1 =z 2xf - 2]
2 n—1
1 xo x5 - a4
— 2 n—1
2 n—1
1 z, =z ),

A,, heift Vandermondesche Determinante.

Satz 7.26

1<i<j<n

Beweis. Induktion iiber n. Induktionsanfang: Fiir n = 2 erhalten wir

]_l’l

Ay =

= ([L’Q — 5(71).

11’2

Induktionsschluf: Die Formel gelte fiir n — 1. Wir ziehen nun von jeder Spalte (und

zwar angefangen von der letzten bis zur zweiten) jeweils die mit z; multiplizierte
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vorausgehende Spalte ab. Bis auf das erste Element werden dadurch alle Elemente

der ersten Zeile zu 0 und man erhalt

1 0 0 0
n—1 n—2
1 zo—21 25— 2129 Ty T — T1T
_ 2 n—1 n—2| __
Ap=11 x3—x1 35— 2123 Ty =Xy | =
2 n—1 n—2
1 zp—x i — 217, xr, T —xT,
To — X1 T5— T1T9 Ty - a:lzcg_Q
T3 — X1 T5— T103 ot — i ?
T, — T :vi — 11T, ), L xlmZ*Q
Jetzt kann man aus der i-ten Zeile (i = 1,...,n — 1) den Faktor ;1 — x; heraus-
ziehen. Das ergibt:
1 2y 22 -0 b2
n —92 n
1 x5 22 - 27
3 3
A, = H(l‘i—ﬂfl) = H(l'z —»’Cl) An71($2,9€3>---71‘n)-
pai-S PO pals
1z, 22 a2

Nach Induktionsvoraussetzung gilt

Ay (T2, 3, .., x,) = H (x; — xp).

2<k<j<n
Damit erhalten wir
n
A, = l_I(xZ — 1) - H (xj — k) = H (x; — ;).
i=2 2<k<j<n 1<i<j<n

U

Korollar 7.27 Sind x,...,x, paarweise verschieden, so ist A, (z1,...,x,) # 0.

Seien z1, ..., x, paarweise verschiedene reelle Zahlen. Wir werden eine polynomiale
Funktion
f(t) = Qo + alt —+ 4 an_lt”_l

von Grad < n — 1 suchen, die gegebene Werte 3, ..., ¥y, in den Punkten x1,...,x,
hat: y; = f(x;) 1 <i<n.
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Satz 7.28 Sind x4, ...,x, paarweise verschiedene reelle Zahlen und yi,...,y, be-
liebige reelle Zahlen, so gibt es genau ein Polynom f(t) vom Grad < n —1, so dass
gilt y; = f(x;) 1 <1i < n. Das Polynom f(t) lifit sich durch die folgenede explizite

Formel schreiben:
Z ];ﬁz ])
H];éz Xy — )

Diese Formel heifit Lagrangesche Interpolationformel.

Beweis. Die Gleichungen y; = f(x;) (1 < i < n) kann man in Matrizenform wie

folgt schreiben:

S R aop

- Y1
1 xy 3 - ot a

- Y2
1 a3 a2 -0 ay? az | =

_ Yn
1z, 22 - ! (p—1

Wegen 7.27 besitzt dieses lineare Gleichungssystem eine eindeutige Losung. Also
exisitiert ein einziges Polynom f(¢) vom Grad < n — 1, so dass gilt y; = f(z;)
(1<i<n).

Wir bezeichnen nun mit g;(t) (1 < ¢ < n) das Polynom vom Grad n — 1

Hj;éi(t — ;)
Hj;éi(mi — ;)
Offensichtlich gilt g;(z;) = 1 und g;(z;) = 0, falls j # i. Das Polynom f(t) :=
Y191 + -+ Yngn hat Grad < n — 1 und es gilt f(x;) = yig(z;) = v (1 <@ < n)

Deswegen ist f(t) genau das einzige gesuchte Polynom.

7.6 Determinante als multilineare alternierende Funktion

Definition 7.29 Sei F© : M(n x n,R) — R eine Funktion, die jeder Matrix
A € M(n x n,R) eine reelle Zahl F(A) zuordnet. Wir werden diese Funktion als
eine Funktion von Zeilen Z;(A), ..., Z,(A) auffassen und schreiben sie in der Form
F(Zi(A),...,Z,(A)) auf. Die Function F' heifit multilinear, wenn

(1) fiir jedes i € {1,...,n} gilt:

F(Zy(A),....Z(A)+ Z['(A),..., Z,(4)) =

= F(Z)(A),..., ZUA), ..., Zo(A) + F(Zi(A), ..., Z'(A), ..., Zu(A));
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(2) fiir jedes i € {1,...,n} gilt:
F(Zi(A), ..., Zi(A),..., Z,(A)) = A\F(Z1(A), ..., Zi(A), ..., Z,(A)), A € R.
Die Funktion F' heifit alternierend, wenn fiir alle 1 <1 < j < n gilt:
F(Zi(A),....Zi(A),....,Z;(A),..., Z,(A)) =
—F(Z1(A),...,Z;(A),...,Zi(A),..., Z,(A)).

Satz 7.30 Jede multilineare alternierende Funktion F' : M(n x n,R) — R hat
Gestalt

Isbesondere ist Determinante als multilineare alternierende Funktion F' eindeutig
durch die Bedingung F(E,) =1 bestimmt.

Beweis. Durch elementare Zeilenumformungen kann man A in einer Matrix in nor-
mierten Zeilenstufenform iiberfithren. Bei jeder Zeilenumformung verhélt sich die
Funktion F' genau wie Determinante. Andererseits: Ist A schon in der normierten

Zeilenstufenform, so ist die Aussage des Satzes offensichtlich. U

Korollar 7.31
|AB| = |A]|B|.

Beweis. Man betrachten die Funktion
F : A— |AB.

Wir zeigen, dass diese Funktion multilinear und alternierend ist. Es sei Z;(A) als
Summe Z;(A) = Z/(A) + Z!(A) dargestellt. Dann gilt

Z,(AB) = Z,(A)B = (Z/(A) + Z!(A))B = Z(A)B + Z!'(A)B.

Wir bezeichnen mit A" und A” die quadratischen n x n-Matrizen, wobei Z;(A) =
Z;(A") = Z;(A") fir j # i und Z;(A') = Z[(A) und Z;(A") = Z'(A) sind. Dann
erhalten wir

Z(AB) = Z,(A'B) + Zi(A"B).

Deswegen gilt
F(A)=|AB| = |A'B|+ |A"B| = F(A") + F(A").
Ist Z;(A) = AZ!(A), so ist

Zi(AB) = Z;i(A)B = (MZ{(A))B = \(Z{(A)B = MZi(A'B),
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wobel Z;(A) = Z;(A') fir j # i und Z;(A") = Z;(A)’ ist. Deswegen gilt
F(A) =|AB| = MA'B| = A\F(A').

Also ist F' multilinear.
Wegen 4.11 entsteht die Matrix I;;A durch Vertauschung der i-ten und j-ten Zeile
in der Matrix A. Andererseits entsteht die Matrix I;;AB durch Vertauschung der

i-ten und j-ten Zeile in der Matrix AB. Damit erhalten wir
F(I;;A) = |I;;AB| = —|AB| = —F(A).

Also ist F alternierend.
Wegen 7.30 gilt
F(A) = F(E,) - |A].

Andererseits haben wir FI(E,) = |E,B| = |B|. Deswegen gilt

|AB| = F(A) = |B||A] = |A]| B,

7.7 Minoren und Rang

Definition 7.32 Sei A € M(m x n,R). Ist {iy,...,ix} eine Teilmenge von
{1,...,m} und {ji,...,Jjx} eine Teilmenge von {1,...,n}, so bezeichnen wir mit
ATk die Untermatrix in A, deren Eintréigen in den Zeilen Z;, (A), ..., Z; (A) und

UL yeeny 1k i

.....

Satz 7.33 Die Zahlr ist zum Rang von A € M (m x n,R) gleich genau dann, wenn
einen von Null verschiedenen Minor der r-ten Ordnung gibt, und alle Minoren der
(r 4+ 1)-ten Ordnung gleich Null sind.

Beweis. Sei A" € M(m x n,R) aus A durch endlich viele Zeilen- und Spaltenum-
formungen entstandene Matrix. Dann sind alle Minoren der k-ten Ordnung von
A’ als Linearkombinationen von Minoren der k-ten Ordnung von A darstellbar.

Andererseits kann man durch Zeilen- und Spaltenumformungen immer die Matrix
E. 0

=10 0 erreichen, wobei r = Rang(A) ist. Fiir die Matrix A” ist die Aussage

offensichtlich. Da die Matrix A aus A” durch elementare Umformungen entsteht, gilt

A//

die Aussage auch fiir A.
O
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8  Gruppen, Ringe und Ko6rpern

8.1 Gruppen

Definition 8.1 Eine Gruppe ist ein Paar (G, o) bestehend aus einer Menge G und
einer Verkniipfung o:
GxG—G

(z,y) = zoy,

so dass die folgenden Axiome erfiillt sind:

(i) Assoziativgesetz:
rzo(yoz)=(roy)oz Vr,y,z € G.
(ii) Es gibt ein Element e € G , so dass Vz € G gilt:
roe=eoxr =z

(Ein Element e ist eindeutig bestimmt, denn ist ¢’ ein weiteres solches Element, so
gilt e = e o ¢’ = ¢/. Man nennt e das neutrale Element von G.)

(iii) Zu jedem z € G gibt es ein y € G, so dass gilt:
roy=yoxr=e.

(y ist ebenfalls eindeutig bestimmt, denn ist x oy = y' o x = e fiir ein anderes
y € G, so folgt

y=yoe=yo(zoy)=(yox)oy =eoy =y.
Man nennt y das Inverse von z. Es wird mit 2! bezeichnet.
Bezeichnung 8.2 (i) Es ist iiblich, das Verkniipfungzeichen o wegzulassen und kurz
xy statt x oy schreiben.

(ii) Wegen des Assoziativgesetzes darf man Klammern in mehrfachen Produkten

weglassen, z. B. ist

ryz = (vy)z = x(y2)
ryzw = (vyz)w = (xy)(zw) = - - -

Man darf aber im allgemeinen nicht die Reihenfolge der Faktoren dndern.

Definition 8.3 Ist 2y = yx Vx,y € G, so heifit die Gruppe G kommutativ oder

eine abelsche Gruppe.
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Bezeichnung 8.4 Die Verkniipfung in abelschen Gruppen wird oftmals additiv
geschrieben. Statt x oy (oder xy) schreibt man also z + y, statt =1 schreibt man

—ux, und das neutrale Element e bezeichnet man mit 0.

Beispiel 8.5 Die Menge der Matrizen A € M (n x n,R) mit |A| # 0 bezeichnen wir
mit GL(n,R). Offensichtlich ist GL(n,R) eine Gruppe beziiglich der Multiplikation.

Diese Gruppe heifit allgemeine lineare Gruppe. Ist n = 1, so ist GL(n,R) =
R*:=R\ {0}.

Beispiel 8.6 Die Menge der Permutationen S, bildet auch eine Gruppe. Diese
Gruppe heiffit symmetrische Gruppe.

Definition 8.7 Ist (G, o) eine Gruppe, so sind die Potenzen z" eines Elementes
x € G Vn € Z folgendermaflen definiert:

x =e
" = x(z"Y) firn >1
" = (x7 )" fiir n > 1.
Man zeigt dann leicht die Rechenregeln:

Proposition 8.8 Fiir jedes v € G qult

und
(zy) =yt Va,y€G.

Ist xy = yx, so ist
(xy)" =2"y" VneZ

Definition 8.9 Sei ¢ ein Element aus G. Die minimale Zahl k € N, so dass ¢* = e
ist, heit die Ordnung von g und wird mit Ordg bezeichnet. Man sagt, dass
Ord g = oo, wenn ¢~ # e fiir alle k € N.

Definition 8.10 Eine Gruppe G heifit zyklisch, wenn es ein Element g € G gibt,
so dass

G={¢":neZ}
In dieser Situation wird G mit < g > bezeichnet. Das Element g nennt man einen

Erzeuger von G =< g >.
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Definition 8.11 Sei m eine positive ganze Zahl. Wir teilen Z in m Klassen fol-

gendermaflen ein: Zu jedem r € {0,1,...,m — 1} betrachten wir die Menge
r+mZ:={r+m-n : ne€Zw}
Man hat die folgende disjunkte Vereinigung;:
Z=0+mZ)U(1+mZ)UJ---U(m—1+mZ).

Diese Klassen nennt man Restklassen modulo m. Jede Klasse besteht aus allen
Zahlen, die bei Division dutch m den gleichen Rest hinterlassen. Zwei Zahlen £ und
k' liegen genau dann in derselben Restklasse, wenn k — k&’ durch m teilbar ist. Zu
jedem a € Z bezeichnen wir mit @ = a + mZ die Restklasse von a. Wir definieren
die Addition

a+b:=a+0

und bemerken, dass diese Definition nicht von der Auswahl der Representanten

abhingt.
Proposition 8.12 Ist m € Z und m > 0, so ist die Menge
Z/mZ :={0,1,...,m — 1}
der Restklassen modulo m mit der oben erklirten Addition eine abelsche Gruppe.

Definition 8.13 Es sei (G, o) eine Gruppe. Eine nichtleere Teilmenge H C G heifit
Untergruppe von GG, wenn gilt:

()z,ye H=axyec H

(ii)r€e H=2"'€ H.

Bemerkung 8.14 Ist H C G eine Untergruppe von G, so gilt e € H (wegen (i), (ii)
und e = z o z7!). Eine Untergruppe H ist mit der von G induzierten Verkniipfung

(oder Multiplikation) natiirlich ebenfalls eine Gruppe.

Definition 8.15 Sei g ein Element aus G. Mit < g > bezeichnen wir auch die
zyklische Untergruppe mit dem Erzeuger g :

<g>={¢" - neZ} CQG.
Beispiel 8.16 Die Teilmenge
SL(n,R) :={A € GL(n,R) : |A| =1} C GL(n,R)

ist eine Untergruppe, die spezielle lineare Gruppe heifit.
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Definition 8.17 Es seien (G, o) und (G’,o') Gruppen. Eine Abbildung
o : GG
heifit Homomorphismus (oder Gruppenhomomorphismus), wenn gilt:

p(zoy) =¢p(x)o ¢(y) Yo,y € G.

Proposition 8.18 Sei ¢ : G — G’ ein Gruppenhomomorphismus, e sei neutrale
Element von G, €' das von G'. Dann gilt:

(1) ple) = ¢ ;

(ii) p(z7") = (p(2)) .

Beweis. (i) Nach Definitionen von ¢ und e, gilt:

p(e) o' p(e) = p(eoe) = p(e).

Wir multiplizieren die Gleichung ¢(e)o’¢(e) = ¢(e) mit (¢(e)) ™" und erhalten damit
ple) =¢€.
(i) Aus den Definitionen von o, 2! und aus der Aussage (i) folgt:

p(z) o plz™) =p(xoa™) = ple) =€

Andererseits

-1 /

plz™) o p(x) = p(z™ ox)p(e) = €',

Deshalb ist ¢(z7!) das Inverse von ¢(x). O

Definition 8.19 Einen Homomorphismus ¢ : G — G’ heif3t
(i) Epimorphismus, wenn ¢ surjektiv ist;
(i) Monomorphismus, wenn ¢ injektiv ist;

(iii) Isomorphismus, wenn ¢ bijektiv ist.

Definition 8.20 Zwei Gruppen G und G’ heiflen isomorph, wenn es einen Grup-

penisomorphismus ¢ : G — G’ gibt. Man schreibt dann G = G'.

Definition 8.21 Sei ¢ : G — G’ ein Gruppenhomomorphismus, ¢’ das neutrale
Element in G'. Die Untergruppe Ker ¢ := ¢~ '(¢’) heiit der Kern von ¢.

Proposition 8.22 Sei ¢ : G — G' ein Homomorphismus. Dann sind das Bild
Im ¢ = ¢(GQ) und der Kern Ker o := p~Y(e’) Untergruppen von G'.
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Beweis. Seien ', 3/ beliebige Elemente aus ¢(G). Dann existieren Elemente z,y € G,
so dass ¢(x) = 2’ und ¢(y) = y/. Daraus folgt, dass 2’y = o(z)p(y) = ¢(zy) in
©(Q) liegt.
Sei 2’ ein beliebiges Element aus ¢(G). Dann gibt es z € G, so dass ¢(z) = 2’. Nach
8.18(ii), ist ¢(z~!) das Inverse von ¢(z). Deshalb gehort (2/)~! auch zu p(G).

O

Beispiel 8.23 Die Exponentialabbildung
exp : R— R*
ist ein Homomorphismus von (R, +) nach (R*,-):
exp(z +y) = exp(z) - exp(y)
Dieser Homomorphismus ist injektiv, aber nicht surjektiv (kein Epimorphismus).
Beispiel 8.24 Der Logarithmus
log: Rog— R
ist ein Homomorphismus (sogar ein Isomorphismus) von (Rs,-) nach (R, +):
log(zy) = log(z) log(y).
Beispiel 8.25 Die Determinante
det : GL(n,R) — R*

ist ein Epimorphismus:
det(AB) = detA - detB.

Der Epimorphismus det is genau dann bijektiv, wenn n = 1.
Beispiel 8.26 Die Abbildung
Z—7Z/mZ, a—a

ist ein Gruppenhomomorphismus (Epimorphismus).

Proposition 8.27 FEin Gruppenhomomorphismus ¢ ist genau dann injekliv, wenn

Kerp =e.

Beweis. Ist p(x1) = p(x2), so ist

/

plaioay") = p(r1) o (p(a2) ™! = €.
Deshalb ist 73 0 25! = e (d.h. z; = 2), falls Ker o =e.
Andererseits, ist ¢ injektiv, so ist Ker g = e (weil p(e) = € gilt) O
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8.2 Der Satz von Lagrange

Definition 8.28 Sei X eine Menge, X x X = {(x,y) : x,y € X} die Menge aller
Paare. Eine beliebige Teilmenge R C X x X heifit eine Relation auf X.

Bezeichnung 8.29 Sei R C X x X eine Relation auf X. Es ist iiblich kurz x ~g y
(oder einfach x ~ y) statt (x,y) € R zu schreiben.

Definition 8.30 Sei X eine Menge. Eine Relation R C X x X heifit eine
Aquivalenzrelation auf X, wenn die folgende Bedingungen erfiillt sind:

(i) Reflezivitit: fiir alle x € X gilt x ~p x;

(il) Symmetrie: ist x ~g y, so ist y ~p T;

(i) Transitivitit : ist © ~gr y und y ~pg 2z, so ist z ~p z

Definition 8.31 Sei R eine Aquivalenzrelation auf X, z € X ein beliebiges Ele-

ment. Dann heifit die Teilmenge
R(z)={yeX : y~pa}CX

Aquivalenzklasse von z beziiglich R, und z heiit Vertreter von R(x) (wegen
8.30(i) gilt = € R(x)).

Proposition 8.32 Sei R eine Aquivalenzrelation auf X. Dann gilt fir alle x,y € X
entweder R(x) = R(y), oder R(x) N R(y) = 0.

Beweis. Angenommen R(z) N R(y) # 0. Sei z € R(x) N R(y). Dann gilt z ~x 2 und
z ~p y. Nach 8.30(ii), gilt auch « ~pg z. Nach 8.30(iii) gilt  ~g y und damit erhélt
man R(y) C R(x). Andererseits, y ~g () (8.30 (ii)). Deshalb hat man R(z) C R(y)
(8.30 (iii)). Also R(x) = R(y). O

Definition 8.33 Sei (G, ) eine Gruppe, H C G eine Untergruppe. Wir definieren
die folgende Relation auf G:

rx~gy<edhe H : y=uzh.

Proposition 8.34 Die Relation x ~p y ist eine Aquivalenzrelation.

Beweis. Reflexivitdt: Man hat = ~py z, weil H das neutrale Element e besitzt (s.
8.14) und z = ze gilt.

Symmetrie: Ist  ~g y (d.h. 3h € H : y = zh ), so ist yh™' = xhh™' = x, d.h.
y~px (weil h71 € H).

Transitivitat: Ist x ~g y und y ~p z, so existieren hy, ho € H mit y = xhy, 2 = yhs
und damit z = xhihy, d.h. © ~p z (weil hihy € H!). O
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Definition 8.35 Die Aquivalenzklasse eines Elements g € G bzgl. der Aquivalenz-

relation ~y heit Linksnebenklasse von g. Diese Klasse wird mit
gH :={gh : he H}
bezeichnet.
Definition 8.36 Hat eine Gruppe G nur endlich viele Linksnebenklassen bzgl. H,

so heif3t die Anzahl k£ der Linksnebenklassen der Index von H in GG und wird mit
|G : H] bezeichnet.

Aus 8.32 und 8.34 folgt:

Korollar 8.37 Sei (G,-) eine Gruppe, H C G eine Untergruppe. Dann ist G eine

disjunkte Vereinigung der Linksnebenklassen.

Satz 8.38 (SATZ VON LAGRANGE) Sei (G,-) eine endliche Gruppe, H C G eine

Untergruppe. Dann gilt
G| = |G- H]|H].
Beweis. Sei
gH,....qg.H

die Gesamtheit aller Linksnebenklassen mit ¢, # g;H fiir ¢ # j
(d.h. k =[G : H]). Man hat

k
Gl =" |g:H]|.
=1

Jede Linksnebenklasse g; H ist aber gleichméchtig zu H, weil die natiirliche Abbil-
dung

bijektiv ist (z — g; '@ ist die Umkehrabbildung ¢; H — H). Deswegen gilt
G| = k[H| =[G : H]|H|.

Aus dem Satz von Lagrange folgt:

Korollar 8.39 Sei G eine endliche Gruppe, g € G ein beliebiges Element. Dann
ist Ord g ein Teiler von |G].

Beweis. Sei Ord g = n und

H:=<g>= {e,g,gZ, o ,g"_l}

die endliche zyklische Untergruppe mit dem Erzeuger g. Dann gilt n = |H|. O
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8.3 Ringe und Korper

Definition 8.40 Eine Menge R zusammen mit zwei Verkniipfungen
+ : RxR— R (a,b)—~a+1b

: RxXR— R (a,b)—~a-b

heifit Ring, wenn folgendes gilt:
(1) Die Menge R zusammen mit Addition “4” is eine abelsche Gruppe;
(2) Die Multiplikation “-” is assoziativ;

(3) Es gelten die Distributivgesetze:
a-(b+c)=a-b+a-c, Va,b,ec,
(a+b)-c=a-c+b-c VYa,b,c.

Bemerkung 8.41 Sei 0 € R das Nullelement des Ringes R. Aus dem Distributiv-
gesetz folgt sofort:

Definition 8.42 Ein Ring heifit kommutativ, wenn a -b = b - a Va,b € R. Ein

Element 1 € R heifit Einselement, wenn 1-a =a -1 = a fiir alle a € R.

Beispiel 8.43 Die folgenden Menge mit iiblichen Operationen sind Ringe:

(1) Die Mengen (Z, +, ), (Q,+,-), (R, +,-);

(2) Die Mengen der quadratischen Matrizen M (n X n, K) mit Eintrdgen aus K,
wobei K = 7Z,Q oder R.

(3) Die Menge der reellwertigen Funktionen f : R — R.

(4) Ist R ein Ring, so bildet die Menge aller quadratischen Matrizen M (n x n, R)

mit Eintrégen aus R einen Ring.

Beispiel 8.44 In der albelschen Gruppe Z/mZ der Restklassen modulo m kann

man durch

a-b:=a-b

eine Multiplikation erklédren. Diese Definition des Multiplikation héngt nicht von der

Auswahl der Representanten ab: ist a —a’ = mk und b — b’ = ml, so folgt
a-b=(a"+mk) - +ml)=d b +m('k+dl+mkl),

d.h.a-b—a' -V is durch m teilbar.
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Definition 8.45 Eine Menge K zusammen mit zwei Verkniipfungen
+ : KxXK—K (a,b)—~a+b

: KxK—K (a,b)—~a-b

heifit Korper, wenn folgendes gilt:
(1) K ist ein kommutativer Ring;
(2) Die Teilmenge K* := K \ {0} ist eine abelsche Gruppe.

Beispiel 8.46 Die Mengen (Q, +,-), (R, +,-) sind Kérper.

Proposition 8.47 Jeder Korper K besitzt mindestens zwei Elemente 0 und 1 (0 #
1). Es gelten die folgenden Rechenregeln:

(1) a-b=0 = a=0 oderb=0;

(2) a-(=b)=—a-bund (—a)-(—b) = ab.

(3)x-a=y-a =x=uy, fallsa#0.

Definition 8.48 Ein Ring R heifit nullteilerfrei, wenn fiir alle a,b € Rausa-b =0
stes a = 0 oder b = 0 folgt.

Bemerkung 8.49 Jeder Korper ist nullteilerfrei (s. 8.47 (1)).

Proposition 8.50 Der Restklassenring 7./mZ ist nullteilerfrei genau dann, wenn

m eine Primzahl ist.

Beweis. Ist m keine Primzahl und m = k-1 mit 1 < k,l < m, so ist k # 0 und
1#0, aber k-1 =7mm = 0. Sei m eine Primzahl und @- b = ab = 0. Dann teil m das
Produkt ab. Da m Primzahl ist, mufl m ein Primfaktor von a oder von b sein, damit
gilt entweder @ = 0 oder b = 0. U

Proposition 8.51 Ein nullteilerfreier, kommutativer Ring K mit endlich vielen
Elementen und Finselement ist ein Korper. Insbesondere ist Z/mZ ein Korper,

wenn m eine Primzahl ist.

Beweis. Wir zeigen, dass fiir jedes a € K* die Multiplikation
K'—- K x—a-x

eine surjektive Abbildung ist. Weil K* endlich ist, geniigt es zu zeigen, dass diese
Abbildung injektive ist:

Ista-z=a-2,s0ist 0 =a-x—a- -2 =a(r—2) und damit = — 2’ = 0 (weil
a # 0). Aus der Sujektivitéit folgt, dass es ein b gibt, so dass a - b = 1. Wegen der
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Kommutativitit erhalten wir auch b-a = 1 Deswegen gibt es zu jedem a € K* das

inverse Element a=' = b. O

Definition 8.52 Sei R ein Ring mit Einselement 1. Die Charakteristik von R ist
definiert durch

0, fallsn-1:=1+---4+1#0 fiiralle n>1,
—_—

char(R) := n—mal
min{n : 1+---+1=0, sonst.
—_——

n-mal
Proposition 8.53 Ist K ein Kirper, so ist char(K) etweder Null oder eine Prim-
zahl.

Beweis. Ist n = char(K) keine Primzahl und n = k-1 mit 1 < k,I < n, so ist
k-1#0und-1%#0,aber (k-1)-(l-1) =n-1=0. Widerspruch zu 8.47 (1). O

Definition 8.54 Ist R ein Ring und R’ C R eine Teilmenge, so heifit R’ Unterring,
wenn R’ bzgl. der Addition Untergruppe ist und fiir alle a,b € R’ gilt a-b € R'.
Sind (R, +,-) und (S, ®, x) zwei Ringe, so heifit eine Abbildung ¢ : R — S ein
Ringhomomorphismus , wenn fir alle a,b € R gilt:

pla+0b) =p(a) @ p(b),; wla-b) =p(a)*p(b).

Ein bijektiver Ringhomomorphismus heifit Isomorphismus von Ringen R und S.

Zwei Ringe R und S heiflen isomorph, wenn es ein Ringisomorphismus gibt.

8.4 Komplexe Zahlen

Satz 8.55 Die Menge C aller quadratischen Matrizen

(a _b), a,beR
b a

mit tiblichen Matrizenmultiplikation und Matrizenaddition ist ein Kérper.

_ / _ KN
Beweis. Ist A = (Z b) und B = (Z, [,)>, so ist
a a

N X VAR N
A.B— aa’ — bb abl — d'b cC
ab +ad'b  ad — by

und

at+ad —b-=1V
A+ B= € C.
(b—l—b’ a+a’>
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Die Multiplikation der Matrizen aus C is kommutativ. Es gelten Distributivgesetze.

1
Die Matrix 0 = (8 8) ist Nullelement. Die Einheitsmatrix 1 := (0 ?) ist

—b
Einselement. Zu jeder Matrix 0 # A = Z € C gibt es das Inverse Matrix
a

a b
A_l _ g 1 g a b _ _anbe aQZbQ e (C
a?+b* \=b a TR TP

I:= (0 _1> e C.
1 0

Man kann jede Matrix A aus C in der Gestahlt

Sei

A=a-1+b-1
schreiben. Wir bemerken, dass I? = —1. O

Definition 8.56 Der Kérper C im o.g Beispiel nennt man der Koérper der kom-
plexen Zahlen. Anstatt der Bezeichnungen 1 und I verwendet man einfach 1 und
i (wobei i? = —1). Die Dastellung ¢ = a-1+b-i schreibt man einfach als ¢ = a + bi,
wobei a := Rec Realteil und b := Im ¢ Imaginérteil von ¢ genannt wird. Damit
identifiziert man die Menge der reellen Zahlen R mit der komplexen Zahlen ¢ € R,
so dass Im ¢ = 0. Das Element ¢ := a—bi € C heifit die zu ¢ konjugierte komplexe
Zahl. Die Zahl |c| := v/a® + b2 heiBt der Absolutbetrag von ¢ = a + bi.

Proposition 8.57 Fliir die komplexen Zahlen z, z1, zo € C gelten die folgenden Re-
chenregeln:

(1) 21+ 22 =7 + %;

(2) 2 % =77

(3) |21 + 22| < |z1| + |22| (Dreiecksungleichung);

(4) ‘Zl : 22’ = ‘Zl‘ ) \22‘;

Definition 8.58 Eine Matrix

kann in der Gestalt

a
Va2+b2  Va2+b?

a —b
c= Va2 + b2 (\/az’ber? \/a2+b2>
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geschrieben werden. Wegen

e oy < b oy

T Va2 T T Va2 02T
konnen wir setzen:

a . b
cosQ i = ———, sina ;=

Dann erhalten wir:

cosa —Ssin« A
c=va®+b? ( ) = |cle'®,

sinaw  cos«

wobel

io cosa —sina .

e = ) =cosa +sina.
sina  cos«

Die Zahl o nennt man das Argument von c:

c=|c|-e™ee,

Diese Darstellung einer komplexen Zahl ¢ nennt man trigonometrische Form von
c. (Das Argument argc in der trigonometrischen Form ist eindeutig nur bis auf ein

Vielfaches von 27 bestimmt.)

Proposition 8.59 FEs seine z1, zo komplexe Zahlen. Dann gilt

iarg z1-22 iarg z1+arg z2

e =e )

oder

arg(zy - z9) — (arg z; + arg z9) € 2nZ.

Beweis. Es sei oy = arg 21, ap = arg z. Wir benutzen die bekannten Formeln
cos(ay + aip) = €os vy cos ap — sin ay sin g,

sin(ag + @) = cos aq sin ay + sin @ cos .

um zu zeigen, dass gilt

(cosaq +isinay)(cosag + isinay) = cos(ag + ag) +isin(a; + as).
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Satz 8.60 Sei z = pe'™ = p(cosa +isina) eine komplexe Zahl und n eine positive

ganze Zahl. Dann besitzt die Gleichung

genau n Lisungen
z = Yper k=0,1,2,....,n—1,

wobei ok
o T
fr= 24 28

n n

Beweis. Ist x = re'®, so ist 2" = r"e™?. Aus der Gleichung
g = e = pei®
folgt, dass p = ™ und
np =a+2rk, keZ.
Damit gilt

o 2nk

T:W7 B:E—'—T? kZO,l,...,TL—l.

8.5 Polynome

Definition 8.61 Sei K ein Korper und ¢ eine Unbestimmte. Den formallen Aus-
druck der Gestalt

ft)=ap+ait+ -+ at" = Zaiti,
wobei ag,aq,...,a, € K nennen wir Polynom mit Koeffizienten in K. Die
Menge all solcher Polynome bezeichnen wir mit K[t]. Oft schreiben wir f statt f(t).
Sind alle Koeffizienten a; von f(t) gleich Null, so heifit f(¢) Nullpolynom (Man

schreibt f = 0. Der Grad von f ist erklart als

—o0, falls f =0,
deg f :=
max{k € N : a; # 0}, sonst.

Das Polynom f vom Grad n heiflt normiert, wenn a, = 1.

Definition 8.62 Die Menge K|[t] besitzt Addition und Multiplikation: Ist f =
ag + ait + -+ + a,t" = Zizo a;t* und g = by + byt + -+ + bt™ = Zizo bit' (wir
setzen a, x = by = 0 flir £ > 1, so ist

fHg:=> (a;+b)t,

i>0
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f-g:c[)+clt—|—---+cn+mt”+m:Zcz-ti,

120

wobei

C; = Z akbl.

k+l=i
Insbesondere ist
co = apby

Cc1 = (Iob1 + albo

Co = a0b2 + a161 + CLQbO

Crntm = Qnbm.

Ist f-g = h, so nennt man f und Teiler von A und schreibt f|h (man sagt auch,
dass h durch f teilbar ist.

Proposition 8.63 Die Menge K|[t] ist ein kommutativer Ring mit 1. K[t] ist null-
teilerfrei und gilt
deg(f - g) = deg f + degyg.

(Es wird vorausgesetzt, dass n+ (—o00) =m + (—00) = —00 + (—00) = —0)).

Der Ring K[t] wird Polynomring iiber K genannt.

Satz 8.64 Sind f,g € K]Jt] Polynome, und ist g # 0, so gibt es dazu eindeutig
bestimmte Polynome q,r € K[t] derart, dass

f=q-g+r und degr < degg.

Definition 8.65 Die Darstellung von f als ¢ - g + r mit degr < deg g nennt man
Division von f durch g mit Rest. Das Polynom ¢ heiffit Quotient und das
Polynom r Rest.

Definition 8.66 Sei f,g € K]|t| zwei Polynome. Ein Polynom p € K[t] heifit der
grofite gemeinsame Teiler von f und g, wenn gilt

(1) p|f und plg;

(2) ist ¢ ein anderes Polynom mit ¢|f und ql|g, so gilt g|p. Der grofite gemeinsame
Teiler von f und g wird mit g.¢.7.(f, g) bezeichnet.

Der grofite gemeinsame Teiler zweier Polynome f, g € K[t] immer existiert und bis
auf Multiplikation mit einer Konstante eindeutig bestimmt. Man kann ¢.¢9.7.(f, g)
durch den eulidischen Algorithmus wie folgt finden:



60

Satz 8.67 (EULIDISCHER ALGORITHMUS) Seien f1, fo € K|t] zwei Polynome mit
degf; > degfy. Man bildet eine endliche Folge der Polynome

i=af+ [
Jo=qfs + [4,
J3=aqfs+ [s,

fr—3 = Gr—3fr—2+ fro1,
fr—2=Gr—2fr—1 + [r,
fr—1=@r—1 [
wobei degfs > degfy > degfs > --- > degf, >0 (f- #0). Dann gilt

9.9.T.(f1, f2) = fr.

Lemma 8.68 Scien f,g,h € K[t] und f|g, f|h. Dann gilt

(1) fl(g+h) und f|(g —h);
(2) flqg fir alle q € K|t];

Beweis Ist g = fq1, h = fqo, so ist

(gxth)=fa=*fe=fla£qe),

9-9=fqqg= flqq).
0

Beweis des Satzes 8.67. Zu néchst zeigen wir, dass f, ein gemeinsamer Teiler von

f1 und fs ist. Dafiir bemerken wir, dass aus

fr—l = QT—lfr

und
fr72 = qT72f'I’71 + fr
die Teilbarkeit von f,_; und f._o durch f, folgt (s. 8.68). Weiter folgt aus

fr—3 = QT—3fr—2 + fr—17
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dass auch f,_3 durch f,. teilbar ist. Mit gleichen Uberlegungen erhalten wir, dass
alle Polynome f,._1, f,_2,..., fa, f1 durch f, teilbar sind. Also ist f, ein gemeinsamer
Teiler von f; und fs.

Nun sei ¢ € K[t] ein anderer gemeinsamer Teiler von f; und fo. Aus

h=qfo+f3

folgt, dass
3=/ 1 —qfe
Wegen 8.68 erhalten wir, dass f3 durch ¢ teilbar ist. Weiterhin folgt aus

Ji=[f2— qf3,

dass f4 durch ¢ teilbar ist. Mit gleichen Uberlegungen erhalten wir, dass alle Po-
lynome fi, fo, f3,..., fr durch ¢ teilbar sind. Insbesondere ist f, durch ¢ teilbar.
O

Korollar 8.69 Fiir den euklidischen Algorithmus wie oben gilt

9.9T.(f1, f2) = 9.9T.(f2, f3) = = 9.9.T.(fr—2, fr=1) = [fr-

Korollar 8.70 Seien f,g Polynome aus K[t]. Ist h = g.9.T.(f,g), so gibt es Poly-
nome u,v € K[t] mit
h=uf+vg.

Definition 8.71 Sei K ein Korper und f = ag+ait+- - -+a,t" € K[t] ein Polynom.
Ein Element A € K heifit Nullstelle von f, wenn gilt

fA) ==ap+a A+ +a, A" =0.
Proposition 8.72 Sei A\ € K. Ein Polynom f € K]|t] ist durch g = (t — \) teilbar
genau dann, wenn X eine Nullstelle von f ist.
Beweis. Wir schreiben f(t) = q(t)g(t) +r(t) mit degr < degg = 1. Wegen degr < 0

erhalten wir, dass r =0 < f(\) = 0. O

Definition 8.73 Ein Element A € K heiit Nullstelle des Polynoms f € K|[t] der
Vielfachheit k, wenn gilt

(1) (t = N*If

(2) (t — A\)**! kein Teiler von f.

Der folgende Satz wurde von C. F. Gauf§ ertsmals 1799 bewiesen:
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Satz 8.74 (FUNDAMENTALSATZ DER ALGEBRA) Jedes Polynom f € C[t] mit
deg f > 0 hat mindestens eine Nullstelle A € C.

Korollar 8.75 Jedes Polynom f € Clt]| zerfallt in Linearfaktoren, d.h. es gibt eine
komplexe Zahl a und komplexe Zahlen Ay, ..., N\, mit n = deg f, so dass

f=alt—=XM)---(t—M\).
Satz 8.76 Jedes Polynom f € R[t] mit deg f =n > 0 besitzt eine Zerleqgung
f:CL(t_)\l)"'(t_)\r)'gl"'grm

wobei a, Ay, ..., A\ reelle Zahlen sind (a # 0) und gy, ..., gm € R[t] normierte Poly-

nome vom Grad 2.

Lemma 8.77 Ist f € R[t] und A\ € C eine Nullstelle von f, so ist X\ auch eine
Nullstelle von f.

Beweis Ist f(t) = ag + a1t + -+ - + a,t"™, so ist
fAN) =ap+a A+ +a,\"=0

und

0=0=ag+ @A+ -+ a\" = Go+ @A+ -+ A" = ag+a A+ +a X = f(N)

0
Beweis des Satzes 8.76. Wir fithren Induktion {iber den Grad n von f.
Fiir n =1 ist f ein lineares Polynom: f = at +b = a(t — A1), wobei \; = —b/a.
Sein > 1. Besitzt f eine Nullstelle A € R, so ist f durch (¢ — \) teilbar: f = (t—\)g,
wobei g € R[t] und degg = n — 1. Nach Induktionsannahme gibt es eine Zerlegung

g:a(t—)\l).(t_)\r).glgm
und damit
F=alt=X)(t=A) (= M) 01 g
Besitzt f eine komplexe (nicht reeelle) Nulstelle A = z + yi € C, A € R, so ist
die konjudierte Zahl A = 2 — yi auch eine Nullstelle von f (s. Lemma 8.77). Wir

bezeichnen
hi=(t— M\t —\) =t* =22t + (2* + 7).

Durch Division mit Rest erhalten wir

fZQ'h+T7
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wobei degr < 1. Wir haben
0=F(A)=qA) - h(A) +7(A) =q(A) -0+ 7r(A) =r(A).

Wegen r € R[t] und degr < 1 die Gleichung r(A) = 0 ist nur dann moglich, wenn r
ein Nullpolynom ist. Also gilt

f=qh
Nach Induktionsannahme gibt es eine Zerlegung
g=alt—=A) - ({t=XA) g1 G-
Damit erhalten wir die gewiinschte Zerlegung von f:
f=alt=M)--- (=) hgi- gm.

O

Korollar 8.78 Jedes Polynom f € R[t] von ungeradem Grad hat mindestens eine
reelle Nullstelle.
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9 Vektorrdume und lineare Abbildungen

9.1 Vektorrdume iiber einem Korper K

Definition 9.1 Sei K ein beliebiger Korper (z. B. Q, R, C, oderZ/pZ mit eine Prim-
zahl p). Eine abelsche Gruppe (V| +) mit einer zusétzlichen Verkniipfung

KxV =V,

(Av) = Ao, AeK,veV)

heifit Vektorraum iiber K (oder K-Vektorraum), wenn die folgenden Bedin-
gungen erfiillt sind:

(1) (A p)v=Aw)), Y\ pue K, YveV;

(2) A+ pv=I v+, YA\ pe K, VoeV;

(3) AMup +v9) = vy + Avg VA € K, Yoy, 09 € V;

4) lv=v, Yo eV.

Elemente eines K-Vektorraums V' heiflen Vektoren.

Beispiel 9.2 Sei K ein beliebiger Korper. Die Menge
V=K"'={(x1,...,2,) : x; € K (1<i1<n)}

ist ein K-Vektorraum bzgl. der Operationen:

(xlw"axn)_'_(yl?"'ayn) = (xl—i_yla"'?xn—i_yn)
Mz, ooy mp) = (A, o A xy).

Definition 9.3 Sei V ein K-Vektorraum und {vy, ..., v;} eine Menge von Vektoren
in V. Man sagt, dass ein Vektor v € V als Linearkombination von vy,..., v
darstellbar, wenn gilt

V= AU+ AUk

mit einigen Elementen Aq, ..., A\ aus K. Die Elemente Ay, ..., \; aus K nennt man
Koeffizienten der Linearkombination. Sind alle A;,... Az gleich 0 € K, so

nennt man A\jv; + - - - + Apv; die triviale Linearkombination.

Definition 9.4 Die Vektoren vy, ..., v; € V heiflen linear unabhingig, wenn der
Nullvektor 0 € V nur als triviale Linearkombination von vy, ..., v darstellbar ist,
d.h.,

O=X v+ + X =\ ==X =0.
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Sind Vektoren wq,...,v; nicht linear unabhéngig, so heiflen vy,...,v; linear
abhingig. Die lineare Abhéngigkeit von vy, ..., v, bedeutet, dass es eine nicht-
triviale Linearekombination Ajv; + - - - 4+ Ayvg gibt (mindestens fiir ein \; € K gilt
i # 0), die gleich dem Nullvektor ist.

Definition 9.5 Sei V' ein K-Vektorraum und {v;},c; C V eine Teilmenge (diese
Teilmenge kann unendlich sein). Die Teilmenge {v;};c; heifit eine Basis von V,
wenn gilt

(1) jede endliche Teilmenge {v1, ..., vx} C {v;}ics ist linear unabhéingig;

(2) jeder Vektor v € V ist als Linearkombination von endlich vielen Vektoren aus
{v; }ier darstellbar.

Proposition 9.6 Sei V' ein K-Vektorraum. Eine Teilmenge M = {v;}ie; C V st
Basis genau dann, wenn jede endliche Teilmenge in M linear unabhdingig ist, und
es keine echt grifiere Teilmenge M C M' (M # M') gibt, so dass jede endliche

Teilmenge in M’ auch linear unabhdngig ist.

Beweis. Eine einfache Ubung.

Satz 9.7 Jeder Vektorraum V' besitzt eine Basis. Je zwei Basen von V' haben gleiche
Mdchtigkeit.

Der Beweis dieses Satzes fiir Basen beliebiger Méchtigkeit brauch das sog. Lemma
von Zorn. Besitzt V' eine endliche Basis, so kann man wie fiir Untervektorrdume

in R" zeigen, dass alle Basen von V' geliche Méchtigkeit besitzten.

Definition 9.8 Die Méchtigkeit einer Basis von K heiflit Dimension von V' {iber
K und wird mit dimgV bezeichnet. Ist dimgV < o0, so sagt man, dass V' ein

K-Vektorraum endlicher Dimension ist.

Beispiel 9.9 Die Menge V = K" ist ein K-Vektorraum der Dimension n iiber k.
Die Vektoren

v1 = (1,0,...,0), v, = (1,0,...,0),...,v, = (0,0,...,1)
bilden eine Basis von K™.
Beispiel 9.10 Der Plynomring K[t] ist ein K-Vektorraum. Die Teilmenge
{16,817} = {thiezs,

ist eine Basis von K[t]. Damit hat K[t] unendliche Dimension iiber K.
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Beispiel 9.11 C ist ein 2-dimensionaler R-Vektorraum: dimgC = 2. Andererseits
gilt dimcC = 1.

Beispiel 9.12 Die Menge M (n x m; K) von Matrizen ist ein K-Vektorraum der
Dimension nm. Eine Basis von M(n x m; K) besteht aus Matrizen E;; (1 < i <
m,1 < j < n), wobei die Eintrige ay von E;; sind gleich 0 € K, wenn k # ¢ und
l#j,unda;; =1¢€ K.

Aus 9.6 folgt sofort:

Proposition 9.13 Sei V' ein K-Vektorrraum mit dimgV = d. Eine Teilmenge
{v1,..., 05} C V ist eine Basis von V genau dann, wenn k = d und die Vektoren

V1, ...,V linear unabhdngig sind.

Definition 9.14 Sei V' ein K-Vektorrraum. Eine Teilmenge U C V heifit K-
Vektorunterraum, wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

() Ve,yeU = x+yeU,

2)VzeU, VA e K= reU.

Satz 9.15 Sei V ein K-Vektorrraum mit dimgV = d und U C V ein K-
Vektorunterraum. Dann gilt:

(1) k :=dimgU < dimgV = d;

(2) jede Basis {v1,...,vx} von U laft sich bis auf eine Basis {vi,..., U, ..., 04}
fortsetzen.

(8) U =V genau dann, wenn dimgU = dimgV .

Definition 9.16 Seien V und W zwei K-Vektorrdume. Eine Abbildung f : V —

W heifit linear, wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

(1) Vo,y € V gilt f(z +y) = f(2) + f(y);

(2) Vo € V und VA € K gilt f(A\x) = Af(z).

Zwei K-Vektorrdume V und W heiflen isomorph, wenn es eine bijektive lineare
Abbildung f : V — W gibt.

Satz 9.17 Jeder K-Vektorraum V der Dimension d ist zum K-Vektorraum K@

1somorph.

Beweis. Es sei eq, ..., eq eine Basis von V. Dann definieren wir die Abbildung f :
K? =V als

flzy, ..., xq) == x100 + -+ zgeq, ¥ (21,...,14) € K.



9 Vektorrdume und lineare Abbildungen 67

Offensichtlich ist f linear. Der Kern von f ist trivial (damit f ist injektiv), weil

é1,...,eq linear unabhéngig sind. Andererseits ist f surjektiv, da jeder Vektor aus
V' als Linearkombination von ey, . . ., g darstellbar ist. Also ist f ein Isomorphismus.
O

Satz 9.18 (DIMENSIONSFORMEL FUR LINEARE ABBIDUNGEN) Seien V und W
zwei K-Vektorraume. Ist f : V. — W eine lineare Abbildung und

Kerf:={veV : f(v) =0},

Imf:={weW : JveVmnmit f(v)=w},

so gilt

dim I'm f + dim Ker f = dim(V).
Beweis. Es sei vq,...,v, eine Basis von Ker f, d.h. k = dim Ker f. Wir setzen
V1, ..., bis auf einer Basis vy, ..., v, fort. Nun zeigen wir, dass

f(vk+1)7 SR f(vn>

eine Basis von Im f ist.

Ist v = z1v1 + - - - x,,v,, ein Vektor aus V, so ist

f) = flzivr 4+ zyv,) = 21 f(01) + - 2 f(0n) = 21 f (Vg1) + - - 20 f(Un)

wegen f(vy) = -+ = f(v) = 0. Also ist f(v) als Linearkombination von
f(vgs1), -, f(v,) darstellbar.

Ist Apr1f(vgsr) + -+ Af(vy) = 0, s0 ist v := Agp1Upe1 + -+ + v, € Ker f.
Deswegen gibt es eine Darstellung von v als Linearkombination

’U:>\1U1—|—"'+/\kvk.

Damit erhalten wir:

Ozv—v:/\1@1+'--+)\kvk—)\k+1vk+1—~~~—/\nvn.
Aus der linearen Unabhéngigkeit von vq,...,v, folgt, dass alle \; (i = 1,...,n)
gleich 0 sind. Insbesondere A\yy1 = -+ = A, = 0. Also sind f(vgi1),..., f(v,) linear

unabhéngig und damit eine Basis von Im f. O
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9.2 Matrizen von linearen Abbildungen

Satz 9.19 Es seivy,...,v, eine Basis von V. Eine lineare Abbildung f von V nach
W ist durch Angabe von f(vy),..., f(v,) € W eindeutig bestimmt.

Beweis. Es sei v € V ein beliebiger Vektor. Dann gibt es eindeutig bestimmte
T1,...,T, € K mit

V=21V + -+ TpU,.

Damit folgt

f(v) = f(ifl?fl + e+ ZEnUn) = f(xlvl) +eeet f(fnvn) = fL“lf(Ul) +---t $nf(vn)-

Also ist f(v) eindeutig bestimmt. O

Definition 9.20 Seien V und W zwei K-Vektorrdume, {vq,...,v,} eine Basis von
V, {wi, ..., wy,} eine Basis von W. Ist f : V — W eine lineare Abbildung, so

schreiben wir
m
F) =) aiw;
i=1

Die Koeffizienten (a;;) bilden eine m x n-Matrix A mit Eintrégen aus K. Die Matrix
A = (a;j) heiit Matrix der linearen Abbildung f in den Basen {vy,...,v,}
und {wy, ..., wy}.

Ist V.= W und {vy,...,v,} = {wi,...,wy}, so heiBt die quadratische Matrix
A = (a;j) € M(n x n; K) Matrix der linearen Abbildung f : V — V in der

Basis {vy,...,v,}.
Aus 9.19 folgt sofort:

Korollar 9.21 Zwei lineare Abbildungen f und f' von V nach W sind gleich ge-
nau dann, wenn ihre Matrizen A und A’ in den Basen {vq,...,v,} C V und
{wi,...,w,} CW gleich sind.

Bemerkung 9.22 Sei f : V — W eine lineare Abbildung, v, . .., v, eine Basis von
V, wy,...,w, eine Basis von W. Dann ist Matrix A von f in den Basen vq,...,v,
und wy, ..., w,, durch die folgende Matrizengleichung definiert:

(f(U1)7 ceey f(vn)) - <w17 cee 7wn)A
Essei f : V — V eine lineare Abbildung (Endomorphismus), und sei vy, .. ., v, eine
Basis von V. Dann ist Matrix A von f in der Basis vy,...,v, durch die folgende

Matrizengleichung definiert:

(f(v1), ..., f(vn)) = (v1,...,0,)A.
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Proposition 9.23 Es sei f : V — W eine lineare Abbildung. Mit vy, ..., v, (bzw.

Wi, ..., Wy) bezeichnen wir eine Basis von V' (bzw. von W ). Seien x4,...,x, die
Koordinaten eines Vektors x € V in der Basis vy, ..., v, und y1, ..., Ymn die Koordi-
naten seines Bildes y = f(x) € W in der Basis wy, ..., wy,. Dann gilt
Y1 1
x
?{2 _ 4 2
Yn Ty
Lemma 9.24 FEs seien vq,...,v, linear unabhingige Vektoren und M,M’' €

Mat(n x m, K) zwei (n x m)-Matrizen. Ist
(1, .oy v)M = (v1, ..., v,) M,
so ist M = M.

Beweis des Lemma. Aus

folgt, dass
(v1, .., vn) (M — M") = 0.

Da vy, ..., v, linear unabhingig sind, erhalten wir M — M’ = 0. U

Beweis der Proposition. Wir haben
r=x101 + -+ x0, = (V1,...,0)
Wegen der Linearitét von f erhalten wir:

y=f(z)=x1f(v1) + -+ 2, f(vn) = (f(v1),. .., f(vn))

Andererseits gilt
Y1

Y2
y:y1w1+"'+ymwm:(wla"'awm) .

Ym
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Durch Einsetzen in die vorletzte Gleichung erhalten wir:

Y1 1
(wr, ... wy) y:2 = (wy,...,w,)A 2
Ym Tn
Aus der linearen Unabhéngigkeit von wy, ..., w, und Lemma 9.24 folgt:
Y1 1
Y2 _ 4 L2
Ym Tn
O
Aus 9.18 folgt:
Korollar 9.25 FEs gilt
dim Ker f =n — Rang A, dim I'm f = Rang A.
Definition 9.26 Esseienvy,...,v, und v}, ..., v, zwei Basen von V. Wir schreiben

n
L=yt
V; = ij Vi
i=1

Die Koefhizienten (t;;) bilden eine n x n-Matrix 7" mit Eintragen aus K. Die Matrix
T = (ai;) heift Basiswechselmatrix (Ubergangsmatrix) von {vy,...,v,} zu

{vy,...,v.} . Es gilt fiir die Basiswechselmatrix T’
(v1, .. u) = (v1,. .. 0,)T.

Proposition 9.27 Es sei T’ die Basiswechselmatriz von {vy,...,v.} zu
{v1,..., 0.}, d.h.

(1, ..y 0p) = (U], ..., 0 )T,

Dann ist T' die zu T inverse Matriz. Sind x4, ..., x, (bzw. x},...,z) ) Koordinaten
eines Vektors v in der Basis vy, ...,v, (bzw. in der Basis vy,..., v ), so ist
) T
/
:UQ . T/ xQ
/
x T,
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Beweis. Aus (vy,...,v)) = (v1,...,v,)T und (vy,...,v,) = (v],...,v,)T" folgt, dass

(i, .. v ) E, = (vy,...,v)) = (v, ..., v)T'T

rvn

und
(V15 00) B = (v1, .., 0n) = (v, ..., 0,)TT.
Da vy,...,v, und v},..., v, linear unabhéngig sind, erhalten wir wegen 9.24
E,=TT, E, =TT
Also sind T und T zueinander inverse Matrizen. U
Proposition 9.28 FEs seien wvy,...,v,, v},...,v, zwei Basen wvon V und
Wiy ey Wy, WY, .. wh zwei Basen von W. Wir bezeichnen mit A (bzw. mit A’)
die Matriz einer linearen Abbildung f : V. — W in den Basen vy,...,v, und
Wi, ..., Wy, (bzw. in den Basen vy,..., vl und wy,...,w, ). Dann gilt
A= STTAT,
wobei T (bzw. S) die Basiswechselmatriz von {vi,...,v,} zu {v},... v} (bzw.
{wy, ..., wy} zu {wy, ... w,}) ist.

Beweis. Wir haben

(fW)s- s flvn) = (wy, o w ) A

Wegen der Linearitéit von f aus

erhalten wir:

Also gilt
(f(v1), ..., floo)T = (wy,...,w, A" = (wy,...,w,)SA
und damit
(Wi, .y wm) AT = (wy, ..., w,)SA"
Aus linearen Unabhéngigkeit von vy, ..., v, und Lemma 9.24 folgt:
AT = SA.
Deswegen gilt
A= STUAT.
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Korollar 9.29 Ist V. = W und {vi,...,v,} = {wy,...,wy}, {v},...,0.} =
{wl,...,w,}, so gilt

A =T71AT,

wobei T' die Basiswechselmatriz von {vy,...,v,} zu {v},... v} ist.

Proposition 9.30 Es set f : V. — W eine lineare Abbildung und A die Matrix

von f in den Basen vy,...,v, und wy,...,wy,. Dann gilt
Rang A = dim I'm f.

Proposition 9.31 Sind f : V — V und g : V — V zwei linearen Abbildungen
mit Matrizen A und B in einer Basis, so ist A+ B (bzw. AB ) ist die Matriz von

f+g (bzw. von fog).

9.3 Das charakteristische Polynom, Eigenwerte

Definition 9.32 Sei A € M(n x n, K) eine quadratische Matrix. Dann heifit das
Polynom
xa(t) = A=t E,

das charakteristische Polynom der Matrix A.

Beispiel 9.33 Ist A = (a

b
d> , so ist das charakteristische Polynom von A zu
c

t* — (a + d)t + ad — be
gleich.

Proposition 9.34 Sei ¢ : V. — V eine lineare Abbildung. Sind vy, ..., v, und
vy, ..., v, zwei Basen von'V und A (bzw. A’) die Matriz von ¢ in der Basis vy, ..., vy,
(bzw. in v, ..., v} ), so ist

xa(t) = xa(t).

Dieses Polynom heifit das charakteristisches Polynom von ¢ und wird mit x,(t)

bezeichnet.

Bewezs.
\A’ —tE,| = |T*1AT —tE,| = ]Tﬁl(A —tE,)T| = \T”HTHA —tE,| = |A—tE,|.

O
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Definition 9.35 Sei ¢ : V — V eine lineare Abbildung. Man nennt A € K Ei-
genwert von ¢, wenn es einen von Null verschiedenen Vektor v € V' gibt, so dass
gilt

o(v) =Av, v#D0.

In diesem Falle nennt man v heifit Eigenvektor (zum Eigenwert A) von ¢.

Satz 9.36 \ € K ist ein Eigenwert von ¢ genau dann, wenn \ eine Nullstelle des

charakteristischen Polynoms x,(t) ist.

Beweis. Ist ¢(v) = Av und sind zy,...,x, Koordinaten von v in einer Basis
U1, ...,VUp, SO ist
T Axq
To )\l’g
A = .
Tn ATy,
Damit gilt
Ty
T2
(A=XE,) | | =0
Tn

Also besitzt das LGS mit der Matrix A — AE,, eine von Null verschiedene Losung.
Deswegen gilt |A — AE,,| = 0.
Nun sei A eine Nullstelle von x,(t), d.h., |4 — AE,| = 0. Dann besitzt das LGS
mit der Matrix A — AE,, eine von Null verschiedene Losung. Wir betrachten die
Komponenten dieser Losung als Koordinaten eines von Null verschiedenen Vektors
v € V. Damit erhalten wir p(v) = Av. Also ist A ein Eigenwert.

OJ

9.4 Der Satz von Cayley-Hamilton

Satz 9.37 (CAYLEY-HAMILTON) Sei xa(t) = ay + an_1t + - - - agt™ das charakteri-
stische Polynom der Matriz A. Dann gilt

Xa(A) == a B, + ap 1A+ - apA" = 0.
Beweis. Wegen 18.4 gilt

(A—tE,) - (A—tE,)* = xa()E,
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Wir bezeichnen C(t) := (A — tE)# und setzen
xa(t) = apt" + ait" "t + - a1t + ap.

Die Eintrége ¢;;(t) von C(t) sind Polynome in ¢ vom Grad < n—1 (weil jeder Eintrag
¢;;(t) Determinante einer (n — 1) x (n — 1)-Matrix ist). Wir schreiben C'(t) als

C(t) = Cotnil + Cltn72 + -+ Cn,1
mit einigen Matrizen Cy, C1,...,Cp_1 € M(n x n, K). Aus der Gleichung
(A—tE,)C(t) = xa(t)E,

folgt
—Cy = apE,, (Koeffizienten bei t"),

—Cy + ACy = a1 E,,, (Koeffizienten bei t"~*)

—Cy + AC) = ayE,, (Koeffizienten bei t"?)

~Cp_o+ AC,_3 = a, 2F, (Koeffizienten bei t?),
—Cho1+ AC, 5 = ap,1 E, (Koeffizienten bei t),

AC,_1 = a,E, (Koeffizienten bei t°).

Nun multiplizieren wir von links die erste Gleichung mit A", die zweite mit A" !,

usw. die letzte mit A° = E. Durch Aufsummieren erhalten wir:

—A"Cy + A" (=C) + ACy) + A" 2(=Cy + ACY) + - - -

S AZ(_Cn—Q + ACn—S) + A(_Cn—l + ACTL—?) + Acn—l =0=

= agA" + AV F ag AV a0 A a1 A+ an By,

Damit ist xa(A) = agA™ + a; A" + @ A" 2 + -+ + a, 2 A% + a1 A + a, E, die
Nullmatrix.
O
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9.5 Minimalpolynom

Definition 9.38 Sei A € M (n x n; K). Ein normiertes Polynom p(t) € K[t] heifit
Minimalpolynom von A, wenn pa(A) = 0 und deg ua(t) < degp(t) fiir jedes
p(t) € K[t] mit p(A) = 0. Ist A die Matrix einer linearen Abbildung ¢ : V — V in

einer Basis vy, ..., vy, so heifit ©4(t) Minimalpolynom von ¢.

Proposition 9.39 Das Minimalpolynom einer Matric A € M(n x n; K) existiert
und ist eindeutig bestimmt. Ist p(t) € K[t] ein Polynom mit p(A) = 0, so ist p(t)
durch das Minimalpolynom pa(t) teilbar. Insbesondere teilt a(t) das charakteristi-

sche Polynom von A.

Beweis. Die Existenz von p4 folgt sofort aus dem Satz von Cayley-Hamilton.
Ist p(t) € KJt] ein Polynom mit p(A) = 0, so ist degpua(t) < degp(t) und durch

Division mit Rest erhalten wir

p(t) = q(t)pa(t) +r(t), degr(t) < degpa(t).

Andererseits, 0 = p(A) = r(A). Widerspruch.
Sind gy (t) und p4(t) zwei Minimalpolynome, so ist (/4|4 und pa|py. Da die beiden
Polynome /4 (t) und p4(t) normiert sind, erhalten wir p/y(t) = pa(t).

U

Proposition 9.40 Das Minimalpolynom einer linearen Abbildung ¢ : V — V

hdngt nicht von der Basis vy, ..., v, ab.

Beweis. Sei A die Matrix von ¢ in einer Basis vy, ..., v, und A’ die Matrix von ¢
in einer anderen Basis v}, ..., v/,. Wegen 9.29 gilt A’ = T~ AT. Wir bemerken, dass
fiir jedes k > 0 gilt

(A =T TATT AT - . T'AT =T 'A-A-.- AT = T 'AFT.
k k

Daraus folgt, dass
p(A") = T~'p(A)T,

wobei p(t) € K]Jt] ein beliebiges Polynom ist. Deswegen ist p(A’) die Nullmatrix

genau dann, wenn p(A) die Nullmatrix. Insbesondere gilt
pa(A) = pa(A') =0,

par(A) = par(A') = 0.
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Aus pa(A’) = 0 folgt, dass par|pa (s. 9.39). Aus pa(A) = 0 folgt, dass pa|par
(s. 9.39). Da die beiden Polynome p/4(t) und p4(t) normiert sind, erhalten wir
a(t) = pa(?).

U

9.6 Summen und direkte Summen

Definition 9.41 Seien Uy, ...U; Unterrdume eines Vektorraums V. Die Summe
von Uy, . ..Uy ist die Teilmenge Uy +- - -+ Uy in V, die aus aller Summen u; +- - -+ uy
mit u; € U; besteht.

Satz 9.42 (DIMENSIONSFORMEL FUR SUMMEN) Seien Wy, Wy zwei endlichdimen-

sionale Unterrdume eines K -Vektorraums V. Dann gilt

Beweis. Es sei {eq,...,ex} eine Basis von W3 N W,. Wir ergénzen diese Basis bis
auf Basen {e1,...,ex, f1,..., fm} und {e1,... €5, v1,...,0,} von Wi und Wy. Also
es gilt dimWy, =k +m, dimWs = k + n, dim W; N W5 = k. Nun zeigen wir, dass

617"'7ek7f17"'afm7v17"'>vn

eine Basis der Summe W, + W5 ist.
Ist z € W1+ W ein beliebiger Vektor, so gibt es w; € Wi und wy € Wy mit x = wq+

wsy. Da wy (bzw. wy) als Linearkombination von Vektoren ey, ..., e, f1, ..., fm (bzw.

€1y, €k, V1, ..,0, ) darstellbar ist, erhalten wir, dass x eine Linerkombination von
€1yl 1oy fons U1y, U

ist.

Es sei

0=aier+ - +agep+ Bifi+ -+ Bnfm + o1+ + Ynn.
Dann ist der Vektor
vi=aier+ - tagep+ Bifi+ o+ Bafm
ein Element von W;. Andererseits gilt

V= —"1U1— " — VnUn.



9 Vektorrdume und lineare Abbildungen 7

Damit ist v ein Vektor aus Wy. Also ist v ein Vektor aus W; N W,. Da die Vektoren

e1,...,e, eine Basis von W; N Wy bilden, ist v als Linearkombination
v=MAey+ -+ e
darstellbar. Damit erhalten wir
O=v—v=MXeg+ -+ A€ +71v1+ - + YnUn.
Aus der linearen Unabhéngiggkeit von ey, ..., ex, vy, ..., v, folgt, dass

At

I
Il
>
x>
I
)
=
Il
I
5
I
o

Damit erhalten wir aus
0=oaier + - F+agep+Bifi+ -+ B fm + 7101 + - + Y0,

die Gleichung
0=aier +--+agep + Oifi+ -+ Bnfm

Nun folgt aus der linearen Unabhéngiggkeit von eq,..., ek, f1,..., fm, dass
= =ap=P0 = =0, =0.
Damit sind die Vektoren
€1y Chy 1y ooy [y U1ye v o, Un
linear unabhéngig und bilden eine Basis von W; + W,. Deshalb gilt
dim Wi +Wsy = k+m+n = (k+m)+(k+n)—k = dim W; +dim Wy —dim (W, NWs).
O

Definition 9.43 Seien Uj,...U, Unterrdume eines Vektorraums V. Die Un-

terrdume Uy, ... U, heilen unabhingig, wenn aus u; + - -+ + up = 0 mit u; € U;

(1=1,...,k) stets uy = ug = --- = uy, = 0 folgt.

Proposition 9.44 Seien vy,..., v, von Null verschiedene Vektoren in V. Die 1-
dimensionalen Vektorriume U; := Span(v;) (i = 1,...,k) sind unabhdingig genau
dann, wenn die Vektoren vy, ..., v linear unabhdngig sind.

Beweis. Jeder Vektor u; € U; 1aBit sich als u; = \v; mit einem A; € K schreiben.
Damit ist u; + -+ - + up = 0 zu A\jv; + - - - + A\ = 0 dquivalent. Wegen v; # 0 gilt
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Proposition 9.45 Zwei Unterrdume Uy, U, C V' sind unabhdngig genau dann,
wenn U; NU; = 0.

Beweis. “<" : Ist u1+us = 0 mit uy € Uy und uy € Uy, soist uy = —us € UNU; = 0
und damit u; = uy = 0.

“=": Sind U; und Uy unabhéngig und U; NUsy # 0 (d.h. es gibt v € Uy NUs, v # 0),
so kann man den Nullvektor als Summe v + (—v) aufschreiben. Wegen v € U; und

—v € U, erhalten wir einen Widerspruch. U

Definition 9.46 Seien Ui,...U; Unterrdume eines Vektorraums V. Die Summe
Uy + - -+ 4 Uy heifit direkte Summe, wenn Uy, . ..U, unabhéngig sind. In diesem
Fall schreibt man U; & - - - & Uj,.

Proposition 9.47 Seien Uy, ...U, Unterriume eines Vektorraums V und W C V
ein Unterraum. Dann gilt: W = Uy & --- & Uy genau dann, wenn jedes w € W

eindeutig als Summe w = uy + - - - + ux, mit u; € U; darstellbar ist.

Proposition 9.48 Seien Uy,...U, Unterrdume eines Vektorraums V  und
vy),...,vg) eine Basis von U; (i = 1,...,k). Dann gilt: die Summe W = U; +
-+ Uy st direkt genau dann, wenn die Menge

vil),...,vﬁ}),...,vik),...,v,(f:)

eine Basis von W 1ist.

Korollar 9.49 Seien Uy,...Uy Unterrdume eines Vektorraums V. Sind Uy, . ..U,
unabhdngig, so gilt

9.7 Diagonalisierbarkeit

Definition 9.50 Eine lineare Abbildung ¢ : V — V heifit diagonalisierbar,
wenn es eine Basis vq,..., v, von V gibt, so dass die Matrix A = (a;;) von ¢ in der

Basis vy, . .., v, Diagonalmatrix ist: d.h., a;; = 0 Vi # j.
Aus Definition der Matrix einer linearen Abbildung folgt sofort:
Proposition 9.51 Sei A die Matriz von ¢ : V. — V in einer Basis vi,...,v,. A

st eine Diagonalmatriz genau dann, wenn alle Vektoren vy,..., v, Eigenvektoren

sind.
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Proposition 9.52 Sei ¢ : V — V eine lineare Abbildung. Sind Ay, ..., A\ paar-
weise verschieden Elemente aus K, so sind die Unterrdume U; := Ker p — \id
(1=1,...,k) unabhingig.

Beweis. Induktion iiber k. Ist £ = 1, so gibt es nichts zu beweisen. Nun sei 0 =
upt-Fuymitu; €U; (i =1,...,k). Ist u; =0 fiirein¢ € {1,...,k}, so kann man
die Induktionsannnahme beniitzen und zeigen, dass alle Vektoren uy, ..., u; gleich
Null sind. Also werden wir behaupten, dass u; # 0V i € {1,...,k}. Andererseits
gilt

0=0(0) =@(u; + - +ug) = Mug + -+ + Aty

Damit erhalten wir:
0:0—0:/\k(u1—|—+uk)—)\1u1—|——I—)\kuk:

= ()\1 — )\k)ul + -+ ()\1 — )\k,l)uk,l.
Wegen der Induktionsannahme und \; — A\, # 0 Vi € {1,...,k — 1} erhalten wir

Uy = -+ = up_1 = 0. Damit ist auch u;, =0 .

0
Nun werden wir den Wert eines Polynoms f(t) € K[t] auf einem Endomorphismus
p: V=V

Definition 9.53 Sei V' ein K-Vektorraum. Mit End(V') bezeichnen wir die Menge
aller linearen Abbildungen ¢ : V — V. Diese Menge besitzt die folgenden zwei
Verkniipfungen

Summe : (o +1Y)(v) :=p) +1(v) Yv e V;

Produkt : (¢ -¢)(v) :=p(((v)) YoeV.

Es ist einfach zu zeigen, dass End(V) ein (nichtkommutativer) Ring mit Einselement
ist. Wir nennen End(V) den Endomorphismenring von V. Ist f(t) = ag + a1t +
-+ + agt® € K|[t] ein Polynom, so definieren wir f(¢) als

flo) = agid+ arp+ -+ are®.

Bemerkung 9.54 Ist A die Matrix von ¢ in einer Basis vy, ..., v,, so ist f(A) die

Matrix von f(y) in der Basis vq,. .., v,.

Bemerkung 9.55 Es ist wichtig zu bemerken, dass fiir je zwei Polynome

f(t),g(t) € K[t] die Endomorphismen f(¢) und g(¢) miteinander kommutieren:
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Diese Gleichung folgt aus der Gleichung
@ =t =l gl

in der Berechnung

f(p) - gle) = (Z aM) : (ZJ: bM) = %:aibjso”j = (; bjgoj) - (Z aM) .

Proposition 9.56 Sei ¢ : V. — V eine lineare Abbildung. Es seien Ay, ..., \g
paarweise verschiedene Elemente aus K, so dass gilt f(v) = 0, wobei f(t) := (t —
A1) - (t— M) ist. Wir bezeichnen U; :== Ker ¢ — N\id (i = 1,...,k). Dann gilt

V=U+-+U.

Beweis. Fiir jedes i € {1,...,k} definieren wir ein Polynom vom Grad k — 1:

= A) (= A (= Nign) - (= )
gi(t) == i = M) N = M) = M) O — )

Wir bemerken, dass g;(\;) = 1 und g¢;(\;) = 0 fiir j # 7 ist. Aus der Interpolations-
formel von Lagrange (s. 21.4) folgt:

gi(t) + -+ g(t) =1,

weil es nur ein einziges Polynom vom Grad < k — 1 gibt | welches den Wert 1 fiir
t € {\1,..., \¢} besitz. Aber das Das Polynom g;(t) + - - - + gx(t) besitzt den Wert
1 firalle t € {\1,..., A\¢} und deg(g1(¢) + - - - + gr(t)) < k — 1. Daraus folgt, dass

id = gi(p) + -+ gr(p)

(man setzt ¢ in die letzte Gleichung ein). Ist v € V ein beliebiger Vektor, so erhalten
wir

v=id(v) = g1(¢)(v) + -+ gr(@)(v) = ur + -+ + uy,
wobei u; := g;(p)(v) (¢ =1,...,k). Nun bemerken wir, dass u; € U; Vi € {1,...,k}:
wegen f(p) = (o — A\id) -+ (p — A\gid) = 0 erhalten wir

(o = Aitd)(w;) = (@ = Niid)gi(p) (v) =
(A= A1) (N = Aim) (N = X)) -+ (N = M) ’
weil F(p) = Hle(gp— Aiid) der Null-Endomorphismus ist. Damit haben wir gezeigt,

dassv € Uy + - - - + Uy.

O
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Satz 9.57 (KRITERIUM DER DIAGONALISIERBARKEIT) Sei V' ein K -Vektorraum
und @ : V. — V eine lineare Abbildung. Die Abbildung y ist diagonalisierbar genau

dann, wenn das Minimalpolynom pi,(t) als Produkt (t — X\y)---(t — \i) geschrieben
werden kann, wobei A\, ..., Ay € K und \; # \; Vi # j.

Beweis. “=": Sei ¢ : V — V diagonalisierbar, d.h., es gibt eine Basis vy, ..., v,, so
dass

o(v1) = anvy, .. ,@(Uy) = AUy
Die Eintrage aq1, ass, ..., a,, missen nicht alle von einander verschieden sein. Sei
{A,..., A} (B < n) die Menge aller paarweise verschiedenen Werte von a;; i =

1,...,n. Wir zeigen, dass f(t) := (t — A1) - (t — A\x) das Minimalpolynom von ¢
ist. Offensichtlich gilt
f(@)(vi) =0 Vied{l,...,n},

weil jedes a; einem \; € {Ay,..., Ay} gleich ist und

f(@)(v;) = flai)vi =0-v; = 0.

Damit gilt f(¢) = 0 und f(¢) ist durch das Minimalpolynom f,(t) von ¢ teilbar.
Andererseits gilt: Ist A € K ein Eigenwert von ¢, so ist A eine Nullstelle von p,,
weil
p(v) =Av = 0= p,(p)v=p,(Nv = p,(A) =0.

Deswegen ist ji,(t) durch jedes Polynom (¢ — \;) (i = 1,...,k) teilbar. Damit ist
o (t) durch f(t) teilbar. Also gilt p,(t) = f(t) (wegen p,|f und f|u.,).

“<V: Sel py(t) == (t — A)---(t — A\x) das Minimalpolynom von ¢ und \; # A,
Vi # j. Wir definieren U; := Kerp — \jid (i = 1,..., k). Aus 9.52 und 9.56 folgt,
dass

[

Definition 9.58 Eine lineare Abbildung ¢ : V — V heifit Projektor, wenn ¢* =
@ gilt.

Korollar 9.59 Jeder Projektor ¢ : V. — V st diagonalisierbar und es gilt
V=KerpdImep.

Beweis. Ein Projektor ¢ : V' — V ist diagonalisierbar, weil das Minimalpolynom
von ¢ das Polynom t? —t = t(t — 1) teilt. Es seien U; und U, Eigenrdume zu den
Eigenwerten 1 und 0. Dann gilt V' = U; & U,. Offensichtlich gilt Uy = Ker ¢ und
Uy C Im . Wegen der Dimensionsformel erhalten wir Uy = I'm ¢. U
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Beispiel 9.60 Die lineare Abbildung ¢ : R? — R? mit der Matrix

o)

ist nicht diagonalisierbar. Wire ¢ diagonalisierbar, so hitten wir in einer Basis eine
Diagonalmatrix mit dem charakteristischen Polynom (¢ — 1)2. Daraus folgt, dass
diese Matrix gleich der Einheitsmatrix wére. Widerspruch ( ¢ ist nicht identische
Abbildung).

9.8 Invariante Unterriume

Definition 9.61 Seip : V — V eine lineare Abbildung und U C V ein Unterraum.
U heifit p-invariant, wenn aus v € U stets p(v) € U folgt.

Proposition 9.62 Ist ¢ : V — V eine lineare Abbildung und f(t) € K[t] ein

Polynom, so sind
Ker f(p) :={veV : f(p)(v) =0}
Imf(e):={veV : I eVmit f(p)(v) =0}
w-invariante Unterrdume.

Beweis. Sei v € Ker f(¢). Dann gilt

F@) () = aop(v) + a1’ (V) +- - -+ " (v) = @+ (agid+ a1+ - -+ arg®)(v) = 0

Damit erhalten wir p(v) € Ker f(yp).
Sei v € I'm f(p) und v = f(¢)(v'). Dann gilt

p(v) = o(f(P) (V) = aop(v) + @ @® (V) + - + (V) =

= (agid +a1p + -+ + ap") ((v")) = () (e(v")).
Also gilt ¢(v) € Im ()

Korollar 9.63 Ist ¢ : V — V eine lineare Abbildung, so sind
Kero:={veV : ¢(v) =0}

Imp:={veV : I eV mit p(v) =v}

p-invariante Unterrdume.
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Beweis. Die Aussage folgt aus 9.62 fiir f(t) :=t. O

Proposition 9.64 Sei ¢ : V — V eine lineare Abbildung und U C V ein Unter-
raum. Ist vy, ..., v, eine Basis von 'V, so dass vy, ...,vx (k < n) eine Basis von U,
so gilt: der Unterraum U ist p-invariant genau dann, wenn in der Matriz A = (a;;)

von @ in der Basis vy, ..., v, alle Fintrige a;; mit i > k und j < k gleich Null sind:

A:BD,
0 C

wobei B € Mat(k x k,K), D € Mat(k x (n—k),K), und C € Mat((n—k) x (n —
k), K).

Proposition 9.65 Seien Uy,...U, Unterriume eines Vektorraums V., vgi), e ,vﬁ?
eine Basis von U; (i = 1,...,k) und ¢ : V — V eine lineare Abbildung. Dann
qilt: Sind alle Unterrdume Uy, . ..Uy p-invariant und V :=U; & - - - ® Uy, so ist die

Matriz A von ¢ in der Basis

o DB ®
eine Blockdiagonalmatrix:
A 0 0
A 0 A 0
0 0 Ay,

wobei jedes A; eine r; X r;-Matrix ist.

10 Polynome und ihre Ableitungen

Definition 10.1 Ist f(t) = ag + ait + - - - + a,t™ ein Polynom aus K|t], so definiert
man die Ableitung f'(¢) als

ay + 2ast + - +nat"t € K[t].

Proposition 10.2 Fir je zwei Polynome f,g € K[t] erhalten wir

W) (f+9) =1 +9;

(i) (f-9)' = flg+ fg"

Proposition 10.3 Es sei K ein Korper der Charakteristik 0. Ein Element A € K

ist eine Nullstelle von f(t) der Vielfachheit m genau dann wenn gilt

FN) = F() = = f ) =0, fN) £0.
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Beweis. A € K ist eine Nullstelle von f(t) der Vielfachheit m genau dann, wenn gilt
f(t) = (t—X)™g(t), wobei g(\) # 0 ist. Wegen 10.2(ii) erhalten wir

Fit) =m(t =N g(t) + (= A)"g'(t) = (£ = \)" " (mg(t) + (£ = N (1))
Wir setzen g1 (t) := mg(t) + (t — X\)g'(¢). Dann gilt

F&)y=@=2""gu(t), g1(N)#0

(wegen g1 () = mg(A\) # 0). Also ist A eine Nullstelle von f(¢)’ der Vielfachheit m —
1. Analog erhalten wir fiir k& < m, dass \ eine Nullstelle von f®*)(¢) der Vielfachheit
m — k ist. Daraus folgt die Aussage. 0

Proposition 10.4 Es seien f, f1,..., fx € K[t] Polynome, so dass gilt

ggT(f, f) =1, i=1,... k.

Dann gilt
99T (f, fr- fu) = 1.

Beweis. Induktion iiber k. Der Fall k£ = 1 ist klar. Aus der Induktionsvoraussetzung
folgt
g9T(f, fr- fr—1) = 1.
Es sei h ein gemeinsamer Teiler von f und f - - fr. Wegen ggT'(f, fr) = 1 gibt es
Polynome u,v € K[t] mit
l=uf+vf.
Durch Multiplikation mit f; - -- fx_1 erhalten wir

fl"'fk—l :Uffl"'fk—l+Uf1"'fk—1fk.

Deswegen teilt h das Produkt f;--- fy_1. Also ist h ein gemeinsamer Teiler von f
und fi -+ fr_1. Wegen ggT'(f, f1-- fx—1) = 1 ist h eine Konstante. Damit erhalten

WIr

g9T(f, fr - fx) = 1.

Proposition 10.5 Es seien g, f1, ..., fr € K[t] Polynome, so dass gilt

99T (fi, f;) =1V i#j

und f; ein Teiler von g firt=1,...,k ist. Dann ist das Produkt fy--- fr ein Teiler

von g.
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Beweis. Induktion iiber k. Der Fall k = 1 ist klar. Aus ggT'(fi, fi) =1(i=1,...,k—
1) und 10.4 erhalten wir

99T (fr, fr--- from1) = 1.

Deswegen existieren Polynome u, v € K[t] mit

L=ufy+vfi - fr

Nach Induktionsvoraussetzung erhalten ist f;--- fx_1 ein Teiler von g, d.h. ¢ =

g1.f1- - fr_1. Durch die Multiplikation mit g; erhalten wir

g1 =ufrgr +vgifi- fim1 = ufrgr + vg.

Also ist fi ein Teiler von ¢;, weil f, das Polynom g teilt. Damit ist f;--- fi ein

Teiler von g = g1 f1- - fr_1. 0
Korollar 10.6 Sind Ay, ..., A\, paarweise verschiedene Elemente aus einem Kdorper
K und mq, ..., m, positive ganze Zahlen, so gilt:

(i) die Polynome (t — X\;))™ und (t — \;)™ sind teilerfremd fir i # j;

(ii) ist (t — \;)™ ein Teiler eines Polynomes g € K|t] firi = 1,...,r, so ist das
Produkt

(£ = A)™ e (=A™

ein Teiler von g.

Satz 10.7 Es seien \q,..., A, paarweise verschiedene Elemente aus einem Korper
K und mq,...,m, positive ganze Zahlen mit my+---+m, = m. Dann gibt es genau
ein Polynom f vom Grad < m — 1, so dass gilt

FO0) =

1 )

1<i<r, 0<j<m—1,

wobei
)

1 )

1<i<r, 0<j<m—1

gegebene Elemente des Korpers K sind. Insbesondere ist die m x m-Matrix M des
LGS fiir ag,. .., am_1 ist nichtausgeartet (d.h. detM #0).

Bewezs. Es sei
f(t) =ag+ alt + -+ am,ltmfl

ein Polynom vom Grad < n — 1. Die m = my + - - - + m,. Gleichungen

fON) =09, 1<i<r, 0<j<m—1
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definieren ein quadratisches LGS fiir die n unbekannten Koeffizienten
ag, a1, ..., ay,_1. Dieses System besitzt eine einzige Losung genau dann, wenn

das assoziierte homogene Gleichungssystem nur die triviale Null-Lésung besitzt. Es

sei (a(()o), a§0>, o ,af,?)_l

) eine Losung des homogenen Gleichungssystems und
g(t) = al + aPt + -+ ) g
das entsprechende Polynom. Wegen

gD (N) =0, 1<i<r, 0<j<m;—1

ist \; eine Nullstelle der Vielfachheit > m; von g (i = 1,...,r). Also ist (t — \;)™
ein Teiler von ¢ fiir ¢+ = 1,...,r. Aus 10.6 folgt, dass das Produkt

(£ = A)™ e (=A™

ein Teiler von g. Wegen degg < m — 1 und my + - - - +m, = m erhalten wir, dass g

ein Nullpolynom sein muss. Damit ist (aéo), a§°), o ,aﬁf’_)l) eine triviale Losung des

homogenen Gleichungsystems. U

Beispiel 10.8 Ist r = 1 m; = m (A = A, b = b0 j = 0,1,...,m — 1), so

bekommt man das Polynom f explizit mit Hilfe der Taylor-Formel

) =00 oWt — \) + @(t 24 o (t— Ay,
2! (m—1)!

11 Funktionen von Matrizen
Satz 11.1 Es sei A € M(n x n, K) eine Matriz mit dem Minimalpolynom
pa(t) = (= A)™ - (t = A)™,

wobet A1, ..., \. paarweise verschiedene Elemente von K und mq,...,m, € Zg
m=my+---+m,. Ist f(t) € K[t] ein Polynom, so gilt

wobei r(t) € K|[t] das einzige Polynom vom Grad < m — 1 mit der Figenschaft
rO) = fON), 1<i<r, 0<j<m;—1

18t.



11 Funktionen von Matrizen 87

Beweis. Es sei r(t) der Rest von f nach Division mit p4(t). Dann gilt

f() = q(t)pa(t) +r(t)
und
f(A) = r(A).
Offensichtlich gilt f(\;) = r(\;) fiir ¢ = 1,...,r. Nach Differenzierung erhalten wir

auch
fON) =rPN), 1<i<r, 0<j<mi—1.

Damit bekommt man ein LGS fiir die Koeffizienten des Polynoms
r(t) =ro+rit - T t™
O

1 1
Beispiel 11.2 Es sei A = s Dann ist pua(t) = (t — 2)%. Zur Berechnung

der Matrix A" muss man das Restpolynom r(t) = ry + r1t finden, wobei
£ = q(t)palt) + ().
Fiir die Koeffizienten ry, r; erhalten wir das LGS:
2" =1r(2) = ro+ 2,
n2" "t =1'(2) = ..

Also gilt ry = n2" 1 und g = 2" — n2" = (1 — n)2". Damit ergibt sich

10 1 1
A" =r(A)=roEy+1mA=(1—-—n)2" (0 1) +n2n ! (_1 3) =

_ on-1 2—n n
-n 2+4n)

f&)=> at', aeK

1>0
eine Potenzreihe und A € M(n x n, K) (K = R, C) eine Matrix. Wir bezeichnen

l
fk(t) = Z Cﬂfl
=0

Definition 11.3 Es sei

und definieren f(A) als
f(A) = lim f,.(A)
k—o00
(falls limg_,o fr(A) existiert).
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Satz 11.4 Es sei A€ M(nxn,K) (K =R,C) eine Matriz mit dem Minimalpoly-

nom
Halt) = (E =A™ - (E = A)™.
Ist

f&)=> at' aeK

>0

eine Potenzreihe, so dass die Ableitungen

FON) = chl(l 1) (l—j— 1A

>0

absolut konvergieren fir 1 < i <r, 0 < j < m; — 1. Dann existiert f(A). Die
Matriz f(A) lafst sich als r(A) berechnen, wobei r(t) ein Polynom vom Grad < m—1
(m =my+ -+ +m,) mit der Eigenschaft

rOO) = fP0N), 1<i<r, 0<j<m;—1
18t.
Beweis. Wir dividieren fi(t) = Zfzo citt durch pa(t) mit Rest:

Ji(t) = qe(O)palt) + ri(t).
Fiir die Koeffizienten des Polynoms
r(t) = r BB

erhalten wir LGS aus der Bedingungen

) =f9N), 1<i<r, 0<j<m;—1.

Es sei M die Matrix des LGS. Dann ist M unabhéngig von k£ und |M| # 0 (s. 10.7).

Aus
(k)

TO °
A .
IV R I e
7“7(53—)1
folgt
ri) :
: |
SR N U 0Y
(k)



11 Funktionen von Matrizen 89

Deswegen existieren die Grenzwerte

r; := lim rl(k), 1=0,1,...,n—1,
k—o0

weil
klim f,gj)()\i) = f(j)()\i), 1<i<r, 0<j<m;—1
—00

existiert. Also existiert auch

lim fi(A) = lim ry(A) = (lim 1)) E, + ( lim A4t (im B At =
— 00

k—o0 - k—oo k—o0 k—o0
=10Ey + 1A+ 1 AT =1(A),

wobei die Koeffizienten von r(¢) Losung des LGS

To .
vl _ FON)
T'm—1
sind. ]
3/2 1/2
Beispiel 11.5 Essei A = (1;2 3;2) Dann ist pa(t) = (t—2)(t—1). Zur Berech-

nung der Matrix e muss man das Polynom r(t) = ro+ 7t finden. Die Koeffizienten

ro, r1 sind definiert durch das LGS

6/\1 = 7“()\1) =Tp + 7”1)\1,
e =1r(Ny) =19 + 11 ),
wobei \; = 1,\y = 2. Damit erhalten wir:

e:TO—i_rla

e? =ry+1r2.

2

Also gilt r; = e? —eund ry = e — (e? — e) = 2e — €. Es ergibt sich

e =7(A) = roEy + 1A = (2¢ — ¢ ((1) ?) e <3/2 1/2) _

1/2 3/2
62+e e?—e
_| 2 T2
- e2—e e2+4e :
< 2 T)
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12 Rekurrente Folgen

Definition 12.1 Sei K ein Korper. Eine eine unendliche Folge z =
{zg,1,22,..., 24 ...} von Elementen aus K heifit rekurrente Folge, wenn eine
positive Zahl d und Elemente a1, as,...,aq € K gibt, so dass die folgende rekur-

rente Gleichung gilt
Tp = Q1 Tp_1 + A2Tp_o + -+ AqTp_q, VN >d.
Beispiel 12.2 Die Folge der Fibonaccischen Zahlen:
{1,1,2,3,5,8,13,21,...}
xo=1,21=1,2, =, 1+T,_o (n > 2) ist eine rekurrente Folge, wobei a; = ay = 1

Satz 12.3 Die Menge R(ay,. .., aq) aller rekurrente Folgen {x;};>0 mit einer gege-

benen rekurrenten Relation
Ty = Q1 Tp_1 + Q2Tp_9+ -+ AgTp_q, VN >d

ist ein K -Vektorraum der Dimension d, wobei Addition und Multiplikation mit Ska-

lar wie folgt definiert ist:
{mi}tizo + {yitizo = {zi + yi}izo,

Mzitizo = {Azi}iso

Beweis. Zunéchst zeigen wir:
(1) Ist 2 = {zi}i>0,y = {Yitizo € R(a1,...,aq), s0 ist x +y = {z; + yi}tizo €

R(ay, ..., aq).

(2) Ist . = {x; }i>0 € R(a1, - .., aq), so ist Az = {Az;}i>0 € R(ay, ..., a4).

Daraus folgt, dass R(ay,...,aq) ein K-Vektorraum ist.

Nun bestimmen wir eine Basis e, ..., eq—1 von R(a,...,aq): Seieg (0 <k <d—1)

eine Folge {z;}i>0 € R(ay,...,aq), die durch die folgenden Anfangsbedingungen

eindeutig definiert ist:

{O, wenni#kund 0 <:<d—1
Zi =

1, wenni =k

eo ={1,0,...,0,%, %, ...},
d

er ={0,1,...,0,%, %, ...},
d
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eq—1=1{0,0,...,1, %% ...}
—_———
d
Die Elemente ey, ...,eq41 € R(ay,...,aq) sind linear unabhéngig, weil die ersten d
Komponenten von ey, ...,eq_1 Zeilen der Einheitsmatrix Fy sind. Andererseits ist

jede Folge v = {x;}i>0 € R(ay,...,aq) gleich der Linearkombination xge; + -« +

Tq-1€4-1, weil in der Folge y = {y;}is0 := x—xoe1+- - -+xa-1€q-1 € R(a1, ..., aq) die
ersten d Komponenten g, y1, ..., %q—1 gleich Null sind, und wegen der rekurrenten
Relation

Yn = @1Yn—1 + Q2Yn—2 + -+ + Ga¥Yn—d, vn > d

alle Komponenten von y gleich Null sind. Also ist eg,...,eq_1 eine Basis von
R(ay,...,aq) und damit dimg R(ay, ..., aq) = d. O

Proposition 12.4 Sei A\ ein Element aus K. Die Folge
e(N) == (L, N2 00F )
ist ein Element von R(ay,...,aq) genau dann, wenn A eine Nullstelle des Polynoms
ft) =t*—ait™! —agtr — . —ay

ist. Das Polynom f(t) wird charakteristisches Polynom der Rekurrenzrelation

in R(ay,...,aq) genannt.

Beweis. Ist e(\) € R(aq,...,aq), S0 ist
A =a A+ a X4 ag - L

Damit ist A eine Nullstelle von f(¢).
Ist A eine Nullstelle von f(t), so erhalten wir durch Multiplikation mit \"~¢:

AN =a A" @\ TP 4 g\
Deswegen gilt e(\) € R(ay,...,aq). O
Proposition 12.5 Sei A eine Nullstelle der Vielfachheit m des Polynoms

f(t) =t —ait™ —axtt? — .. —ay.

Dann sind die Folgen
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e/ () :=(0,1,2\, 3\, ... kAL )
e’(N) == (0,0,2,6), 12)\%, ... k(k — 1)A*2 )

e D(N\) == (0,0, , (m — 1), m(m—=1)---2X\, ..., k(k=1) - - - (k=m+2)\F~m 1 )

——

m

FElemente von R(ay,...,aq).

Beweis. Da das Polynom t"~¢f(t) die Nullstelle A\ der Vielfachheit > m besitzt,
erhalten wir fiir j =0,1,...,m — 1 und fiir alle n > d:

NI N) =0=n(n—1)--- (n—j+ DN T —a;(n—1)(n—2) - -- (n—j)t" 71—
—ay(n—2)(n—=3) - (n—j—t" 7%~ .. —ag(n—d)(n—d—1) - - - (n—d—j+1)\""479
wobei wir \¥ = 0 fiir k£ < 0 setzen. Daraus folgt, dass
D) = (0,0,---, jl ,G+1)j-2\ ... k(k—=1)---(k—j+ 1N, ...,
(A) = ( TJ: (U +1) (k=1 (k=j+1)
ein Element von R(ay,...,aq) fir j =0,1,m — 1. O
Satz 12.6 Sei K ein Korper. Besitzt das Polynom
ft) =t*—ait™ —agtr — .. —ay
Nullstellen Ay, ..., A der Vielfachheit mq, ..., m;, wobei my + --- 4+ m; = d, so ist
e(M), € (A1), ..., ™) o e(N), € (), ., e™TI(N)
eine Basis von R(ay,...,aq).
Beweis. Wegen dim R(ay, . ..,aq) = d reicht es zu zeigen, dass die Folgen
e(M), €)™)L e(N) € (), ™)

linear unabhéngig sind. Dies folgt aus der Tatsache, dass die ersten d Elemente

dieser Folgen eine nichtausgeartete d x d-Matrix bilden (s. 10.7). O
Korollar 12.7 Besitzt das Polynom
ft) =tr—ait™ —axt?r — .. —ay
genau d verschiedenen Nullstellen A1, ..., \g, so ist
e(A1),e(A2), ... e(Aa)

eine Basis von R(ay, ..., a4).
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Beispiel 12.8 Das charakteristische Polynom der rekurrenten Folgen in R(1,1) ist
t2 —t — 1. Dieses Polynom hat zwei verschiedene Nullstellen
1+v5 . 1-V5

A
9 77 9

AL =

Damit ist Fibonaccische Folge als Linearkombination a - e(A;) +b-e()\2) darstellbar.

Um die Koeffizienten a und b zu bestimmen, haben wir die Gleichungen
fO =l=a+ b7

1 5 1—+5
a +2\/_+b 2\/_.

fi=1=
Daraus folgt, dass a — b = 1/\/3 und

LN 1-1)05
B 2 2

Damit bekommen wir eine explizite Formel fiir Fibonaccische Zahlen

113 <1+\/5>k+11/¢5 <1¢5>k

2 2 2 2

_i 1+\/5 chrl_L 1_\/5 k+1
V5 2 NG 2 '

Jr




