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Vorwort

Dieses Skriptum entstand im Wintersemester 2010/2011 und Sommersemester 2011
aus den unkorrigierten IXTEX Live-Mitschrieben der Differentialgeometrie I Vorlesung
im Wintersemester 2007/08 von MARKUS KLEIN und der Differentialgeometrie II Vor-
lesung im Wintersemester 2009/2010 von mir. Beide Vorlesungen wurden von PROF.
DR. FrRANZ PEDIT an der Eberhard-Karls-Universitdt Tiibingen gehalten. Des Wei-
teren wurden Abschnitt 1.4, ,Wirkung von Lie-Gruppen®“ und Teile von Abschnitt
V1.4, ,Die Lie-Algebra einer Lie-Gruppe®“ aus dem Mitschrieb von FLORIAN BECK,
bei dem ich mich fiir diesen Mitschrieb bedanken md&chte, der Differentialgeometrie 1
Vorlesung im Sommersemester 2009 entnommen, die ebenfalls von PROF. PEDIT an
der Eberhard-Karls-Universitit Tiibingen gehalten wurde.

Diese Mitschriebe wurden zusammengefiigt und teilweise umsortiert, erweitert, um-
formuliert, vervollstindigt, geTEXt sowie bebildert — einige der Anderungen sind her-
vorgehoben oder in den einleitenden Texten zu dem jeweiligen Teil beschrieben.

Fiir Korrekturen von Rechtschreib-, Grammatik-, Tipp-, TEX- und sonstigen Fehlern
mochte ich mich bei KATHARINA RADERMACHER und NILS RUDOLPH bedanken.

Dieses Skriptum ist derart sortiert, dass alle Kenntnisse, die fiir ein Kapitel bzw.
einen Abschnitt bendtigt werden, in den vorangehenden Kapiteln und Abschnitten be-
arbeitet werden — davon ausgenommen sind die im Anhang zu findenden Aussagen und
Figenschaften elliptischer Differentialoperatoren, Theorem X.2.15 aus Kapitel X, ,,Hod-
ge Theorie und Differentialoperatoren®, die nur zitiert werden. Allerdings kann auch
ein alternatives Vorgehen gewiinscht sein. Fiir diesen Fall ist auf Seite ix veranschau-
licht, wie die Kapitel bzw. Abschnitte aufeinander aufbauen. Dabei sind Abschnitte,
die gemeinsam in einem ,node* stehen aufeinander aufbauend geschrieben.

Wie die original Mitschriebe erhebt auch dieses Skriptum definitiv keinen Anspruch
auf Richtigkeit, Vollstdndigkeit oder irgendetwas anderes. Es ist des Weiteren nicht
durch PROF. PEDIT autorisiert.

Bei Fragen, Wiinschen oder Verbesserungsvorschlagen freue ich mich {iber E-Mails an
studium@phoenixes.de.

CHRISTOPHER R. NERZ

Dieses Skriptum ist in BTEX unter Verwendung von MikTEX gesetzt. Das Layout ist fiir
einen doppelseitigen, randlosen Druck optimiert. Dies ist die korrigierte Fassung vom 30. Juli
2014. Die immer aktuellste Version ist unter

https://svn.phoenixes.de/scripts/diffgeo/diffgeo.pdf

zu finden.


mailto:studium@phoenixes.de
https://svn.phoenixes.de/scripts/diffgeo/diffgeo.pdf
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Aufbau

Abbildung 1.: Abhéngigkeiten der Skript-Abschnitte

'Fiir den Spezialfall des Tangentialbiindels TM gilt diese Abhéingigkeit nicht.
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Aufbau

V1.2 , Vektorbiindelwer-
. tige dufere Ableitung”

mentallemma der

Tensorrechnung®

- VL2, Vektorbindelwer-
- tige dupere Ableitung”

11.3 ,, Unterman-
nigfaltigkeiten”

Abbildung 2.: Abhéngigkeiten der Skript-Abschnitte — Teil 2

2Fiir den Spezialfall des Tangentialbiindels TM wird statt diesem Abschnitt nur I1.6, , Vektorfelder*
benotigt.



Differentialgeometrie |






Vorwort zum ersten Teil

Dieser erste Teil basiert auf dem unkorrigierten IXTEX Live-Mitschrieb von MARKUS
KLEIN der Differentialgeometrie I Vorlesung von PROF. DR. FRANZ PEDIT im Win-
tersemester 2007/2008 an der Eberhard-Karls-Universitdt Tiibingen.

Die Mitschriebe wurden dabei von CHRISTOPHER R. NERZ erweitert, umsortiert

sowie stiickweise umformuliert und bebildert — einige der Anderungen sind hervorge-
hoben.

Der Einschub ,,Lexikon der Toplogie“ im ersten Kapitel ,Mannigfaltigkeiten“ wur-
de deutlich umsortiert und um einiges (urspriinglich in den anderen Kapiteln
eingefithrtes) erweitert und in den Abschnitt A.1, ,Lexikon der Topologie* im
Anhang A,  Wiederholungen“ im Teil 111, ,Anhang und Verzeichnisse“ verscho-
ben.

Der Abschnitt 1.1, ,Mannigfaltigkeiten“ des I. Kapitels ,,Mannigfaltigkeiten* ent-
spricht etwa dem Rest des ersten Kapitels ,Mannigfaltigkeiten“ des original Mit-
schriebs. Auch hier wurde ein wenig umsortiert und etwas erweitert.

Der Abschnitt 1.2 , Differenzierbare Abbildungen* des Kapitels ,Mannigfaltigkeit-
en* folgt dem zweiten Kapitel ,Differenzierbare Abbildungen* aus dem original
Mitschriebs und wurde nur maginal verdndert.

Die Abschnitte II.1 , Tangentialraum® und I1.2 ,,Der Satz vom konstanten Rang*
des II. Kapitels , Tangentialrdume und Tangentialbiindel* beinhalten den leicht
veranderten Stoff des dritten Kapitels , Tangentialraum®.

Der Abschnitt I1.4, , Wirkung von Lie-Gruppen* des II. Kapitels ,, Tangentialréu-
me und Tangentialbiindel“ wurde aus den Teile iiber ,Lie-Gruppen® erstellt, die
im Mitschrieb der Differentialgeometrie I Vorlesung des Sommersemesters 2009
von FLORIAN BECK verteilt waren.

Im Abschnitt 1.3, , Untermannigfaltigkeiten* im Kapitel II,  Tangentialrdume
und Tangentialbiindel“ wurde der Inhalt des vierten Kapitels ,,Untermannigfal-
tigkeiten“ und einige weitere Anmerkungen ausgearbeitet. Dabei wurden diverse
Beweise abgedndert, Beispiele ausgearbeitet und Anmerkungen umgeschrieben.

In den Abschnitten I1.5 , Tangentialbiindel“ und I1.6 ,,Vektorfelder“ des II. Kapi-
tels ,,Tangentialraume und Tangentialbiindel* wird das fiinfte Kapitel ,, Tangen-
tialbiindel“ verarbeitet, wobei die Formale Definition des Tangentialbiindels etwas
verandert wurde, was ein paar weitere Verdnderungen zur Folge hat. Auch wurden
bspw. Koordinatenvektorfelder aus den spéteren Kapiteln in dieses verschoben.



Vorwort zum ersten Teil

e Der Abschnitt II1.1 | Differentialgleichungen“ des III. Kapitels ,Differentialglei-
chungen* entspricht dem sechsten Kapitel ,,Differentialgleichungen®, wobei einige
Beweise und Bemerkungen erweitert bzw. vervollstdndigt sowie diverse Fehler
ausgemerzt wurden.

Selbiges gilt fiir den Abschnitt II1.2 ,,Satz von Frobenius“ des III. Kapitels ,,Differ-
entialgleichungen®, der dem siebten Kapitel ,,Satz von Frobenius (erster Version)*
entspricht. Des Weiteren wurde in diesen Abschnitt mit Proposition 111.2.19 ei-
ne alternative Interpretation der Aussage von Satz II1.2.10 gegeben und mittels
dieser auf Seite 57 ein alternativer Beweis fiir diesen Satz gegeben.

e Aus dem achten Kapitel ,Vektorbiindel“ wurden die Abschnitte IV.1 ,,Vektorbiin-
del®, IV.2 ,Unterbiindel und Biindelkonstruktionen“ und IV.3 ,,Das Fundamen-
tallemma der Tensorrechnung® des IV. Kapitels ,,Vektorbiindel“. Dabei wurden
diverse Dinge, die urspriinglich in den spédteren Kapiteln lagen, eingefiigt. Die
Beispiele des Koktangential-, Homomorphismenbiindels etc. wurden aus Bemer-
kungen ausgelagert und zu Definitionen und Sétzen etc. ausgelagert. Das Pull-
backbiindel etc. wurde eingefiigt. Das Fundamentallemma der Tensorrechnung
wurde kommentiert und der Beweis vervollstandigt.

e Die Konstruktion der Vektorbiindel aus Kozykeln des 9. Kapitels ,,Vektorbiindel
mit Kozykeln“ wurde im Abschnitt IV.4 | Vektorbiindel mit Kozykeln* weiter
ausgefiihrt.

e Aus dem zehnten Kapitel ,Zusammenhénge, Kovariante Ableitungen“ wurde der
Abschnitt V.1 ,,Kovariante Ableitungen & Zusammenhinge“ des V. Kapitels ,,Ko-
variante Ableitung, Paralleltransport und Kriimmung®, wobei Zusammenhénge
und Kovariante Ableitung etwas klarer eingefiihrt wurden.

Auflerdem wurden diverse Beispiele, Bemerkungen etc. aus dem Skript von Dif-
ferentialgleichungen 2 eingefiigt und die Konstruktion des Zusammenhangs aus
lokalen Daten umgeschrieben und vervollstdndigt, ebenso die des zuriickgeholten
Zusammenhangs.

e Das elfte Kapitel ,Paralleltransport und Kriimmung“ wurde in die Abschnitte
V.2 ,Paralleltransport* und V.3 ,Kriimmung und Holonomie“ des V. Kapitels
,2Kovariante Ableitung, Paralleltransport und Kriimmung® zerteilt.

Dabei wurden die Sétze zu den parallelen Schnitten ausgearbeitet und vervoll-
standigt, die Motivation der Kriimmung vollkommen neu geschrieben und einiges
iiber die Kriimmung umgeschrieben. Des Weiteren wurde der Beweis des lokalen
Holonomietheorems vereinfacht, der vom Maurer-Cartan Lemma iiberarbeitet.
Die topologische Ausfithrungen wurden in das erste Kapitel verschoben.

Auflerdem wurde der Abschnitt ,Schleifen und Holonomien* des zweiten Kapi-
tels ,Parallele Schnitte, Holonomie und Kriimmung*“ des Differentialgeometrie 11
Mitschriebs in Abschnitt V.3, ,Kriimmung und Holonomie* in Kapitel V, ,,Ko-
variante Ableitung, Paralleltransport und Kriimmung“ eingearbeitet.

4 DIFFERENTIALGEOMETRIE I



Vorwort zum ersten Teil

e Die drei Seiten des zwolften Kapitels ,,Zwei fundamentale Sétze der Differential-
geometrie“ wurden entsprechend der Thematik in den Teil II ,,Differentialgeome-
trie I1¢ eingebaut. Genauer wurde der erste Teil dieses Kapitels in Abschnitt
IX.1, ,Riemannsche Vektorbiindel* und Abschnitt I1X.2, ,Riemannsche Mannig-
faltigkeiten & - Kriimmung“ im Kapitel IX, , Riemannsche Mannigfaltigkeiten*
verschoben und der zweite Teil iiber den Einbettungssatz mit der Behandlung
des Einbettungssatzes aus Differentialgeometrie II zu Abschnitt 1X.4,  Funda-
mentalsatz der Untermannigfaltigkeitstheorie® in Kapitel IX, ,,Riemannsche Man-
nigfaltigkeiten* zusammengefasst, da diese Thematik in Differentialgeometrie 11
ausfihrlicher behandelt wurde und auch thematisch dort besser passt.

Wie die original Mitschriebe erhebt auch dieses Scriptum definitiv keinen Anspruch
auf Richtigkeit, Vollstdndigkeit oder sonst irgendetwas. Es ist nicht durch PROF. PEDIT
autorisiert.

Bei Fragen, Wiinschen oder Verbesserungsvorschlégen freue ich mich tiber jede E-Mail
an studium@phoenixes.de.

Vielen Dank!
CHRISTOPHER R. NERZ

Pror. DRr. FrANZ PEDIT — WS08/09 5
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Kapitel |.
Mannigfaltigkeiten

I.1. Mannigfaltigkeiten

Wir setzen die Begriffe der Topologie voraus, die im Anhang A, ,, Wiederholungen* im
Teil ITI, ,Anhang und Verzeichnisse“ enthalten sind.

I.1.1 Definition (Mannigfaltigkeit, Karte, Atlas)
Sei M eine Menge. !
1. Eine Karte auf (von) M ist ein Paar (U, ¢) mit
a) UCM

b) ¢ : U — V injektive Abbildung, wobei V' ein endlichdimensionaler normier-
ter K-VR ist

c) o(U) CV offen, insbesondere ist dann ¢ : U — ¢(U) C V eine Bijektion.
U heifit Kartenbereich und ¢ die Kartenabbildung bzw. Koordinatenabbildung.

2. Zwei Karten (U, ) und (U, @) auf M heiBen CH-vertriglich, falls
a) Bild ¢ und Bild @ offene Mengen im selben Vektorraum sind.?
b) o(UNU)CV und 3(UNT) C V beide offen sind.
¢) oo i pUNU) = o(UNU) sowie Gop L : o(UNU) — @(UNTU) beide
CF-Diffeomorphismen sind.
Die Funktionen ¢ o 3~ bzw. @ o ¢! heiflen Karteniibergangsfunktionen bzw.
Kartenwechsel.

3. Ein Atlas 4 von M ist eine Familie paarweiser vertréglicher Karten von M, deren
Kartenbereiche M tberdecken, d.h. Up)ea U = M.

Wir definieren hier nur Mannigfaltigkeiten ohne Rand und fithren Mannigfaltigkeiten mit Rand erst
in Definition VII.3.7 im Abschnitt VII.2,  Integration“ im Kapitel VII,  Integration“ im Teil II,
,Differentialgeometrie I1* ein. Wir merken jedoch an, dass alle Konstruktionen, die wir im Folgenden
durchfithren sich ebenso auf Mannigfaltigkeiten mit Rand iibertragen lassen, wenn jeweils statt der
Topologie auf R™ jeweils die von H™ betrachtet wird.

2Man kann auch zulassen, dass die Bilder in unterschiedlichen Vektorrdumen liegen, die jedoch ho-
moomorph zueinander sind. Dies ist jedoch eine formale Feinheit auf die wir nicht weiter eingehen
wollen.




Kapitel I. Mannigfaltigkeiten

4.

Zwei Atlanten 4;, 4o auf M heiflen dquivalent, falls 4; U 4y wieder ein Atlas ist,
d. h. falls jede Karte von 4; ist mit jeder Karte von Ay vertraglich ist.

Dies ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge der C*-Atlanten und die Aquiva-
lenzklassen [4] heiBen CF-differenzierbare Strukturen auf M.

. Eine CF-differenzierbare Mannigfaltigkeit ist ein Paar (M, [4]) aus einer Menge

M und einer Ck-differenzierbarer Struktur® auf M.

1.1.2 Bemerkung

1.

Wenn klar ist, welchen Atlas bzw. welcher differenzierbare Struktur wir verwen-
den, schreiben wir lediglich M.

. Jeder Atlas 4 definiert ,seine* differenzierbare Struktur [A4].

C*°-Mannigfaltigkeiten werden schlicht Mannigfaltigkeiten oder glatte (differen-
zierbare) Mannigfaltigkeiten genannt.

C¥-Mannigfaltigkeiten heiflen reellanalytische Mannigfaltigkeiten.

. CY-Mannigfaltigkeiten heiBlen topologische Mannigfaltigkeiten.

. Ein Atlas Anax heifit mazimal, falls Apay ein Atlas auf M ist und fiir jeden an-

deren dazu dquivalenten Atlas 4 bereits 4 C Ay ax gilt.
Wir kénnen nun [4] — Use[a) B betrachten, welches sich als eine Bijektion zwi-
schen differenzierbaren Strukturen und maximalen Atlanten herausstellt.

Eine Karte (U,¢) € A4 einer Mannigfaltigkeit heifit Karte von p, falls sie in p
definiert ist, d.h. p € U gilt. Sie heiit um p € U zentriert, falls ¢(p) = 0 gilt.

. Ist p € M ein Punkt in einer Mannigfaltigkeit (M, [4]) und (U, ¢) € 4 eine Karte

um p € U, so kénnen wir eine vertrigliche um p zentrierte Karte (V, ) wéhlen
so, dass Bildy = B;(0): Nach Definition ist ¢(U) offen und ¢(p) € ¢(U), also
existiert ein € > 0 mit B:(¢(p)) C ¢(U) und wir erkennen, dass

1

b7 (Bepp)) = Bi(0) : ¢ = —(p(a) — 2(p))

die Behauptung erfiillt.

1.1.3 Definition (Dimension einer Manigfaltigkeit)

Sei (M, [4]) eine C*-differenzierbare Manigfaltigkeit. Dann heifit dim M = dim V' die
Dimension der Mannigfaltigkeit, wobei V' der Vektorraum des Wertebereichs einer Kar-
te (U, ) € 4 eine Karte ist.

3Wir beachten, dass wir nach Bemerkung I.1.11 in den folgenden Kapiteln annehmen, dass die Diffe-
renzierbare Struktur jeder Mannigfaltigkeit eine Hausdorffsche Topologie induziert?, die das zweite
Abzédhlbarkeitsaxiom erfiillt.

4siehe dafiir Satz 1.1.10.

10
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L.1. Mannigfaltigkeiten

Wir bemerken, dass die Dimension wohldefiniert ist, da nach Voraussetzung alle Karten
in den selben Vektorraum abbilden.

I.1.4 Schreibweise (Mannigfaltigkeit mit Dimension)
Im Folgenden verwenden wir fiir eine Mannigfaltigkeit M die Schreibweise M™, wenn
m die Dimension von M ist.

1.1.5 Beispiel
1. Fiir einen endlich dimensionalen Vektorraum M =V ist 4 = {(V,id )} eine glatte
Mannigfaltigkeit. Man bezeichnet diese als die Standardstruktur auf V.

2. Ist M = U C V offen, so heiBt 4 = {(U,idyy )} die induzierte Standardstruktur
auf der offenen Menge U.

3. Fiir M = R?\ {(x,0) |z > 0} erkennen wir dass M C R? offen ist. Aufler den
natiirlichen Atlas 4; = {(M,id,ys )} erhalten wir noch einen weiteren Atlas, indem

wir die Abbildung

) ] 9 cos v
(0;00) x (0;271) = M CR?: (r,9) —r (sinﬁ)

betrachten. Wir nennen 4y := {(M, ¢)} dann Polarkoordinaten. Wir erkennen
durch Rechnung, dass A4; dquivalent zu Ay ist.

4. Auf der Einheitssphdre

n+1
S" = {xeR”H : Zx?—l}
i—1

kénnen wir die so genannte stereographische Projektion betrachten — siehe Abbil-
dung I.1. Dafiir definieren wir fir p € §™ den Wert ¢4 (p) als den Schnittpunkt
der Geraden zwischen p und dem Nordpol N = (1,0,...,0) mit R" x {0} C R*+L,
Dies ergibt eine Bijektion ¢4 : §™\ {N} — R™ der Sphére ohne den Nordpol zum
R™. Fiihren wir selbige Konstruktion fiir den Sidpol S = (—1,0,...,0) durch, so
erhalten wir eine Abbildung ¢~ und 4 = {(Uy,_,p4/_)} ist ein C* Atlas auf
S™, wie berechnen der Ubergangsabbildungen® ergibt.

5. Die Menge RP" := {Rx = {r-x|r € R} C R"" : 0 # x € R""} heiit der
projektive Raum. Das heift, dies ist die Menge aller Geraden in R”*! durch die
Null. Dabei ist Rz = {tz : t € R} = [z : 21 : ... : z,]. Die letzte Schreibweise
bezeichnen wir auch als homogene Koordinaten.

Im Speziellen bezeichnen wir RP! als die projektive Geraden und betten R durch
R < RP! : t -+ R(¢,1)T ein. Dadurch erkennen wir, dass RP?' = R U {R(1,0)"}

°Sie ergeben R™ \ {0} — R"™\ {0} : = — WZE, also eine ,,Spiegelung an $™ ',
In der Abbildung ist diese an den Beispielen (¢4 0 =) (¢—(q)) und (o4 0 ~=")(w—(p)) erkenntlich.

Pror. DRr. FrANZ PEDIT — WS08/09 11



Abbildung eingefiigt ‘

Eingefiigt, da es
spater verwendet wird.

Kapitel I. Mannigfaltigkeiten

w+(p) |- 0+4q) R™

S
Abbildung I.1.: Stereographische Projektion

und daher bezeichnen wir R(1,0)” = oo € RP! als den unendlich fernen Punkt.
Wir konstruieren nun eine glatte Struktur auf R?™: Wir betrachten

Up = {Rz € RP" | 1, # 0} k=0,...,n

und erkennen J;_ Up = RP" und
1
or Uy > R" : Rz — x—k(mo,...,xk_l,xk+1,...,xn)

ist eine wohldefinierte Bijektion mit der Umkehrabbildung

0t (1) =Rt ooty Litigg, - t).

Dies ergibt den C“-Atlas {(Ug,¢k)} auf R™ indem wir, 0.B.d.A. fiir i < j, die
Ubergangsabbildungen berechnen

®Yi © (,D;l(t) = (pi(R(tl, e ,ti+1,. . .,tj, 1,tj+1, . ,tn))

1
= o (tl, cos by tivo, oyt Lt ,tn).
i

1.1.6 Satz und Definition (Produktmannigfaltigkeit)
Sind (M, A4) und (N, B) Mannigfaltigkeiten, so definiert

AxB:={(UxV,pa4¢)|(Uy)ecAa, (V,¢) € B}

eine glatte Struktur auf M x N, dabei bezeichnet ¢ ® 1 die Abbildung (p,q) —
(¢(p),¥(q)). Die so erhaltene Mannigfaltigkeit (M x N, 4 x B) heifit Produktman-
nigfaltigkeit.

12
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L.1. Mannigfaltigkeiten

BEWEIS
Sind (U, ¢), ((7, @) € Aund (V, ), (‘7, ”(Z) € B Karten, so gilt per Definition fiir (p, q) €
UxV

((ped)oleer) ) pa = (¢0v)(¢ (@0 ®)

= (8(¢™'®) ¥ (v (@))
= ((zoe™)®), (bov ") (@).
Dies ist k-fach differenzierbar, da % o ¢! und @Z o9~ ! k-fach differenzierbar sind. ///

1.1.7 Definition (Untermannigfaltigkeit des euklidschen Raums)

Eine Teilmenge M C R"™ heifit Untermannigfaltigkeit der Dimension m, falls fir jeden
Punkt p € M eine offene Umgebung U C R" von p und eine Submersion g : U — R*™™
existiert so, dass ¢g~1(0) = M NU. Dabei heifit g Submersion, falls Dg in jedem Punkt
q € U vollen Rang hat.

I.1.8 Satz (Geometrische Version des Satz iiber implizite Funktionen)
Fine Menge M C R” ist genau dann eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit, wenn
fiir jeden Punkt p € M eine Umgebung U C R" und ein Diffeomorphismus & : U —
V C R"™ so, dass

QUNM)=dU)N(R™x {0}).
Wir erhalten damit die Karten (U N M, ®;np7)-

BEWEIS
Ubungsaufgabe A

1.1.9 Beispiel
Die Einheitssphire §® C R**! ist eine Untermannigfaltigkeit, da die Gleichung

g:R"™IN\{0} 5> R:zm |2 —1

eine Submersion ist.

1.1.10 Satz (Uber die Mannigfaltigkeitstopologie)
Eine ¥ Mannigfaltigkeit M mit einer differenzierbaren Struktur [4] besitzt eine na-
tiirliche Topologie, indem wir

Tq:={0 C M | o(UNO) CV offen fur alle Karten (U, p) € 4}

betrachten. Dies ist unabhéngig von der Atlantenwahl 4 € [4] der differenzierbaren
Struktur. AuBerdem sind die Kartenbereiche offen® sowie die Kartenabbildungen Ho-
moomorphismen, sprich (U, ) € 4 impliziert U € T4 und dass ¢ : U — ¢(U) ein
Homo6omorphismus ist.

Im Falle von Mannigfaltigkeiten mit Rand ,offen in H™¢.
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BEWEIS
Sei V' € 73 eine offene Menge der Mannigfaltigkeit und (U, ¢) € 4 eine Karte. Damit
ist (U NV) offen und damit ¢ : U — ¢(U) ein Homéomorphismus.

Wir erkennen, dass
Tq = {gp_l(W) ‘ W C V offen, (U,p) € ﬂ}

und dass dies eine Topologie ist. Wir zeigen also nun, dass dies nur von der differen-
zierbaren Struktur abhéngt. Sei also e [4] ein weiterer Atlas und es ist fir O € I
zu zeigen, dass fiir alle (U, @) € 4 bereits (O NU) C V offen ist.

Per Definition ist fur (Uy, ¢o) € A die Menge ¢o(Uy) C V offen. Da fiir eine weitere
Karte (Up, 1) € 4 die Karteniibergéinge o1 o ¢y ' auf ihrem Definitionsbereich zu-
mindest Hombomorphismen sind, folgt, dass sie offene Abbildungen sind. Insbesondere
ist

p1(UoNUL) = @1 095" 0 @o(Uo N UL)
offen. Damit ist per Definition Uy € Z5. Mit selbiger Argumentation folgt dies fiir

(U, ¢1) € 4 € [4], da dieser Atlas mit 4 vertriiglich ist. Damit ist die Topologie
unabhéngig von der Wahl des Atlanten. ///

1.1.11 Bemerkung (Abzihlbarkeit und Trennungseigenschaft)

Wir werden im Folgenden haufig annehmen, dass eine Mannigfaltigkeit das zweite Ab-
zéhlbarkeitsaxiom, siehe Definition A.1.7, erfiillt, indem wir annehmen, dass ein abzéhl-
barer Atlas 4 € [A4] existiert. Anders formuliert heiit das, dass die Mannigfaltigkeit
durch abzéhlbar viele Karten tiberdeckt wird, d. h.

[e.e]
M = U U; fiir gewisse Karten (U;, ;) der Mannigfaltigkeit M.
i=1

Falls nicht anders angegeben, werden wir im Folgenden des Weiteren annehmen, dass
jede Mannigfaltigkeit Hausdorffsch ist, siehe Definition A.1.16.

I1.1.12 Satz (Charakterisierung der Mannigfaltigkeitstopologie)
Sei M eine Mannigfaltigkeit mit dem Atlas 4 und der Topologie 7. Dann sind folgende
Aussagen gleichwertig:

1. die Topologie 7T ist gleich der durch den Atlas gegeben Topologie

2. fur alle Karten (U,p) € A4 ist die Kartenabbildung ¢ ein Homéomorphismus
beziiglich der gegebenen Topologie 7.

BEWEIS
Mit Satz 1.1.10 impliziert die erste Aussage die zweite.

Ist jede Karte (U, ¢) € 4 ein Homéomorphismus beziiglich der gegebenen Topologie
T, so ist fur jede bezliglich der gegebenen Topologie T offenen Mengen O € T die
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1.2. Differenzierbare Abbildungen

Bildmenge ¢(UNO) offen. Per Definition ist O auch offen beztiglich der Atlas-Topologie
Tgz,d.h. O € I3.

Ist dagegen O € I3 offen beziiglich der Atlas-Topologie 77 und (U,¢) € A4 eine
Karte, so gilt per Definiton der Atlas-Topologie, dass (ONU) offen ist. Da ¢ beziiglich
der gegebenen Topologie 7 ein Hom&éomorphismus ist, ist ¢! stetig beziiglich der
gegebenen Topologie T und bijektiv. Insbesondere ist ONU = o o (ONU) € T
offen beziiglich der gegebenen Topologie 7. Da dies fiir alle Karten des Atlas gilt und
diese die Mannigfaltigkeit iiberdecken, folgt aus den Axiomen einer Topologie, dass

O:MHO:( U U)ﬁO:( U UﬂO)e‘I

(Up)ea Up)ea

offen bezliglich der gegebenen Topologie 7T ist. ///

I.1.13 Korollar (Topologie einer Produktmannigfaltigkeit)
Die kanonische Topologie T3, g einer Produktmannigfaltigkeit (M x N, A®B) ist gleich
der Produkttopologie der kanonischen Topologien 77 und 73 der einzelnen Faktoren.

1.2. Differenzierbare Abbildungen

I.2.1 Schreibweise (Einstein Konvention)
Wir vereinbaren ab jetzt die sogennante Finstein-Konvention zu verwenden, falls
damit keine Doppeldeutigkeiten entstehen. Uber freie, doppelt auftretende, gegen-
gesetzte Indices” wird also summiert. Das heifit, w;v’ steht fiir die Summe 3wt

Dabei vereinbaren wir, dass im Nenner eines Bruches auftretende Indices ver-
tauschte Position erhalten. Das heifit wiﬁ ist keine Summe, dagegen wiv% schon.
Wir vereinbaren weiter, dass ein im Index auftretender Index nicht vertauscht
wird, d. h. auch w;; v/ wird summiert. Als Beispiel betrachten wir fiir einen Vektor
x = (7;); € R™ und erkennen, dass in dieser Schreibweise z;2* = ||z|? gilt. Zu be-
achten ist auch, dass 3, 7;2° nur eine einfache Summierung bedeutet, da der Index
i im Produkt quantisiert ist.

Dies zunéchst ungewohnte Vereinbarung wird sich im Folgenden als notwendig
erweisen, um zu verhindern, dass entscheidende Ideen durch Summationen unlesbar
werden.

1.2.2 Definition (k-fache Differenzierbarkeit)
Eine Abbildung f : M — N zwischen zwei CF-Mannigfaltigkeiten (M, 4) und (N, B)
heiit k'-fach differenzierbar in p € M, falls k¥ < k ist und fir alle Karten (U, ) € 4

"und nur Indizes und nicht etwa auch iiber Potenzen
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Kapitel I. Mannigfaltigkeiten

um p € U und (V,9) € B um f(p) € V die Abbildung ¢ o f o o~ ! in ¢(p) im Sinne
einer Abbildung zwischen endlich dimensionalen Vektorraumen k’-fach differenzierbar
ist. Diese Abbildung f heif3t k’-fach differenzierbar, in Symbole f € C’“/(M s N), falls f

M

T~

\ZD(V) CR"

T
|

pofop™!
Abbildung I.2.: Abbildungen zwischen Mannigfaltigkeiten mit Karten

fiir alle p € M k’-fach differenzierbar ist. Ist sie bijektiv und auch die Inverse-Abbildung
=1 K/-fach differenzierbar, so heit f C¥ -diffeomorph.

1.2.3 Satz (Charakterisierung der Differenzierbarkeit)

Eine Abbildung f : M — N zwischen zwei C*-Mannigfaltigkeiten (M, 4) und
(N, B) ist genau dann in p € M k'-fach differenzierbar, falls £’ < k und es zwei
Karten (U, ) um p € U und (V) um f(p) € V gibt so, dass ¢ o f o o' k-fach
differenzierbar ist.

BEWEIS
Beweis umgeschrieben | Per Definition gentigt es die Riickrichtung zu zeigen. Seien also (U, ¢) € 4 und (U, ) €

4 Karten um p € UNU und (V,¢) € B und (V, ) € B Karten um f(p) € VNV
so, dass 1) o o~ k/-fach differenzierbar ist. Per Definition der C*-Mannigfaltigkeit sind
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1.2. Differenzierbare Abbildungen

1Z o1~ und o &t k-fach differenzierbar. Da die Verkettung k’-fach differenzierbarer
Abbildungen zwischen endlich-dimensionalen Rdumen wiederum k’-fach differenzierbar
ist und angenommen wurde, dass k' < k ist, ist

Pofog=1o(vop)ofo(popt)op=(doy)o(Wofop)o(s o)

k'-fach differenzierbar. Damit erhalten wir die Aussage. ///

1.2.4 Beispiel
1. Die kanonische erste Projektion 7 : M x N — M : (x,y) — z einer C-
Produktmannigfaltigkeit in einen ihrer Faktoren ist k-fach differenzierbar.

2. Sind M =V und N = W Vektorrdume mit den glatten Standardstrukturen
A ={(V,id)} und B = {(W,id )}, so ist eine Abbildung f : M — N genau dann
als Abbildung zwischen Mannigfaltigkeiten differenzierbar, falls sie als Abbildung
zwischen Vektorrdumen differenzierbar ist.

3. Ist f : R"™ — N eine glatte Abbildung in eine Mannigfaltigkeit N und M C R"
eine Untermannigfaltigkeit des R"™, so ist auch f|y; : M — N glatt.

4. Ist f: N — R" eine glatte Abbildung von einer Mannigfaltigkeit N und M C R"
eine Untermannigfaltigkeit des R” mit Bild f C M, so ist auch f: N — M glatt.

5. Ist f = (f1, f2) : M — Nj x N3 eine Abbildung von einer Mannigfaltigkeit M in
das Produkt N7 x Ny zweier Mannigfaltigkeiten N7 und N, so ist f genau dann
differenzierbar, wenn f1 : M — Ny und fo : M — Ny differenzierbar sind.

6. Ist f: My xMs — N eine Abbildung von dem Produkt Ny x Ny zweier Mannigfal-
tigkeiten N1 und No und k£ > 1, so ist f genau dann k-fach differenzierbar, wenn
fir alle p; € M; und py € M, die Abbildungen f,, : My — N : g2 — f(p1,q2)
und fp, : M1 — N : q1 — f(q1,p2) k-fach differenzierbar sind.

7. Die Komposition f o g zweier k-differenzierbaren Abbildungen g : P — M und
f M — N zwischen Mannigfaltigkeiten ist k-fach differenzierbar.

1.2.5 Satz (Karten sind Diffeomorphismen)
Ist (U, ) eine Karte einer C*-Mannigfaltigkeit M, so ist ¢ : U — ¢(U) eine C*-
Diffeomorphismus.

BEWEIS
Da es nach Satz 1.2.3 geniigt die Differenzierbarkeit fiir eine Karte nachzurechnen. Wir
withlen dafiir die Karte (U, ) und die kanonische Karte (¢(U),id |, 7)) im Vektorraum
und erkennen mit
id [y 0 @ o 9t =id |y
die k-fache Differenzierbarkeit von ¢. Ebenso folgt mit

1

idjpop™ ocp=idly
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die Differenzierbarkeit von =1, /]

1.2.6 Definition ((stiickweise) glatter Weg)
Ein Weg heifit glatter Weg (oder glatte Kurve), falls er als Abbildung zwischen Man-
nigfaltigkeiten glatt ist.

Ein Weg 7 : I — M heift stickweise glatt (oder stickweise glatte Kurve), falls endlich
viele Intervalle I; mit |J; I; = I existieren so, dass 7|z, jeweils ein glatter Weg ist.

1.2.7 Definition ((stiickweise) glatte Homotopie)
Die Homotopie h : [0;1] x [0;1] — M fiir zwei glatte Wege 0,71 : [0;1] — M heifit
glatt, falls sie als Abbildung zwischen Mannigfaltigkeiten glatt ist.

Sind die Wege stiickweise glatt, so heiflt sie stickweise glatt, falls endlich viele In-
tervalle I; C [0;1] mit U, [; = [0;1] existieren so, dass hlj.1)x7, jeweils eine glatte
Abbildung ist.

Wir zitieren die Existenz der Zerlegung der Eins aus bspw. [Con08, Thm. 1.4.11]
bzw. dessen glatte Version aus bspw. [Con08, Thm. 3.5.4].

1.2.8 Satz (Partition der Eins)

Ist {U;} eine offene Uberdeckung einer Hausdorffsche Mannigfaltigkeit M, die das
zweite Abzdhlbarkeitsaxiom erfiillt®, so existiert eine Partition der Fins beziiglich
U;, also eine Familie {p;}; glatter Funktionen auf M mit

1. 0 <p; <1 und suppp; C U;;
2. {p;} ist lokal endlich, d. h.

Vpe M 3U, C M offen: p e Uy, |{i|suppp; NU, # 0}] < oo;

3. Ypi=1,dh

Vpe M: Z(pi(p) =1.
i€l

8Beides nehmen wir, wie in Bemerkung I.1.11 angemerkt fiir gewdhnlich ohne Vermerk an.
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Kapitel .

Tangentialraume und Tangentialbuindel

In diesem und allen folgenden Kapiteln nehmen wir, wie in Bemerkung 1.1.11 an-
gekiindigt, dass jede Mannigfaltigkeit das zweite Abzdhlbarkeitsaxiom erfiillt und ein
Hausdorff-Raum ist. Auflerdem gehen wir nicht mehr explizit auf die Differenzierbar-
keitsstufe k einer C*-Mannigfaltigkeit ein, sondern nehmen immer C*°-Mannigfaltig-
keiten an. Allerdings lassen sich alle Aussagen in natiirlicher Weise iibertragen.

Il.1. Tangentialraum
Bereits aus Analysis I ist das Prinzip der Tangente bekannt. Ebenso anschaulich ist
es sich Tangenten an der Kugel vorzustellen und es ist klar, dass sich in diesem Beispiel

eine ganze Tangentenflache bildet — sieche Abbildung II.1.

Tangente
Tangentialebene

J- - Tangente

Abbildung II.1.: Tangentialraum der Sphére

Dies wollen wir nun verallgemeinern. Zunéchst beschréinken wir uns auf Unterman-
nigfaltigkeiten des R". Dafiir beachten wir, dass jede Bewegung entlang einer Kurve auf
der Mannigfaltigkeit in jedem Punkt in tangentieller Richtung erfolgt. Beispielsweise ist
die Bewegung entlang des ,,Aquators“ einer Kugel immer Richtung Osten oder Westen
— mit einer nicht ndher bestimmten Geschwindigkeit. Fithren wir dquivalentes in einem
Punkt fir alle ,,Himmelsrichtungen“, d. h. alle Tangentialrichtungen, durch, so haben
wir die Tangentialebene durch Wege durch diesen Punkt bestimmt. Dies motiviert die
folgende Definition des Tangentialraums:

19
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Kapitel II. Tangentialrdume und Tangentialbiindel

II.1.1 Definition (Tangentialraum fiir Untermannigfaltigkeiten des R™)
Ist M C R™ eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R und p € M, so bezeich-
net

T,M = {7'(0) | v: (—&;¢) = R" Kurve mit v(0) = p, Bildy C M} CR"
den Tangentialraum von M in p. Dieser ist ein Unterraum des R".

Ist M eine Untermannigfaltigkeit, so kénnen wir M lokal, d.h. in einer Umgebung
U eines Punkte p € M, durch eine Submersion g : U — R"™™"" beschreiben. Das heift,
wir finden eine solche Submersion mit g~1(0) = M NU. Dies ist gleichwertig dazu, dass
wir eine Immersion ¢ : V C R™ — R” finden mit Bild o = M N U. Diese Abbildungen
erlauben uns den Tangentialraum naher zu beschrieben:

I1.1.2 Lemma (Charakterisierung fiir Untermannigfaltigkeiten)
Unter den Bezeichnungen von oben gilt

T,M = Ker ¢ (p) = Bild ¢’ (0) C R".

I1.1.3 Beispiel
Die Sphéare S™ ist durch

s"={r R | o] = Y2 =1} CR™!

gegeben. Wahlen wir g : R"\ {0} - R: 2 — |z, 2| — 1 = (z]z) — 1, so erkennen wir,
dass dies eine Submersion wie oben gefordert ist. Da des Weitern %g(z) = (x|v) gilt

also nach dem vorangehenden Lemma I1.1.2
T,M = {v c R ) (x|v) = O} = {z}".
Dies entspricht der natiirlichen Anschauung.

Es stellt sich nun die Frage, wie wir das Konzept der Definition II.1.1 auf beliebige
Mannigfaltigkeiten tibertragen kénnen. Bisher kénnen wir ndmlich nicht erklaren, was
+/(0) fiir eine Kurve v : ( —&;¢) — M in eine Mannigfaltigkeit M bedeuten soll, falls
M Fkeine Untermannigfaltigkeit des R™ ist. Wir verwenden nun die gleiche Idee, wie wir
sie schon die ganze Zeit benutzen und im weiteren Verlauf der Vorlesung auch noch
héufiger anwenden werden: Wir gehen zu Karten iiber.

Das heifit, wir wiahlen um den betrachteten Punkt p € M eine Karte (U, ¢). Betrach-
ten wir nun wieder einen Weg v : ( — e;¢6) — M durch p = v(0) € U, so konnen wir
annehmen, dass der gegebene Weg den Kartenbereich U nicht verlasst, d. h. Bildy C U.
Dafiir miissen wir héchstens € > 0 verkleinern, was fiir die zu betrachtende ,,Ableitung*
in 0 jedoch keine Rolle spielt. Verkniipfen wir nun diesen Weg mit der Karte, so erhal-
ten wir mit ¢ oy : (— ;) — R™ wieder einen Weg in den euklidschen Raum durch
den Punkt = = ¢(p), dessen Ableitung fiir uns versténdlich ist. Diese Konstruktion ist
jedoch offensichtlich von der gewéhlten Karte abhéngig.
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II.1. Tangentialraum

Da es natiirlich keinen Sinn macht zu sagen, dass der selbe Weg je nach gewéhlter
Karte unterschiedliche ,, Tangenten ergibt®, betrachten wir eine geeignete Aquivalenz-
relation auf allen solchen Tupeln (U, ¢, (¢ 0 7)'(0)) = ,(Karte, Ableitung des mit der
Karte verkniipften Weges)“.

I1.1.4 Definition (Tangentialraum)
Ist M eine C'-Mannigfaltigkeit und p € M, so ist der Tangentialraum von M in p
durch

TyM = {(U,¢,8) | (Ug) Karteumpe M, £€V}/ ~

definiert, wobei die Aquivalenzrelation ~ durch

U, 6) ~ (V,4,0) - = (=D(vop™)  (©)

definiert ist. Ein Element v = [(U, ,&)] € T,M heiBt Tangentialvektor von M in p.

Wir definieren fiir eine Karte (U, ¢) mittels der Abbildung 7" : R" — T,M : £ —
(U, ¢, €] eine Vektorraumstruktur auf 7, M:

T,M>0=[U¢0  rUep¢& =[Uere [Uep&+[Uepn=[Uep&+n.

I1.1.5 Satz (Vektorraumstruktur des Tangentialraums)
Die Vektorraumstruktur 7, M eines Tangentialraumes einer Mannigfaltigkeit M in ei-
nem Punkt p € M wie oben definiert, hingt nicht von der Wahl der Karte (U, )
ab.

BEWEIS
Seien (U, ) und (V, ) Karten um p € M. Insbesondere ist ¢ o ~! ein Diffeomorphis-
mus, also insbesondere ist D, o Dw(p)z/ﬁl : R®™ — R"™ ein Vektorraum-Isomorphismus.
Ist v: (—¢e;e) — M nun ein Weg mit (0) = p so kénnen wir durch Verkleinerung von
€ annehmen, dass Bildy C U N V. Weiter gilt

£=(por)(0) = ((pov™)o(wo) (©
= (D¢(p) (@ o ¢_1)> ((%/) o 7)/(0))

Somit folgt aus [U, ¢, €] = [V, 4, (] bereits £ = (Dy()(p 0 ¢~1))¢. Damit erhalten wir
firreR

re¢ =Dy (pov™))C = (Dyg(pov))(r0)

und somit ist die Multiplikation mit Skalaren wohldefiniert. Aquivalent folgt die Wohl-
definiertheit der Vektorraumaddition. ///

I1.1.6 Korollar (Basis von T,M)
Ist (U, : U — ¢(U) C V) eine Karte einer Mannigfaltigkeit M und p € U C M, so
induziert jede Basiswahl (e;); des Vektorraums V' eine Basis in T, M.
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BEWEIS
Die Abbildung T': V. — T,M : £ — [(U, ¢, §)] ist ein Isomorphismus, also wird auch
jede Basis in eine Basis abgebildet. Wir definieren T'(e;) =: % € T,M, welche wir
P

Koordinatenbasisvektoren nennen.

Bekannterweise gilt fiir eine Abbildung f € C*°(R") und einen Vektor v € R™ immer

9
ov

d

0

p

Dies motiviert die folgende Defintion von Richtungsableitung.

I1.1.7 Definition (Richtungsableitung)
Ist v = [U, p,&] € T,M ein Tangentialvektor einer Mannigfaltigkeit A/ in einem Punkt
p € U C M, so definieren wir die Richtungsableitung einer Funktion f € C*°(M) durch

0
f .
p

0
ve fi= — .:a—§

(fou™) = i‘of(w‘l(w(p) +t€))

©(p)

Offensichtlich ist die Richtungsableitung eine lokale Eigenschaft, d.h. gilt fiir eine Um-
gebung U C M von p und zwei Funktionen f,g € C*(M), dass f|y = g|u, so gilt fir
alle v € T, M bereits ve f =veg.

I1.1.8 Lemma (Wohldefiniertheit der Richtungsableitung)
Unter den Voraussetzungen von II.1.7 ist die Richtungsableitung wohldefiniert, also
unabhéngig von der Wahl des Représentanten von v € T, M und erfiillt die

1. Linearitat: ve (c1f1 +cafs) =ci(ve fi) +ca(ve fo) Ve €R, f; € C°(M)
2. Leibnizregel: v e (f1fa) = (ve f1)fa(p) + fi(p)(ve f2) Vfi € C®(M)

BEWEIS
Dies ist wohldefiniert, denn fiir v = [(U, ¢,&)] = [(V, 4, ()] gilt auf Grund der Ketten-
regel

Dy (Fovr™) () = Dy ((Foe™) o (wov™))(Q) = Dy (Fo ) (©)- sy

Nach der eztrinsischen' Definition der Tangentialriume, folgt nun eine weniger an-
schauliche, dafiir intrinsische? Definition deren Gleichwertigkeit wir in Theorem I11.1.12
erkennen werden.

!'Darunter verstehen wir eine von Karten kommende Definition oder Aussage. Bei solchen ist des
h&ufigeren nachzuweisen, dass sie unabhéngig von Kartenwahlen sind, wie wir es auch bei der
Definition des Tangentialvektors zeigen mussten.

2Darunter verstehen wir eine nur durch innere, algebraische bzw. topologische Strukturen der Man-
nigfaltigkeit induzierte Definition oder Aussage. Diese sind a priori unabhéngig von Kartenwahlen.
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II.1. Tangentialraum

I1.1.9 Definition (Derivation)

Fiir zwei K-Algebren, wobei K = R oder K = C, A und B und einen Algebrahomomor-
phismus ¢ : A — B nennen wir eine K-lineare Abbildung v : A — B Derivation langs
o, falls sie die Leibnizregel erfiillt, d. h.

v(a-b) =v(a)-o(b) + o(a) - v(b) Va,be A
gilt. Wir bezeichnen mit
Der,(A, B) :=={v: A — B | v ist Derivation lings o }

die Menge aller Derivationen beziiglich ¢ und mit Der (A) := Derjq (A, A) die Menge
der Derivationen von A in sich selbst ldngs der Identitét.

I1.1.10 Bemerkung
Die Deriviationen Der, (A, B) bilden offensichtlich einen K-Untervektorraum der Ho-
momorphismen Homg (A, B)

I1.1.11 Beispiel

Sei A= C>*(M,K)und B=Kundev,: A— B: f— f(p) die Auswertung in p € M.
Wir haben bisher gezeigt, dass T,M — Derey, (C*°(M,K),K) : v = (f = v e f) ein
linearer Homomorphismus ist.

I1.1.12 Theorem (Tangentialvektoren und Derivationen)

Ist M eine (C°°-Mannigfaltigkeit, so ist durch die Abbildung 6 : T,M —
Derey, (C*°(M),R) mit 6(v)(f) = v e f ein linearer Isomorphismus gegeben. Das
heifit Derivation und Tangentialvektoren entsprechen einander.

BEWEIS
Zunichst zeigen wir die Injektivitat: Die Abbildung ist klarerweise linear, also gentigt
es fiir die Injektivitdt zu zeigen, dass

(vef)=0 Vfel*M)

bereits v = 0 impliziert, also der Kern trivial ist. Sei (U, ) eine Karte um p € U C M
und f eine Fortsetzung von ¢ = (¢;)i; auf M so, dass fiir eine offene Umgebung V'
von p bereits f|y = |y gilt. Damit gilt

/

&) =m(&) =&

und es war v = [(U, ¢;,§)]. Also ist £ = 0 und damit v = 0. Also ist der Kern der
Abbildung trivial und die Abbildung ist damit injektiv.

(ve ) = (pio sfl)w(p)

Wir kommen nun zur Surjektivitét: Sei dafiir § € Derey, (C*°(M);R) eine beliebige
Derivation. Wir miissen die Existenz eines Tangentialvektors v mit 6(v) = § zeigen.
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Lokalisierung: Wir zeigen zunéchst, dass fiir zwei Funktionen f,g € C*°(M) mit f|y =

gly fir eine U C M offen mit p € U immer 6(f) = d(g) gilt. Klar ist, dass dies
gleichwertig dazu ist, dass §(f — g) = 0. Also geniigt es zu zeigen, dass fiir jede
Funktion f € C(M) fiir die eine offene Menge U > p mit f|y = 0 existiert, bereits
6f = 0 gilt. Wir wéhlen fiir eine solche eine Hutfunktion ¢ mit ¥[ny = 1 und
¥(p) = 0, dann gilt f -1 = f und damit

6(f) = o(fv) = o(f) - ¥ (p) + f(p) - () = 0.

Wir koénnen also Derivationen auf lokal definierten Funktionen anwenden, indem
wir die Funktionen in irgendeiner Form auf M fortzusetzen, da das Ergebnis
unabhéngig von der Erweiterung ist.

Verschwinden auf Konstanten: Ist f : M — R : x — ¢ eine konstante Funktion, so

gilt 6(f) = e8(1) = c- (1(p) - 6(1) + (1) - 1(p)) = 2¢- (1) = 25(f), also 8(f) = 0.

Surjektivitat: Sei p € M ein beliebiger Punkt der Mannigfaltigkeit und (U, ¢) eine

24

Karte um diesen. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit gilt ¢(U) = B1(0) und
©(p) = 0. Wir definieren fiir ¢ € U den Weg v : [0;1] — B1(0) : t — (1 —t)¢(p) +
teo(q) und mit dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung folgt, wobei
wir die Einstein-Konvention beachten,

F@) = F() = (fow™ oy)(1) = (for 07)(0)
— /01 (f oo fy)/(t) dt = /01 (D,y(t) (f ° (p—l)) (v/(1)) dt
= [ o, o) ()
_ /1 0
o 02
fFdt.

i i 0
- (<p (@) —¢ (p)) '/0 7| o)

=:9:(q)

(1)

f (@) —¢'(p)) dt

Wir erkennen g;(p) = 9//a.|, und da ¢ auf Konstanten verschwindet, gilt § =
f(v), da

—
- (6(¢) — 5(s0i(p)) ) - gi(p) = 5(@i)9z(10)

T
- <5(¢-> ai) —vef. ]
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I1.1.13 Definition (Ableitung)
Ist f: M — N eine differenzierbare Abbildung zwischen zwei glatten Mannigfaltigkeit-
en M und N, dann heifit

Dpf Z:f;:TpM%Tf(p)NZUI—)(h'—)?}.(hof))

das Differential der Abbildung f im Punkte p € M.

11.1.14 Lemma
Es gilt: Dpf € Hom (T, M, Tf,)N), d.h. dies ist eine lineare Abbildung.

BEWEIS
Dies gilt, da fiir beliebige v1,v2 € T,M und a € R gilt

(Dpf(avi +v2)) @ h = (avy +v3) e (ho f) =avy e (ho f) +vye(hof)

und damit ergibt sich die Aussage. /]

I1.1.15 Satz (Kettenregel)
Sind f: M — N und g : N — P glatte Abbildungen zwischen glatten Mannigfaltig-
keiten, so gilt

Dy(go f) = Dyspygo Dpf.

BEWEIS
Sind v € T,M und h € C>*(P,R) beliebig, so gilt

Dp(go f)(v)eh=ve((hog)of)
€C(N;R)

= (Dypf(v)) » (hog) = ((Dsiy9) (Dpf(v))) @ h. i

I1.1.16 Bemerkung (Lokale Beschreibung von Funktionen)

Als néchsten Schritt méchten wir Karten ausniitzen, um eine glatte Abbildung f : M —
N zwischen zwei Mannigfaltigkeiten M und N lokal in Koordinaten zu beschreiben.
Dafiir seien (U, z) und (V,y) Karten auf M um einen Punkt p € M bzw. auf N um f(p)
— vergleiche Abbildung 1.2 (S. 16). Indem wir U durch U N f~}(V) ersetzen, kénnen
wir annehmen, dass f(U) C V gilt und damit kommutiert das Diagramm

UCM f VN
N Tl
rxr Yy
| |l
z(U) CR™ yofoz t—— y(V) CR"
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Als Korollar aus der
Bemerkung
ausgelagert

Mittels der Kettenregel, Satz 11.1.15 kommutiert daher auch das Diagramm

T,M Df Ty
[ !

Dz~! Dz Dy~1 Dy

| |

TopyM = R™ —D(yo foa™!)— Ty N = R"

i

Die Karten induzieren nach Korollar I1.1.6 die Tangentialraum-Basen ( 9/6x7[,); von
TpM und ( 9/ay| s, ) von TN, dabei gilt per Definition der Koordinatenbasisvek-
toren P P

3p"g: et

()(gox1> Vge C*(M)
a(p

also gilt 9/aa'|, = d(z71) () (") und das dquivalente fiir y. Mit der Kettenregel, Satz
I1.1.15 und der euklidschen Differentiation von R™ — R™ Abbildungen gilt damit fiir
alle v = (v;); € R™ — wir erinnern an die Einstein-Konvention —

ftf(p)>

m(p))» :D(yofox_l) <vj %

= D(y of ox_l)(v)
_ <8(yiofox_1)> v
del .

_ (9 o f)
- <M>zg h

wobei wir 99/927|, als Schreibweise fiir 9/927|, g verwendet haben. Schreiben wir f; fiir

; S R o pe D
J oy? — dies ist abhingig von der Karte — so erhalten wir fir ¢ = (" 57 lp

1 ; 0
Df(p)y<DPf (Dw(p)x ' <UJ el

0

j .
» 9" | f(p)

_of
O

Dy f(C)

I1.1.17 Korollar (Koordinatenwechsel)
Sind (U, x) und (V, y) Karten einer Mannigfaltigkeit M um einen Punkt p € UNV C M,
so gilt

o oy 0
dzt|, Oz ) oytl,
BEWEIS
Folgt aus der Bemerkung II.1.16 mittels Betrachtung von N = M und f = id. ///
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I1.1.18 Schreibweise (Gewohnliche Richtungsableitung)
Ist v: I CR — M ein glatter Weg in eine glatte Mannigfaltigkeit M, so schreiben wir
v/ (t) fir Dyy(1), wobei 1 die Standardbasis von R ist.

v (t) =i(1) € TypyM
wobei die 1 die Standardbasis von R ist.

Wir kehren nocheinmal kurz zur urspriinglichen Motivation fiir die abstrakte Defini-
tion des Tangentialraums zuriick.

I1.1.19 Bemerkung (Tangentialraum an einer Untermannigfaltigkeit)

Ist M™ C R", so existiert ein ,realer”, anschaulicher Tangentialraum T;jfﬁnM C R"”,
welcher ein affiner Unterraum von R™ ist. Verschieben wir diesen erhalten wir den
Unterraum T;ealM von R™ und es gilt, wie in Definition I1.1.1,

T M = {/(0) €V : | v:(—e5e) = M CR", 4(0) =p e M}.
Ist g eine beschreibende Submersion bzw. ¢ eine parametrisierende Immersion in p €

M, so gilt
T3 M = Ker(dg,) = Bild(dgy).

I1.1.20 Lemma
Ist M™ C R" eine Untermannigfaltigkeit, so ist die Abbildung

T]l;ealM N TpM — DeI‘(COO(M)7R) U (h — (h o 7)/(0))5

wobei v : I — M CV und +4/(0) = v ist, ein linearer Isomorphismus.

BEWEIS
Mit der Kettenregel ist dies wohldefiniert, da jede Abbildung h € C*°(M) eine Fortset-

zung h auf C*°(R™) hat und wir erhalten wiederum mit der Kettenregel

~ / ~
(hoy)'(0) = (hor) (0) = R g (+(0))-
Damit ist die Linearitat offensichtlich erfiillt. Die Injektivitéit folgt, da
(hov)(0)=0 VheC*(M)

fur die i-te Projektion h = my; bereits

(h0%)(0) = (m; 0 7)'(0) = %;(0)

impliziert, also 4/(0) = 0 gilt. Die Surjektivitat folgt aus Dimensionsgriinden. ///
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1.2. Der Satz vom konstanten Rang

I1.2.1 Definition (Immersion, Submersion, Bimersion)
Eine Abbildung f: M — N zwischen zwei glatten Mannigfaltigkeiten M™ und N™ ist

L. eine Immersion in p € M, falls f, : T,M — TN injektiv ist. Dann gilt
insbesondere m < n.

2. eine Submersion in p € M, falls f, : T,M — Typ)N surjektiv ist. Dann gilt
insbesondere m > n.

3. eine Bimersion in p € M, falls f in p eine Immersion und eine Submersion ist,
also f}’, : TpM — Ty N bijektiv ist. Dann gilt insbesondere m = n.

Aus dem Satz iiber implizierte Funktionen im euklidischen Raum R™ folgt mittels
Betrachtung von Karten sofort eine Charakterisierung von Sub- bzw. Immersionen:

I1.2.2 Satz (Normalformensatz)

Eine Abbildung f : M — N zwischen zwei Mannigfaltigkeiten M™ und N™ ist genau
dann eine Immersion in p € M, wenn es Karten (U,z) um p € M und (V,y) um
f(p) € N gibt so, dass yo f = (z,0) fiir m < n. Sie ist genau dann eine Submersion in
p, falls yo f = (x!,...,2").

I1.2.3 Definition (Rang)

Ist f: M — N eine Abbildung zwischen zwei Mannigfaltigkeiten M™ und N, so ist
der Rang von f in p € M durch rg, (f) := rgd,f definiert. Bei Immersionen bzw.
Submersionen ist dieser Rang maximal.

Mit Betrachtung von Karten folgt wiederum aus dem Satz iiber implizierte Funk-
tionen im euklidischen Raum R"™ eine Charakterisierung von Sub- bzw. Immersionen:

I1.2.4 Korollar

Fine Abbildung f : M — N zwischen zwei Mannigfaltigkeiten M™ und N™ ist genau
dann eine Immersion bzw. Submersion in p € M, wenn es eine Umgebung U von p gibt
so, dass f in allen Punkten ¢ € U eine Immersion bzw. Submersion ist.

I1.2.5 Korollar (Charakterisierung von Bimersion bzw. lokalem Diffeom.)
Ist f: M — N eine Abbildung zwischen zwei Mannigfaltigkeiten M™ und N™, so sind
flir p € M die folgenden Aussagen dquivalent:

1. f ist eine Bimersion in p
2. f ist ein lokaler Diffeomorphismus um p.
3. Es gibt Karten (U, z) von M um p und (V,y) von N um f(p) mit

yo for ' =idyuns1vy)-
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BEWEIS
Der Normalformensatz liefert, dass aus (1) die anderen Aussagen folgen.

Ist f : U — f(U) ein Diffeomorphismus fiir eine Umgebung U von p so liefert die
Kettenregel, dass f in p eine Bimersion ist.

Ist dagegen yo fox™! = id,nf-1(v)), so ist auch f = y toyo fox oz auf einer
Umgebung von p als Verkettung von Diffeomorphismen selbst ein Diffeomorphismus.
Das vorangehende Argument liefert wieder, dass f in p eine Bimersion ist. ///

Aus dem Satz vom konstanten Rang im euklidschen Raum R", folgt durch Karten-
betrachtung sofort sein Pendant auf Mannigfaltigkeiten:

I1.2.6 Satz (Vom konstanten Rang)

Sei f: M — N eine Abbildung zwischen zwei Mannigfaltigkeiten M™ und N™ und
po € M ein Punkt in M so, dass f um pg von lokal konstanten Rang ist, d.h. es
existiert eine Umgebung U C M so, dass fiir alle p € U bereits rg, f = k = rg,, gilt.
Es existieren Karten (U, z) um po und (V, y) um f(po) so, dass yof = (z!,..., 2%, 0)

bzw.
y0f0x1:<'g€ 8)

I1.2.7 Lemma
Ist Xg € GL(n,R) = R™" dann ist rg : GL (n,R) — Z unterhalbstetig, d.h. falls
rg Xo = k, dann gibt es eine offene Umgebung U C GL (n, R) von Xy so, dassrg (X) > k
flir alle X € U.

BEWEIS
Der Rang von X ist genau dann k, falls es eine k£ x k Untermatrix mit nicht verschwin-
dender Determinante gibt. Das Lemma folgt nun aus der Stetigkeit der Determinante. ///

I1.2.8 Korollar (Sub-/Immersionen sind von lokal konstanten Rang)

Ist eine Abbildung f : M — N zwischen zwei Mannigfaltigkeiten M™ und N eine
Immersion oder Submersion in p € M, so gibt es eine Umgebung U C M von p so, dass
f auf U konstanten Rang hat.

BEWEIS
Nach Kartenwahl kénnen wir annehmen, dass f : O CR™ — R", p=0und rg Dof =

min{m,n}. Da dies der maximal mogliche Rang ist, folgt fiir alle x € R™ bereits
rg D, f <rgDyf. Da f glatt ist, folgt dass x — D, f stetig ist, also ist x — D, f —
rg D, f unterhalb stetig und es folgt die Aussage. ///
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11.3. Untermannigfaltigkeiten

I1.3.1 Idee

Man kann zumindest zwei verschiedene Ideen haben, was eine Untermannigfaltigkeit
einer Mannigfaltigkeit ist: Eine durch — eventuell nicht-lineare — Gleichungen beschrie-
bene Teilmenge von letzterer oder eine Teilmenge so, dass die Karten der umliegenden
Mannigfaltigkeit nach gewisser ,Begradigung“ auch Karten dieser (kleineren) Mannig-
faltigkeit sind. Wir betrachten zunéchst die erste dieser Ideen:

I1.3.2 Definition (Untermannigfaltigkeit)

FEine Teilmenge M C N einer Mannigfaltigkeit N™ heifit Untermannigfaltigkeit der
Codimension n—m, falls M lokal die Nullstellenmenge einer glatten Abbildung ist, die
auf M eine Submersion ist, d.h.

g 0)=MnU

VpGME!UgMoffen,pEU,geCOO(U;K"m):{rng_n m Vge MU
g=n—

I1.3.3 Beispiel

Als erstes Beispiel zeigen wir, dass die Gruppe der unitdren Matrizen M = U(n) =
{A € gl(n,C)|AA* = I,} eine reelle Untermannigfaltigkeit von N = gl (C") der
Dimension (und Codimension) n? ist. Dafiir betrachten wir fiir den R-VR W = {X €
gl(n,C) : X* = X} der Dimension n? die Abbildung

g:gl(C") — Wg(A) = AA™ — I,.

Offensichtlich gilt g(-)* = g(-), also ist g wohldefiniert. Auflerdem gilt fiir alle Matrizen
Aegl(C)

g(A) =0 < AA* - 1,=0 < AA* =1, <— Acu(C").

Die Aussage gilt also (mit U = gl (C") = N), falls g fir alle A € U(C") = M eine
Submersion ist. Es gilt

Dag(X) = XA*+ AX* VA, BeglCnh).
Ist also Y € W und A € U(C"), so setzen wir X = 1/2Y A und erhalten
Dag(X) = %(YAA’k +A(YA)") = %(YAA* + AAY™) = %Y +Y* =Y,
und damit ist D4g surjektiv fiir alle A € U(C"), also gilt — mittels der Identifikation

von Ty W = W und Tagl(C") = gl (C"), da beides Vektorrdume sind — dass g
eine Submersion ist und wir erhalten die Aussage.
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I1.3.4 Definition (Angepasste Karte und Lokale Parametrisierung)

Ein Abbildung ® : U — ®(U) C R" von einer offenen Teilmenge U C N einer Mannig-
faltigkeit N™ heiBt eine an M™ C N angepasste Karte3, falls ® ein Diffeomorphismus
ist und ®(UNM) =®(U) N (R™ x {0}) gilt, wobei m € N eine natiirliche Zahl ist.

Eine Abbildung ¢ : O — N™ von einer offenen Teilmenge O C R™ des euklidschen
Raums in eine Mannigfaltigkeit N™ heifit lokale Parametrisierung® einer Teilmenge
M™ C N, falls ¢ eine injektive Immersion ist und fiir eine offene Teilmenge U C N der
Mannigfaltigkeit ¢(O) = M NU gilt.

I1.3.5 Satz
Ist M C N™ eine Teilmenge einer Mannigfaltigkeit N, so sind die folgenden Aussagen
dquivalent:

1. M C N ist eine m-dim. Untermannigfaltigkeit,
2. um jeden Punkt p € M existiert eine an M™ angepasste Karte,

3. um jeden Punkt existiert eine lokale Parametrisierung von M™.

BEWEIS
Es sei p € M ein beliebiger Punkt.

»1. = 3.t Wir wihlen nach Voraussetzung eine glatte Submersion g : U — R"™"" von
einer Umgebung U C N von p € U in den euklidschen Raum mit ¢g~(0) = M NU.
Mit dem Normalformensatz, Satz I1.2.2 existieren Karten (U, z) ump € U C U C
N und (V,y) um 0 = g(p ) € R"™™ s0,dass yog = (z L. ., 2™ ™). Wir erkennen,
dass fiir alle Punkte ¢ € U und % := 2"~™*F sowie yo := y(0) bereits

2(0) = (30,8 (@)s---.3™(@)) <= y(9(a)) =90 <= 9(0) =0 <= qe M

gilt. Damit ist & :~(:E1|M, cens ™) s MN U — R™ wohldefiniert und injektiv,
da fiir ¢,¢ € M NU mit z(q) = z(q) bereits

2(g) = (21(q), -, 2" ™(9), (¥)(9)) = (w(9(a)), (@)(@)) = (¥(0), (¥)(9))
= W6(@), @@),= (+'@, =" ™@, (@) @) = (@)

gilt, also mit der Injektivitit der Karte ¢ = ¢ folgt. Da die Koordinatentan-
gentialvektoren linear unabhéngig sind, ist  eine Submersion. Damit ist & aus
Dimensionsgriinden eine Bimersions auf ihr Bild und damit ! : Z(U) — U wie
gefordert eine lokale Parametriserung von M um p.

3Ublicherweise wird dieser Begriff nur verwendet, wenn eine Uberdeckung von M durch solche an M
angepasste Karten existiert, d. h. nach Satz I1.3.5, falls M eine Untermannigfaltigkeit von NV ist.
4Auch dieser Begriff wird iiblicherweise nur verwendet, wenn eine Uberdeckung von M durch Bilder
solcher Parametrisierungen von M existiert, d.h. nach Satz I11.3.5 wiederum, falls M eine Unter-

mannigfaltigkeit von NNV ist.
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»3. = 2.“: Wir wihlen nach Voraussetzung eine lokale Parametrisierung ¢ : O — N"
von einer offenen Teilmenge O C R™ des euklidschen Raums, d.h. ¢ ist eine
injektive Immersion mit p(O) = M N U fiir eine Umgebung U C N von p € U.
wiederum mit dem Normalformensatz, Satz I1.2.2 wihlen wir Karten (U, z) und
(O,y) von N bzw. R™ mit (y,0) = z o ¢, also 20 ¢ = inc : O C R™ — R"
und da ¢ eine injektive Immersion und x eine bijektive Bimersion ist, ist x o ¢
ebenfalls eine injektive Immersion und daher gilt fiir einen Punkt ¢ € U genau
dann g(q) = (z™"(q),...,2"(q)) = 0, falls ¢ € p(O) = M N U. Damit ist g wie
gewiinscht.

»2. = 1. Wir wéhlen nach Voraussetzung eine an M™ angepasste Karte & : U —
®(U) um p € U. Definieren wir

g=(pr:R" = R"")|pn) 0 P,
so erkennen wir
g71(0) =@ (pr71(0)) = @1 (@(U) N (R" x {0})) = U N M.

Da nach Voraussetzung ® ein Diffeomorphismus ist, ist D,® ein Isomorphismus.
Auflerdem ist rg pr = n — m und damit ist

Dpg = Dg(p)pr o Dpy® = Pro D,®

surjektiv. Damit ist g wie gewiinscht eine Submersion. ///

I1.3.6 Satz (Uber die Inklusion von Untermannigfaltigkeiten)

Ist M™ C N™ eine Untermannigfaltigkeit, so bilden die angepassten Karten einen Atlas
von M und fiir die so definierte differenzierbare Struktur auf M ist die kanonische
Einbettung inc : M — N glatt und ein Diffeomorphismus auf ihr Bild, insbesondere
ist die Topologie dieser differenzierbaren Struktur gleich der induzierten Topologie.

Des Weiteren gilt die universelle Eigenschaft, dass eine Abbildung f : P — N von
einer Mannigfaltigkeit P mit Bild in der Untermannigfaltigkeit, d. h. f(P) C M, genau
dann glatt ist, wenn f: P — M glatt ist.

BEWEIS
Nach Satz I1.3.5 existiert fiir jeden Punkt p € M eine Umgebung U C N von p € U
und eine angepasste Karte (U, z), d.h. z(UN M) = z(U) N (R™ x {0}). Insbesondere
iiberdecken diese ganz M. Sind (U, x) und (U, Z) zwei solche Karten, so ist z o 2~
ein Isomorphismus und damit ist auch x o mfl\RmX{O} ebenfalls ein Diffeomorphismus.
Damit bilden die Einschrankungen {(U N M, z|pr)} einen Atlas von M.

Ist p € M ein beliebiger Punkt und (U, z) eine an M angepasste Karte um p € U, so
ist insbesondere Z := z|s diffeomorph als Abbildung von M — xz(M) C R™ x {0} und
damit ist auch

id gm0y =0 T l=zoincy_yoz !
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glatt als Abbildung von MNU — N. Da die an M angepassten Karten, wenn wir sie auf
M einschranken, einen Atlanten von M bilden und diese Karten das Bild der Inklusion
iiberdecken, ist also incps—, v glatt. wiederum erkennen wir, dass incp;_,n sogar eine
Immersion ist, da fiir alle solchen Karten (U, z) auch id [gm oy dies ist. Klarer Weise
ist incps v offensichtlich injektiv, also ist incp;_n eine injektive Immersion, also ein
Diffeomorphismus auf ihr Bild. Insbesondere sind die beiden Topologien gleich.

Wir zeigen nun die universellen Eigenschaft. Ist f : P — N eine Abbildung mit
f(P) C M und (U, x) eine an M angepasste Karte, so ist x o f = z|js o f. Insbesondere
ist z o f genau dann glatt, wenn x|y o f glatt ist. Da die auf M eingeschrénkten an M
angepassten Karten einen Atlanten von M bilden, erhalten wir damit, dass f: P — M
glatt ist, falls f : P — N glatt ist und da diese Karten auch Bild f iiberdecken erhalten
wir auch die umgekehrt Folgerung. ///

I1.3.7 Frage

Wir haben soeben in Satz I1.3.6 nachgewiesen, dass die inc : M — N einer Unter-
mannigfaltigkeit eine glatte, injektive Immersion ist. Es stellt sich die Frage, ob dieses
Kriterium hinreichend ist, also ob das Bild jeder glatten, injektiven Immersion eine
Untermannigfaltigkeit des Zielraums ist.

I1.3.8 Beispiel

Betrachten wir die reellen Zahlen M = R mit ihrer natiirlichen Mannigfaltigkeitsstruk-
tur und den Torus N = T? = R?/Z? mit der iiblichen differenzierbaren Struktur und
definieren fiir einen Vektor v = (vy,v2)T € R? die Abbildung f : R — T? : ¢t — [tv].
Wir erkennen leicht, dass Bild f abgeschlossen ist, falls v1/v, € Q eine rationale Zahlen
ist und sonst Bild f dicht im Torus T? liegt. Insbesondere gilt im zweiten Fall fiir jede
stetige Funktion ¢ : U — R¥ von einer offenen Menge in T? in einen euklidschen Raum
mit g|gia f = 0 bereits g = 0, also gibt es keine beschreibende Abbildung.

Wir erkennen bereits an diesem Beispiel, dass lokal eine Untermannigfaltigkeit ent-
steht, also das Bild eines kleinen Intervals f((a;b)) eine Untermannigfaltigkeit des Torus
ist. Erst global ergeben sich weitere Probleme. Dies ist genau das allgemeine Problem.

I1.3.9 Definition (Einbettung)
Eine injektive Immersion f : M — N zwischen zwei Mannigfaltigkeiten M und N heif3t
Einbettung, falls f ein Homéomorphismus auf sein Bild ist.

I1.3.10 Satz (Bilder von Einbettungen sind Untermannigfaltigkeiten)
Ist f: M — N eine Einbettung, dann ist f(M) C N eine Untermannigfaltigkeit von
M der Codimension dim N — dim M.

BEWEIS
Wir wéhlen eine solche offene Teilmenge U € N von N, dass ihr Urbild U == f~1(U)
unter f ein Kartenbereich einer Karte (U, z) in M ist. Insbesondere ist f(U) = U N M
offen in f(M) und durch foz™!: z(U) C R™ — N eine injektive Immersion, da x eine
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bijektive Bimersion ist, und es gilt Bild foz ™! = f(f]) = UNM. Damit ist foz™! eine
lokale Parametrisierung von M. Da wir um jeden Punkt p € f(M) eine solche offene
Menge U finden, erkennen wir, dass Bild f eine Untermannigfaltigkeit von N ist. ///

I1.3.11 Korollar (Injektiv-immersive Bilder kompakter Mannigfaltigkeiten)
Ist f: M — N eine injektive Immersion von einer kompakten Mannigfaltigkeit M in
eine Hausdorffsche Mannigfaltigkeit N, so ist Bild f C N eine Untermannigfaltigkeit
der Codimension dim M — dim N.

BEWEIS
Nach Satz I1.3.10 geniigt es nachzuweisen, dass f : M — f(M) ein Homéomorphismus
ist. Wir wissen bereits, dass f stetig und injektiv ist, also ist zu zeigen, dass f : M —
f(M) eine offene Abbildung ist, also fiir jede offene Teilmenge U C M von M eine
offene Menge V' C N von N mit f(U) =V N f(M) existiert. Da f injektiv ist, ist dies
gleichwertig dazu, dass

FIMN\U) = fF(IM)\ f(V) = F(M)\V = f(M)N(N\V)

flir eine offene Menge V' C N gilt. Dies wiederum ist jedoch gleichwertig dazu, dass fiir
jede abgeschlossene Menge A C M in M eine abgeschlossene Menge B C N von N mit
f(A) = f(M) N B existiert.

Sei also A C M eine solche abgeschlossene Menge. Da M kompakt ist, ist jedoch jede
abgeschlossene Teilmenge von M kompakt. Insbesondere folgt mit der Stetigkeit von f,
dass f(A) C N kompakt ist. Da N Hausdorffsch ist, folgt dass f(A) abgeschlossen ist,
also gilt die Behauptung fiir B = f(A). Damit ist f wie gefordert ein Homéomorphismus
und wir erhalten die Aussage mit Satz I1.3.10. ///

I1.3.12 Satz
Ist M C N eine Untermannigfaltigkeit und p € M ein Punkt der Untermannigfaltigkeit,
so ist die natiirliche Inklusion

TyM — T,N : v+ (h+— vehly)
der Tangentialrdume eine lineare Injektion und in diesem Sinn ist T, M ein m-dimen-
sionaler Unterraum von 7}, NV.

Ist um p € M durch g eine beschreibende Funktion bzw. durch ¢ eine lokale Parametri-
sierung bzw. durch (U, ) eine an M angepasste Karte gegeben, so gilt fiir x = o~ 1(p)

. . (0 0
TyM = ker Dpg = Bild Dy = hn(apl, ce 8pm>

BEWEIS

Identifizieren wir die Tangentialréume mit den Derivationen, also beachten, dass T,M =
Derey, (C*°(M)) und T,N = Derey,(C*(N)) gilt, so ist obige Abbildung v +— (h
v ® h|ps) wohldefiniert und linear. Es bleibt zu zeigen, dass v = (h — v e hlpy) = 0
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bereits v = 0 impliziert, diese Abbildung also injektiv ist. Wir zeigen dies mittels
Kontraposition. Ist also g € C*°(M) mit ve g # 0, so wihlen wir eine an M angepasste
Karte (U, x) von N um p und definieren

§:U—>R:qr—>g<§_1(xl(q),...

2™(0)))

wobei Z = (x!|ps,...,2™|y) wie iiblich die auf M induzierte Karte bezeichnet. An-
schaulich bedeutet dies, dass wir ¢ in die ,von M wegfiihrenden Richtungen“ konstant
fortsetzen. Wéhlen wir nun eine Hutfunktion ¢ : N — [0;1], d.h. ply =1, op\p =0,
wobei V' C N eine offene Umgebung von p € V ist, so erkennen wir, dass wir ¢-g durch
0 glatt auf ganz N fortsetzen kénnen. Damit erhalten wir

ve(p-g)=ve(plmglu) =) (veglu)+gp)(ved|u).

Da die Ableitung eine lokale Eigenschaft ist, folgt aus ¢|ayny = 1 bereits v e @[y = 0,
also folgt die behauptete Injektivitat mit

ve(p-g) =) (veglu)=vegly=veg#0.

Ist g: U — R"™™ eine Submersion mit g=1(0) = M NU und p € U C M, so gilt fiir

h € C>®(R™™) bereits
D,g(v) e

nach dem ersten Teil gilt also wie behauptet T, M C ker D,,g, da g|pn = 0. Dergleichen
gilt fiir jede Parametrisierung ¢ : O — N von M um p € ¢(O) bereits g o ¢ = 0, also
nach der Kettenregel Bild¢ C ker D,g. Da alle Dimensionen iibereinstimmen, folgt
Bild Dy = T, M = Bild .

Da fiir jede an M angepasste Karte (U, ) durch (UNM, z|ynn) =: (U, %) eine Karte
von M gegeben ist, ist 9/az[p], ..., /o™ p] eine Basis des T, M, da dies fiir jede Karte
gilt. Damit gilt die letzte Aussage. ///

h=ve(hog) Vv e T,N,

11.4. Wirkung von Lie-Gruppen

I1.4.1 Definition (Lie-Gruppe)

Eine Gruppe G mit glatter Mannigfaltigkeitsstruktur heifit Lie-Gruppe, falls die Grup-
penoperationen glatte Abbildungen sind, d. h. falls G eine Mannigfaltigkeit mit glatten
Abbildung

GXxG—G:(gh)~g-h und G G:gg
ist, die die Gruppenaxiome
dleg:vVfeqg 1-f=f-1=Ff (Neutralen Elements)
VfeG f-fl=ftf=1 (Inverses Element)
Vf,gheG f-(g-h)=(f-9)-h (Assioziativitét)

erfiillen.
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I1.4.2 Beispiel (Matrizen Lie-Gruppen)

Das klassische Beispiel fiir eine Lie-Gruppe sind die invertierbaren Matrizen GL (R™),
deren Multiplikation und Invertierung durch Polynome der Matrixeintrage und Division
durch die Determinante, welche ebenfalls ein Polynom der Matrixeintriage ist, gegeben
ist. Insbesondere sind diese Abbildungen glatt beziiglich der natiirlichen Dikfferenzier-
baren Struktur dieses Vektorraums.

I1.4.3 Definition ((Links-)Gruppenwirkung)

Ist ® : G x M — M eine glatte Abbildung beziiglich einer Mannigfaltigkeit M und
einer Lie-Gruppe G, so heifit ® (Links-)Gruppenwirkung (oder (Links-)Gruppenaktion
oder (Links-)Gruppenoperation) von G auf M, falls

®(1g,p) =p  O(fg.p) = (f,9(g,p) VS gEG pEM,
wobei 15 € G das Einselement bezeichnet.

Aquivalent definiert sich die Rechtsgruppenwirkung.

I1.4.4 Schreibweise
Ist ® : G x M — M eine Links-Gruppenwirkung beziiglich einer Mannigfaltigkeit M
und einer Lie-Gruppe G, so schreiben wir kurz g - p fiir (g, p) und sagen, G operiert
auf M. Des Weiteren bezeichnet Ay : M — M : p — g - p die links-Multiplikation mit
einem Element g € G.

11.4.5 Bemerkung
Da fiir ein Gruppenelement g € G insbesondere ein Inverses-Element g~ € G existiert,
folgt mit den Gruppenwirkungsaxiomen

(Agrong) @) =2(97",0(9.p)) = (g7 "9,p) = ®(1g.p) =p VpeM,

also A\j-1 0 Ay = idpy und aus Symmetriegriinden A\j o A,—1 = idyy, also ist die links-
Multiplikation ein Diffeomorphismus mit )\g_l = Ag-1. Somit ist

G — Diff(M) : g — Aq

ein Gruppenhomomorphismus.

I1.4.6 Definition (Orbitabbildung, Bahn)

Fiir einen Punkt p € M heifit die Abbildung 8, : G — M : g — g - p Orbitabbilung
(oder Bahnabbildung) von p € M, falls G eine Lie-Gruppe ist, die links auf M operiert.
Das Bild diese Abbildung o, = Bild 5, C M heifit Orbit (oder Bahn) von p € M unter

G.
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11.4.7 Beispiel
Fiir die natiirliche links-Wirkung SO (R™) x R™ : (A,v) — A - v der speziellen Orthogo-
nalengruppe

SO(R") :={A € GL(R") orthogonal und det A =1}

gilt
o = {Av| A€ SOR™} = {z € R" | [lz|| = [[oll} = S"*(|lv]])-

I1.4.8 Bemerkung (Natiirliche Aquivalenzrelation)
Die Operation einer Lie-Gruppe G auf einer Mannigfaltigkeit M induziert auf natiirliche
Weise mittels

p~q <= dgeG: g-p=q

eine Aquivalenzrelation ~ auf M.

I1.4.9 Definition (Isotropiegruppe, Stabilisator, Standgruppe)
Die Teilmenge G, == {g € G|g-p = p} C G einer Lie-Gruppe G, die links auf einer
Mannigfaltigkeit M operiert heifit Stabilisator (oder Stand- oder Isotropiegruppe).

11.4.10 Bemerkung (Isotropiegruppe)

Der Begriff Isotropiegruppe ist korrekt, da G, eine Untergruppe von G ist. Wir erhalten
in natiirlicher Weise die Abbildung 5, : G/G, — M, welche injektiv und damit bijektiv
auf o), ist.

I1.4.11 Frage

Es stellen sich die natiirlichen Frage, ob M/ G eine Mannigfaltigkeit ist, wie das Beispiel
der projektiven Geraden P = $§"/{£id} motiviert. Des Weiteren stellt sich die Frage,
ob in diesem Fall 3, : G/G, — o, ein Diffeomorphismus ist.

I1.4.12 Definition (Frei und transitive Operation)
Eine Lie-Gruppe G operiert frei auf einer Mannigfaltigkeit M, falls alle Isotropiegrup-
pen nur das neutrale Element beinhalten, d. h. falls

gp:{lg} dh. g p=p = g=1;.

Die Lie-Gruppe G operiert transitiv auf M, falls die Bahn o, eines Punktes p € M 5
die ganze Mannigfaltigkeit ist, also falls

op=M bzw. M/G={p} dh VgqeM3IgeqG: g-p=q.

®Sind ¢,§ € M weitere Punkte, so existieren Gruppenelemente h, he Gmith-p=qund h-p=4q,
also auch hh™! - ¢ = §. Also operiert G genau dann transitiv, falls jeder Punkt transitiv ist.
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Im Original-Skript aus
Differentialgeometrie I
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Sommersemester 2009
wurden diese unter
Anwendung einer
Ubung und eines
Satzes bewiesen,
dessen Beweis nicht
erbracht wurde. Ich
habe auf diesen
Teilbeweis verzichtet.

Da spéiter teilweise
verwendet und der
Einfachkeit wegen die
Definition als
Up{p} X TpM statt

UPTPJ\/I

I1.4.13 Definition (Eigentliche Gruppenwirkung)
Eine Lie-Gruppe G operiert eigentlich auf einer Mannigfaltigkeit M, falls die variierte
Gruppenwirkungsabbildung

D:GXxM—MxM:(g,p)— (p,g-p)

eigentlich ist, d.h. falls Urbilder von in M x M kompakten Mengen unter ® kompakt
in G x M sind.

Die Beweise von Lemma 11.4.14 und Satz I1.4.15 werden nicht erbracht.

I1.4.14 Lemma (Kompakte Gruppen wirken eigentlich)

Die Operation einer kompakten Lie-Gruppe Gruppe G auf einer Mannigfaltigkeit M,
ist eigentlich, falls die Operator G x M — M abgeschlossen ist. Insbesondere ist die
Operation jeder endlichen Gruppe eigentlich.

11.4.15 Satz
Wirkt eine Lie-Gruppe G frei und eigentlich auf einer Mannigfaltigkeit M, so ist
M/G eine Mannigfaltigkeit und die kanonische Projektion 7 : M — M/G eine
Submersion.

11.5. Tangentialbiindel

I1.5.1 Definition (Tangentialbiindel, -projektion)

Ist M™ eine Mannigfaltigkeit, so heiBt® TM := U,cp ({p} x T, M) das Tangentialbiindel
von M. Die kanonische Projektion auf die erste Komponente 7w : TM — M : (p,§) — p
heifit Tangentialbiindelprojektion.

I1.5.2 Bemerkung

Es gilt fiir p € M insbesondere 71 (p) = T, M. Wir werden nicht zwischen (p,&) € TM
und £ € T, M unterscheiden, also den FuBBpunkt je nach Situation und Notwendigkeit
vernachlissigen.”

I1.5.3 Beispiel (Trivialbiindel)
Ist M = U C R" offen, so gilt fir z € U immer T,,U = R"™. Damit ist TU = U x V.
Dieses Biindel heifit Trivialbiindel von U.

SUblicherweise wird TM als TM = UprM definiert und dies als topologische Summe bzw. disjunkte
Vereinigung gelesen. Um diese Formalitédten zu umgehen und den Fuf$punkt von Tangentialvektoren
mit aufzufassen, formalisieren wir dies auf diese uniibliche Weise.

"Diese Identifikation entstammt der in ® angesprochenen Problematik.
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I1.5.4 Schreibweise
Fiir eine Mannigfaltigkeit M und eine Menge U schreiben wir T'M |y oder T'|yM fir
7 1(U).

I1.5.5 Satz (Mannigfaltigkeitsstruktur des Tangentialbiindels)

Ist M™ eine m-dimensionale C¥-Mannigfaltigkeit, so ist TM eine 2m-dimensionale
CF~'-Mannigfaltigkeit und 7 : TM — M ist eine surjektive Submersion. Insbeson-
dere ist 771(p) = T,M C TM eine Untermannigfaltigkeit der Dimension m.

BEWEIS
Wir verwenden die Idee, dass die Mannigfaltigkeit lokal wie R™ aussieht und iibertragen
dies auf die Tangentialrdume. Sei dafiir (U, ¢) eine Karte auf M. Wir definieren eine
Biindelkarte

7 Y (U) = p(U) x R : (p,v) = (¢(p), Dpp(v)),

wobei wir ausgenutzt haben, dass Dzlo M — T,V = R gilt.® Wir schreiben
® = (p, Dy) — oder, falls wir den Fupunkt unterdriicken wollen, ® = (¢ o m, ¢’ o 7).
Wir miissen nun zeigen, dass diese Karten vertriglich sind. Sind (U, ¢) und (V1))
zwei Karten von M mit den zugehdrigen Biindelkarten (7=1(U), (¢, Dp) =: ®) und
(7=1(V), (1, DY) =: ), so gilt mit der Kettenregel

(voo ) @& =wv(27(.0)) = (o7 (). Dup™(6))
= (07" @) Dypr (1) ¥ (D20(6)))
= (¥(¢7' @) Da(W 0 9)(9))
= (¥op . D(vor™))(@,e).

Diese Abbildung ist nach Voraussetzung C*~! und die Definitionsbereiche iiberdecken
per Definition das Tangentialbiindel. Die weiteren Aussagen folgen aus den Definitio-

nen. I

I1.5.6 Definition (Ableitung)
Ist f: M — N eine differenzierbare Abbildung zwischen zwei glatten Mannigfaltigkeit-
en M und N, dann heift

Df = f":TM — TN : (p,v) — (f(p), Dpf(v))

das Differential (oder die Ableitung) der Abbildung f.

8Wieder sei erwihnt, dass dies auch ohne Verwendung des FuBpunktes in der Definition von TP
formalisiert werden kann, indem p durch 7(v) ersetzt wird.
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Wir erinnern nocheinmal daran, dass wir den Fulpunkt oft unterdriicken und in dies
dann als Df : TM — TN : v + Dy, f(v) interpretieren. Offensichtlich gilt D) f =
Df‘TpM-

I1.5.7 Lemma (Differential als glatte Abbildung)
Ist f: M — N eine C*-Abbildung zwischen C*-Mannigfaltigkeiten M™ und N™, so ist
Df:TM — TN eine C¥~'-Funktion.

BEWEIS
Wir driicken Df in Biindelkarten (7=*(U),®) von M und (7~(V), ¥) von N aus und
erhalten fiir (x,¢) € ®(7~1(U)) mit der Kettenregel

(WoDfod™)(z,6) = (¥o Df) (¢ (@), Doy (€))
= U(f(¢7'@)), Domrf (Do ™'(9)) )
=U((fop ) @), Du(fop)()
= ((vorov ™)@, Du(vofor™)().
Da dies nach Voraussetzung eine C¥~'-Abbildung ist, gilt die Aussage. ///

Nun kénnen wir die Kettenregel etwas eleganter schreiben.

I1.5.8 Theorem (Kettenregel)
Fiir zwei Abbildungen f: M — N und g : N — P zwischen glatten Mannigfaltig-
keiten sind Df : TM — TN und Dg : TN — TP glatt und es gilt

D(go f)=DgoDf.

Insbesondere ist die Verkettung glatter Funktionen glatt.

BEWEIS
Folgt direkt aus der ,alten Kettenregel, Satz II.1.15. ///

11.6. Vektorfelder

I1.6.1 Definition (Vektorfeld)
Eine glatte Abbildung X : M — T'M heifit (glattes) Vektorfeld, falls mo X = idys. d. h.
falls fur alle Punkte p € M immer X (p) € T, M gilt.
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Ein Vektorfeld ordnet also jedem Punkt der Mannigfaltigkeit einen Tangentialvektor
der Mannigfaltigkeit in diesem Punkt zu. Man koénnte sich Beispielsweise einen Flufl —
bzw. die Menge aller Ortspunkte eines Flusses — als Mannigfaltigkeit vorstellen. Dann
wére — in grober Ndherung — die Stromungskarte, also die Abbildung, die jedem Punkt
die Stromungsrichtung des Flufles in diesem Punkt zuordnet, ein Vektorfeld.

I1.6.2 Schreibweise
Wir schreiben
X(M)={X e C®(M;TM) | moX =idy}

fiir die Menge aller glatten Vektorfelder auf einer Mannigfaltigkeit M. Ist X € X(M)
so schreiben wir oft X, fiir X (p).

I1.6.3 Lemma (Lokale Beschreibung von Vektorfeldern)
Ist X € X(M) ein Vektorfeld einer Mannigfaltigkeit M™ und (U, ) eine Karte von M,
so existieren glatte Funktionen X’ : U — R so, dass

X, = X* .
BEWEIS

Sei (T'M |y, ®) die zu (U, ¢) gehorende Biindelkarte und x € ¢(U). Es gilt

(@0 X 0p™)(2) = (z,£(z)) € p(U) x R,
wobei & : p(U) — V glatt ist. Insbesondere konnen wir dies in Koordinaten als
(PoX0p™!)(@) = (2,6%e;) = (v, (w)es) € p(U) x R
schreiben, wobei die ' : p(U) — V glatt sind. Es folgt

Xop )= éfl(w,fi(x)ei) = ((pfl(x),Dxcpfl(ﬁi(x)ei))

)
o~ 1(z)

_ (. -1 i
= (cp (z),&(x) B
Definieren wir nun X*(p) := £*(¢(z)) so erhalten wir die gewiinschte Aussage. ///

Betrachten wir den Beweis, so erkennen wir, dass X genau dann glatt in U ist, falls £
glatt ist. Also ist X genau dann in U glatt, wenn alle £ glatt sind.

I1.6.4 Definition (Koordinatenvektorfeld)
Ist M eine Mannigfaltigkeit und (U, ¢) eine Karte dieser, so heifien die Vektorfelder

0 _
U —-TM P (pv Z) = D‘p(p)@ 1(30(17)761)

ox' Op

Koordinatenvektorfelder von . Nach Lemma I1.6.3 sind diese glatt.
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Eingefugt, da es
spater verwendet wird

I1.6.5 Lemma (Karte mit vorgegebenen Koordinatenvektorfeldern)

Sind Xi,..., X, € X(M) Vektorfelder auf einer Mannigfaltigkeit M so, dass fiir einen
Punkt p €M der Mannigfaltigkeit X1, ..., X, € T, M paarweise verschieden sind, so
existiert eine Karte mit (U, z) mit %LD = Xi(p).

BEWEIS
Wir wéihlen eine beliebige um p € M™ zentrierte Karte (U, ¢). Da die X; punktweise
linear-unabhéngig sind, kénnen wir eine Basis fi,..., f,, von R™ wéhlen so, dass fiir

i=1,...,k bereits f; = X;, gilt. Betrachten wir die Basiswechselabbildung v : R™ —
R™ mit ¢(f;) = e;, wobei e; die euklidschen Basisvektoren sind, so gilt fiir die um py

zentrierte Karte ¢ = 1 o ¢ und alle ¢ < k bereits %‘po = Xi(po). ///

I1.6.6 Lemma (Vektorfelder sind ein freier ¢°°(M)-Modul)

Ist M eine glatte Mannigfaltigkeit, so ist X ein lokal freier C°°(M)-Modul beziiglich
1. Addition: (X +Y)(p) .= X(p) + Y(p), wobei X,Y € X(M).

2. Skalarmultiplikation: (fX)(p) == f(p)X(p), wobei f € C*®°(M) und X € X(M).

BEWEIS
Es geniigt zu zeigen, dass die Addition und die Skalarmultiplikation glatt ist und dies
folgt aus der lokalen Beschreibung von Vektorfelder, Lemma II.6.3. Fiir jede Karte
(U, x) existieren namlich gewisse Funktionen &, € C*°(U, M)

9 .0
Xy = Y €5 Yie= 2055
Insbesondere sind
_ N N 0
X+ Yo=Y (6+n) 5 Xl =3 () 5

ebenfalls glatt und die Moduleigenschaften folgen aus den VR-Eigenschaften von T}, N.
Also ist X(U) ein freier C°°(U)-Modul. Da glatte Vektorfelder und glatten Funktionen
eindeutig durch ihre lokale Beschreibung charakterisiert werden, folgt die Aussage. ///

11.6.7 Bemerkung
X ist eine lokal freie Garbe auf M.

I1.6.8 Schreibweise

Ist X € X(M) ein Vektorfeld und f € C¥(M) eine glatte Funktion, so schreiben wir
X o f fiir die C¥~1(M)-Funktion p — X, f. Dabei ist der Unterschied zu dem C*(M)-
Vektorfeld fX mit p — f(p)X, zu beachten.
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Wie in Theorem I1.1.12 zeigen wir nach der extrinsischen Konstruktion der Vektor-
felder nun auch eine intrinsische Charakterisierung.

I1.6.9 Satz (Vektorfelder und Derivationen)
Ist M eine glatte Mannigfaltigkeit, so ist die Abbildung

X(M) — Der(C*(M)): X — (f— X o f),

in R-Vektorraum-Isomorphismus.
Insbesondere? ist X(M) eine Lie-Algebra, d.h. es gibt einen Vektorfeldkommu-
tator [X,Y]ce = X oY —Y 0o X € X(M), der die folgenden Eigenschaften hat:

1. er ist R-bilinear
2. er ist anti-symmetrisch: [X,Y] = —[Y, X]
3. er erfiillt die Jacobi-Identitat: [[X,Y], Z] + [[Z, X], Y] + [[V. Z], X]| =0

4. er erfillt die Identitat: [fX,Y] = fI[X, Y] — (Y e f)X.

Lokal haben wir fiir Y = ¢ ?ﬂ und X = nf 8%

. Ox -0 ;\ 0
XY= (6" —n—at | .

Also folgt, dass (X(M), [, -]) eine unendlich-dimensionale R-Liealgebra ist.

BEWEIS
Um die Isomorphie zu zeigen, gehen wir dhnlich wie in Theorem I1.1.12 vor.

Linearitat: Die R-Linearitét ergibt sich, da fiir « € R und X,Y € X sowie f € C*°(M)

(X +aY)e f)(p) = (X +aY)(p)e f=(X(p) +aY(p)) e f
=X(p)of+aY(p)ef=((Xeof)+a(Yef)p)

gilt.

Injektivitat: Wir zeigen, dass der Kern nur die Null beinhaltet. Sei X € X(M) so, dass
fiir alle glatte Funktionen f € C*°(M) bereits X o f = 0 gilt. Also gilt fir alle
p € M bereits X, € T,M = Derey, (C*°(M)) und X, @ f = 0 fiir jeden Punkt
p € M gilt. Also gilt nach Theorem I1.1.12 fiir alle p € M bereits X (p) = 0, also
X =0.

Surjektivitdt: Sei § € Der (C*(M,R)). Es ist ev, 0 6 € Derey, (C*(M)) = T,M.
Wir definieren in diesem Sinn fiir jeden Punkt p € M den Tangentialvektor

da wir aus den Ubungen wissen, dass Der (C°°(M, R)) eine R-Liealgebra ist
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X, = evpo0d. Per Definition gilt mo X = id |p; und es verbleibt zu zeigen, dass X

ein glattes Vektorfeld ist. In einer Karte (U, x) um py € M gilt fiir gewisse Zahlen

'(p) ER 5
Xp=¢'(p)- o

Setzen wir x; zu einer Funktion f; auf M fort so, dass fiir eine Umgebung V' von

po bereits x|y = f|y gilt, so folgt

) 0
(evpod)f; = §Z(p)a7i e fi =&(p).

Damit gilt in U bereits £ = (p — (evp00)f;) = 6(f;) € C*°(U) und damit ist X
ein glattes Vektorfeld.

Nun kommen wir zu den Eigenschaften der Lie-Klammer. Die ersten beiden Eigenschaf-
ten sind klar.

3. Fithren wir nicht aus, lduft iiber direktes Rechnen.
4. Wir bemerken zunéchst, dass fir h € C>(M)
[fX,Y]°h=(fX)°(Y h) =Y e ((fX)eh)
=f(Xe(Y )) (Y°f)(X h)—f(Y e (X eh))
= fIX,;Y]eh—(Yef)(Xeh)=(fIX.Y]=(Yef)X)eh

gilt. Nun kommen wir zur lokalen Beschreibung von [fX,Y] = f[X,Y] — (Y e f)X fir
fe COO( )und X,Y € :{( ). In einer Karte (U, ) gilt fiir gewisse Glatte Funktionen
X=¢L

! 0 .0 0
) 2 N S o1
X, ¥]= [5 oz ! 83:3] (f {896”77 &ci} m (%cjg 69&)
(op[ 2, 2] 000 00 o
N <§7l [(%Ui’@xj + 927 027 T 9 Oai

_ (00 O ;08 0 z‘j[a a}
<£ 028 07 T B 6wi> & ozt OxI

Wir zeigen nun, dass der hintere Term Null wird. Fir alle € C*°(h) gilt nach dem Satz

von Schwarz
0 0 0 0 0 0
[ax]axa} oh=gg° (azkh) ~ o " <axi 'h)

9%h 9%h
T 0xidxd  Oxidxt 0- "

I1.6.10 Bemerkung (Lieklammer von Koordinatenvektorfeldern)
Wir haben im Beweis von Satz I11.6.9 gesehen, dass die Lieklammer von Koordinaten-
vektorfeldern Null ist, d. h. fiir jede Karte (U, x) gilt [9/z7, 9/oz*] = 0.
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Differentialgleichungen

111.1. Differentialgleichungen

ITI.1.1 Definition ((maximale) Integralkurve)
Ist M eine Mannigfaltigkeit und X € X(M) ein Vektorfeld auf dieser, dann heifit eine
Kurve v : I - M Integralkurve von X, falls

gilt. Dabei bezeichnet 4 die Ableitung in der Interpretation 7' : 71 = I x R — TM,
dabei 1St TI - I X R U.nd "y(t) = '72(1) c T’y(t)M ’ Abbildung eingefiigt

Abbildung III.1.: Integralkurve

Eine Integralkurve v : I — M heifit mazimale Integralkurve von X um py € M,
falls Bildv > pg und fiir jede weitere Integralkurve 7 : I — M mit Bild5 > pg bereits
Bild¥ C Bild v folgt.

IT1.1.2 Satz (Lokale Existenz von Integralkurven)
Ist M eine Mannigfaltigkeit, X € X ein Vektorfeld auf dieser und pg € M ein Punkt in

dieser, so
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1. gibt es eine Integralkurve v : I — M von X um pg, d.h. y(0) = po und 4(t) =

X on(t);

2. gilt Eindeutigkeit der Losung, d.h. falls v : I — M und 7 : I — M beides

Integralkurven von X um py sind, dann ist v(¢) = 7(¢) fiir alle Zeitpunkte t € IN1.

BEWEIS
Existenz: Sei p € M beliebig. Wir wihlen eine Karte (U, ¢) um p € U und erkennen,

dass es gentigt eine Kurve v : I — ¢(U) mit v(0) = ¢(p) und
§(t) = (Do X 07)(t) = (D14 @0 X)(1(t)  VEel

e~ (U)—R"
1

zu finden, da dann mittels Riickzug mit ¢ =" oy die Integralkurve auf M um p ge-
funden ist. Die Existenz von v folgt aber aus der Losungstheorie von gewdhnlichen
Differentialgleichungen im R".

Eindeutigkeit: Seien v und 7 zwei Integralkurven von X um py und A= {t € In I:

~v(t) = 7(t)}. Insbesondere ist A # (), da nach Vorausetzung 0 € A ist. Wir
zeigen, dass A C I N I offen und abgeschlossen in I N I ist, da dies damit die
ganze Menge ist, weil I N I als Schnitt von Intervallen selbst ein Interval, also
zusammenhéngend, ist.

Nach Voraussetzung sind 7,75 : I N1 — M stetig, also ist auch (v,5) : In I—
M x M stetig. Des Weiteren gilt genau dann ¢t € A, falls y(¢t) = 7(¢), al-
so falls (y(¢),7(t)) € A, wenn A C M? die Diagonale bezeichnet. Damit gilt
A= (7,9)71(A) und dies ist als Urbild einer abgeschlossenen Menge abgeschlos-
sen — A C M? ist abgeschlossen, da M Hausdorffsch ist. Also ist A C I N I
abgeschlossen.

Ist to € I N1 beliebig, so gilt ~v(to) = A(tg). Wahlen wir eine Karte (U, ¢) um
v(to) und definieren J = 4~ 1(U) C I sowie J = 3 1(U) C I, so sind diese
Mengen offene in I bzw. I. Nach Konstruktion sind nun ¢ o~ : J — ¢(U) und
Yo : J — ©(U) Losungen zur Differentialgleichung § = Dpo X o8 mit dem
Anfangswert (tg) = ¢(7(to)). Die lokale Theorie im R” liefert nun, dass in .J N .J
bereits p o ¥ = @ oy gilt. Damit gilt sg € JNJCACINI. DaJnJ offen ist
und sg € A beliebig war, folgt, dass A offen ist. ///

II1.1.3 Definition (Fluss eines Vektorfelds)
Ist X € X(M) ein Vektorfeld auf einer Mannigfaltigkeit, so heifit eine Abbildung ®* :
DX — M Fluss von X mit dem Flussbereich DX, falls

o DX = Upenr (Ip x {p}) fiir gewisse offene Intervalle 7, C R um 0 € I,

e O(-,p) ist eine maximale Integralkurve von X um p = ®(0, p)

Ist klar, welches Vektorfeld gemeint ist, so schreiben wir kurz ® : D — M statt ®X :
DX — M.
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II1.1.4 Definition (Vollstandigkeit eines Vektorfelds)
Ein Vektorfeld X € X(M) auf einer Mannigfaltigkeit M heifit vollstindig, falls ein Fluss
zu X mit D =R x M existiert.

Also heifit ein Vektorfeld vollstédndig, falls es zu jedem Punkt p € M der Mannigfaltig-
keit eine globale Losungskurve gibt, d. h. falls fiir alle p € M ein Weg 7, : R — M mit
Yp(0) = p und §(t) = X, existiert.

I11.1.5 Lemma
Ist X € X(M) ein Vektorfeld und ® : D — M der Fluss zu X, so gilt

Ioppy =1, —t und @(s+t,p) = (s, @(t,p)) Vt,s+tel,

BEWEIS
Wir definieren den Weg

vyilp—t—M:s— ®(s+1t,p).

Da ®(-,p) eine Integralkurve, also insbesondere glatt ist, ist auch ~ glatt. Des Weiteren
gilt v(0) = ®(¢,p) und

) d

A(s) = e P(s+t,p) = X(P(t+s,p) = X(7(s)).
S

Also ist v eine Integralkurve zu X um ~(0) = ®(¢,p), ebenso wie ®(-, ®(¢,p)). Insbe-

sondere sind diese auf dem gemeinsamen Definitionsbereich gleich und, da ®(-, ®(¢,p))

eine maximale Integralkurve ist, gilt I}, —t C Ig(; ). Durch das umgekehrte Argument

folgt Gleichheit. Auflerdem haben wir damit

O(t 4 5,p) = v(s,p) = (s, 2(t, p))

nachgewiesen. ///

II1.1.6 Korollar (Fliisse bestehen aus Diffeomorphismen)

Ist ® : D — M der Fluss zu einem Vektorfeld X € X(M) auf einer Mannigfaltigkeit
M, so ist &, = ®(t,:) : Dy — D_; ein Diffeomorphismus mit <I>t_1 = ®_;, wobei
Dy ={pe M| (t,p) € D}.

I11.1.7 Bemerkung
Ist ® : D — M der Fluss zu einem Vektorfeld X € X(M) auf einer Manigfaltigkeit, so
ist & € C*°(D), also glatt in beiden Variablen. Dies folgt aus der glatten Abhangigkeit

der Losungen von gewdhnlichen Differentialgleichungen von ihren Anfangswerten. Auch
ist D C R x M offen.
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IT1.1.8 Bemerkung

Ist X € X(M) ein vollstandiges Vektorfeld auf einer Manigfaltigkeit, so besteht ® :=
®X : R x M — M aus Diffeomorphismen auf M, also interpretieren wir dies als einen
Gruppenhomomorphismus

®:R— Diff(M) ={f: M — M | f ist Diffeomorphismus} : t — &, = ®(¢,-)

von der additiven Gruppe auf R in die Diffeomorphismen auf M mit der Komposition.
Wir nennen ® daher auch I-Parameter-Gruppe von Diffeomorphismen auf M. Dabei
gilt

d

T ®i(p) = X (Po(p)) = X(p)  Vpe M,
t=0

also ist d/at|op @, = X.

I11.1.9 Lemma (Uber nicht maximale Integralkurven)

Ist ® : D — M der Fluss zu einem Vektorfeld X € X(M) auf einer Manigfaltigkeit
und p € M, so gilt fiir I, = {t € R|(¢,p) € DX} entweder sup I, = oo oder fiir jedes
Kompaktum K C M existiert ein Zeitpunkt t, x € R mit ®(¢,p) ¢ K fiir alle spéteren
Zeitpunkte t, i < t < 0o.!

BEWEIS
Es sei v = ®(-,p) : I — M. Gilt supI = oo, so ist nichts zu zeigen, also kénnen wir
annehmen, dass I = (a,b) fiir —oo < a <b < 0.

Da K C M kompakt und M Hausdorffsch ist, ist K C M abgeschlossen, also ist
7~1(K) C I abgeschlossen und nach oben gegen b beschriinkt. Also existiert

to = maxy 1(K) < b.

Es folgt die Aussage, da damit fiir alle t € I mit tg < ¢ bereits y(t) ¢ K folgt. ///

II1.1.10 Satz
Ist X € X.(M) ein Vektorfeld mit kompakten Tréger, so ist X vollstdndig. Insbesondere
ist jedes Vektorfeld auf einer kompakten Mannigfaltigkeit vollstandig.

BEWEIS
Bezeichne ® : D — M den Fluss zu X. Ist p ¢ supp (X), so gilt ®(¢t,p) = p, da
®(-,p) = X(p) = 0. Insbesondere ist I, = {t € R|(t,p) € D} =R.

Ist p € supp (X), so gilt I, = R oder es existiert nach Lemma III.1.9 ein Zeitpunkt
t € R so, dass ®(t,p) ¢ supp (X), aber auch dann folgt I, —t = I p) = R. ///

Tm Fall einer Mannigfaltigkeit mit Rand kann auch sup I, < oo gelten, falls ®(sup I, p) € B%M und
Xa(sup1,,p) »heraus aus der Mannigfaltigkeit® zeigt.
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111.2. Satz von Frobenius

Sind ein paar Vektorfelder Xi,..., X € X(M) gegeben, welche punktweise linear
unabhéngig sind, so ist eine natiirliche Frage, zu fragen, ob es eine Untermannigfal-
tigkeit IV gibt, deren Tangentialraum T, N gerade durch X;(p), ..., X;(p) aufgespannt
wird, d. h.

T,N = lin(X;(p)) Vpe N.

Falls es eine solche Untermannigfaltigkeit N gibt, so nennen wir diese Integralunter-
mannigfaltigkeit fur X,, ..., Xg.

Wir kénnen dies auch so auffassen, dass wir das Differentialgleichungssystem

21 = Xia() wmd 4(0) = py
ilt
fir ein v : I € R¥ — M 16sen wollen. Falls es so ein ~y gibt, dann ist v eine Immersion, da
die Vektorfelder X; punktweise unabhéngig sind. Und damit existiert eine Umgebung
J C I von 0 in der v injektiv ist. Damit ist v(J) = N C M wie gewiinscht eine
Untermannigfaltigkeit.

IT1.2.1 Bemerkung
Der Fall £k = 1 wurde im letzten Abschnitt III.1, , Differentialgleichungen® betrachtet.

II1.2.2 Idee (Notwendige Bedingung fiir die Losbarkeit)

Falls es um py € N C M eine Untermannigfaltigkeit N gibt, so existiert eine angepasste
Karte (U, z) um pg € M so, dass (9/ap', . ..,9/ap*) fiir alle Punkte p € UN N eine Basis
von T, N ist. Insbesondere gilt fir X; € in{X;}¥ | = lin{0/a.}F | = T,N

k
X;, Xi], € T,N = lin 9 = lin{X;}" ..
Jip p =1

op* ) iz1

Also ist [X;, X;] € lin{X1, ..., X} eine notwendige Bedingung, damit das PDE-System
l6sbar ist.

ITI1.2.3 Definition ((Integrables) Unterbiindel)

Ist £ = U, Ep C TM eine Teilmenge des Tangentialbiindels T'M einer Mannigfal-
tigkeit M, so heifit E ein Unterbiindel* (vom Rang k) von TM, falls E, jeweils ein
k-dimensionaler Unterraum von 7, M ist und fiir jeden Punkt py € M eine offene Um-
gebung von pg und Vektorfelder X7, ..., X} € X(U) existieren, welche punktweise linear
unabhingig sind und E punktweise aufspannen, d.h.?

E, =lin{X,;(p)} Vp e U.

?Biindel und Unterbiindel werden allgemeiner in Kapitel IV betrachtet. Mehr zu Unterbiindel findet
sich in Abschnitt IV.2.

3Wir sagen, ein Unterbiindel ist eine glatte Zuordnung eines k-dimensionalen Untervektorraum von
T, M fiir alle p € M.
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Ein Unterbiindel E C TM heifit integrabel (oder involutiv), falls der Kommutator
zweier tangentialer Vektorfelder tangential ist, d. h.

[X,Y]eT(E) VXY eI(E).

II1.2.4 Definition (Integraluntermannigfaltigkeit)

FEine Untermannigfaltigkeit N C M einer Mannigfaltigkeit M heifit Integralunterman-
nigfaltigkeit eines Unterbiindels F, falls der Tangentialraum von N gerade F ist, d. h.
falls fiir jeden Punkt p € N der Untermannigfaltigkeit T, N = E, gilt.

IT1.2.5 Definition (Tangentiale Vektorfelder)
Ist E ein Unterbiindel vom Rang k des Tangentialbiindels T'M einer Mannigfaltigkeit
M, so heifit

I'E)={XecX(M)| X(p)c E,Vpe M}

die Menge der zu E tangentialen Vektorfelder® auf M. Insbesondere ist T'(E) ist ein
C>*(M,R)-Modul.

111.2.6 Definition
Fiir eine Abbildung f : N — M zwischen zwei Manigfaltigkeiten N und M heiflen zwei

Vektorfelder X € X(N) und Y € X(M) verwandt beziiglich f, in Symbolen X L Y,
falls das Diagramm

N—~1"F—M

X Y

| |

TN —Df—TM

kommutiert.

IT1.2.7 Lemma

Ist N C M eine Untermannigfaltigkeit einer Mannigfaltigkeit M und X € X(M) ein
Vektorfelder auf dieser Mannigfaltigkeit, so ist X genau dann tangential zu N, falls ein
Vektorfeld Y € X(IV) auf N existiert so, dass X und Y verwandt beziiglich inc : N —
M ist.

BEWEIS
Offensichtlich ist X tangential, falls ein solches Y existiert. Existiert kein solches Y, so
gilt X, ¢ TN, fir ein p € N, also ist X nicht tangential an N. ///

4Diese entsprechen den Schnitten auf E — siehe Definition IV.1.6
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IT1.2.8 Lemma
Ist f : M — N eine Abbildung zwischen zwei Mannigfaltigkeitlen] M und N sowie

X1,X5 € X(N) und Yq,Ys € X(M) beziiglich f verwandte Vektorfelder X; L Y;, so
sind auch die Kommutatoren verwandt, d.h. es gilt [X1, Xo|n L (Y1, Ya]ar.

verdandert

BEWEIS
Fiir g € C(N) gilt o o e
(Y1Y2) ) (9) = (Y1Y29)(f(p)) = Yif(p)(Yag) = (DpfX1p)(Yag)
= X1, ((Yag)  f) = X1, (Yep(19) = X1, (D) £ (X2 ) 9)
= X1p<X2(~)(9 ° f)) = (X1X3),(go f) = Dpf((Xle)p)g-
Indem wir selbige Rechnung fiir Y2Y7 anstelle von Y;Ys durchfiihren, erhalten wir fiir
alle Punkte p € M und alle Funktionen g € C*(N)
Y1, Yol ()9 = (Y1Y2)f(p)9 - (Y2Y1)f(p)9
= D, f((X1X2),)g — Dpf ((X2X1),)g = Dpf (X1, Xa])g.
Da Tangentialvektoren mit ihrer Wirkung als Derivationen vollstdndig charakterisiert
sind, folgt [Y1,Y2] o f = Df([X1, X2]), also die Behauptung. ///
IT11.2.9 Lemma
Ist f : M — N ein Diffeomorphismus zwischen zwei Mannigfaltigkeitfen] M und N,
dann ist der sogenannte push forward
fo: R(M) = X(N): X 5 Dy f (X))
ein Liealgebrenisomorphismus und fiir den Fluss ®X zu einem Vektorfeld X € X(M)
gilt &% = fo®dX o 1.
BEWEIS
Fiir (¢,p) € D** und g € C®(N) gilt ‘ Beweis leicht

<§t<1>f*X(-,P)>g = ((f*X)p)g = (Df_l(p)f(Xffl(p))>g = Xf—l(p)(g o f)
= <(i‘1>x(', f‘l(p))> (g0 f).
Da ®X(-, f~1(p)) ein Weg mit 0 — f~(p) und Ableitung S X (-, f~(p)) ist, gilt per

Beschreibung der Anwendung eines Tangentialvektors auf eine Funktion durch einen
zugehorigen Weg

(jt@f*X(-,p))g = %(g ofod™ (. f 7)) = (jt(f ¥ (., fl(p))))g
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Also gilt d/acdX (-, p) = d/ar(f o X (-, f~(p))) und
X (0,p) =p=F(F7'(0) = Fo X (0,17 (p))-

Damit ist f o ®X(0, f~!(p)) eine Integralkurve von f, X durch p und mit der Eindeu-
tigkeit der Integralkurve ergibt sich die Behauptung. ///

Es stellt sich nun die natiurliche Frage, was passiert, wenn wir mehrere Fliisse ,,nach-
einander* durchlaufen, dass heifit zunéchst s ,,Zeit“-Einheiten einen Fluss ®X und dann
vom Zielpunkt ®;X(pg) noch ¢ ,Zeit“-Einheiten dem anderen Fluss ®¥ zu ®} (& (py))
folgen. Es ist nun einfach Beispiele anzugeben, bei denen es entscheidend ist, die Rei-
henfolge beizubehalten, d.h. bei denen dieser Zielpunkt ®¥ (®;X(po)) ungleich dem der
umgekehrter Reihenfolge ®;X(®Y (pg)) ist. Wir geben nun eine infinitesimal Charakte-
risierung, wann diese Reihenfolge keine Rolle spielt, d. h. eine Charakterisierung durch
eine Eigenschaft der zugehorigen Vektorfelder?:

II1.2.10 Satz (iiber kommutierende Fliisse)
Sind X € X(M) und Y € X(M) zwei vollstiindige® Vektorfelder auf einer Mannig-
faltigkeit M, so gilt

[(X,Y] =0 < dXod) =d) 0 ®X Vs,teR.

BEWEIS

Wir bemerken zunéchst, dass es sich um eine lokale Gleichung handelt, also dass es
gentigt die Aussage in einer Umgebung eines beliebigen Punktes py € M nachzuweisen.
Also betrachten wir eine um den beliebigen Punkt pg € M zentrierte Karte (U, ¢) und
kénnen annehmen, dass Bild p = R™. Nach Lemma II1.2.9 geniigt es die Gleichheit
flir p, X und ¢,Y anstelle von X und Y zu zeigen. Daher kénnen wir annehmen,
dass M = R"™ und dass die Gleichheit in p = 0 zu zeigen ist. Insbesondere gilt fiir
geeignete Intervalle I,J C R um 0 € R in dieser Interpretation X,Y : R” — R"” und
U:lxJ—R"

Fiir jede Funktion f € C*°(R") gilt

e ren= (2] 07 6m) o (2] #60) o)
(Blsrum)- (3]0
a8

5Dies wird in Proposition II1.2.19 nocheinmal neu formuliert.

SFalls die Vektorfelder nicht vollstindig sind, so gilt ein dquivalenter Satz in dem nur der Definitions-
bereich von s und ¢ auf eine geeignete Umgebung I,, C R der 0 € R eingeschréankt ist, welche vom
betrachteten Punkt p € M abhéngt.
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und genauso

a| 0 v ¥
Xp.(Y.f)_goaof((b (t7q) (Sap)))
Damit haben wir bereits gezeigt, dass die Riickrichtung gilt, d. h. es gilt

P odX =0X0d) VsiteR @ — [X,Y] = 0.

Fir die Hinrichtung ,=“ sei nun [X,Y] = 0. Wir bemerken, dass falls fiir betrags-
miBig kleine Zeiten s,t € R und ¥(t,s) := &) (®X(0)) jeweils 9/os¥ = Xy gilt, sofort
die zu zeigende Aussage folgt, da dann ¥(¢,-) fiir jedes solches ¢ eine Integralkurve zu
X ist, also nach der Eindeutigkeit der Integralkurve bereits

U(t,s) = 0¥ (s, (t,0) = oX (@} (p))

gilt. Also geniigt es zu zeigen, dass 9/0s¥U = Xy, d.h. Tg(t) := 9/9s¥ — Xg = 0. Dafiir
wiederum beachten wir zuerst, dass mit

0 0
T(0) = 50| (0.) = Xua = 5| 28 (20) ~ Xuon
9 X
= s Oq’s (p) — Xw(, =0

T, die Anfangsbedingung T5(¢) = 0 erfillt. Mit der Kettenregel, Theorem I1.5.8 und
der Voraussetzung [X,Y] =0, also [Y, X] =0, gilt

o[ 0 0 0 0
vy 9 (0 _ _ 99 B
Ty(t) = B (85‘1’(757 s) qu((m)) 98 at‘l’(t, s) 7atX\IJ(O,s)

0 0 0
= %Yqj(m) — Dx<at\1;(t, 5)> = DY((%\IJ(L‘, s)) — DX(Y\I,(,;S))
b 0
= Dy<asxp(t, s)) - DY(X\I,@S)) + [V, X] = DY(as\Il(t, s) — X\I/(t,s)>
= DY (Ts(t)).

Mit der Eindeutigkeit der Losung solcher linearer, gewohnlicher Differentialgleichungen
und dem Anfangswert T5(0) = 0 folgt Ts = 0. Somit liefert die obige Argumentation
die Giiltigkeit des Satzes. ///

Wir werden mit Proposition I11.2.19 auf Seite 57 einen alternativen Beweis fiir Satz
111.2.10 geben.

IT1.2.11 Korollar (Satz iiber die Simultane Flussabbildung)

Sind X7i,..., X € X(M) paarweise kommutierende Vektorfelder auf einer Mannig-
faltigkeit, d. h. insbesondere gilt [X;, X;] = 0 fiir alle 4,5 < k, so ist die simultane
Flussabbildung

O :RF x M — M : (t,p) > (D4, 0...0 8, )(p)

eine glatte Gruppenoperation von der additiven Gruppe von R¥ auf M.
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Beweis umgeschrieben ‘

Kapitel I11. Differentialgleichungen

II1.2.12 Korollar (Lokale Existenz von Integraluntermannigfaltigkeiten)
Sind X1,..., X € X(M) vollstandige, paarweise kommutierende und punktweise linear
unabhéngige Vektorfeld auf einer Mannigfaltigkeit M, so ist die simultane Flussabbil-
dung ®(-,p) : R¥ — M lokal eine injektive Immersion.

Insbesondere ist fir jeden Punkt pg € M das Bild von ®(-,pg) lokal eine Unterman-
nigfaltigkeit. Genauer gibt es eine Umgebung U C M von pp und eine Karte (U, (z,y))
mit (z,y) : U — RF x R™* 50, dass

Bild®(-,p)"U={qeU:y(q) =ylp)} VpeU

und fiir i = 1,...,k gilt X; = 22 auf U.

BEWEIS
Der erste Teil der Aussage folgt sofort mit Korollar II1.2.11, da fiir die Bahn &, :
RF — M :t — ®(t,p) eines Punktes p € M unter der simultanen Flussabbildung

® : RF x M — M bereits 9/0¢i®, = X; gilt und diese Vektorfelder punktweise linear
unabhangig sind, also ®,, eine Immersion ist. Die Injektivitat von ®, erhalten wir durch

Einschrankung auf eine geeignete Umgebung I € R¥ um 0 € I. Die zweite Aussage folgt
mit Satz 11.3.5 aus der ersten. ///

I11.2.13 Korollar

Ist X € X(M) ein Vektorfeld auf einer Mannigfaltigkeit M und ist pg € M keine
Nullstelle von X, d.h. mit X (pg) # 0, so gibt es eine Karte (U,z) um py € M mit
X|o = 5.

II1.2.14 Theorem (Satz von Frobenius)
Ist M™ Mannigfaltigkeit und £ C T'M ein Unterbiindel vom Rang k, so sind die
folgenden Aussagen dquivalent:

1. F ist integrabel, d.h. die Kommutatoren von tangentialen Vektorfelder sind

tangential:
(X, Y] eT(E) VXY e T(E).

2. Lokal besitzt E Integraluntermannigfaltigkeit[en], d. h. fir jeden Punkt py €
M existiert eine Untermannigfaltigkeit N,, € M von M um diesen Punkt
Po € Np, so, dass fiir alle p € N, bereits T, Ny, = E, gilt.

3. um jeden Punkt py € M gibt es eine Karte (z,y) : U — RF x R™7¥ 5o, dass
fir alle p € U durch {y = y(p)} eine Integraluntermannigfaltigkeit von E
gegeben ist.
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BEWEIS
Mit Satz I1.3.5 sind ,,2.“ und ,,3.“ gleichwertig. Da die Notwendigkeit von ,, 1. fiir ,,3.“
bereits bei Erklarung der Idee I11.2.2 gezeigt wurde, bleibt nur ,,1. = 3.“ zu zeigen.

Wir wéhlen dafiir nach Definition des Unterbiindels fur pg € M eine Umgebung
U C M um py und Vektorfelder Xi,...,X; € I'(E) tangential zu E, welche E, fiir
alle p € U aufspannen. Zudem wéhlen wir, nach eventueller Verkleinerung von U, eine
um po zentrierte Karte ¢ : U — R™. Nach Voraussetzung gilt [X;, X;] € I'(E). Wir
verdndern X; € I'(E) nun derartig, dass sie weiterhin linear unabhéngig sind, aber
kommutieren, d. h. [X;, X;] = 0, da dann mit Korollar II1.2.12 die Aussage folgt:

Nach Lemma I1.6.5 konnen wir annehmen, dass die Karte ¢ = (p1,902) : U —
R* x R™~* so gewihlt ist, dass (%)pe = Xip, fir i = 1,..., k. Per Basisdarstellung
gibt es glatte Abbildungen A : U — R¥**¥ und B: U — Rk X(” k) mit

2 ) )
:(A B)-(?;):A-%JFB.%,

wobei wir die Notation durch X = (Xi,...,X3)7, 31, = (9/as',...,0/00*)T und a% =
(8/azk+1, ..., 0/oam)T verkiirzt haben. Da A(po) = id gilt det A(pp) # 0, also gilt mit der
Stetigkeit von A und der det-Abbildung det A(p) # 0 fiir p € U — wobei wir eventuell
U verkleinern miissen. Somit ist X, = A(p)~! - X, weiterhin eine Basis von E, und
zwar fiir alle p € U. Damit gilt jedoch fiir alle Punkte p € U

X, = A, = A AG) 5

T lp

0
8@/

0

1 —_—
4B 5| = 5]

0
1 -
+ A, " B(p) yp.

Da [9/0x7,0/029] = 0 gilt, folgt damit [X;, X;] € lin (9/ay*)"7*. Da aber nach Vorausset-
zung E integrabel ist, folgt

o \™m— k
X, X;| € lin(.) N lin ={0
X X)) €lin50) NI = (o).
Somit sind X,..., X, € X(U) paarweise kommutierende, vollsténdige punktweise li-
neare Vektorfelder auf U und indem wir Korollar I11.2.12 anwenden, erhalten wir die
Aussagen. ///

Wir erhalten sofort aus der Eindeutigkeit der Losungen der gewohnlichen Differen-
tialgleichungen die Eindeutigkeit der Integraluntermannigfaltigkeit|en].

Argumentation etwas
korrigiert

I11.2.15 Satz (Eindeutigkeit von Intgraluntermannigfaltigkeiten)

Ist E C T'M ein integrales Unterbiindel, so sind Integraluntermannigfaltigkeit ein-
deutig. Préziser gilt fiir jeden gemeinsamen Punkt p € N NU einer Integralunter-
mannigfaltigkeitfen] N von E und einer Karte (U, (z,y)) bereits NNU C {y =
y(po)}, falls {y = y(po)} eine Integraluntermannigfaltigkeit ist.

Das restliche Kapitel
wurde umsortiert —
z.B. aus einer
Bemerkung wurde
Satz II1.2.15 und
Definition I11.2.16
herausgezogen
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Neu aus [O’N83,
Kapitel 1, Prop. 58]
eingefigt.
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Wir erweitern den Begriff der Integralen Untermannigfaltigkeit um globale Theorie
zu ermoglichen:

IT1.2.16 Definition (Untermannigfaltigkeit)
Ist E C TM ein Unterbiindel vom Rang k von einer Mannigfaltigkeit M und N* eine

weitere Mannigfaltigkeit, dann heifit eine Immersion f : N¥ — M eine Untermannig-
faltigkeit von E, falls

Dfp(TpN) = Ef(p) VpeN.

Eine Untermannigfaltigkeit f : N k' M zu E heiBt mazimal, falls fiir alle Unter-
mannigfaltigkeit f N — M zu E mit Bild f N Blldf # ) bereits Blldf C Bild f
gilt.

I11.2.17 Bemerkung
Lokal unterscheiden sich die beiden Begriffe nicht, da jede Immersion lokal eine Ein-
bettung ist. Aber nach Satz I11.2.15 ist die maximale Untermannigfaltigkeit eindeutig.

IT1.2.18 Beispiel
1. Ist M = 72 = ]%2, so ist durch das Vektorfeld X (p) = v = (v1,v2) mit v1/v, ¢ Q
ein Unterbiindel vom Rang 1 gegeben.
Die zugehorige maximale Untermannigfaltigkeit ist f : R — 72 mit f(t) = [tv +
po), insbesondere liegt Bild f dicht in 72 und ist damit global definitiv keine
Integraluntermannigfaltigkeit, sondern nur lokal.

2. Ist M :=R%\ {(0,0)} und X (p) = ey, so sind die Lésungen durch f(t) = te; + po
gegeben und hingen damit vom Anfangspunkt ab, wobei pg, = 0 ein Spezialfall
ist.

Der Raum der maximalen Untermannigfaltigkeit[en] ist damit RU{0'}, wobei wir
diesen mit den Standardkarte auf R versehen und eine zusitzliche Karte um 0’
mit (—&;0) U (0;¢) U{0'} = (—e;¢) mit der Identitdt und 0/ — 0 haben. Dies
ergibt allerdings keine Hausdorffsche Mannigfaltigkeit, da 0 und 0’ nicht getrennt
werden konnen.

Wir erhalten dquivalent zu obigen Ergebnissen, insbesondere zu Satz I11.2.10, eine
anschauliche Interpretation des Kommutators zweier Vektorfelder, als die Anderung
des Verhaltens des Flusses eines Vektorfeldes entlang eines zweiten Vektorfelds.

I11.2.19 Proposition

Ist ®X : M — M der Fluss zu einem Vektorfeld X € X(M) auf einer Mannigfaltigkeit
M™ und Y € X(M) ein weiteres Vektorfeld, so gilt fiir den Kommutator in jedem
Punkt p € M der Mannigfaltigkeit M

(X, Y] = hr% 1 (ch (Y<I>t(p)) - Yp) -2

5| (PPN (Yauy)) T

t=0
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BEWEIS
Es sei p € M ein beliebiger Punkt der Mannigfaltigkeit. Es ist nun zu zeigen, dass fiir
F(t) = D®X(Yg, () bereits F'(0) = [X,Y],, gilt.

Wir nehmen zunéchst an, dass das Vektorfeld nicht in p € M verschwindet, d.h.
X, # 0. Nach Korollar I11.2.12 kénnen wir daher eine Karte (U,z) um p € U wéhlen
so, dass 9/0z' = X. Ohne Beschriankung kénnen wir annehmen, dass diese Karte um p
zentriert ist, also dass x(p) = 0 gilt. Per Definition gilt damit

2(25(q)) = (@1(q) +t,22(0), - 2m(0))  VagEUt: ®(q) €U

und /6, ®X = 9/a,¢ fiir alle Indices i € {1,...,m}. In der Basisdarstellung Y = Y?9/a
gilt damit
F(t) = DY, (Yo, ) = V(@1 (0) - | 0%, = V(@(p) | -
-t tp oz’ D (p) -t oz’ D
Die Aussage folgt damit fiir den Fall X, # 0 mittels
0 ; 0 0 ; 0
F'0)= —| YY(®u(p) n=| = = | Y'(=7'(t,0,... .
0) = 5], V@) 5| = 55| Y (+00000) ]
0 ;0 0 0
- = i, | —(Yel): —| =|— Y| =[X.Y] .
oxt|, oxt|, (Yel) oxl], [8371’ L X, ]p
—_————
=0

Nun nehmen wir an, dass X nicht in einer ganzen Umgebung von p verschwindet,
d. h. fiir alle Umgebungen U von p existiert ein ¢ € U mit X, # 0. Insbesondere existert
eine Folge ¢, — p, welche nach p konvergiert mit X, # 0. Mit obigem Fall gilt damit
(X, Y], = 0/ot|,_q (DPX, (Y, () fiir alle ¢ € {gn}nen. Da beide Seiten der Gleichung
stetig von ¢ abhéngen, gilt damit die Gleichung auch in p € @y, cn-

Verschwindet X dagegen in einer Umgebung U > p von p, also X |y = 0 gilt, so
gilt |y = id. Damit sind jedoch beide Seite der Gleichung offensichtlichweise 0,
insbesondere also gleich. ///

BEWEIS (ALTERNATIVER BEWEIS FUR SATZ I11.2.10)
Wir erkennen mit Lemma II1.2.9, dass fiir zwei Vektorfelder X,Y € X(M) genau dann
OX 0 ®) = &) o & gilt, falls

- — X )Y
o = of lo‘bz/O@f:@)fso(I)foCI))fs 1:(1)5 ).

"Wir bemerken, dass wir bei der rechtseitigen Schreibweise verwendet haben, dass DCD)_((A)(Y@.)@)) :
I — T, M von einem Interval I C R in den festen Vektorraum 7, M abbildet. Insbesondere also die
Ableitung wiederum in diesem Raum liegt.
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gilt. d. h. die Fliisse kommutieren genau dann, wenn (®%,),Y =Y gilt. Nach Propositi-
on I11.2.19 gilt aber, falls X und Y kommutieren, also [X, Y] = 0 gilt, dass D(ID)_(t(Yq)t(p))
konstant in ¢ ist. Wir erhalten daher mit

(2%,) ¥ = DoX, (v 0 @) = Do (Y o 0 ) = v,

dass die Fliisse kommutieren, falls die Vektorfelder kommutieren. ///
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Kapitel IV.
Vektorbundel

IV.1. Vektorbiindel

IV.1.1 Motivation

Das Tangentialbtindel hat jedem Punkt p € M glatt einen Vektorraum, T, M zugeord-
net. Dabei waren die Vektorfelder X(M) = {X : M — TM : | X(p) € T,M Vp €
M} C C*®°(M,TM) von besonderer Bedeutung. Dieses Konzept wollen wir nun verall-
gemeinern .

IV.1.2 Definition (Vektorbiindel)
Eine Mannigfaltigkeit E™* heifit K- Vektorbiindel vom Rang r iiber einer Mannigfal-
tigkeit M™, falls

l.7reéNundk=rfallsK=Rund £k =2r falls K=C

2. eine surjektive Submersion 7 : E — M, die sogennante Biindelprojektion existiert
und die Biindelfaser m—!(p) =: E, eine K-Vektorraumstruktur der Dimension r
besitzt. Insbesondere gilt E' = {J,cpEp-

3. FE in dem Sinn lokal tiber M trivialisiert, dass fur jeden Punkt pg € M eine
trivialisierende Umgebung U C M und ein Diffeomorphismus, eine sogenannte
Biindelkarte oder Biindeltrivialisierung ® : E|y = n"Y(U) — U x V mit V = K"
existiert so, dass das Diagramm

Ely o U x K"

\W Pr /
NS
U

kommutiert und ®|g, : E, — {p} xK" ein Vektorraumisomorphismus ist. Schlam-
pig kénnen wir fir Karten (U, ¢) von M und (E|y, ®) vereinfacht ® an Stelle von
(m,®) schreiben.
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IV.1.3 Schreibweise
Wir schreiben kurz 7 : E" — M™ oder E" g M™ fiir ,F ist ein Vektorbiindel vom
Rang r iiber der m-dimensionalen Mannigfaltigkeit M mit der Biindelprojektion 7*.

IV.1.4 Beispiel
1. Jeder Vektorraum ist ein Vektorbiindel iiber einer 0-dimensionalen zusammen-
héngenden Mannigfaltigkeit.

2. Fiir eine Mannigfaltigkeit M™ ist T M ein reelles Vektorbiindel mit Rang m.

3. Fiir eine Mannigfaltigkeit M™ ist £ = M x K" ein K-Vektorblindel mit rg F = r.
Dies heif3t triviales Vektorbiindel mit der Standardprojektion 7 : M x K" — M :
(z,¢) — x.

Wie die lokale Trivialisierung aussagt, sieht jedes Vektorbiindel E — M lokal wie

ein triviales Biindel aus.

Entscheidend an einer Mannigfaltigkeit waren die Ubergangsfunktionen. Auch im
Fall von Vektorbiindeln sind es diese, die fast ausreichen um ein Vektorbiindel zu
charakterisieren — siche Abschnitt IV.4. Sei " — M™ ein Vektorbiindel und seien

Q, : Ely, = Uy xK"und @5 : E \U5 — Ug xK" zwei iiberschneidende Trivialisierungen.
Indem wir U, N Ug anstelle von U, bzw. Ug betrachten, konnen wir ohne Beschrén-
kung der Allgemeinheit annehmen, dass U = U, = Ug. Da dies Trivialisierungen sind
kommutiert das Diagramm

UxK'e—&, — E|ly —®— U xK"

\Pr 7“' Pr/
1

und es gilt

(Pa0®5")(2,€) = (@5, 1(6)) = (. Pay 0 B, (6)).
€E,

Es geniigt also fiir alle p € U, wenn wir jedes ®,,, o @5;1 kennen. Da sowohl @,

als auch <I>5p Isomorphismen sind, ist auch @, o @5;1 ein Isomorphismus und diese
Abbildung ist als Verkettung glatter Abbildungen selbst glatt.

IV.1.5 Definition (Ubergangsfunktion)
Fiir ein Vektorbiindel E” — M und zwei Trivialisierungen @, : E|y, — U, x K" und
g By, — U, 3 x K" heifit die glatte Abbildung
. . -1
Gap : Ua NUs = GL(K, 1) : p s (€ 8o (51(0)))

Ubergangsfunktion des Vektorbiindels E — M (bzgl. der Trivialisierungen ® und (f)
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IV.1.6 Definition (Schnitt eines Vektorbiindels)

Eine C*°-Abbildung ¢ : M — FE in einem Vektorbiindel w7 : E — M heifit glatter
Schnitt, falls o = id |y, d.h. falls fiir jeden Punkt p € M der Mannigfaltigkeit
Y (p) € E, gilt. Die Menge aller glatten, globalen Schnitte auf E wird mit

I'(M;E)=T(E) ={y € C°(M;E) | toyp =id|m}
bezeichnet, dagegen heif3t fiir U C M
I(U;E) = {4 € C*(U;E) | mop =id|y}

die Menge aller glatten, lokalen Schnitte. Entsprechend bezeichnen I'.(M; E) = T'.(E)
bzw. I'.(U; E') die Menge aller glatten, globalen bzw. lokalen Schnitte iiber M bzw. U
mit kompakten Tréger.

IV.1.7 Beispiel
1. Ist E = M x K", dann ist I'(M; E) = C*(M;K").
2. Ist E=TM, dann ist I'(TM) = X(M), d. h. die Schnitte entsprechend wie in der
Motiviation angedeutet den Vektorfeldern.

IV.1.8 Lemma (Schnitte sind ein freier C°>°(M)-Modul)
Ist 7 : E'— M ein Vektorbiindel, so ist I'(M; E) ein lokal freier C*°(M,K)-Modul mit

(V1 +92)(p) = Y1(p) +Y2(p) V1,9 € (M E), pe M

und
(f)(p) = fp)v(p) =¥(p)f(p) VY ET(M;E), feC®(M), peM.
BEWEIS
Analog zu dem Beweis von Lemma I11.6.6 ///

IV.1.9 Bemerkung (Aus der Physik)
Die Schnitte 1 sind in der Physik die (linearen) Felder einer Theorie.

IV.1.10 Definition (Rahmen)

Ist m : E — M ein K-Vektorbiindel vom Rang » und U C M eine offene Menge, so
heifit eine Abbildung ¥ = (¢1,...,%,) € I'(U; E)" (lokaler) Rahmen von E, falls fir
alle p € U durch (¢1(p), ..., ¥, (p)) eine Basis von E, gegenben ist.

IV.1.11 Satz (Aquivalenz von lokalem Rahmen und Trivialisierung)
Ist m: E — M ein Vektorbiindel, so liefert jeder lokale Rahmen eine Trivialisierung
und andersrum.
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Aus einer Bemerkung
aus Kapitel V hierher
verschoben

Aus einer Bemerkung
aus Kapitel V hierher
verschoben

Aus einer Bemerkung
aus Kapitel V hierher
verschoben und
deutlich ausgefiihrt

BEWEIS
Sei @ : E|y — U x V eine Trivialisierung. Wir definieren fiir einen Punkt p € U der
Trivialisierungsumgebung ¥;(p) == ®~1(p, e;). Da ®~!(p, -) ein Vektorraumisomorphis-
mus ist, ist ¥(p) == (¢Y1(p), ..., ¥r(p)) fiir alle p € U eine Basis von E,. Diese Schnitte
sind glatt da ® ein Diffeomorphismus ist.

Sei W = (¢1,...,9,) € ['(U; E)" ein lokaler Rahmen. Wir definieren eine Abbildung
F:UxK = Ely: (p,(€,...€)) = vi(p)€’

und erkennen, dass dies ® := F'~! eine Trivialisierung ist. ///

IV.1.12 Bemerkung
Ist @ : Ely — U x K" die zu dem Rahmen ¥ = (¢1,...,%¢,) € I'(E|y)" korrespondie-
rende Trivialisierung eines Vektorbiindels E™ — M, so gilt fiir alle Punkte p € M und

£=(¢'...,&) ek" |
@, (Gip)E') = (p,6)-

IV.1.13 Definition (Rahmenwechselmatrizen)
Sind ¥, € I'(E|y,)" und ¥g € I'(E|y,)" zwei Rahmen eines Vektorbiindels £" — M
ein Biindel iiber einer Mannigfaltigkeit M 2 Uy, Ug, so heifit die Abbildung g, 5 €

C*(UaNUg; GL(K")) mit W5 = W,ug, g, d. h. Po; = nggaﬁg, die Rahmenwechselma-
triz von ¥, und ¥g.

IV.1.14 Bemerkung
Es gilt fiir zugehorigen Trivialisierungen @, : Uy — Uy X K" und @3 : Ug — Ug x K"

(®a005")(p,6) = (P 905 (P)E),
da
(®a025")(1,€) = Pap(s(0)E) = Pap(Ta(p)gas(p)) = (9 (P)E)-

Wir vernachlissigen die erste Komponente der Ubergangsfunktion oft und schreiben
dann g, g = P4 0 @gl. Wir erkennen fiir ¢ € I'(E) durch die beiden Basisdarstellung

Voo = Yaith =0 = V3,05 = YajGas s = Yoo sPs>

also ¢, = 9o P53 Dagegen gilt ¥, = \Ilgg@a = \Ilﬁg;}ﬂ.

Als Merkregel kénnen wir uns merken, dass immer ,links“ die Basis,vektoren“ und
,rechts“ die ,Faktoren“ stehen, also schreiben wir 1/;¢?, falls ¥ die Basis und ¢ = W
der einzelne Schnitt mit ¢ = (!,..., ") € C®(U)" ist, da dann 9o Passend in der
,Mitte* eingefiigt wird so, dass der Index durch g wechselt:

Y = lIlasoa = ‘Ilaga,ﬂg;,lﬁgoa‘:[laga,ﬁgﬁ,agoa = (\Iloéga,ﬂ> (95,a<Pa) = \Ilﬁ‘laﬁ
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1V.2. Unterbiindel und Biindelkonstruktionen

IV.1.15 Definition (Biindelhomomorphismus)

Sind 7 : B — M" fiir i € {1,2} zwei K-Vektorbiindel und f : M? — M? eine C*-
Abbildung, so heiBt eine C*°-Abbildung 7' : E' — E? mit T|p; € Hom (E;;E?(p))
Biindelhomomorphismus langs f. Das heifit, fiir die Abbildung kommutiert das Dia-

gramim

E'x K" — 17— E?
| |

7'1'1 7T2
l l
MY ——f—— M?

und 7T'|g, ist linear.

Alle weiteren Begriffe wie Isomorphie etc. {ibertragen sich auf natiirliche Weise aus der
linearen Algebra.

IV.1.16 Beispiel
Ist f: M — N eine glatte Abbildung zwischen glatten Mannigfaltigkeiten M und IV,
so kommutiert das Diagramm

TM —Df— TN
| |

ml w2

l |
M—7j— N

und D, f ist linear. Also ist D f ein Biindelhomomorphismus léngs f.

IV.2. Unterbiindel und Biindelkonstruktionen

Im Folgenden moéchten wir aus alten Vektorbiindeln neue konstruieren. Wir setzen
dabei Abschnitt A.2, ,Multilineare Algebra und Tensoren* aus Anhang A, ,,Wiederho-
lungen® und Abschnitt B.2, , Tensoren“ aus Anhang B, ,Weiteres aus anderen Gebie-
ten* voraus.

IV.2.1 Definition (Unterbiindel)

Ist 7 : E" — M ein Vektorbiindel und ist fiir p € M durch F}, C E), ein s-dimensionaler
Unterraum von FEj, gegeben, so heifit F' = Upe mEp ein Unterbiindel vom Rang s von
E, falls es fiir jedes p € M Trivialisierungen ® : E|y — U x K" mit p € U und
| Fly + F |l = U x W gibt, wobei W C K" ein s-dimensionaler Unterraum von K" ist.

1V.2.2 Bemerkung
Ist m: E— M ein Vektorbiindel und F' C E ein Rang s Unterbiindel, so ist 7| : F* —
M ein Rang s Vektorbiindel.

PrOF. DRrR. FrANZ PEDIT — WS08/09 63




Kapitel IV. Vektorbiindel

In Einklang mit der Aquivalenz von lokalen Rahmen und Trivialisierungen, Satz
IV.1.11 erhalten wir eine Charakterisierung von Unterbiindeln durch lokale Rahmen:

IV.2.3 Lemma (Unterbiindel durch lokale Rahmen)
Ist E" — M ein Vektorbiindel, dann ist F'* C F genau dann ein Untervektorbiindel,
falls es um jeden Punkt p € M einen lokalen Rahmen ¥ = (41,...,1,) gibt so, dass

(¢1,...,1s) punktweise eine Basis von F' ist.
BEWEIS
w="1 Ist @ : E|y — U x K" eine Trivialisierung mit ®|p, : Fly — U x W, wobei W C
K" ein s-dimensionaler Unterraum von K" ist, so wihlen wir eine Basis vy, ..., v,

von K" so, dass v1,...,vs eine Basis von W ist. Durch ¢;(p) := ®~*(p, v;) ergibt
sich ein Rahmen mit den gewiinschten Eigenschaften.

: Sei durch ¥ : U — E" ein Rahmen um pg € U mit den gewiinschten Figenschaf-
ten gegeben. Wir definieren den Unterraum W := lin (¢1, ..., %s) von K". Durch
Drehung koénnen wir annehmen, dass W = K*®. Wir wiahlen die zu ¥ korrespon-
dierende Trivialisierung :FE |l = U x K" um py. Da K" endlich dimensional ist,
gilt K" = W @ W+ und wir definieren

pr(@(i(p)  si€ {L.os)
priv s (@((p) 51 ¢ (1.5}

Per Konstruktion der korrespondierenden Trivialisierung gilt fiir den ausgezeich-
neten Punkt py € U bereits ®(1)5(po)) = ®(105(po)) fiir alle 4, also sind ®(1);(po))
eine Basis von K", welche nach Konstruktion an W angepasst ist. Da ,Basis sein“
eine offene Bedingung ist (weil det # 0 sein mufl und det stetig ist), gilt diese
Aussage auch in der Ndhe von py. ///

®(hi(p)) = {

IV.2.4 Bemerkung
1. Zwei Vektorbiindel E1, Es — M heiflen isomorph, falls es einen Vektorbiindeliso-
morphismus 7" : E; — Fs gibt.

2. Ein Vektorbiindel E — M heif3t trivialisierbar, falls E = M x V, also falls es
isomorph zum trivialen Biindel ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn es einen
globalen Rahmen gibt.

IV.2.5 Problem

Wir wollen nun Vektorbiindel charakterisieren, d. h. Isomorphieklassen von Vektorbiin-
deln von festem Rang iiber einer festen Mannigfaltigkeit M betrachten. Dazu betrachten
wir die folgenden Beispiele:

1. Wenn M = R ist, dann ist jedes Vektorbiindel vom Rang r iiber M isomorph
zu K", also sind alle Biindel iiber M = R trivialisierbar. Dies werden wir spéter
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durch Satz V.2.7 in Abschnitt V.2, ,Paralleltransport® im Kapitel V, ,,Kovariante
Ableitung, Paralleltransport und Kriimmung* zeigen.

2. Wenn M = S! ist, so gibt es genau zwei Vektorbiindelisomorphieklassen vom
Rang r iiber M. Die in der das Trivialbiindel liegt und eine weitere. Das heifit,
es gilt {EF=M}/~ = Z/27. Dies werden wir spéter noch zeigen.

3. Mit einem Verweis auf die Vorlesung iiber Riemannsche Fliachen bemerken wir,
dass wenn M? eine zweidimensionale kompakte (orientierte) Mannigfaltigkeit ist,
so ist E=-M/~ 2> 7,

Wir konstruieren einige weitere Vektorbiindel.

IV.2.6 Satz und Definition (Direktes Summen- & Tensorprodukt-Biindel)

Seien E", F'* — M Vektorbiindel iiber einer Mannigfaltigkeit M, {U,}, ein Uberde- Tensorprodukt
eingefligt,
ckung von M aus offenen Mengen und fiir jeden Index « sei durch \Ilf/ F ¢in lokaler umgeschrieben

Rahmen von E bzw. F gegeben. Das (direkte) Summenbiindel E & F = UpeMEp & F,
von E und F' ist ein Vektorbiindel vom Rang r + s, welches durch die lokalen Rahmen

{(Ta=wlowl = (vF 00, 0l 00000, 00ul)}

charakterisiert ist. Gleichartig ist das Tensorproduktbindel E ® F = UpE mEp ® F), von
E und F ein Vektorbiindel vom Rang r - s, welches durch die lokalen Rahmen

{‘I’a:q’§®‘1’§ = (¢§1®¢517---a¢51®¢§37¢§2®¢517---a¢5r®T/155)}a

charakterisiert ist.

BEWEIS

Es ist aus der linearen Algebra bekannt, dass die angegebenen Rahmen punktweise Ba-
sen dieser Vektorrdume geben. Bezeichnen gf/BF die Ubergangsabbildungen des Biindels

E bzw. F, so erhalten wir fiir das Summenbiindel die Ubergangsabbildungen
-1 E F E-1 F-l E E-1 F F-l
VoW = (wlawl)o (v owf ) = (eowf o (whowf™)
= 9259905
beziehungsweise dquivalent fir das Tensorproduktbiindel
T 0¥ =gl,990,

Da dies nach Konstruktion glatte Abbildungen sind, sind dies Vektorbiindel. ///

IV.2.7 Definition (Quotientenbiinbel)
Sei F* C E" ein Untervektorbiindel eines Vektorbiindels £ — M. Dann ist das Quoti-
entenbindel durch

E/F =, Ev/Fp
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definiert, welches ein Vektorbiindel vom Rang r — s ist.

Ist ®F : Ejy — UXxV an F C F eine angepasste Biindelkarte, d. h. oF . Fy—=UxW.

gF

0 |h
Abbildung auf dem Quotienten V/W ist.

Dann ist ¢ = . Dann ist aber ¢%/F = h = gT, welches die induzierte

IV.2.8 Satz und Definition (Duales Vektorbiindel)
Ist E" — M ein K-Vektorbiindel, dann ist das duale Biindel E* von E durch

* . =1 . ' x T
E*=E"1= UpeMEp 5 M
definiert und mit den natiirlich {ibertragenen Karten ausgestattet ein K-Vektorbiindel

vom Rang r.

BEWEIS
Wir geben die zugehorigen Biindelkarten an: Ist ® : Ejy — U x V eine Biindelkarte
von F, so definieren wir

P LBl - Ux (KN :a€ Ef <p, (@;)_l(a)> = (paca,?).

Damit ist ®* ein Kandidat fir eine Biindelkarte von E*. Diese Abbildung ist bijektiv,
da @f* nach Konstruktion ein linearer Isomorphismus von E; — V™ ist.

Wir miissen nun noch nachweisen, dass die Biindelkarteniibergangsfunktionen Dif-
feomorphismen sind. Dann erhélt E* damit einen Atlas aus diesen Biindelkarten und
ist damit ein Vektorbiindel. Ist & : F| i — U x V eine weitere Trivialisierung von E

und " wie oben konstruiert, so gilt

(85 o (05) ) = (. ((3) "0 2;) @) = (1 (s0)) ')
mit (g(p)*)~! = (((AIEZ)_I o ®7), wobei g : U N U — gl (V) die Ubergangsabbildung von

E ist, also g(p) = ®p 0 @, 1 ¢ gl (V). Damit ist die Ubergangsabbildung des Dualen

Biindels g7 = (¢*)™! = (¢71)* der Dual der Inversen Ubergangsabbildung von FE.
Insbesondere ist dies eine glatte Abbildung. ///

Wir nutzen diese Konstruktion zur Konstruktion eines weiteren naturlichen Vektorbiin-
dels:

IV.2.9 Definition (Kotangentialbiindel, Eins-Formen)

Ist E = TM, so nennen wir E* = TM* das Kotangentialbiindel von M. Schnitte in
dieses Biindel heifien (differenzierbare) Eins-Formen auf M T'(M;TM*) = QY(M) die
Menge der (differenzierbaren) Eins-Formen auf M.

Das heifit ein Schnitt des Kotangentialbiindels, bzw. eine Eins-Form o € Q'(M) ist
fiir jedes p € M jeweils eine Linearform « : T, M — R auf T),M, welche sich glatt mit
p € M andert.
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Ist f € C*°(M), dann ist auch Df : TM — TR = R fiir alle p € M eine Linearform
auf T, M, indem wir Df,(&) = D,f(§) setzen. Wir schreiben in dieser Interpretation
oft df fiir Df. Insgesamt erhalten wir also, dass fiir f € C°(M) bereits df € QY(M)
gilt.

IV.2.10 Definition (Totales Differential)
Ist f € C*°(M) eine glatte Funktion auf einer Mannigfaltigkeit, dann heift die Eins-
Form

df : TM = R : (p,€) = Dpf(§)
totales Differential von f.

So wie es uns moglich war durch Karten eine natiirliche Basiswahl auf dem Tangen-
tialraum zu treffen, ist dies auch im Kotangentialraum moglich:

IV.2.11 Satz und Definition (Duale Basis)
Ist (U, ) eine Karte einer Mannigfaltigkeit M™, so heifit (dz?)™,; C QY(U) die duale
Basis zu (%)Z, welche ein Rahmen dx = (dz?!,...,dz™) von TM*|y ist.

BEWEIS
Per Definition gilt

insbesondere bilden die dz!,...,dz™ eine linear-unabdngig Menge und damit aus Di-
mensionsgriinden eine Basis von TM*|y. ///

Wir erhalten direkt aus der Definition der totalen Ableitung, dass fiir jede glatte Funk-
tion f: M — R bereits df|y = 7% 55/ 2aida’ gilt.

Jetzt kombinieren wir die bisherigen Ergebnisse um weitere Biindel zu konstruieren:

IV.2.12 Satz und Definition (Homomorphismenbiindel)
Sind E", F'* — M Vektorbiindel, dann heifit

Hom(E; F) = UpeM Hom(E,; F,) = M

das Homomorphismenbiindel von E nach F' und ist ein Vektorbiindel vom Rang r - s.
Des Weiteren gilt I'( Hom (E; F')) = {Biindelhomomorphismen E — F'}.

BEWEIS
Dies folgt direkt, da wir durch punktweisen Vergleich Hom (F; F) = E* ® F erkennen
und somit die Aussage aus den bisherigen Konstruktionen folgt. Wir bemerken, dass
die Ubergangsfunktionen durch

gllom . U — gl(Hom(V,W)) : (p,T) = gF(p) oTo (QE(p))il

gegeben sind. Der letzte Teil folgt direkt aus den Definitionen. ///
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IV.2.13 Bemerkung (Lokale Beschreibung von 1-Formen)

Ist w € QY(M; E) = T'(Hom (TM, E)) eine alternierende k-Form {iber einer Mannigfal-
tigkeit M™ in ein Vektorbiindel E” und (U, z) eine Karte von M, so ist dz = (dz?); €
Q'(U,R)™ nach Satz IV.2.11 ein Rahmen von TM*|y mit dz'(-2;) = 6; Also gilt fiir

oxd
pE Uundv:vi%\p e T,M
0 ; 0 ;
=wpy| =—| |V =w - | dz*(v).
P) p<8xl P) p(‘%z P)

—_—————
Somit existieren glatte Schnitte o; € I'(E|y) mit w|y = ¢;da’.

; 0
wp(v) = wp <v Ee

=pi(p)EEy

IV.2.14 Definition (Multimorphismenbiindel)
Sind E', F — M fiir i € {1,...,k} Vektorbiindel iiber M, so heift

Mult(El,...,E"‘;F) = Mult(E;,...,Eg;Fp) oM

peEM
das Multimorphismenbiindel von FE1,..., Er nach F' und ist ein Vektorbiindel vom
Rang rg B -rgEs---1g E, - rg F.
BEWEIS
Es gilt Mult (E;, o B Fp) = Ezl,* ®- @ E;* @ F), und damit erhalten wir die Aussage
mit Mult (E',...,E";F)=E"®---QE™*®F. ///

Analog zur linearen Algebra definieren wir die alternierenden und symmetrische
(multilinearen) Biindelabbildungen, Alt* (E, F') und Sym* (E, F), womit wir zwei wich-
tige Untervektorbiindel erhalten. Aquivalent zu dem Biindel der 1-Formen Q'(M) =
I['(M;TM*) definieren wir das Biindel der k-Formen als Spezialfall der alternierenden
Homomorphismen:

IV.2.15 Definition (Biindel der k-Formen)
Ist F' — M ein Vektorbiindel iiber einer Mannigfaltigkeit M und k € N>1, so bezeichnet

QF(F) = QF(M; F) =T (Alt"(TM; F))
die Menge aller k-Formen auf M mit Werten in F' und

Q°(F) :=Q*(M; F) == fj QF(M; F)
k=1

die Menge aller Formen auf M mit Werten in F.
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IV.2.16 Bemerkung (Lokale Beschreibung)
Fiir eine Karte (U, x) von M ist

{dml =dz A Adatk

1<ii<--<ig<m,I:= (z’l,...,ik)}
ein lokaler Rahmen von AYTM*|;. 1Also gilt fiir w € QF(U, E)
w = rda’

fiir gewisse 1y € I'(U, E), wobei I tber alle Multiindizes (i1, ..., i,) summiert und auf
Grund der Antisymmetrie angenommen werden kann, dass I;, .. ;, = 0, falls ein k& mit
ixr1 < ip existiert. Insbesondere ist QF(M, E) ein lokal freier Modul iiber C*°(M).

IV.2.17 Definition (Paarung)
Ein Schnitt b € T'(Bil (E4, Eo; F')) im Biindel der Bilinearen Abbildungen zwischen
Vektorbiindel Eq, Fo, F' — M iiber einer Mannigfaltigkeit M heifit Paarung.

IV.2.18 Beispiel (Natiirliche Paarungen)
Fir £y = Hom (E; F), B2 = E heifit der Schnitt b € I'(Hom (Hom (E; F'), E; F')) mit
(T, 9))p = Tp(¢p) die natiirliche Paarung von E und Hom (E; F).

Als Spezialfall davon erhalten wir fir £1 = E* = Hom (E;R), F; = E, F = R mit
dem Schnitt b € I'(Hom (E*; E)) mit (b(a,)), = ap(tpp) die natiirliche Paarung von
E* und E.

IV.2.19 Definition (Das biindelwertige Wedge-Produkt)
Ist b : B4 x E3 — FE eine Paarung von Vektorbiindeln FE;, Fo, E — M f{iber einer
Mannigfaltigkeit M, so ist das Wedge-Produkt

b(-A): NTM* @ Ey x \"TM*® Ey —» \*TM*® E

auf den Biindeln punktweise in jeder Karte (U, ) einer Umgebung von p € U C M
durch

b(wld:rl A an:UJ) = b(wy,ny)dx! A da? Vwidz! € Q*(Ey), nidz! € Q°(E»)

definiert — wobei die lokale Darstellung beliebiger Formen wie in Bemerkung IV.2.16
verwendet wurde.

IV.2.20 Definition (Pullback von k-Formen)
Eine glatte Abbildungen f: M — N zwischen zwei glatten Mannigfaltigkeiten M und
N induziert eine C*°(M)-lineare Abbildung

O8IV, K) — QF(M,K),

Dabei ist /\kTM* in der Trivialisierung wie in Lemma und Definition B.2.6 aus Abschnitt B.2,
»Tensoren“ in Anhang B, ,Weiteres aus anderen Gebieten® definiert.
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wobei fiir € QF(N, K) die k-Form f*n € Q¥(M,K) durch

(f'm)p(vrs- . 0k) =) (Dpf (01), .-, Dpflur))  Vp €M, vy,...00 € M

definiert ist. Diese Abbildung heifit Pullback-Abbildung von f und f*n der Pullback von
n unter f.

Die Linearitiat gilt, da fiir jede Funktion g € C*®°(M) jeweils

(f*(g9m)p = (90) sy © Dof = a(f®))ns(p) © Dy f

gilt.

Erweitern wir diese Konzept auf beliebige Vektorbiindel, so erhalten wir das Pullback-
Biindel. Mit den Werkzeugen aus Abschnitt 1V.4, Vektorbiindel mit Kozykeln erkennen
wir leicht, dass dies ein Vektorbiindel ist.

IV.2.21 Satz und Definition (Pullback-Biindel)
Ist f: M — N eine glatte Abbildung zwischen zwei glatten Mannigfaltigkeiten M
und N und E" — N ein Vektorbiindel, so heif3t

FE=J{p} x By
peEM

das Pullback-Biindel (oder das zuriickgeholte Biindel) von E unter f. Mit den Rah-
men

{@(p) = (p,¥(f(p))) ‘ ¥ Rahmen von E iiber U C N, p € f_l(U)}

ist dies ein Vektorbiindel vom Rang r iiber M.

Bermerkung &
Abbildung eingefiigt

I1V.2.22 Bemerkung

Offensichtlich induziert ein Schnitt ¢» € T'(E) immer einen Schnitt f*i) = ¢ o f €
['(f*E). Diese Abbildung v — f*i ist linear, aber nicht unbedingt injektiv — man
wiéhle ¥ mit |piq f = 0, wenn Bild f ,klein“ — und auch nicht unbedingt surjektiv.
Wir betrachten dafiir das Beispiel: M = (0;1) C R, N = (—1.5;1.5) x (—1;1) C
R%2 E = N x R und die Parametrisierung des ,unendlich Symbols“ f(t) := (sin (¢ -
m),1/2sin (2t - m)) — siehe Abbildung IV.1. Man erkennt, dass f*E = M x R. Es ist
einfach einen Schnitt v € T'(E) anzugeben, der lediglich den Nullschnitt in T'(f*FE)
impliziert, indem wir einen Schnitt wéhlen dessen Tréger ganz auflerhalb des Bildes
von f liegt, bspw. ganz im dem im Bild dunkel markierten Bereich liegt. Also ist diese
Abbildung, wie behauptet, im Allgemeinen nicht unbedingt injektiv.

Betrachten wir dagegen den Schnitt v(x) := x in T'(f*FE), so erkennen wir, dass dieser
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Abbildung IV.1.: Injektive Immersion, die keine Einbettung ist

nicht von einem Schnitt ¥ € I'(E) induziert sein kann, da dann

3(0) =7 (lim £(2) ) = lim (7 (2) = lim 1 (z) =0

3= (3) (1)) -

gelten wiirde. Also ist diese Abbildung, wiederum wie behauptet, im Allgemeinen nicht

surjektiv.

IV.2.23 Definition (AuBlere Algebra einer Mannigfaltigkeit)
Die duflere Algebra von M ., Dor Rest des

urspritunglich aus
° Y Abschnitt 4.2
Q (M, K) = Q (M) = Q(M) ,Biindelfizierung von
Kapitel 4.1¢ im
. . . . Kapitel ,,AuBere
ist eine Algebra mit dem Produkt A. Es sind Ableitung und
Differentialformen*
aus dem Skript von
Differentialgeometrie

QO(M) =I'(K) = C*(M,K) IL.
QY (M) = I(TM*) = differenzierbare 1-Formen

QMM) =T ( /\mTM *) = differenzierbare m-Formen, s.g. Volumenformen

IV.2.24 Lemma (Induzierter Algebrenhomomorphismus)
Ist f: M — N eine glatte Funktion zwischen Mannigfaltigkeiten M und N, dann ist

F5L QN (N) = QY (M)
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ein Algebrenhomomorphismus, wobei fiir w € Q¥(N), p € M, v; € T,M
(frw)y(v1s- .. k) = wie) (Dpf(v1), - - ., Dpf (v))

BEWEIS
Es gilt nach Definition des Wedge-Produktes f*(w An) = (f*w) A (f*n). ///

IV.2.25 Bemerkung
Es folgt sofort, dass falls f : M — N ein Diffeomorphismus zwischen zwei Mannigfal-
tigkeiten M und N ist, so ist f* ein Algebrenisomorphismus.

IV.3. Das Fundamentallemma der Tensorrechnung

Sind E, F' — M Vektorbiindel, dann ist Hom (E, F') — M ebenfalls ein Vektorbiindel.
Dann sind die Schnitte I'( Hom (£, F')) Tensoren bzw. Biindelhomomorphismen. Das
heilt fiir ' € I'(Hom (E, F')) und p € M ist T}, : E, — F, glatt von p abhéngig und
K-linear und man kann ein solches auf Schnitte von E anwenden. Dazu definieren wir

T:T(E) > T(F): ¢ (p T, (¢(p)) € Fy

und erkennen, dass T'(¢)) € D(F). Wir kénnen also T als Operator von Vektorbiindel-
wertigen C°°-Funktionen in andere Vektorbiindel-wertige C°°-Funktionen verstehen.
Dabei gilt fiir ¢1,12 € E und f € C*°(M) sowie p € M immer?

(T(fwr +2)) () = T (J(P)1 () + 2 (p))
= FOT (1 (p) + T(v2(p)) = (fTo1 +Tei2) (p),

d.h. T ist C °°(M)-linear. Es stellt sich nun die Frage, wann die Umkehrung gilt, also
unter welchen Umsténden ein Homomorphismus 7' : T'(E) — D(F) tatséichlich ein
Homomorphismenschnitt ist, d. h. ein 7' € I'( Hom (E, f)) existiert so, dass (T'())(p) =
T,(1). Der zentrale Unterschied ist, dass 7% in einem Punkt p nur von dem Wert von
¥ in p abhingt, wihrend T (1)(p) von weiteren Werten von 1 abhidngen kann. Das
folgende Theorem zeigt, dass die C°°(M )-Linearitéit nicht nur ein notwendiges, sondern

sogar ein hinreichendes Kriterium dafir ist.

IV.3.1 Theorem (Fundamentallemma der Tensorrechnung)
Sind E;, FF — M Vektorbiindel, so ist

~

T(Multg(Ey, . .., Ex; F)) — Mult oo (v ) (T(EL), - .o, T(ER); T(F)) : T T

ein C*° (M, K)-Modulisomorphismus.

Wie bei Matrizen schreiben wir bei Homomorphismen T fiir f(w)
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BEWEIS

Es geniigt den Beweis fiir £ = 1 zu fithren. Das sehen wir wie folgt: Gilt der Satz fir
k =1, also gilt fiir alle Vektorbiindel E, FF — M bereits

Hom poo (a7;) (I'(E); T'(F)) = T'(Homg (E; F)) 2 T(E* @ F)
im Sinne einer C>°(M; K)-Modulisomorphie, so folgt fiir Vektorbiindel F, ..., Ey, FF —
M per Induktion
Mult coe (ari) (D(E), - - -, T'(Eg); T(F))
= Mult o (%) (r<E1>, D(Eg1); Hom poe (1.2 (D (Bg); T(F)) )
= Multcoe (ar i) (T(E1), - - T(Eg—1); T(ER © F))
=R Hom oo (ar36)(T'(E1); T(EZ ® - ® B @ F))
=INEf®@ - QE,QF)= I‘(MultK(El, oo, BEg F)).
Wir fiithren also nun den Beweis fiir £k = 1. Dass diese Abbildung wohldefiniert ist

und ein C*°(M, K)-Modulmorphismus ist, ergibt sich aus der Motiviation. Dass diese
auch injektiv ist, ist ersichtlich.

Um die Bijektivitdt nachzuweisen, geben wir eine Umkehrabbildung an. Sei also
T € Hompwo(p ) (D(E),T'(F)) beliebig. Fir T € I'(Homg (E, F)) mit T' = T gilt
notwendigerweise

(T)(p) = T(p)(p) = Tp(p(p)) Vo eT(E), pe M.

Dafiir definieren wir T},(1p) := T (w)(p), wobei w € I'(E) beliebig mit w, = v, ist und
miissen nachweisen, dass

1. dies wohldefiniert ist, also 7}, nicht von der Wahl der Fortsetzung abhangt;
2. dies ein geeigneter Homomorphismus ist, also T}, € Hom (E,, F},) gilt;

3. p— T, glatt in p ist;

4. T=1T.

Die Punkte ,,2“ und ,4.“ sind per Konstruktion gegeben. Auch ,3 ergibt sich direkt,
da fiir zwei lokale Rahmen ¥ = (v1,...,%,) : U — E|y von E und ¥ = (1, ... ) :
U — F|y von F per Definition fiir gewisse Funktionen A7 € C>(U)

T, (%i(p) = (T43)(p) = Al (p);(p)
gilt und offensichtlich T, ‘glatt in p ist, falls Ag glatt von p abhéngt. Dies ist aber
klarerweise der Fall, da A}y = Tv; € T'(F|y).

Es verbleibt die Wohldefiniertheit zu zeigen. Dafiir sei pg € M ein beliebiger Punkt
der Mannigfaltigkeit und 1,1 € I'(E) seien zwei beliebige Schnitte, die in py {iberein-
stimmen, d. h. ¢, = 1p,. Gilt nun (7%)(po) = (T%)(po), so folgt die Wohldefiniertheit.
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Da 7 linear ist, ist dies gleichwertig dazu nachzuweisen, dass (7(¢) — ))(po) = 0. Wir
wihlen dafiir einen lokalen Rahmen W = (¢1,...,¢,) € I'(E[5)" um po € U und die
Darstellung ¢ € C°(U) von ¢ := ¢ — ¢ in diesem Rahmen, d.h. ol = ;. Insbe-
sondere erkennen wir, dass ¢'(pg) = 0, da nach Voraussetzung ¢ in py verschwindet.
Multiplizieren wir ¢’ und ¢; mit einer geeigneten Hutfunktion, so kénnen wir anneh-
men, dass fiir eine Umgebung U C U von po und gewisse globale Schnitte i; € I'(E)
und globale Funktionen ¢’ € C°°(M) bereits ¢|y = ;| ¢f|v gilt.?

Betrachten wir nun noch eine weitere Hutfunktion h € C>°(M) mit h(pp) = 1 und
hlano = 0, so gilt hyp = hapip'. Mit der C>°(M)-Liniearitit von 7 folgt nun

h-Tp=T(hp)= ‘I(hdh’@i) = h- T ()¢’

und da h(pg) = 1 und ¢*(po) = 0 gilt, folgt (T¢)(po) = 0 und damit die Behauptung.

Damit ist 7}, wohldefiniert, also der Satz fiir k = 1 gezeigt. Wie zu Beginn gezeigt,
folgt damit der allgemeine Fall. ///

IV.3.2 Bemerkung (Zur Notation)
Wir unterscheiden im Weiteren in der Schreibweise von Theorem IV.3.1 nicht zwischen

T und 7.

IV.4. Vektorbiindel mit Kozykeln

IV.4.1 Bemerkung (Kozykel-Bedingung)
Trivialisiert ein Vektorbiindel 7 : E" — M™ iiber {U,}aea, d.h. dies ist eine offene
Uberdeckung von M so, dass E|y, = U, x V iiber eine Abbildung ®,, so erhalten wir
fir p € Uy, NUp gewisse Ubergangsfunktionen

9op  Uar, = GL(V) i p = @ p0 (R5,) "
Es ist offensichtlich, dass diese die sogenannten Kozykelbedingungen
1. g, =idy auf Uy;
2. 908998y = 9o auf Us NU N U,
erfiillen. Insbesondere gilt g, 5 = (g5,) " auf Uy N Up.
IV.4.2 Definition (1-Kozykel)
Fiir eine Mannigfaltigkeit M™ und einen endliche dimensionalen K-Vektorraum heifit

eine Menge {g,, 5 : UaNUz = GL (V) }a,gen 1-Kozykel, falls U, eine offene Uberdeckung
von M ist und die g,, 3 die Kozykelbedingungen erfiillen.

3Diese Konstruktion werden wir Folgenden hiufiger verwenden.
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IV.4.3 Bemerkung (Biindelhomomorphismen und Ubergangsfunktionen)
Sind E,F — M Vektorbiindel und T' € T'(Iso (E; F')) ein Biindelisomorphismus und

{®q : Elu, = Uy X V}aen bzw. {éa : Fly, = Uy X V}gaep tiberdeckende Trivialisie-

rungen?, wobei der gleiche Vektorraum V gewihlt werden kann, da E und F isomorph

sind, so erhalten wir die zugehorigen 1-Kozykel {g,, g}a,5ea b2W. {g4 5}a,sen- Betrach-
ten wir das Diagramm

Eicba;)UaXV

|
T
|
F—3,—— Uy xV

so erkennen wir, dass dieses fur die wohldefinierte Abbildung

T(p,€) = (@ 0 Tlo, 0 @51 ) (9, €) = (P, Pap 0 T 0 D34 (6) )

=thq (p)

kommutiert. Dabei ist h, : Uy — GL (V). Es ergibt sich

Yo p = Papo (‘FIV)/B,]D)i1

_ - B B ~ 1
= ®qp 0Ty 0 (Pap) o Do po(Ppp) o Pgpol, o (‘1)/3717)

=ha(p) =9.,3(P) —n;!

= ha Oga,,B Ohlgl

Wir halten die erhaltene Formel g, 5 = hq 0 g, 50 h/gl fest.

IV.4.4 Definition (1-Korand, Kohomologie von Vektorbiindeln)

Fiir eine Mannigfaltigkeit M heifit {hy : Uy — GL (V) }qen I-Korand mit Werten in
GL (V) beziiglich der Uberdeckung {U,}, falls U, C M offene Teilmengen der Mannig-
faltigkeit sind, die diese tiberdecken, d.h. |J, Uy, = M.

Zwei Vektorbiindel E, E — M heiBen kohomolog, falls iiber einer Uberdeckung {Uq}o
von M beziiglich der E und E trivialisieren ein Korand {hq : Uy — GL(V)}aea
existiert so, dass fiir alle Indices o, 8 € A bereits g, 3 = hagaﬂhgl gilt, wobei g, 5
bzw. g, g die jeweiligen Ubergangsfunktionen sind.

Offensichtlich ist Kohomologie eine Aquivalenzrelation.

4Wir kénnen annehmen, dass in beiden Trivialisierungen die gleichen Umgebungen genutzt werden,
da wir einfach die Schnitte der Trivialsierungen beider Vektorbiindel betrachten.
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IV.4.5 Definition (Erste Cech-Kohomologie)
Der Quotient

E[l ({Ua}, GL(V)) = {1‘K0Zykel}/{1-Korénder}
heit erste Cech-Kohomologie mit Werten in GL (V) beziiglich {Ua }aen.
IV.4.6 Bemerkung

Die Abbildung von der Menge der k-Vektorbiindelisomorphieklassen in die erste Cech-
Kohomologie mit Werten in GL (V)

{Ek — M trivialisiert iiber {Ua}aeA}/ Isomorphie — H'({Ua},cr, GL(V))
mit [E] = [{g, g}a,sen] ist wohldefiniert. Das heiit isomorphe Vektorbiindel haben bis

auf Kohomologie gleiche 1-Kozykel. Wie wir sehen werden, gilt die Umkehrung, d. h.
bis auf Isomorphie existiert genau ein Vektorbiindel zu gegebenen 1-Kozykeln.

IV.4.7 Satz (Vektorbiindel durch Kozykel)
Ist M eine Mannigfaltigkeit, U = {U,} eine offene Uberdeckung von M und

G = [{Gas: Ua NUs = GL(V) }| € H' (1, GL(V))

eine erste Cech-Kohomologie auf M mit Werten in GL (V') beziiglich der Uberde-
ckung U, so existiert — bis auf Isomorphie — genau ein Vektorbiindel £ — M vom
Rang dim V', welches iiber {U,} trivialisiert und dessen Kozykel {1, 3} € G in der
gegeben ersten Cech-Kohomologie liegen.

BEWEIS
Wir konstruieren das Vektorbiindel explizit durch

E=|J{a} x Uy xV/ ~,
acA

wobei die Aquivalenzrelation fiir a, 3 € A, p,q € M und &, ¢ € V durch
(,p, ) ~(B,4,¢) <= p=qecUsNUsg N {=g,4C

gegeben ist. Dass dies eine Aquivalenzrelation ist, folgt aus den Kozykelbedingungen.
Klarerweise definieren wir die Biindelprojektion durch 7 : E — M : [(«, p,§)] — p und
diese ist nach Definition der Aquivalenzrelation wohldefiniert.

Auch die Wahl der Biindelkarten auf £ durch Angabe ihrer Umkehrabbildung

O Ua x V=7 (Ua) : (p,1) = [(r,p, )]
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ist natiirlich. Diese Abbildung ist wiederum nach der Kozykelbedingung und Definition
der Aquivalenzrelation bijektiv und damit sind die Biindelkarten ®, wohldefiniert.
Durch diese Biindelkarten ergibt sich eine Vektorraumstruktur auf 7=1(p) = E,CFE,
die unabhéngig von der Kartenwahl ist, da die Karteniiberginge Isomorphismen sind,
da

Dap 0 54(0) = Po (18,0 C]) = B[00 90, 5(0)C]) = G s(P)C

gilt. Insbesondere sind die Ubergangsabbildungen C*°-Abbildungen und die 1-Kozykel
von F liegen in der gegebenen ersten Cech-Kohomologie. Damit ist die Existenz eines
Vektorbiindels mit den gewiinschten 1-Kozykeln bewiesen.

Ist 7 : FF — M ein weiteres Biindel vom gleichen Rang, welches iiber {U, }qepn mit
kohomologen 1-Kozykeln {g,, 3}a,sea- Da gleich dimensionale, endlich dimensionale K-
Vektorrdume isomorph sind, gilt also

F|Ua%>Ua><V<%E|UQ

flir die Biindelkartenabbildungen ®, bzw. ®,. Da beide 1-Kozykel kohomolog sind,
existieren hy, : Uy — GL (V) mit g, 3 = hagaﬂhgl und wir definieren fiir « € A

To = &, o (idys, ha) 0 By € T(Iso(Ely,; Flu,))-

Um damit einen Isomorphismus 7' € I'(Iso (E; F')) zwischen E und F' zu definieren,
miissen wir nachweisen, dass falls p € U, N Upg ist, bereits To(p) = Ts(p) folgt. Die
Isomorphie folgt damit, denn in U, N Ug gilt mittels Karteniibergang

Yo (id, hg) o @5 = Tjs. "

IV.4.8 Korollar
1. Ein Vektorbiindel £ — M ist genau dann trivialisierbar, wenn der zugehorige
Kozykel {g, s} kohomolog zu {idy} ist.

2. Ist £ — M ein Vektorbiindel mit dem Kozykel {g, 3} und eine Familie von
Abbildungen {{, : Uy — V} mit §, = g, 3&p auf U, N Up gegeben, so gibt es
genau einen Schnitt ¢ € ['(F) dessen Darstellung einer Trivialisierung &, ist.

IV .4.9 Beispiel
Sei M eine Mannigfaltigkeit mit dem Atlas {(Ua, ¢a)}-
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1. Betrachten wir {D(pq © @El) € GL (K™)}, so ist dies nach der Kettenregel ein
Kozykel und nach Satz IV.4.7 erhalten wir ein zugehdriges Vektorbiindel E™.
Nach Abschnitt IL.5 ist das erhaltene Vektorbiindel 7'M — bzw. isomorph zu
diesem.

2. Betrachten wir {D(p,! 0 p3)}, so erhalten wir das Kotangentialbiindel 7'M *.

IV.4.10 Beispiel (Mobiusbiindel)
Wir betrachten nun das Mobiusbiindel, Abbildung IV.2, iiber S'. Dazu betrachten

Abbildung IV.2.: Moébiusband

wir Uy = S\ S und U_ = S'\ N, wobei S = (0,—1) und N = (0,1) Nord- und
Siidpol sind. Insbesondere gilt fiir gewisse disjunkte, offene Mengen I, Io C S', dass
U, NU_ = U5, da S ohne Nord- und Siidpol in zwei Zusammenhangskomponenten
zerfallt.

Um jetzt das Mébiusbiindel zu erhalten definieren wir die Ubergangsfunktion, welche
die ,Verdrehung“ verursacht

1 el

g: U NU- — GL(R) =R" ::]R{\{O}::UH{
-1 xz€ly

und erhalten ein Linienbiindel, d.h. ein Vektorbiindel von Rang 1, L — S!.

Offensichtlich lisst sich dieses Biindel nicht in das triviale Biindel L = §! x R iiberfiih-

ren. Formal fithren wir den Beweis dafiir durch einen Widerspruch:

Angenommen es wiirde L = S! x R gelten, dann wiirde es zwei glatte Abbildungen

hy :Uyr = R* mit g =hy-1-h_ auf UL NU_ geben. Insbesondere miissten hy und h_

auf I gleiche und auf I, verschiedene Vorzeichen haben, was ihrer der Stetigkeit auf

U+ bzw. U_ widerspricht.
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Kovariante Ableitung, Paralleltransport und
Krimmung

V.1. Kovariante Ableitungen & Zusammenhange

V.1.1 Proposition

Es stellt sich bei Vektorbiindeln nun die Frage, wie man die einzelnen Vektorrdume F),
und F; vergleichen kann. Insbesondere, wenn p und ¢ nicht im selben Biindelkartenbe-
reich liegen, ist dies zunéchst nicht klar. Diese Frage ist beispielsweise wichtig, um zu
klaren was der Paralleltransport eines Vektors sein soll, welcher unter anderem dafiir
benétigt wird die kiirzeste Verbindungen zwischen zwei Punkten zu finden.

Wir betrachten dies am trivialsten Beispiel

V.1.2 Beispiel (Das Triviale Vektorbiindel)
Essei E =V = M x V fiir V einen endlichen K-Vektorraum, also ist E ein triviales
Vektorbiindel. Offensichtlich gilt hier

I'(E) = C>*(M,V),

vermoge
IN(E)— C®(M,V): ¥+ pryo W,

beziehungsweise

C¥(M, V) 5 T(E): frs (w0 (2, f(2))).

Vergleiche zweier Vektoren v, € FE, und v, € E, fallen hier leicht, da bis auf den
Fusspunkt — wir werden dies in Zukunft identifizieren — gilt, dass v, und v, im selben
Vektorraum V liegen, also trivial vergleichbar sind. Hat man eine Kurve ~ : [0;1] — M
gegeben, so ist auch der Paralleltransport eines Vektors v € E, lings v klar, da fiir

einen Schnitt W klar ist, was

dWory), .
—a W=

— wieder identifizieren wir ¥ mit pryo ¥ — bedeutet, da klar ist, was das Differenzieren
im immergleichen Vektorraum bedeutet.
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,Padagogischen*
Unterschied zwischen
kovarianter Ableitung
und Zusammenhang

eingefligt

Genau genommen ist jedoch d(W¥o-~) eine Funktion in den Tangentialraum 7T'E von FE
und allgemein gilt nicht T, ) F' = E, ;) x K", da sich der Vektorraum nicht notwendi-
gerweise global trivialisieren ldsst. Insbesondere ist keine einheitliche ,,Projektion®“ auf
die zweite Komponente moglich, also ist auch nicht klar, was obige Differentialgleichung
bedeuten soll.

V.1.3 Motivation

Um diese Problem zu l6sen betrachten wir die folgende Idee: Wir betrachten in jedem
Punkt p € M ein ,Horizontal Ebene* H und ,zerlegen* T(,, , E in E, x H, was somit
wieder eine Projektion pr auf E, ermoglicht. Klar ist, dass diese Projektion von der

_ ¢l 1
EFE=5" xR S /

Abbildung V.li: Horizontal Anteil
Wahl von H abhéngt. Wir wiirden auf diese Weise eine Abbildung
Vg :T(E) = T'(Hom(TM, E)) = Q'(M, E) : ¢ + pro Dy
erhalten. Fir diese wiirden offensichtlich die Eigenschaften
1. Vg ist K-linear

2. Vy erfillt die Produktregel: Vg (fiy) = fVg(W) + ¢¥df fir ¢ € T(E) und
[ e c>(M,K)

gelten. Dies motiviert die folgenden Anséatze.

V.1.4 Definition (Kovariante Ableitung)
Ist E — M ein K-Vektorbiindel, so heifit eine K-lineare Abbildung

V:T(E) = QYE) = T(Hom(TM, E)) : ¢ — Vi) = (X — Vx)
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kovariante Ableitung' auf E (oder Zusammenhang), falls die Leibnizregel erfiillt ist,
d. h. falls
V(Tf)=(VO)f+Tdf VfecCc®(M), pel(E).

Fiir einen Schnitt ¢ € I'(F) im Vektorbiindel £ — M und einen Punkt p € M
der Mannigfaltigkeit ist (V4), : T,M — E, linear und fir v € T,M nennen wir
Vup = (Vp)pv € E, kovariante Richtungsableitung von v lings v.

Entsprechend ist fir einen Schnitt ¢y € I'(E) im Vektorbiindel £ — M und ein
Vektorfeld X € X(M) durch

Vx9 =V§(X) = (p— Vx, ) € I'(E)

die kovariante Richtungsableitung von ¢ lings X gegeben.

V.1.5 Bemerkung (Lokalitdt der kovarianten Ableitung)
Die kovariante Ableitung eines Schnittes ist eine lokale Eigenschaft, d.h. sind zwei

Schnitte ¢, € T'(E) auf einer offenen Menge U C M gleich, d.h. ¥|y = |y, so sind
dort auch ihre kovarianten Ableitungen gleich, d.h. (V)| = (V4)|o.

Wir erkennen dies, indem wir fiir p € U eine Umgebung U C V und eine Abschnei-
defunktion f € C*°(M) mit f|y =1 und supp f C U wihlen, da dann

(Vo), = (V¥), - f(p) + ifoi =V(fe), =V(f9) +0=V(f0) = (Vo)
gilt.

V.1.6 Beispiel

Ist M eine Mannigfaltigkeit und V' ein endlich dimensionaler Vektorraum, so kénnen
wir auf dem trivialen Biindel E = M x V mit V = d die triviale kovariante Ableitung
wahlen — d. h. dies ist das ,normale“ Ableiten von V-wertigen Funktionen auf M.

V.1.7 Definition (Zusammenhang)
Ist £ — M ein K-Vektorbiindel, so heifit eine K-bilineare Abbildung

V:X(M)xT(E) = T(E): (X,9) — Vx,

die in der ersten Komponente C°°(M)-linear ist und in der zweiten Komponente die
Leibnizregel erfiillt, d. h.

Vix¥® = f(VxP) VfecC®(MK), XeX(M), el (F)
und
Vx(Pf)=(Vx¥)f+¥df(X) VfelCT(MK), XeX(M),yel(E),

Zusammenhang® auf E.

n der Literatur wird nach Satz V.1.8 bereits in den Definitionen nicht zwischen Zusammenhang
und kovarianter Ableitung unterschieden. Insbesondere werden beide Interpretationen nicht unter-
schiedlich benannt.
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V.1.8 Satz (Zusammenhang ist gleich kovarianter Ableitung)
Ist E— M ein K-Vektorbiindel und

V:X(M)xT'(E) - T(E): (X,¢) — Vxv
eine Abbildung, so ist V genau dann ein Zusammenhang, falls
ViT(B) = QUE) v — (X o Vxgp = Vo)

eine kovariante Ableitung ist.

BEWEIS
Ist V ein Zusammenhang und ¢ € I'(E), so folgt mit dem Fundamentallemma der
Tensorrechnung, Theorem IV.3.1 dass Vi € QL(F) eine E-wertige 1-Form ist. Die
restlichen Bedingungen einer kovarianten Ableitung sind fiir V per Voraussetzung an
den Zusammenhang V erfiillt.

Ist V eine kovariante Ableitung, so gilt fiir 1 € T'(E), f € ¢>°(M) und X € X(M) in
p € M bereits

(Vyxi), = (ﬁfX@ZJ)p = %(fX)pd) =Vipx, ¥ = fp)Vx, ¥ = (fﬁx?l)) (p).

wiederum folgen die restlichen eines Zusammenhangs fiir V per Voraussetzung an die
kovariante Ableitung V. ///

Aufgrund dieser Satzes Satz V.1.8 werden wir? im Folgenden nicht zwischen kovari-
anter Ableitung und Zusammenhang unterscheiden und werden die jeweils geschicktere
Charakterisierung verwenden. Deshalb wird in der Schreibweise von Satz V.1.8 auch
nicht zwischen V und V unterschieden.

V.1.9 Beispiel

1. ,trivialer Zusammenhang: Es sei E = V fiir einen endlich-dimensionalen K-
Vektorraum V und V = d der triviale Zusammenhang. Wie oben motiviert gilt
dann

V=d:C%WM;V)=T(E) - I'(Hom(TM,E)) : ¢ — de,
also ist V das ,,gewohnliche Ableiten* von V-wertigen Funktionen iiber M.

2. ,direkter Summen Zusammenhang®“: Es sei E; ein Vektorbiindel {iber M mit Zu-
sammenhang Vi fiir i = 1,2. Dann ist

VPER  T(E @ Ey) =T(E)) ©T(E2) : (1 ® 1) = VP @ VP2

ein Zusammenhang auf F; @ Fs.

2Es sei angemerkt, dass der hier aufgefithrte Unterschied zwischen Zusammenhang und kovarianter
Ableitung rein pddagogischer Natur ist und in der Literatur nicht existiert, sondern beide Begriffe
bereits in der Definition gleichwertig verwendet werden.
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3. ,Projektionszusammenhang®: Sei E = E; @ E5 und V auf E ein Zusammen-
hang, wobei Fq, Fo — M Vektorbiindel sind. Insbesondere sind Pr; : £ — E;
Biindelprojektionen beziiglich Fh & Fy = E.

Nun definieren wir VE1 ¥ := Pr(V¥;), wobei ¥ € I'(E}), d.h. VF1 : T'(E;) —
QY(E) und beweisen, dass dieser wiederum ein Zusammenhang ist. Klarerweise
ist dies K-linear und wir berechnen nun

VP (W f) = Pry(V(¥1f)) = Pri((V8) f + Ty df)
= Pl‘l((v\I’l)f) + PI‘l(‘Ill df) = (Prl(V\Il))f + PI‘1(‘I’1) df
= (V@) [+ @ df

Véllig analog funktoniert dies fiir V2 = ProVir(g,)-

Da
V :T(E) @ T(E) — QYE) @ QY(E),

[ VB 5
zerlegen, wobei 61 W1 = Pray(V¥q) und d, ¥y = Pry(V¥,).

Aus einer Ubungsaufgabe folgt, dass 61 : T'(E;) — Q'(Fs) auch (M, K)-linear
ist, also eine Biindelabbildung 0; : Fy — Hom (T'M, E5) ist und wir nennen es
die zweite Fundamentalform von E; C E beziiglich E = Fy ® E5. Nun fassen wir
dies zunéchst als 01 : TM — Hom (E1, Ea) bzw. d3 : TM — Hom (E2, FE4) auf,
d.h. §; € Q' (Hom (B, E2)) bzw. dy € Q'(Hom (Es, Ey)). Es gilt

B VA 0 0\ _ oF - ok 0 &
(T ) () (2
Dabei ist der erste Summand der direkte Summenzusammenhang und der zweite
Summand ist eine 1-Form w € Q'( End E) auf der Nebendiagonalen.

gilt, konnen wir V zu

4. ,Zusammenhang von Tensorprodukten®: Sind E, F' — M Vektorbtindel iber einer [ Neu eingefigt
Mannigfaltigkeit M/ mit Zusammenhingen VZ, V¥, so definiert

Vo) = (V) op+ve (Vie)  Vyel(B), peT(F)

einen Zusammenhang auf £ ® F.

BEWEIS
Fir fe C*°(M), X e X(M), ¢y € I'(E) und ¢ € I'(F) gilt

Vx(fe® @) =Vx((fY)®p) = Vi(fY) @ o+ [ ® Vie
= (X e P+ fVEv) @ + [ ® Vig
=(Xef)Y@+fV(Y®y),
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also erfiillt V die Leibnitz-Regel. Weiterhin gilt
Vix(® @) = (Vixv) @ p+v @ (Vi)
= F(VEv) @0+ F(VEe) = fVx (@ ® )

wobei ausgenutzt wurde, dass VE und VI °°(M)-linear in der X(M)-Kompo-
nente sind. Damit ist V ein Zusammenhang auf £ ® F. ///

. wDualer Zusammenhang*: Ist E — M ein Vektorbiindel {iber einer Mannigfaltig-

keit M mit Zusammenhang V, so definiert

(Vo)) =d(e(¥)) —o(Vy) Ve eT(EY), ¢ € I(F) (V.1)

einen Zusammenhang auf dem Dualen Biindel E* so, dass der Zusammenhang
V** = (V*)* auf dem Bidual E** = FE iiber der kanonischen Identifikation von
FE und E** gleich dem urspriinglichen Zusammenhang V ist.

BEWEIS
Es seien f € C*(M), X € X(M), ¢ € I'(E) und ¢ € I'(E*) beliebig. Wir zeigen
zunéchst die Wohldefiniertheit, d. h. dass Vi ¢ € I'(E*) gilt. Mit

(Vxe)(fv) = dx (e(fv) —e(Vx (fv)) = d(fe()) — o(dxfo + fVx¥)
= fdx(e(¥)) — fe(Vx¥) = fVipy
folgt die C°°(M)-Linearitét von Vi, also ergibt das Fundamentallemma der
Tensorrechnung, dass V¢ € I'(E*). Damit ist V* wohldefiniert.

Nun zeigen wir die Zusammenhangseigenschaften. Zunéachst gilt

(Vx(fe) () = dx(fe(¥)) — fe(Vxy)
= (dx ) + fdx (@) — fe(Vxy)
= (dx () + (Vi) (@),

also erfiillt V* in der I'(E*)-Komponente die Leibnitz-Regel und mit

o
o
(Vix () @) = dyx(p(¥) = @(Vyxv) = Fdx (p(8) — fo(Vx)

= f(V'X(9))(¥)

folgt, dass V ein Zusammenhang auf E* ist. Es gilt des Weiteren

(V) () = d(1h(p)) — (V7o) = d(e(¥)) — (Vi) (¥)
= d(p()) — (d(p(®) - $(V¥)) = (VE)(),
also gilt im oben erklarten Sinn V** = V. /]
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6. , Tensorzusammenhang*: Sind E; — M fir i =1,...,k und F' — M Vektorbiin- | Statt das mit dieser
ormel zu ehnileren,
del {iber einer Mannigfaltigkeit M mit Zusammenhingen Vi bzw. VI, so gilt fiir L wirdder
. . . onstruktivere Weg
den induzierten Zusammenhang V auf den Multilinearen Formen auf £ X - - - X E}, iiber die ® gefithrt

und die Formel

mit Werten in F, d.h. auf G := Mult® (Er,..., B F)=E{®@ - QE@F - M, bewiesen. Giiltigkeit

war nur fir k =1

sowie jede solche Form T € I'(G), jedes Vektorfeld X € X(M) und beliebige gezeigt.
Schnitte ¢; € T'(E;)
(VxT)(W1, ... k) = (V.2)

V(T ) - iT(wl,...,wil,v%wi,wm,...,wk).
=1

BEWEIS
Wir zeigen dies per Induktion, also sei zunédchst k£ = 1. Da die Formel sowie die
Definition des Zusammenhangs K-linear in allen Komponenten ist, konnen wir
annehmen, dass T = ¢ ® n fiir einen Dual-Schnitt ¢ € I'(E}) und einen Schnitt
n € I'(F), damit gilt fiir jeden Schnitt ¢ € I'(E}), wenn wir beachten, dass fiir
jede Funktion f € C°°(M) bereits f ® ¢ = f1) gilt,
(VD) = (Ve @) = ((VEie) @n)v + (v @ (V7))
= (@) — (Y ¥)n + (p(1) (V)
= v%w)n) ~ (V) = V(1) - T(V5p).
Damit gilt die Formel fiir £ = 1. Gilt die Formel fiir ein k£ € N, so gilt fiir
T € T(Mult® (Ey,...,Ey; F)) = T'(Hom (Eo; Mult (B, ..., Ey; F))) nach dem
obigen Fall k =1 fir ¢ := (VT)(vo, ..., ¥x)
= ((VT)d}O)(q/]lu e 71/}k)

_ <vMu1t(E1,--~7Ek§F) (To) — T(onwo))(wl, o )

also gilt mit der Induktionsvoraussetzung fiir Ty := T

c= VI (To(r,... ) — iTo(wl,...,wi_l,inwi,zpm,...,zpk)
o (AT [T )
= V(T (o, 91, .. 0n)) — iTo(qu,...,¢i_1,in¢i,¢i+1,...,qpk).
Damit ist diese Formel gezeigt. } /W

Ein Zusammenhang auf T'M liefert also insbesondere einen kanonischen Zusam-
menhang auf dem Biindel der k-fach kovarianten und l-fach kontravarianten Ten-
soren QWD (M) == Mult (TM®*, TM*®!; K). Daher kommt der Name dieser Zu-

sammenhangsart.
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7. Wir heben nocheinmal zwei Spezialfille der Tensorzusammenhénge hervor:
a) k=1: G =Hom (E, F):

(VD) = VF (Ty) = T(VFy). (V.3)
b) k=2: G =Bil(F) x E9; F). Fir b € G gilt

(VB) (1, 2) = V7 (b(th1,02)) = b(Vebr,a) — b(4hr, V24n). (V.4

Fir F' =K gilt also

(V) (41, 902) = d(b(¢1,¢2)) — b(VElwl, ¢2) - b(%, VEQ%)-

Befinden wir uns im euklidschen Raum und ist die Bilinearform konstant,
beispielsweise das Skalarprodukt von R", so ergibt dies gerade die wohlbe-
kannte Gleichheit

Ad((flg)) = (df|g) + (fldg).

8. Zusammenhinge lassen sich auch per Isomorphismus von einem K-Vektorbiindel
in ein anderes iibertragen. Seien dafiir E, F' — M Vektorbiindel, ' € Hom (E, F")
ein Isomorphismus und V¥ sei ein Zusammenhang auf E, dann existiert genau ein
Zusammenhang V = T, V¥ auf F so, dass VHO™T = 0 fiir den daraus resultierten
Hom-Zusammenhang. Man sagt dann 1" sei parallel. Fir diesen gilt

(1.9 = (711

BEWEIS
Eindeutigkeit: Sei V ein beliebiger Zusammenhang auf F mit VH™7T = 0. Dann
gilt fiir ¢ € I'(E):
0= (vHomT)z/; = V(T%) — T(v%),
also V(T¢) = T(VFE+) und somit fiir ¢ € T'(F)
Vo =V (1(T7'¢)) = T(VF(T7)).

Was gerade zu zeigen war. Ebenso folgt, dass V wie oben definiert parallel

ist. ///

Da wir bereits bemerkt haben, dass es auf einem Vektorbiindel verschiedene Zu-
sammenhénge gibt, wollen wir nun untersuchen, ,wieviele“ Zusammenhénge es gibt.
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V.1.10 Satz (Der affine Raum der Zusammenhinge)
Fiir ein K-Vektorbiindel E = M ist

A := {V Zusammenhang auf F }

ein affiner (co-dimensionaler) Raum. Genauer gilt fiir zwei Zusammenhénge V und
V immer w = V — V € Q(End E), wobei w dann Zusammenhangsform heift.
Damit gilt fiir jeden Zusammenhang V € 4 bereits 4 = V + Q! (End E). Bei einer
solchen Darstellung heifit V Hintergrundzusammenhang.

BEWEIS
Wissen wir, dass immer ein Zusammenhang V existiert, so erkennen wir direkt, dass
V + w fiir alle w € Q'(End E) ein Zusammenhang ergibt. Dies zeigen wir explizit in
Lemma V.1.20. Entsprechend gentigt es zu zeigen, dass fiir zwei Zusammenhédnge V
und V immer w =V — V € Q' (End E) gilt. Wir wissen

w:T(E) - I'(Hom(TM, E)) = Q'(E).

Es bleibt zu zeigen, dass fir p € M und ¢ € I'(E) der Hoomorphismus (w(%))), nicht
von dem Schnitt 1), sondern nur vom Wert 1), abhéngt. Wir zeigen dies wieder unter
Verwendung des Fundamentallemmas der Tensorrechnung. Fiir beliebige f € C*° (M, K)
und ¢ € T'(FE) gilt

w(f$) = V() = V(f) = (Vo) f + (df ) — (Vo) f = () = ((V = V)¥) .

Also ist w sogar C>°(M, K) linear. Somit folgt w € I'( Hom (E; Hom (T'M; E))) und wir
interpretieren dies als w € I'(Hom (T'M; Hom (F; E))) = I'(Hom (T'M; End (F))) und
erhalten damit die Aussage. ///

V.1.11 Beispiel

Betrachten wir fiir eine Mannigfaltigkeit M wieder das triviale Biindel V. = M x V und
den trivialen Zusammenhang d, wobei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum ist,
so existert nach dem vorangehenden Satz V.1.10 fiir jeden andere Zusammenhang ein

we€ Q(EndV) mit V=d+w.

Fiir einen Schnitt ¢ : M — V und ein Vektorfeld X € X(M) ist also Vxv¢ = dxy +
w(X)1. Identifizieren wir V' mit K", dann ist EndV = Gl (r,K), also ist w = (w');,
wobei w! : TM — K dann K-wertige Eins-Formen sind. Wihlen wir nun noch eine
Karte (U, x), so ist:

Voo p= daw—kww(a):aw,—ﬂpwj 8wj+wzw]

D7 Ol oxI ox
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Wie bei den in den letzten Kapiteln vorgestellten Strukturen des Vektorbiindels,
Vektorfelds, Flusses etc. ist auch bei Zusammenhédngen die lokale Darstellung wichtig.

V.1.12 Definition (Zusammenhangsform)

Ist V ein Zusammenhang auf einem Vektorbiindel E” — M und ¥ = (¢1,...,%,) €
['(E|y)" ein lokaler Rahmen, so heifit w = (w';) € QY(U)™" Zusammenhangsform von
V beziiglich ¥, falls

VU = (Vi ..., Vi) = Buw = (qpiwij)j.

V.1.13 Bemerkung '
Da fiir alle X € X immer Vx¢; € T'(E) gilt, folgt fiir gewisse fx; € C*(U)

vaj fX]wh

: i
insbesondere V o ; = f o “4);. Definieren wir nun w* j=1fo dz*, so folgt
ok oxk 7 oxk 7

it =g yvi= (et () )= e ()

Mit der Linearitat folgt fir X € X(U) bereits Vx1; = Q/Jiw;-(X ). Damit existiert fiir
jeden Zusammenhang und jeden Rahmen eine zugehorige Zusammenhangsform und fiir
diese gilt tatsichlich Vi), = ;.

V.1.14 Lemma (Zusammenhangsforménderung unter Rahmenwechsel)
Sind ¥ € I'(E|y)" und ¥ € I'(E|5)" lokale Rahmen eines Vektorbiindels E” — M und

geCc*U NU; K"*") die Rahmenwechselmatrix von N\il zu W, so gilt fiir die zugehorigen
Zusammenhangsformen w € QY(U)™" und @ € QYU)™" in UNU
@ =g 'wg+g tdg. (V.5)

BEWEIS
Es gilt

Vo = V¥ = V(¥g) = (V¥)g + Tdg = Bwg + Tdg = \il(g*lwg +g! dg). 1)/

V.1.15 Bemerkung N
Das bedeutet fiir pc UNU und v € T, M gilt

@p(v) = (g(p) " wy(v) g(p) + (g(p)) " dg,(v).
€GL(rK) egl(rK) egl(r,K)
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V.1.16 Theorem (Vektorbiindel mit Zusammenhang aus lokalen Daten)
Ist {Us}acn eine Uberdeckung einer Mannigfaltigkeit M durch offene Men-
gen und g, 5 € C™(Us N Ug;gl(K")) ein Kozykel sowie Abbildungen {w, €
QY Uy, gl (r,K))} mit

wg = (gaﬁ)_lwagaﬁ + (ga”g)_l dg, s auf U, NUg Va,€ A (V.5)

gegeben, so gibt es bis auf Isomorphie genau ein Vektorbiindel E” — M mit ei-
nem Zusammenhang V, welches iiber {U, }, trivialisiert, die Ubergangsfunktionen
{9a.5}ta,s besitzt und dessen Zusammenhangsformen in diesen Trivialisierungen
{wq} sind.

BEWEIS
Nach Satz IV.4.7 existiert bis auf Isomorphie genau ein Vektorbiindel E” — M mit den
gegebenen Kozykeln. Auflerdem ist der Zusammenhang durch die Zusammenhangsfor-
men eindeutig charakterisiert. Es verbleibt also nur noch die Existenz eines solchen
Zusammenhangs V zu zeigen.

Sei p € T'(E) beliebig. Um V¢ zu definieren wihlen wir fiir « € A einen lokalen
Rahmen ¥ := ¥, € I'(E|y)", also gilt fiir gewisse Funktionen ¢, = (¢'); € C>*(U)
bereits ¢|y = Wop, = Vol also muss auf U = U,

Ve = V(taith) = (Vai)fh + ta; dph = Yaia)@h + 1 de' = Buwap + W dp

gelten® und ebenso definieren wir V. Damit dies wohldefiniert ist, muss in jeder an-
deren Trivialisierung 8 € A also Vo = Wgwsps + $gdps auf Ug gelten. Da fiir die
Ubergangsabbilung go 5 nach Gleichung (V.5’)
Wswps + Wpdeg
- ‘I’Oégoc7ﬁ (gﬂ,awaga,ﬂ + gﬁ,a dga,ﬁ) g,B,OcLPOc +‘I,5 d(pﬁ
N—— ——

=Ty =wp =¢s
=W wap, + \Ifa((dga,g)gg,a)% + W dpg
=0

=W, wap, + Yo (d(gaﬂg&a) —90.8 dg@a) Po+ ¥ dgo/g

=(d90.5)95.0
= Wawapy — ‘I’agaﬂ (dgﬁ,a)soa + ‘I’aga,ﬁ d (gﬁ,a‘pa)
—_—— —
=Wy =pg

3An dieser Rechnung kann man gut erkennen, warum wir nach Méglichkeit Indexschreibweisen um-
gehen und bei ,Matrixmultiplikationen“ bleiben.
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= ‘I’awacpa - ‘I’cha,ﬁ (dgﬂ,a)‘pa + \I’aga,ﬁgﬁ,a d‘pa + ‘Iloégoc,ﬁ (dgﬁ,a)(pa
=P, wap, + Podey,

gilt, ist dies der Fall. Also ist V durch obigen Term wohldefiniert, d. h. V ist unabhéngig
von der gewahlten Trivialisierung. ///

V.1.17 Satz und Definition (Torsionstensor, Torsionsfrei)
Ist V ein Zusammenhang auf einem Tangentialbiindel einer Mannigfaltigkeit M, so
heiBt TV € Q*(TM) = T(Bil (TM; TM)) mit
TV(X,Y)=VxY - VyX — [X,Y] VX,Y € X(M)
der Torsionstensor von V.

Der Zusammenhang V heifit torsionsfrei, falls TV = 0 bzw. gleichwertig falls

[(X,Y]=VxY —VyX VXY €X(M).

BEWEIS (7Y 1ST EIN TENSOR)
Offensichtlich ist TV schiefsymmetrisch. Sind X,Y € X(M) und f € C*°(M) beliebig,
so gilt
‘IV(Xa fY) = VX(fY) - vaX - [Xa fY]
— (@)Y + fVXY — [VyX — (@F(X))Y — fIX,Y]
= fTV(X,Y).

Mit dem Fundamentallemma der Tensorrechnung folgt, dass 7V ein Tensor ist. ///

V.1.18 Satz und Definition (Zuriickgeholter Zusammenhang)

Ist f: M — N eine glatte Abbildung zwischen zwei Mannigfaltigkeiten M und N
sowie B” — N ein Vektorbiindel mit einem Zusammenhang V, so gibt es genau einen
Zusammenhang f*V auf dem Pullback-Biindel f*E mit

(f*V),(¥o f) =Vprw¥ € Bty = (f*E)p Vpe M,veT,M, ¢ T (E).

Dieser Zusammenhang heiflt zuriickgeholter Zusammenhang.

V.1.19 Bemerkung
Wir kénnen die zu beweisende Formel interpretieren, dafl das folgende Diagramm kom-
mutiert:

TN
e N
Df Ve

/
TM —— (f*V)¢of) —— FE

90 DIFFERENTIALGEOMETRIE I



V.1. Kovariante Ableitungen & Zusammenhéinge

BEWEIS
Wir benutzen das Theorem iiber die lokale Charakterisierung von Zusammenhéngen,
Theorem V.1.16, d. h. wir geben nun die Zusammenhangsformen vor. Dies liefert sowohl
die Existenz als auch die Eindeutigkeit.

Wir wéhlen zwei lokale Rahmen ¥, W5 € I'(E|y)", insbesondere sind damit W/, 0
[ € L(f*El-11))" lokale Rahmen. Aulerdem erhalten wir dadurch eine Ubergangs-
funktion g, g zu Wa/s. Fiir diese gilt dann

Wyof=(aof)(gasof)

Falls fiir einen Zusammenhang V und eine Zusammenhangsform w € Q'(U, gl (r,K))
sowohl VW = Ww als auch die geforderte Figenschaft gelten sollen, so gilt fiir jeden
Punkt p € U und jeden Tangentialvektor v € T),M

(FV) (T 0 f) = Va, 1) ® = C(f(p)w;) (Dpf (v) = (¥ 0 F)(F*w),) (v).
Also ist die Zusammenhangsform von f*V beziiglich des Rahmens ¥ o f durch f*w €
QL f~Y(U), gl (r,K)) gegeben. Um das Theorem V.1.16 anzuwenden, benétigen wir nun
noch die Ubergangsfunktionen in f*E. Wir wissen zunéchst, dass
W =3gno s%ada,s + 9ua3 dga,ﬂ
gilt, also gilt auch

frfwg = f~ (ga,ﬁwaga,ﬂ + 90 dga,ﬁ) = f* (ga,ﬁwaga,ﬁ) + f* (ga,ﬁ dga,ﬁ)
= (Qa,ﬁ ° f) (ffw) (ga,,g o f) + (f*ga,ﬁ) o (f* dga,ﬁ)'
Da per Definition (f* dgaﬁ>p(v) = df(p)Gas(Dpf(v) =dp (gaﬁ o f) (v) gilt, folgt

Fws=(Fas) (') (F9ap) + (F90s) d(F 90s)

Also transformieren f*w wie gewiinscht, da f*g, 3 = g, 5o f die Ubergangsfunktion
von f*F ist. ///

V.1.20 Lemma (Existenz von Zusammenhingen)
Ist E" — M ein Vektorbiindel iiber einer Mannigfaltigkeit M, so existiert ein Zusam-
menhang V auf E.

BEWEIS
Wir wihlen eine Uberdeckung {U, }, der Mannigfaltigkeit aus Biindel-Karten (Uy, %4),
d.h. M C U, U,. Nach Satz 1.2.8 konnen wir eine Partition der Eins {p,}, wéhlen,
d.h.

Yo € COO(M, [O, 1])7 Supp Yo C Uaa Z‘pa = ]]-M
a

und definieren nun den Zusammenhang mittels V = Y o (24" do), wobei d, der
triviale Zusammenhang auf dem trivialen Vektorbiindel M x K" ist. Dies ist nach Satz
V.1.18 ein Zusammenhang. ///
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V.2. Paralleltransport

V.2.1 Definition (Paralleler Schnitt)
Ist B — M ein Vektorbiindel mit einem Zusammenhang V, so heiffit ein Schnitt
U € I'(E) parallel (oder kovariant konstant) beziiglich V, falls VU = 0 gilt.

V.2.2 Beispiel

92

1. Betrachten wir das triviale Biindel £ = M x V und den trivialen Zusammenhang

V = d auf diesem, so erhalten wir das erwartete Resultat, da I'(M x V) =
C®(M,V) gilt und somit genau dann Vi = dy = 0 gilt, falls ¢(p) = ¢ € V
konstant ist.

. Betrachten wir das triviale Bindel £ = M™ x V mit einen nicht-trivialen Zu-

sammenhang V = d + w fiir ein w € QY (M, gl (V)), so ist 1 € T'(E) genau dann
parallel, falls di) + wvy = 0.

Wir betrachten dies in lokalen Koordinaten, also sei z = (z!,...,2™) : U — R™
eine Karte auf M. Damit gilt fir gewisse A; € C>°(U; End (V))

w = Z A;dz?
i=1

und wir erhalten mit der linearen Unabhéangigkeit von {dzy,...,dz,,} die Cha-
rakterisierung

oY ,

aerA”vZ)_O Vie{l,...,m} (V.6)

der Parallelitdt. Es gibt also Kompatiblitdtsbedingungen, damit v iiberhaupt
lokal existiert. Also miissen Systeme von partiellen Differentialgleichungen an
den A; erfiillt sein. Das heifit, fiir alle ¢ € T'(E) und 1 < i,k < m muss mit dem
Satz von Schwarz zumindest

B o 9 oY O(Agy)
0= 90 (a ”A’“"O 0k 0 T ou
_O(=Ai) oY Ay
= ok T Mou T on Y
Rt o OA
= kl/) Aak—l—Akai-i-axil/J
DA
= - O 1 Ay - ApAi) + 50
(0A, 0A; DA, DA
_ (W - A +AAk>w (W i [AZ,Ak]>1/)

erfiillt sein. Also ist

0A; 0A;
oxd Ozt

YA Al =0  Vigje{l,...,m}
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eine notwendige Bedingung fiir die Parallelitét.

Betrachten wir den Spezialfall m = 1, so vereinfach sich (V.6) dazu, dass 1) genau
dann parallel ist, wenn
dy

mit A: U — End (V) und ¢ : I — V. Dies ist eine vektorwertige Differentialglei-
chung, welche immer l6sbar ist.

V.2.3 Satz (Paralleler Schnitt lings einer Kurve)
Ist E" — M ein Vektorbiindel mit einem Zusammenhang V und v : I — M
eine glatte Kurve in M, so gibt es zu ¢y € E,, genau einen parallelen Schnitt

Y € T'(y"E) mit ¢(0) = 1o € Ey ).

BEWEIS
Lokale Existenz: Wir nehmen an, dass fiir ein Intervall I C [—¢;¢] bereits v(I) C U C
M gilt, wobei E iiber U trivialisiert. Insbesondere ist v*E = [ x K" und (y*V)
korrespondiert fiir eine gewisse Abbildung w € Q'(I, ¢l (r,K)) mit V = d + w.
Mit dem obigen Beispiel V.2.2 wissen wir, dass es genau einen parallelen Schnitt
Y € T'(v*FE) mit ¢(0) = ¢ gibt, da gewdhnliche Differentialgleichungen unter den
hier vorliegende Regularitiatsvoraussetzung immer eindeutige Losungen besitzen.

Langlebigkeit der Losung: Da [0; ¢] kompakt ist, ist auch ~([0; ¢]) kompakt. Insbeson-
dere wird v([0; ]) durch endlich viele Uy, ..., U, tiberdeckt, wobei E jeweils tiber
U; trivialisiert. d. h. es existieren 0 = tg < t; < - -+ < t, = € mit y([t;—1, t;]) C Us.

Nach dem FErgebnis der lokalen Existenz existiert genau ein paralleler Schnitt
U1 € D(7]jp 4, £) mit 11(0) = 0. Rekursiv erhalten wir fiir i € {2,...,n} jeweils
die Existenz und Eindeutigkeit von parallelen Schnitten v, € F(7|Fti_1,ti}E) mit
Yi(ti—1) = ¥i—1(ti—1). Damit ist T (t) == ;(¢) fiir ;-1 <t < ¢; ein eindeutiger
paralleler Schnitt {iber /() mit 7(0) = 70. Durch équivalentes Vorgehen erhalten
wir einen eindeutigen parallelen Schnitt ¢~ tiber [—¢; 0] mit )~ (0) = 1. Da um
0 ein glatter paralleler Schnitt existiert, erhalten wir mit der Eindeutigkeit, dass
Y mit (t) == T (t) fiir ¢ > 0 und ¥ (t) = 1~ (t) fiir ¢ < 0 ein glatter, flacher
Schnitt tiber dem gesamten Weg mit 1(0) = 1)y ist. ///

V.2.4 Bemerkung (Kurven iiber nicht kompakten Intervallen)

Fiir ein beliebiges Intervall I C R um 0 € [ existiert immer eine Folge von kompakten
Intervallen [ay;by] mit 0 > a, N\, inf7 und 0 < b, * supl, also konnen wir jeden
Weg v : I — M durch eine Folge von Wegen 7, = ’7|[an§bn) yausschopfen“ und zu
jedem Anfangswert 19 € E, (o) einen parallelen Schnitt ¢, € F(’y\f‘an;bn]E) wahlen so,
dass 1, (0) = tpo. Mit der Eindeutigkeit dieses Schnittes erhalten wir ¥nt1|(4,,5,] = ¥n
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und erhalten einen eindeutigen, parallelen Schnitt ¢ : I — T'(y*E) zum Anfangswert
¥(0) = 1o durch ¥(t) == 1y, (t) mit t € [an; by).

V.2.5 Definition (Paralleler Schnitt lings einer Kurve)

Ist E" — M ein Vektorbiindel mit einem Zusammenhang V und v : ( —¢;e) - M
eine glatte Kurve in M sowie 99 € E, (), so heiit der nach Satz V.2.3 existente und
eindeutige Schnitt ¢ € I'(v*E) mit (v*V)y = 0 und ¢(0) = v der parallele Schnitt
von V lings v mit der Anfangsbedingung 1o € E. ).

V.2.6 Bemerkung (Stiickweise paralleler Schnitt ldngs einer Kurve)

Ist der Weg ~ : I — M nur stiickweise glatt, so erhalten wir dennoch einen Begriff des
parallelen Schnitts. Wir wéihlen dafiir, nach Definition von stiickweise glatt, endlich viele
Intervalle I; C I so, dass 7|;, ein glatter Weg ist und nennen eine stetige Abbildung
Y I — B stiickweise parallelen Schnitt, falls fiir alle Indeces i durch 9|, € (v|7. E) ein
wohldefinierter paralleler Schnitt gegeben ist.

Geben wir einen Anfangswert vor, so existiert zu jedem stiickweise glatten Weg ein
stiickweise paralleler Schnitt mit diesem Anfangswert und dieser Schnitt ist eindeutig.
Dies folgt indem wir schrittweise von einer zur néchsten ,nicht-glatten Stelle der Kurve“
parallele Schnitte bilden und jeweils den letzten Endwert als Anfangswert fordern.

Des Weiteren erkennen wir den folgenden Satz V.2.7 als wichtige Folgerung aus der
Existenz der Parallelverschiebung, Satz V.2.3.

V.2.7 Satz (Vektorbiindel iiber Intervallen trivialisieren)
Ist E™ — I ein Vektorbiindel iiber einem Intervall 1 C R, so gilt £ = I x K".

BEWEIS
Nach Lemma V.1.20 kénnen wir die Existenz eines Zusammenhangs voraussetzen. Wir
flihren nun einen vier-schrittigen Beweis. Zunéchst zeigen wir, dass fiir Vektorbiin-
del iiber Intervallen lokal parallele Schnitte existieren. Danach fithren wir aus, dass
die Ubergangsfunktionen von parallelen Schnitt iiber Intervallen konstant sind. An-
schliefend zeigen wir, dass Vektorbiindel iiber kompakten Intervallen trivialisieren. Wir
schlieBen den Beweis durch geeignete Uberdeckung des gegebenen Intervals ab.

Existenz lokaler, paralleler Rahmen: Wir wéhlen einen Rahmen ¥ € T'(E|;)" und
einen Zeitpunkt t9 € J. Nach Satz V.2.3 existiert ein paralleler Schnitt T c
T(E|;)" mit ®(ty) = ¥(to). Insbesondere ist ¥ = W - g fiir ein g € C°(J; R™*")
mit g(tp) = id. Damit gilt det g(tp) # 0 und somit det g(tp) # O fiir eine Umge-
bung J C J von t. Damit ist ¥ € I'(E[7)" ein lokaler Rahmen um to € I. Da
die Wahl des Rahmes und des Zeitpunktes beliebig war, konnen wir von jedem
Rahmen annehmen, dass er parallel ist.

94 DIFFERENTIALGEOMETRIE I



V.2. Paralleltransport

Ubergangsfunktionen von parallelen Rahmen: Sind ¥ € T'(E|;)" und ¥ € L(E]5)"
zwei parallele Rahmen {iber offenen Intervallen mit J N J # (), so existiert ein
gemeinsamer Zeitpunkt tg € JN.J und die Ubergangsfunktion g : JN.J — GL (K")
mit ¥ = \ilg. Insbesondere gilt auf J N J

0:V\I’:V<\ilg) =V¥g+ Tdg=TVdg

also dg = 0. Somit ist g auf Zusammenhangskomponenten konstant — da der
zweier Intervalle immer zusammenhingend ist, ist damit g = g(to) konstant.*

Trivialiserung iiber Kompakta: Ist K C I kompakt, so existieren endlich viele parallele
Rahmen ¥ € I'(.)y), ..., ¥, € I'(J,) mit K C {J; J;. Durch Sortierung kénnen
wir annehmen, dass J, N Ji 1 # 0.

Nun withlen wir die Ubergangsfunktionen g, mit Wy 1 = Wrgg in Jp N Jpy1 #
(. Nach dem vorangehenden Schritt sind diese g, konstant und damit ist ¥ €
[(E)" fir (t) = $r(t)gr-..q1- Da g € gl (K"), ist dies ein Rahmen iiber K.
Also existiert fiir jedes Vektorbiindel {iber einem kompakten Intervall ein globaler
Rahmen.

Gloable Trivialisierung: Ist I C R ein offenes Interval, so existieren a,b € R U {oc}
mit [ = [a;b]. Wir wéhlen streng montone Folgen a, > ap41 > a und b, <
bp+1 < b mit ap, — a und b, — b. Wir wahlen mit dem vorangehenden Schritt
parallele Rahmen ¥,, € T'([a,;b,])" und wieder die Ubergangsfunktionen g, mit
W1 = Wrg, in Jp N Jip1 # 0. Wie oben definieren wir W (t) := Wi (t)gy...9;
und erkennen, dass ¥ € I'(E)" ein globaler Rahmen ist.

In jedem anderen Fall kénnen wir ohne Beschriankung der Allgemeinheit anneh-
men, dass I = [a;b), also I = [a;a+ 2] U (a +€;b). Wir erhalten wieder Rahmen
tiber [a;a + 2¢] und (a + €;b) und koénnen diese wie oben zusammensetzen.  ///

V.2.8 Definition (Parallelverschiebung)
Ist E — M ein Vektorbiindel mit einem Zusammenhang V und v : [0;1] — M ein
(stiickweise) glatter Weg, so heifit die Abbildung

Py :=PY : E ) = E,qy: Py(¢o) = (1),
wobei 1 der eindeutige (stiickweise) parallele Schnitt von V mit den Anfangsbedingun-

gen ¥ (0) = vy ist, Parallelverschiebung beziiglich V langs ~.

V.2.9 Lemma (Eigenschaften der Parallelverschiebung)
Ist £ — M ein Vektorbiindel mit einem Zusammenhang V, so gilt fiir die Parallelver-
schiebungen ldngs (stiickweise) glatten Wegen ~y, 1 und o

4An dieser Stelle zerbricht der Beweis eines dquivalenten Satzes iiber der Sphére, da dort der Schnitt
zweier ,Intervalle” nicht zusammenhédngend sein muss. Eben aus diesem Grund gibt es keinen
dquivalenten Satz auf der Sphére — wir erinnern uns an das M&biusbiindel, Beispiel 1V.4.10.
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L. Py: Ey) — Eyq) ist K-linear;
2. (Py)~t=P_,, d.h. P, ist ein Isomorphismus;

3. Pyyuy, = Py, 0 Py, falls 71(1) = 72(0).

BEWEIS
1. Folgt daraus, dass die zugehorigen Differentialgleichungen linear sind.

2. Wir setzen (t) := 1(1 — t). Dann ist ¢ (0) = (1) = P, (vo).
Wir erkennen sofort, dass ¢ € T'((—)*E) der parallele Schnitt von ( —~)*V mit
der Anfangsbedingung (1) ist. Da ¢(1) = 1(0) gilt, folgt die Aussage.

3. Folgt durch stiickweise Betrachtung — wie in Bemerkung V.2.6. ///

V.2.10 Korollar
Ist E" — M ein Vektorbiindel mit einem Zusammenhang V und v : [0;1] — M eine
(stiickweise) glatte Kurve, so

1. ist ¢ € T'(y*F) ein paralleler Schnitt ldngs v beziiglich V, so ist ¢ konstant Null,
d.h. ¢ =0, oder 9 hat keine Nullstelle.

2. gibt es parallele Rahmen lédngs ~, d. h. es existieren ¥ = (1, ...,1,) so, dass ¢; €
['(v*FE) parallele Schnitte sind und ¥ ein Rahmen ist, d.h. fiir alle Zeitpunkte
0 <t <T1ist W(t) = (¥i(t))j=; eine Basis von £, ).

BEWEIS

Nach eigener Wahl kénnen wir dies daraus folgen, dass die parallel Verschiebung ein
Diffeomorphismus ist, oder die wie im Beweis des Satzes V.2.7, , Existenz lokaler, pa-
ralleler Rahmen“ zeigen. ///

V.2.11 Definition (Parallele Paarung)

Eine Paarung b € Hom (E, Es; F') zu drei Vektorbiindel Eq, Fy, F' — M mit Zusam-
menhéngen Vi1,Vs und V iiber einer Mannigfaltigkeit M heif3t parallel, falls sie be-
ziiglich dem induzierten Zusammenhang V auf Hom (E1, Eq; F') flach ist, also bereits
Vb = 0 gilt, d. h. falls

V(b(11,12)) = b(V191,92) + b(11, Vaib) Vi1 € B, g € Ea.

V.3. Kriimmung und Holonomie

Von besonderem Interesse ist es zu beobachten wie sich ein Vektor v € E), eines Vek-
torbiindel &ndert, wenn wir ihn entlang eines geschlossenen Weges parallel verschieben.
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Abbildung V.2.: Ein Beispiel fiir Holonomie

Auf ersten Blick scheint dies trivial zu sein, denn man kénnte meinen, dass diese Ver-
schiebung den Vektor nicht d&ndert. Dies ist jedoch ein Fehlschluss.

Betrachten wir das Beispiel (Abbildung V.2) das wir einen Tangentialvektor an der
Sphire, der von einem Punkt p auf dem ,,Aquator“ nach ,Norden“ zeigt, parallel zum
Nordpol® transportieren®, anschlieBend wiederum parallel zu einem anderen Punkt g auf
dem Aquator bewegen und nun wieder am Aquator entlang zum Startpunkt schieben,
so erkennen wir, dass der Vektor nun nicht mehr noch Norden zeigt, sondern — je
nach Entfernung von p und ¢ — in eine andere Richtung. Wahlen wir ¢ als den p
gegeniiberliegenden Punkt, so dreht sich der Vektor vollstdndig und zeigt nun nach
Stiiden.

Wir wollen nun das dahinter liegende Problem nédher beleuchten. Dafiir werden wir
unter anderem den Begriff der Kriimmung auf Vektorfelder einfithren. Zunéchst miissen
wir uns wieder etwas mit Wegen beschéftigen.

V.3.1 Definition (Schleifenraum)
Ist pg € M ein Punkt in einer Mannigfaltigkeit M, so heifit

Apo (M) == {v:[0;1] = M stiickweise glatter Weg | v(0) = (1) = po}

der Schleifenraum von M in pg.

V.3.2 Lemma
Ist pg € M ein Punkt in einer Mannigfaltigkeit M, so ist der Schleifenraum unter
,Nacheinanderlaufen“ von Wegen abgeschlossen, d. h.

Yok € Apo (M) V1,72 € Ay (M).

5Tatséchlich ist dieses Beispiel nur sehr drastisch gewahlt, um das Prinzip klar zu machen, denn jeder
Paralleltransport auf der Sphére entlang eines nicht-trivialen , Dreiecks® ,kippt“ den iibergebenen
Vektor.

5Seine Richtung kann nun nicht mehr eindeutig mit Himmelsrichtungen beschrieben werden, da am
Nordpol jede Richtung ,siiden“ ist.
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Nachdem der
Original-Mitschrieb
vollig unverstandlich

und groflen Teils
falsch war, habe ich
das komplett neu
geschrieben und mich
an die Grundidee
gehalten, die ich in
dem Mitschrieb der
Original Bemerkung
herausgelesen habe.

V.3.3 Definition (Holonomie)
Fiir ein Vektorbiindel £" — M mit Zusammenhang V sowie einen Punkt pg € M der
Mannigfaltigkeit, heif3t

P:=PV: A, — GL(E,) = GL(K"): v~ P,
die Holonomie-Abbildung. und die Untergruppe
Holp, (V) i= P(Ap, (M)) € GL(Ey,)

von gl (Ep,) heifit Holonomiegruppe des Zusammenhangs V.

V.3.4 Bemerkung
Wir bemerken, dass P(konstante Schleife py) = idg,, ist, also die Holonomiegruppe
nach Lemma V.3.2 tatsichlich eine Untergruppe von GL (E,,) ist.

Wir erkennen, dass, falls pg, g0 € M zwei Punkte der Mannigfaltigkeit sind, wir einen
glatten Weg ~ : [0; 1] — M von gy nach py wihlen kénnen und

Holg, (V) = PY, o Holp, (V) o PY

gilt.

V.3.5 Motivation (fiir die Definition der Kriimmung)

Wir wollen nun betrachten, wie Parallelverschiebung vom zuriickgelegen Weg abhingt”.
Dafiir sei U C R? eine beliebige offen Menge und E = U x K" ein triviales Vektorbiindel
mit einem beliebigen Zusammenhang V. Da wir bereits wissen, dass dann fiir eine
gewisse Abbildung w € Q!( Gl (r,K)) bereits V = d + w gilt, folgt, wie in Bemerkung
IV.2.13 ausgefiihrt, w = A,dx + A,dy fir gewisse Abbildungen A; : U — K", also

V =d+ A,dr + Aydy.
Sei nun fiir pg € U ein € > 0 mit B.(pg) C U. Betrachten wir den Weg
Fli(—ge) 2 Ut po+t-e

und die Wegscharen
V2i(—ge) 2 U syl (t) +5- e

mit 74(0) = po, so erhalten wir die Parallelverschiebungs-Abbildung

v v
P:(—e;e) x (—e;¢) = gl(K") : (t,5) — P’YEl[O;s]P'Yl“O;t]’
welche eine Vektor parallel zunéchst um ¢ in e; und anschlielend um s in es Richtung

verschiebt. d.h. dies entspricht der Parallelverschiebung P(¢,s) = P%{O T langs
t ;S 5

"Dass es vom Weg abhéingt, erkennen wir schon am oben betrachten Beispiel (Abbildung V.2).
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fyt2|[0;31 *fyl][o;t]. Insbesondere gilt fiir v € K", wobei 1 die natiirliche Basis von T;R
bezeichnet und wir 73R mit R identifizieren und Py(t) := P(t,0) setzen,

0= (’yl*V)l(Pov) = d(Pyv) + wyr(y (DM (1)) (Pov)
= (dPQ)U + (w,yl(.) <’}/1/> . Po) (U) ;;POU + ( (. )(61) . PO) (U)
= 2 Pt (4(+0) - Bo) ),

also gilt, wenn p; = 4! (t) bezeichnet, 2 5 P(t,0) = —(Az(pt)) - P(t,0) und damit insbe-
sondere

2
e P(1.0) = = (- Au0)) - P.0) — (Aum) - 5 P(00)

- (8835‘4 (pt)> - P(t,0) + (Az(pe))? - P(t,0).

Mit dem Satz von Taylor folgt, wenn wir P(0,0) = id beachten
a t2 2
P(t,0) = P(0,0) +t=P(0,0) + —
(1,0) = P(0,0) + 12 P(0,0) + &0
2

= id —tA,(po)P(0,0) + 7; (A (zvo)2 -

P(0,0

+0(#)

As ~(p )) (0, 0)+O(t3)

t2
— id=tA,(0) + 5 (A:(p0)

Ebenso erhalten wir fiir p; = v!(¢)

2

P(10) = P(1,0) — 14, () P(1,0) + 5 (4,(0)° — 5

; (pt)>P(t, 0) + O(t3)

= (id —tAy(pe) + t;(Ay(pt)? _ %zy(pt))) - P(t,0) + O(tS)
= -ty + 5 ()~ 22 0)) 4,00
2 A

t 0
2 7 2 04y 3
+ 24, Am) + 5 (A0 = 20 + 0().
Nun approximieren wir auch A, (p;) mittels Taylor und erhalten — zur Verkiirzung der
Schreibweise lassen wir das Argument (pg) weg,

P(t,t) = id —tA, + — <A2 aé?) (A +taaA +0(t )>

+12(Ay + o)Ay + r ((A +o(t))? - (88‘2” + 0(t)>) + O(t3>.
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Damit erhalten wir

. £l A 04, , 04, 5
P(t,t)_1d—t(Am+Ay)+2(A$— 2 24, A, +A—8y)+0<t>

Bezeichnet nun 13(t, s) die umgekehrte Verschiebung, d. h. die Parallel-Verschiebung,
die einen Vektor zunachst um s in es und anschliefend um ¢ in e; Richtung verschiebt,
also fiir den Weg 77 := ~3 und die Wegschar ~}(s) == v%(s) +t - e1 gilt P(t,s) =
Pv . PVVZ\[US]’ so folgt mit einer gleichen Rechnung

o

_ _ 27, 04, _0A, OA, ,
P(t,t)—ld—t(Ay-i-Az)—l-Q(A B 5 oAy + A2 — ax>+o(t).

Der Unterschied der beiden parallel Verschiebungen ist damit durch

~ 04, 0A
P(t,t) — P(t,t) = > L 4[A,, A o3
(00 = Plt.t) = (52 = T+ [4n,4,]) + 0(#)
gegeben, wobei |-, -] den Kommutator bezeichnet. Durch Taylorentwicklung erhalten wir

~ -1
wiederum P(t,t) = id+O0(t) und damit die ,Verkippung“ eines Vektors, wenn wir
ihn entlang eines Quadrates um tej, dann um teo, dann um —te; und —tes verschieben:

P(t,t) o P(t,t) = P(t,1) o (P(tt) + P(t,t) - P(t,1))

_ i+ (id+0(1)) - (t2<5£cy B aaf;z _ [AZ’AyD + O<t3>>

0A, 8A
_ 2 T 3
— id +t < 5 oy T [Az,Ay]) + O(t )

Dabei war V =d +w = d + A,dx + Aydy, also gilt fir ¢ € I'(E)

(VaVa - Vavé*)w

ox oy oy ox

_ (d@ + 4,) <daw + Ayz/)) - (daay + Ay) (d%w + A)
L0V OAY) 0 O(Aw)

+ A A — AyAgt)

8y Oz Y ox Ox
B 81/1 aAy aw 0 8A 61&

0A, 0A,
Az, Ayl = ((%— - +[Az,Ay])w

Somit erhalten wir 1nsgesamt, dass bei der parallel Bewegung um ein Quadrat mit
Seitenldnge ¢t mit den Seitenrichtungen e; bzw. es die ,Verkippung“ durch

(ﬁ(t,t)ﬂ o P(t,1)) —id = t2<6£6 aa‘z"” + [Ax,AyD +0(#)

_t2<V 2V —Vayvaz) + o(t3)
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gegeben ist®. Die motiviert den folgenden Kriimmungsbegriff.

V.3.6 Definition (Kriimmung eines Zusammenhangs)
Ist F — M ein Vektorbiindel iiber einer Mannigfaltigkeit M mit einem Zusammenhang
V, so heiBt der Operator VR € Bil (M, TM;End (I'(E))) mit

VR X(M) x X(M) = End(T'(E)) : (X,Y) = VxoVy — VyoVx — Vixy]

die Krimmung des Zusammenhangs V.

V.3.7 Bemerkung (Der Korrekturterm der Kriimmung)

Vergleichen wir diese Definition mit dem Ergebnis der Motiviation, so sehen wir, dass | Bingefiigt |
der ,Korrekturterm® V|x y) auftaucht. Als erstes bemerken wir, dass nach dem Satz

von Schwarz [9/az,9/ay] = 0 gilt, also die Formeln fiir den Spezialfall von Koordinaten-

vektorfeldern tibereinstimmen.

Dass dieser Term notwendig ist, damit die Anschauung der Motiviation erhalten
bleibt, erkennen wir mit dem nach folgenden Satz.

V.3.8 Satz (Die Kriimmung ist eine 2-Form)
Ist E — M ein Vektorbiindel iiber einer Mannigfaltigkeit M, so ist die Kriimmung
jedes Zusammenhangs V auf E ein Tensor, d.h. es gilt V& € Q?(End (E)).

V.3.9 Bemerkung
Aufgrund dieses Satzes heifit YR auch Kriimmungs-Tensor oder Kriimmungs-2-Form
von V.

BEWEIS
Da VR offensichtlich linear in den Vektorfelderkomponenten ist, geniigt es nach dem [ Weiter ausgefiihrt
Fundamentallemma der Tensorrechnung, Theorem IV.3.1, zu zeigen, dass YR in je-
der Komponente C°°-linear ist. Aufgrund der Antilinearitdt in den Vektorfelderkom-
ponenten geniigt es zu zeigen, dass fiir alle Funktionen f € C*°(M), alle Vektorfelder
X,Y € X(M) und jeden Schnitt ¢ € I'(E) bereits

VR(fX, Y ) = fYR(X,Y )¢ = V(X,Y)(f¥)
gilt. Sind X, Y € X(M) und f € C>°(M) beliebig, so gilt

[fX.Y] = fXY —Y(fX) = fXY — dy fX — fYX = f[X,Y] - dy fX.

8Es sei angemerkt, dass eine genauere Rechnung liefert, dass alle Terme verschwinden, falls der ¢*
Term verschwindet.
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Also folgt fiir jedes Vektorfeld ¢ € T'(E)

VR(FX,Y )b = Vix(Vy) = Vy(Vix®) — Vipxyt
= fVx(Vy¥) = Vy (fVx¥) = V(sx,yi—dy )¢
= fVx(Vy¥) = (fVyVxy +dy fVx1)
— (fYxy¥ - dv fVx0)
= [YR(X,Y )y

und mit

VxVy(fy) = Vx(dy fo+ fVy))
= dxdy fY+dy fVxy +dx fVyy + fVxVyy

sowie der gleichen Rechnung fiir VyVx (f1) erhalten wir

VR(X,Y)(fv) = Vx(Vy (f9)) = Vy (Vx(f¥)) = Vix,y)(f¥)
= (dxdy fY +dy fVx¢ +dx fVyy + fVxVy)
— (dydxfY +dxfVyy +dy fVx9¥ + fVy V1)
- (d[X,Y]le + fV[X,Y}?/))
= fVxVy¢ +dxdyfyy —dydx
— fVyVx¢ — (dx dy —dy dx f)Y — fVixy¥
= [YR(X, Y)Y 1/

V.3.10 Bemerkung (Lokale Beschreibung des Kriimmungstensors)

Sei ¥ € I'(E|y)" ein Rahmen eines Vektorbiindels E — M mit einem Zusammenhang
V und (U, z) eine Karte der zugehorigen Mannigfaltigkeit M. Des Weiteren bezeichne
w die Zusammenhangsform von V beziiglich ¥, d.h. V¥ = Yw.

Es gilt damit fiir die Koordinatenvektorfelder X = 8‘91

VR(X,Y )W = Vx(Vy¥) — ( x¥) = Vixy ¥
Vi (Tw(Y)) — Vy (Tw(X))

— WX )eo(Y) £ ¥ dy (w(Y)) — Feo(V eo(X) — W dy (w(X)

= ¥ (dx(w(Y)) - dy (w(X)) + [w(X),w(YV)]).

Da w € QY(U)™ " gilt, kénnen wir dies durch die Dualbasis darstellen. Also existieren
Funktionen w; € C*(U;gl (K")) mit w = w;dx’, also

Ow;  Ow;
Vv _ J 7 . )
R(X,Y)¥ = Q(@xi D + [wl,wj])
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V.3.11 Definition (Ricci-Tensor)
Ist E — M ein Vektorbiindel mit einem Zusammenhang V, so ist der Ricci-Tensor

VRic € Bil (TM,TM) von V durch Aus dem Kapitel X,
’ »Riemannsche

Mannigfaltigkeiten*

: hierh schoben.

VRic : TM x TM = R : (v,w) — tr VR (v, Jw forher verschoben

N————
€End TM

definiert. ©

V.3.12 Bemerkung (Lokale Beschreibung auf dem Tangentialbiindel)
Ist (U, z) eine Karte einer Mannigfaltigkeit und V ein Zusammenhang auf 7'M, so gilt

fiir gewisse Funktionen Vii(éljk, € C>®(U)

Vg 10 _vgp( 0 3>5
Rij ozl K’(@m“ 0xJ ) Ok’ (V.7)
bzw. gleichwertig VR;1.! = da'( VR (9/6xt,0/027)0/02*). Insbesondere gilt
o 0 - o 9\ 0 ;
VR [ R D I i ¥/ )\ T Y Ve . VR,
Ric (&ri’ 817’“) dx ( K(axi, arj)@a:k) Riji’ =: Y Ric, (V.8)

d.h. YRic = VRicy, dz’ @ dz®.

V.3.13 Lemma (Erste Bianchi-Identitdt der Kriimmung)
Ist M eine Mannigfaltigkeit und V ein torsionsfreier Zusammenhang auf dem Tangen- Aus dem Kapitel IX
tialbiindel TM, so erfiillt die Kritmmung VR die erste Bianchi-Identitdt, d.h. ‘

VR(X,Y)Z+ YR(Y,Z)X + YR(Z,X)Y =0 VXY, Z e X(M)

bzw. gleichwertig gilt Vi&-jkl + V‘Rjkil + V%ijl =0 fir i,5,k, L € {1,...,n}.

BEWEIS
Wegen der Torsionsfreiheit gilt fiir Vektorfelder W, X, Y, Z € X(M)

VR(X,Y)Z + YR(Y,Z)X + VR(Z, X)Y
=VxVyZ —VyVxZ ~Vixy|Z +VyVzX = V;VyX — Viy 51X
+VzVxY = VxVzY = VizyY
=Vx(VyZ —VzY)+Vy(VzX —VxZ) +Vz(VxY — VyX)
~VixyZ ~ VyzgX = Vizx)Y
=Vx[Y,Z]+ Vy[Z. X] + V2[X,Y] - Vixy]Z -~ ViyzX — Vizx]Y
=X Y, Z]| + [V, [Z, X]] + [2, [X, Y]]

auf Grund der Jacobi-Identitdt aus Satz 11.6.9 ist dies 0. ///

Dies ist nach Lemma A.2.6 wohldefiniert und ein Tensor, da die Kriimmung nach Satz V.3.8 ein
Tensor ist.
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V.3.14 Definition (Flacher Zusammenhang)
Ein Zusammenhang V eines Vektorbiindels E — M heifit flach, falls YR = 0.

V.3.15 Satz (Lokales Holonomietheorem)
Ist E™ — M™ ein Vektorbiindel mit einem Zusammenhang V, so sind die folgenden
Aussagen aquivalent

1. Vist flach, d.h. VR =0;
2. um jeden Punkt existiert ein lokal paralleler Rahmen von E;
3. um jeden Punkt existiert eine Trivialisierung ® mit ®*V = d;

4. Parallelverschiebungen sind lokal wegunabhéngig.

Vereinfacht

BEWEIS
»(1) = (2)“: Sei ¥ ein lokaler Rahmen fiir E|;; und bezeichne w € QY(U, gl (r,K)) die
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Zusammenhangsform von V beziiglich ¥, d. h.
V¥ = Yw.

Wir versuchen nun einen weiteren Rahmen ¥ = Wg zu finden, welcher flach
ist. d.h. wir miissen einen Rahmenwechsel g € I'(U;GL (K")) finden so, dass
V(¥g) = 0. Wir missen also die Gleichung

0=V¥ =V(¥g) = (V¥)g + ¥dg = ¥(wg + dg)

16sen. Da ¥ ein Rahmen ist, ist dies gleichwertig dazu die gewdhnliche Differen-
tialgleichung dg = —wg zu lésen. Fiur eine zugehorige Karte x : U — R™ gilt
w = A;dx’, wobei A; € C(U; G1(K")) gewisse Funktionen sind. Mit der linearen
Unabhingigkeit von dz?, ..., dz™ sind also die Gleichungen

g
ozt

+ A;g=0 i=1,....m
zu 16sen. Uber die lokale Darstellung der Kriimmung und der Voraussetzung
VR =0 erhalten wir

0A;  04A;
ozl Oxt

—[4i, 4] =0 Vi, J.

Das wir damit ein g mit den gewiinschten Gleichungen finden kénnen, folgt aus
dem Lemma von Maurer-Cartan, Theorem V.3.16, dass wir seperat beweisen
werden.
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»(2) & (3)“: Dies folgt direkt daraus, dass Rahmen I' und Trivialisierungen ® dquiva-
lent sind. Dabei gilt ®*V = d + w mit w = VW.

»(2) = (4)“: Sei ¥ ein paralleler Rahmen tiber U und v : [0;1] — U ein beliebiger
Weg. Fiir einen beliebigen Tangentialvektor ¢o € E, ) gilt po = ¥, ()€ fiir ein
¢ € K" und damit folgt aus der Parallelitdt von ¥

P, (o) = Py (T, 0)€) = (P, %y0) )€ = T 0i€:
Da die rechte Seite unabhéngig von - ist, ergibt sich die Aussage.
»(4) = (1)": Dies ergibt sich mit der Rechnung aus Motivation V.3.5. ///

V.3.16 Theorem (Lemma von Maurer-Cartan)
Fiir eine Abbildung w = A;dx* € QY(U; gl (K")), wobei U C K" offen ist, gilt genau
dann

04;  0A;
Oxd Ot
falls fiir jeden Punkt x¢p € U eine Umgebung U C U und eine Losung g : U —

GL (K") der Differentialgleichung dg + wg = 0 existiert. Dabei ist g bis auf die
Multiplikation mit einer konstanten Matrix eindeutig.

—[4,A5]=0 Vi,je{l,...,n},

BEWEIS
Wir zeigen zunéchst die Eindeutigkeit: Sind g, g beides Losungen dieser Gleichung, so
gilt dg = —wg und dg = —wg. Somit folgt

d(g7'g) = d(g7')g+9 ' dg =g "(dg)g 'g — g 'wg

=g 'lwgg 'g-g lwg=9g 'wg-g lwg=0.
—
=id
Damit gilt g = g - B fiir ein B € gl (K") — genauer B € GL (K"), da g,g € GL (K").

w<=*: Sei fiir U C U ein solches g mit dg = —wg gegeben. Insbesondere gilt

dg 0
= ) = —A;
ox* dg <8xz ) g

also
o9 _ 0, _ A 0 - 04
oriow 0w 9T oY 0039 T " o
Und mit dem Satz von Schwarz folgt
0A; 0A;
——— 4+ AA)g=—-—=L+ A4, 9.
( a7 © ])g ( gz T )g

Da nach Voraussetzung g € GL (K") gilt, folgt die Aussage.

g+ A@A]g
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»=": Es gilt genau dann dg + wg = 0, falls

og o\ 0 B 4
oxt dg(@ﬁ) N <8xz)g —Aig-

Offensichtlich ist es gleichwertig einen Schnitt v = (id, g) € T'(U x gl (K")) mit

0
dxt|,

ov|
ozt p_

— Ai(g(p))

zu finden. Dafiir verwenden wir die bereits gezeigten Ergebnisse zu simultanen
Flissen aus Kapitel III, ,Differentialgleichungen® bzw. aus Abschnitt I11.2, ,Satz
von Frobenius“:

Wir definieren also N := U x gl (K") und betrachten die Abbildungen
Yi: N— R" x gl(KT) : (pv B) = (61', _AlB)a

welche punktweise linear unabhéngig sind. Indem wir fir P = (p, B) € N beach-
ten, dass T, )N = R" x gl (K") gilt, interpretieren wir diese Abbildungen fiir
f € C®(N) als die Vektorfelder

Yip o f = (D) f|(e0.~AiB)), = 2orif — /oy [PIf) A B,

=(DEf|AiB ) ger

interpretieren, wobei wir bF, dabei als die euklidsche Basis von gl (K") = K"

wihlen, d.h.' B = (Bk),., = BE, agk . Insbesondere gilt fiir die Matrixmul-

tiplikiation 4;B = A;* mB[" 8?‘“ Um nun wie gewiinscht eine simultane Losung

~:U — N der leferentlalglelchungen =/ 22t = Y; o fiir alle 7 zu erhalten,
geniigt es nach dem Satz von Frobenius, Theorem I11.2.14 bzw. Korollar I11.2.11
nachzuweisen, dass [Y;,Y;] = 0.

Wir berechnen also fir f € C>°(N) und P = (p,B) € N

Yjp.(yl-.f)zyjp.<§f (D¥ f| A >>

0% f s,
- dxldat |, - O <Dg1f ‘A >
=1 =11
— (DRt ), - (DR (DA |A0)|4,8),
I v;

10 Also bezeichnet BE, den Eintrag in der m-ten Zeile und k-ten Spalte.
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Wir beachten nun, dass mit dem Satz von Schwarz und der Produktregel

(35, %)2)
oz7 |,

=1,

i 0
= (Df g, + <D%f

::II;-’a

sowie

Vi = ((DEDEf|A;B)

4;B), + (DB | DBAi()),

::IV;’b

gl Aj B >g1

::IV;-’a

gilt. Beachten wir nun, dass I} — I = 0, IT} , + III; — II/ , — 1T = 0 und 1V}, —

IVia = 0, da diese Terme symmetrisch in ¢ und j sind, so erhalten wir
[V VP = Yipe (Yo ) = Yip s (V; 0 f) = I, — 1L, + IV}, — IV,

Durch kurze Rechnung!! erhalten wir IVg”b — IV;‘-’b = <D% f ’[Ai, Al (Kr)>g1 und
damit folgt die Aussage aus der Voraussetzung. ///

Nun gehen wir von der lokalen Theorie zur globalen Theorie iiber. Zunéachst be-
trachten wir den Spezialfall eines flachen Vektorbiindels iiber einer kompakten Ebene.

V.3.17 Lemma (Flache Biindel iiber kompakten Ebenen trivialisieren)
Ist E" — [0;1] x [0;1] ein K-Vektorbiindel mit Zusammenhang V, so gilt genau dann
VR =0, falls E trivial ist, d. h. falls (E, V) 2 ([0; 1] x [0;1] x K", d).

BEWEIS
Da die Riickrichtung per Definition gilt, beweisen wir nur die Hinrichtung. Nach dem
lokalen Holonomietheorem, Satz V.3.15 existieren lokal parallele Schnitte, also wir K :=
[0; 1] x [0;1] mit offenen Ballen U; tiberdecken so, dass jeweils ein paralleler Rahmen
¥’ € T(E|y,) existiert. Aquivalent zum Beweis von Satz V.2.7 konstruieren wir einen
parallelen Rahmen auf ganz K, womit die Aussage gezeigt ist.

Ubergangsfunktionen der parallelen Rahmen: Gilt U; N U; # 0, so existiert ein p €

U; N U; und die Ubergangsfunktion gij » UinU; — ¢l(K") mit ¥; = ¥;g,..
Insbesondere gilt auf U; N Uj

0=V¥, = v(q:igij) = Vg, + ¥;dg;; = ¥;dg;;

also dg;; = 0. Somit ist g;; auf Zusammenhangskomponenten konstant. Da der
Schnitt von Béllen zusammenhéngend ist, ist damit g;; = g?j konstant auf U;NU;.

Man schreibt es in der Basis aus, berechnet die partiellen Ableitungen und multipliziert aus.
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Als Korollar formuliert [

Kapitel V. Kovariante Ableitung, Paralleltransport und Kriimmung

Trivialisierung iiber Streifen: Sei s € [0;1] beliebig. Da die Bélle ganz [0;1] x [0;1]

iiberdecken und offen sind, kénnen wir fiir jeden Zeitpunkt ¢ € [0; 1] einen Index
i und einen Radius § > 0 mit Bs(s,t) N [0;1] x [0;1] € U; wahlen. Da {s} x
[0; 1] kompakt ist, iiberdecken endlich viele Bs, (s,t;) bereits {s} x [0;1]. Durch
Sortierung und eventuelles Weglassen einiger dieser Bélle kénnen wir annehmen,
dass t; < t;4+1 und dass sich nur aufeinander folgende Bélle schneiden'?, also

ng(s,tk)ﬁBgl(s,tl)#@ <~ ’k—l‘ < 2.

Es bezeichne ij, den Index mit Bs, (s,t;) N [0;1] x [0;1] C U;,. Nach dem voran-
gehenden Schritt ist die Ubergangsfunktion Giry1,ip der Schnitte ¥, und ¥;,
konstant. Daher kénnen wir auf U® = J,, B;, (s,t;) den Schnitt ¥* € I'(U*)" fiir
p € h(Bs,(s,tx)) mittels W*(p) == Wi(p) iy iy - - - Jin,in definieren und erkennen,
dass dies ein paralleler Rahmen ist, da die g; € GL (K") invertierbar und ¥y
parallele Schnitte sind. Da {s} x [0; 1] kompakt ist, konnen wir nach eventueller
Verkleinerung annehmen, dass U® = (s — 4; 5 + €5) X [0;1].

Gesamte Trivilisierung: Da auch [0;1] x [0; 1] kompakt ist und die U® offen sind und

offensichtlich [0; 1] x [0; 1] iiberdecken, kénnen wir wieder endlich viele U =: U*
wéhlen, welche ebenfalls [0; 1] x [0; 1] {iberdecken und wiederum annehmen, dass
sich nur aufeinander folgenden Menge nicht leer schneiden'. Wie oben erhalten
wir damit einen globalen parallelen Rahmen. ///

Als wichtiges Korollar erhalten wir die Homotopieinvarianz der Parallelverschiebung

in flachen Vektorbiindeln.

V.3.18 Korollar (Charakterisierung der Nullkriimmung)

Ist E — M™ ein Vektorbiindel mit Zusammenhang V, so gilt genau dann VR = 0,
falls die Parallelverschiebung auf ganz M homotopieinvariant ist, d.h. fiir zwei
homotope Wege v1, 72 : [0; 1] — M mit gleichen Endpunkten gilt P,le = Pg.

BEWEIS

»<="“: Da jede Mannigfaltigkeit lokal diffeomorph zu U C R™ ist, ist jede Mannigfal-

tigkeit lokal einfach zusammenhéngend. d. h. es existiert um jeden Punkt p € M
eine einfach zusammenhéngende Umgebung U C M von p. Zwei Wege 0,71 :
[0;1] — U mit gleichen Endpunkten sind also homotop, insbesondere ist nach
Voraussetzung die Parallelverschiebung auf beiden identisch.

Damit ist die Parallelverschiebung lokal wegunabhéngig und mit dem lokalen
Holonomietheorem, Satz V.3.15 folgt YR = 0.

108

2Dies konnten wir nicht annehmen, wenn wir statt [0; 1] x [0; 1] bspw. den Torus betrachten wiirden.
3Wieder tritt im Fall des Torus die Problematik wie in ** auf.
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»=": Sind 9,71 : [0;1] — M zwei homotope Wege mit gleichem Endpunkten und
h:[0;1] x [0;1] — M die zugehorige Homotopie, also

h(SaO) = 70(0)7 h(Sa 1) = 70(1)’ h(i7t) = Vi(t) Vs,t € [0; 1]7 1€ {Oa 1}?

so ist nach Voraussetzung h*V flach iiber h*E und nach Lemma V.3.17 exis-
tiert ein globaler parallelen Rahmen in A*FE. Damit existiert ein Rahmen ¥ €
I'(Bild h)". Wir erhalten damit wie im Beweis von Satz V.3.15, Schritt ,,2 = 4%
die Unabhéngigkeit vom Weg, indem wir ¢y € E, ) mittels des gefundenen
parallelen Rahmens W durch ¢y = P& darstellen und beachten, dass

Py, (p0) = Py (2o, 08) = (Po 0000 )6 = 2oy 006

gilt. Da die rechte Seite unabhéngig von ~; ist, ergibt sich die Aussage. ///

Durch das vorangehende Lemma konnen wir nun im flachen Fall die Parallelverschie-
bung nicht nur auf Wegen, sondern auch auf der ersten Fundamentalgruppe definieren.

V.3.19 Definition (Holonomie-Reprisentation & Holonomiegruppe)

Ist £ — M ein Vektorbiindel mit einem flachen Zusammenhang V, d. h. RY = 0, so e Definition deft
olonomiegruppe is
heifit fiir einen Punkt pg > M die Abbildung L s
1rrerentialgeometrie

I1

0" : mo(M, po) = GL(Ey,) = GL(K") : [7] = PY

die Holonomie-Reprdsentation der ersten Fundamentalgruppe mo(M, pg) in po. IThr Bild
oY (mo(M, pg)) € GL (Ep) heiit Holonomiegruppe Hol (V,pg) von V im Punkt py € M.

V.3.20 Lemma (Transformation der Holonomiegruppe)

Sind ¥ — M ein Vektorbiindel mit einem Zusammenhang V und qg,p9 € M zwei Diﬂ_eremﬁgeomeme
Punkte der zugrunde liegenden Mannigfaltigkeit, so ist die Holonomiegruppe Hol (V, qo) I

eine Untergruppe von GL (Eg,) und es gilt fiir alle stiickweise glatten Wege ~ : [0; 1] —
M von 7(0) = go nach (1) = po

Hol(V,po) = P o Hol(V, qo) o PY,,
d.h. Hol (V, gp) und Hol (V, pp) sind zueinander konjugiert.

BEWEIS
Die Transformationsformel ist offensichtlich. Sind 1, v2 € Ay, (M), so gilt

eV () ooV ([r2]) = By o Py, = Py, = ¢ ([n1 % 72]) € Hol(V, o),

also ist dies eine Untergruppe von GL (K"). ///
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Aus
Differentialgeometrie
11

Im
Differentialgeometrie I
Skript gibt es eine
Bemerkung, die ein
Hinweis auf die
Riemann-Hilbert
Korrespondenz ist. Im
Differentialgeometrie
II Skript steht das
Theorem der
Riemann-Hilbert
Korrespondenz. Der
Beweis ist jedoch in
beiden nicht
ausformuliert, so dass
ich mich dagegen
entschlossen habe,
diese hier
aufzunehmen.

V.3.21 Bemerkung (Holonomie-Reprasentation unter Isomorphie)

Ist T : 4 — FE5 ein Isomorphismus zweier Vektorbiindel F4 — M und Es — M mit
zwei unter T vertriglichen Zusammenhingen Vi und Vo = T o Vi o T, so gilt fiir
alle [y] € mo(M, po) bereits oV = Tp, 0 V' o T, L.

Nun verfiigen wir iiber ausreichend Werkzeug um ein echtes globales Resultat zu zei-
gen, indem wir die Trivialisierung von flachen Vektorbiindel iiber kompakten Ebenen,
Lemma V.3.17 auf beispielsweise S§" — fiir n > 2 — zu verallgemeinern:

V.3.22 Theorem (Trivialisierung von flachen Vektorbiindeln)
Ist E" — M ein Vektorbiindel mit einem flachen Zusammenhang V {iber einer
einfach zusammenhédngenden Mannigfaltigkeit M, so ist E trivial, d.h. F =2 M xK".

BEWEIS
Es sei pp € M ein beliebiger Punkt der Mannigfaltigkeit und ¥° € T'(E,,)" ein be-
liebiger Rahmen in E, . Fir jeden Punkt p € M der Mannigfaltigkeit definieren wir
W(p) = P,YV\IJO, wobei v : [0; 1] — M ein beliebiger Weg von py = v(0) nach p = ~(1)
ist. Wir miissen lediglich noch nachweisen, dass dies wohldefiniert ist.

Sind dafiir 7,7 : [0;1] — M zwei Wege von pg = 7(0) = 7(0) nach p = v(1) = 7(1),
so ist v+ ( —7) ein geschlossener Weg, also v ( —7) € A,,. Nach Voraussetzung ist
dieser Weg damit homotop zu consty, : [0;1] — M : t — py. Mit Korollar V.3.18 und
den Eigenschaften der Parallelverschiebung, Lemma V.2.9 folgt

. -1
idE,, = Pansty, = X(_;) =Py oPY ",
also P,Yv = va . Insbesondere gilt P; Uy = Py W¥,. Damit ist ¥ wohldefiniert. ///
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Vorwort zum zweiten Teil

Dieser zweite Teil basiert auf dem unkorrigierten N TEX Live-Mitschrieb von CHRISTO-
PHER R. NERZ der Differentialgeometrie II Vorlesung von PROF. DR. FRANZ PEDIT
im Wintersemester 2009/2010 an der Eberhard-Karls-Universitéit Tiibingen.

Die Mitschriebe wurden dabei von CHRISTOPHER R. NERZ erweitert, umsortiert
sowie stiickweise umformuliert und bebildert — einige der Anderungen sind hervorge-
hoben. Der Inhalt aus Teil I, , Differentialgeometrie I wird vorausgesetzt.

e Das erste Kapitel ,,Zusammenhénge auf Vektorbiindeln“ wurde in Teil I, ,Dif-
ferentialgeometrie 1“, Kapitel 1V, | Vektorbiindel* und Kapitel V, ,Kovariante
Ableitung, Paralleltransport und Kriimmung® verarbeitet. Genauer

ist der erste Abschnitt ,,Wiederholung” im Abschnitt IV.1, , Vektorbiindel“
enthalten.

ist der zweite Abschnitt ,Das Problem® ebenso wie der dritte ,,Notige Defi-
nitionen und Satze“ in Abschnitt V.1, ,Kovariante Ableitungen & Zusam-
menhénge® enthalten.

sind der erste Teil des vierten Abschnitts ,Lokale Beschreibung“ und der
erste Teil des sechsten Abschnitts ,,Zuriickgeholtes Vektorbiindel* in Ab-
schnitt IV.4, ,Vektorbiindel mit Kozykeln* enthalten.

sind der zweite Teil des vierten Abschnitts , Lokale Beschreibung®, der ganze
fiinfte Abschnitt ,,Zusammenhénge durch lokale Daten“ und der zweite Teil
des sechsten Abschnitts ,,Zuriickgeholtes Vektorbiindel* in Abschnitt V.1,
,2Kovariante Ableitungen & Zusammenhénge®“ enthalten.

e Das zweite Kapitel ,,Parallele Schnitte, Holonomie und Kriimmung* wurde in Teil
I, ,Differentialgeometrie 1¢, Abschnitt V.1, ,Kovariante Ableitungen & Zusam-
menhénge* verarbeitet. Genauer

ist der erste Abschnitt , Parallel“ in Abschnitt V.2, ,Paralleltransport“ ent-
halten.

sind der zweite Abschnitt ,,Kriimmung* und dritte Abschnitt ,,Schleifen und
Holonomie* in Abschnitt V.3, ,,Kriimmung und Holonomie“ enthalten.

e Das dritte Kapitel , Einige Anwendungen in der Riemannschen Geometrie“ wur-
de in Kapitel IX, ,,Riemannsche Mannigfaltigkeiten“ ausgearbeitet. Dabei wurden
ein paar Beweise ausgefithrt und einige Umsortierungen vorgenommen. Deswei-
teren wurden grofle Teile umformuliert.
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— Der erste Abschnitte ,Riemannsche Vektorbiindel* wurde zusammen mit

Teilen des zweiten Abschnitts ,,Riemannsche Mannigfaltigkeiten“ zum neuen
Abschnitt IX.1, ,Riemannsche Vektorbiindel“.

— Der Rest des zweiten Abschnitts wurde zusammen mit dem dritten Ab-

schnitt ,Der Levi-Cevita Zusammenhang* und vierten Abschnitt ,Kriim-
mungsgroffen” zum Abschnitt 1X.2, | Riemannsche Mannigfaltigkeiten & -
Kriimmung*.

— Der letzte Abschnitt ,,Geodétische* wurde neu formuliert in den gleichna-

migen Abschnitt IX.3, ,,Geodétische* ibernommen.

e Das vierte Kapitel ,,AuBere Ableitung und Differentialformen® wurde zerlegt und
entsprechend der darin enthaltenden Thematiken auf die passenden Kapitel auf-
geteilt. Es wurde

— der erste Abschnitt ,Lineare Algebra Wiederholung — abstrakte Begriffe“ in

den Abschnitt A.2 verschoben.

— der zweite Abschnitt ,,Biindelfizierung von Kapitel 4.1“ in Abschnitt IV.2

im Kapitel IV im Teil I eingebaut.

der dritte Abschnitt ,,AuBere Ableitung® auf Abschnitt VI.1, ,,Auflere Ab-
leitung* und Abschnitt VI.2, ,Vektorbiindelwertige duflere Ableitung” im
Kapitel VI, ,AuBere Ableitung® aufgeteilt.

der vierte Abschnitt ,Anwendungen der dufleren Ableitung Vektorbiindel-
wertiger k-Formen“ entsprechend der Thematik in die Abschnitte V1.3, , An-
wendungen der dufleren Ableitung® und V1.4, . Die Lie-Algebra einer Lie-
Gruppe® im Kapitel VI, ,AuBere Ableitung® zerteilt. Dabei wurde Abschnitt
V1.4, ,Die Lie-Algebra einer Lie-Gruppe* um alle Grundlagen iiber ,Lie-
Algebren® erweitert, die im Mitschrieb der Differentialgeometrie I Vorlesung
des Sommersemesters 2009 von FLORIAN BECK zu finden waren.

der fiinfte Abschnitt ,Fundamentalsatz der Untermannigfaltigkeitstheorie®
im Abschnitt IX.4 in das Kapitel IX, ,Riemannsche Mannigfaltigkeiten
ein- und die Beweise etwas ausgearbeitet. Weiter wurden die Aussagen iiber
zweite Fundamentalform, Weingartenoperator von Untermannigfaltigkeiten
des R™ auf solche beliebiger Riemannscher Manigfaltigkeit verallgemeinert.

e Das fiinfte Kapitel ,Integration auf Mannigfaltigkeiten“ wurde in Kapitel VII,
LIntegration“ ausgearbeitet. Dabei wurde lediglich innerhalb der einzelnen Ab-
schnitte eine leichte Umsortierung, Korrektur etc. vorgenommen.

Die ersten drei Abschnitte ,,Homotopieinvarianz®, ,Die Mayer-Victoris-Sequenz*
und ,,Abbildungsgrad®“ des sechsten Kapitels ,, Kohomologieberechnung“ wurden
im Kapitel VIII, ,Cohomologie“ in Abschnitt VIII.1, ,Homotopieinvarianz“, Ab-
schnitt VIIL.2, , Mayer-Vietoris-Sequenz“ und Abschnitt VIIL.3, ,,Abbildungs-
grad® eingearbeitet.
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Vorwort zum zweiten Teil

Der vierte und letzte Abschnitt ,,Hodge-Theorie* des sechsten Kapitels ,, Koho-
mologieberechnung® wurde in den Abschnitt X.1, ,Der Hodge-x-Operator” im
Kapitel X, ,,Hodge Theorie und Differentialoperatoren®“ verschoben. Dabei wur-
den ein paar Grundlagen in den Anhang ausgelagert.

e Das siebte Kapitel ,,Differentialoperatoren“ wurde ebenfalls in Kapitel X, ,,Hod-
ge Theorie und Differentialoperatoren eingebaut. Dabei wurden die Grundlagen
in den Appendix Abschnitt B.3, , Differentialgleichungen® verschoben und daher
wurden das gesamte Kapitel, d.h. die drei Abschnitte ,Der Laplace Operator®,
,Lineare Differential Operatoren auf Mannigfaltigkeiten* und ,,Lineare elliptische
Operatoren“ zu dem Abschnitt X.2, ,Lineare Differential Operatoren“ zusam-
mengefiigt. Nur das , Theorem von de Rham und Hodge“ sowie die ,Poincaré
Dualitat® wurden dabei in den eigenen Abschnitt X.3, ,Poincaré-Dualitdt® aus-
gelagert.

Wie die original Mitschriebe erhebt auch dieses Scriptum definitiv keinen Anspruch
auf Richtigkeit, Vollsténdigkeit oder sonst irgendetwas. Es ist nicht durch PROF. PEDIT
autorisiert.

Bei Fragen, Wiinschen oder Verbesserungsvorschlégen freue ich mich tiber jede E-Mail
an studium@phoenixes.de.

Vielen Dank!
CHRISTOPHER R. NERZ
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Kapitel VI.
AuBere Ableitung

VI.1. AuBere Ableitung

VI.1.1 Motivation (Fiir die dulere Ableitung)

Ist f € Q°(M) eine 0-Form auf einer Mannigfaltigkeit M, so ist f : M — K eine glatte
Funktion. Insbesondere ist df : TM — K linear und glatt, also gilt df € Q'(M). In
dieser Interpretation ist die Ableitung einer 0-Form eine 1-Form.

VI.1.2 Satz und Definition (AuBere Ableitung)
Ist M eine glatte Mannigfaltigkeit, so gibt es genau eine K-lineare Abbildung

d: Q% (M) — Q*(M)

mit

—_

. d erhoht den Grad um eins, d.h. d(QF) C QF+1

2. dod=d*=0

3. d erfiillt die Leibnizregel: d(w An) = dw An+ (—1)98«w A dy
4. d|qo ist die gewohnliche Ableitung von Funktionen.

Diese Abbildung d heifit dufiere Ableitung (oder Cartan Ableitung) und ist eine
lokale Abbildung, d.h.

wly =nlv = (dn)|v = (dw)|v Vn,we Q% (M).

BEWEIS
Lokalitat: Mit der geforderten Linearitit gilt die Lokalitdt genau dann, wenn w|y = 0

bereits dw|yy = 0 impliziert. Sei also w € QF(M) eine beliebige k-Form fiir die eine
offene Menge U C M mit w|y = 0 existiert. Nun wéihlen wir fiir einen beliebigen
Punkt pg € U eine glatte Funktion ¢ : M — Ry mit p(pg) = 0 und @[y = 1.
Insbesondere ist w = ¢w und daher gilt dwy, = dg,, Aw + @(pg) dwy, = 0.
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Kapitel VI. Aufiere Ableitung

Eindeutigkeit: Da d nach dem ersten Schritt eine lokale Abbildung ist, geniigt es die
lokale Eindeutigkeit zu zeigen und damit geniigt es eine lokale Formel fiir d her-
zuleiten: Sei w € QF beliebig, also gilt lokal fiir eine Karte (U, z) von M immer
wly = wr dz!, wobei wir iiber alle k-dimensionalen Multiindizes I summieren.
Aufgrund der Forderungen 3 und 2 gilt!

dwly = d(wly) = dfs Ada’ + frd(da® A Ada™) =dfs Ada!. (VL)

nach Forderung =0
Also ist d, falls es existiert, von dieser Form. Insbesondere ist dies mit 4 eindeutig,.

Existenz: Fir die Existenz betrachten wir (VI.1) und zeigen, dass wenn wir d lokal so
definieren, dieses die geforderten Eigenschaften hat und wohldefiniert ist. Dass
diese Definition von d wohldefiniert ist, also nicht von der Kartenwahl abhéngt,
wird implizit im Beweis der Cartan Formel, Lemma VI.1.6 bewiesen und daher
hier nicht explizit nachgerechnet.

Dass das so definierte d linear ist, den Grad um eins erhéht und auf 0-Formen,
d. h. Funktionen, der gewohnlichen Ableitung entspricht, ist per Definition klar.
Fiir d? = 0 betrachten wir fiir w € Q¥(M) und die lokale Darstellung w = frda!

Ofr
_ I\ _ 4 9J1  k I
d(dw) = d(dfy Ada') —d<a$kdx A da )
. af1 k r, Ofr g I
= <d<8xk> Ndz ) ANdz' + aacldx A (d1) Adx
—_9%f g4l ~
" ozkoal r
2
= (aikglxldxl/\dxk> Adz! =0

schief symmetrisch

Fiir die Leibnizregel betrachten wir wiederum lokal w = frdz! und n = g;dz”’
und erhalten per Definition des Wedge-Produktes? w A n = frg;da! A dz”, also
gilt mit der Produktregel beim Ableiten von Funktionen fir |I| = degw
dlwAn) = d(f[gj dz! A dx‘]) =d(frgs) Ada! A dz?
=gy dff Ada! Adz? + £ dgy A dat Ada?
- d(ffdxf) A (ngxf) +(—1)‘”(f1dx1) A (ng/\dacJ)
= dwAn+wAdn, ///

! Auch dies fassen wir als Produkt auf iiber welches summiert wird.
2 Achtung: I und J summieren nicht notwendig iiber gleiche Indeces. Ersatzweise kann diese Rechnung
nur fir ein f und ein g durchgefiihrt werden und die allgemeine Aussage folgt durch die Linearitét.
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VIL1. AuBere Ableitung

VI.1.3 Bemerkung

Wir folgern, dass (Q°(M),d) ein Komplez ist, d.h. fiir dj, = d|qe gilt Q° doy gt A,

dim— .
S QM mit dgr1 o dg = 0. Gewohnlicherweise werden dg,dq,... wie oben in der

Definition mit d bezeichnet.

dy

VI.1.4 Definition (Geschlossene und exakte k-Formen)
Eine k-Form w € QF(M) auf einer Mannigfaltigkeit M heifit geschlossen, falls dw = 0.
Sie heifit exakt, falls w = dn fiir ein n € QF~1(M).

Da d? = 0 gilt, sind exakte Formen insbesondere geschlossen.

VI.1.5 Schreibweise

Sind z1,...,x, beliebige Objekte, so schreiben wir (z1,...,Zk,...,x,) fir das n — 1-
Tupel (z1,...,Tk—1,ZTk+1,---,%n). Des Weiteren schreiben wir fiir eine Karte (U, x)
und einen Multiindex I = (iy,...,4) kurz da’ fiir dz™ A --- A da®®.

VI.1.6 Lemma (Cartan Formel fiir die duflere Ableitung)
Ist w € QF(M,K) eine k-Form auf einer Mannigfaltigkeit M mit einem torsions-

freien Zusammenhang V auf TM und sind Xo,..., X € X(M) Vektorfelder, so
gilt3

dw(Xo, ..., X}) = Z(—l)ix- (XOX'Xk)

+Z D™0([X5 X, Xo, - Kivo o, K, X

1<J

Ek: (Vxw) (X0, Xi o Xe).
1=0

Hierbei ist V der von V induzierte Zusammenhang auf Alt* (TM, K).

BEWEIS
Wir zeigen dies, indem wir zeigen, dass die mittels der ersten Gleichung definierte
Abbildung d die Voraussetzungen an die d&uflere Ableitung erfiillt und somit gleich der
duBeren Ableitung ist, da diese nach Satz VI.1.2 eindeutig ist. Daher bezeichne d fiir
den Rest des Beweises die so definierte Abbildung.

Wohldefiniertheit: Wir miissen also zeigen, dass d : QF(M) — QFF1(M) wohldefiniert
ist, also punktweise fiir Tangentialvektoren & € T,M statt fiir Vektorfelder de-
finiert werden kann. Dies folgt jedoch aus der zweiten Gleichheit, also geniigt es
dafiir diese zu zeigen.

3Wir bemerken, dass diese Summen nicht weggelassen werden kénnen, da in der Einstein-Notation
nicht iiber Potenzen * summiert wird.
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Dieser erste Teil des
Beweises war eine
Ubungsaufgabe.

Zweite Gleichung: Seien w € QF(U) und X; € X(U) beliebig. Wir erhalten per Defini-
tion und da w alternierend ist
k

S (1) (Vxw) (Xo, X ,Xk)

=0

= i(—l)Z(XZ Ow(Xo,...,Xi,. . ,Xk))

=0
k

- Z(_l)z Z( )JW<VX XO» 7X]7 7Xla an)
=0 7<t

- Z(_l)z Z(_ ) IW(VX X07 7X ) aXﬁ an>
=0 7>1

k

_ Z(_n’(x.w(Xo,...,f(i,...,Xk))

=0

+ Z(—1)i+jw(inXj — VX X0y Xy, Xy ,Xk).
i<j

Also ergibt die Torsionsfreiheit die behauptete zweite Gleichheit.

Erste Gleichung: Die Linearitéit ist klar, ebenso wie die Erhohung des Grades. Es ver-
bleibt zu zeigen, dass die Cartan-Formel lokal Gleichung (VI.1) impliziert, welches
die restlichen Eigenschaften erfiillt. Dass eine Lokalisierung der Cartan-Formel
moglich ist, ist offensichtlich, da diese durch Ableitungen definiert ist.

Wir betrachten eine Karte (U, z), w = fydz’, wobei J = (ji,..., jx) und erinnern
daran, dass [9/9z,9/027] = 0. Setzen wir dies nun in die Formel ein, so erhalten
wir fiir ig < -+ < iy,

0

_ 1) 9 J1 Jk 9 /é\ 9
(-1) pyT frda?* Ao Adx Bgi B B

( )lafJ (J15--27K) )
— oz (Zo, zl,...,ik)

Andererseits liefert (VI.1)

Il
- 105
o

~
o

dw =df; Ada? = ‘;f*]d Adz?
also wieder fiir ig < --- < 1y
o & Of7 d B} u , Of
d T - e e e 7 3 .. P == _]. T e
w(@xzo’ 73:%) 218 <8m10’ ’8m1k> ;( )8x“
Hi(ﬂjl ~~~~~ i)
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V1.2. Vektorbiindelwertige duflere Ableitung

Somit sind diese Gleichungen lokal identisch. Alle weiteren Félle ergeben sich
durch diesen, da w anti-symmetrisch und linear ist. ///

VI.1.7 Beispiel (fiir die Anwendung der Formel)
Sei w € QY(M) und X,Y € X(M), dann ist

dw(X,Y) =X wlY)-Y wX)-w(X,Y]) = (Vxw)Y — (Vyw)X.

VI.1.8 Lemma (Pull-Back der dufleren Ableitung)
Ist f: M — N eine glatte Abbildung zwischen zwei Mannigfaltigkeiten M und N, so
kommutiert der Pull-Back f* mit den &ufleren Ableitung, d. h. es gilt dpso f* = f*ody,
d. h.

d(ffw) = f*(dw)  Yw € QF(N).

BEWEIS
Es geniigt wiederum die lokale Betrachtung, also sei w = hydz!. Es folgt mit der
Kettenregel

ffw=hrof- ((dxilodf)A..-A(dxikodf)) =hyofd(zof)

und somit gilt
d(f*w) =d(hro f) Ad(z o f) .

Nun folgt die Aussage, da wiederum unter Anwendung der Kettenregel gilt

fdw = f*(dhy Ada') = (dhyodf) A (2! o df) = d(hso f) Ad(zo f)'. 1)/

VI.2. Vektorbiindelwertige auBBere Ableitung

Wir verallgemeinern dies nun weitern, indem wir nicht nur den Zielraum R, sondern
ein beliebiges Vektorbiindel betrachten.

VI.2.1 Satz und Definition (AuBere Ableitung)
Ist E — M ein Vektorbiindel mit einem Zusammenhang V iiber einer glatten
Mannigfaltigkeit M, so gibt es genau eine K-lineare Abbildung

I :Q*(M;E) — Q*(M; E)
mit

1. 4d erhoht den Grad um eins, d.h. 4d(QF(M; E)) C QF1(M; E);
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Kapitel VI. Aufiere Ableitung

2. ddodd = (4d)? = VR A-, wobei hier A das Wedge-Produkt iiber der natiirlichen
Paarung von End £ x E — E ist, d.h. dd(%dw) = YR A w;

3. 4d erfiillt die Bianchi Identitit: VR = 0 bzw. (4d)® = 0;
4. 4d erfillt die Leibnizregel tiber Q*(M) x Q°*(M; E), d.h.
(o Aw) = da Aw + (—1)%E % A ddw;
5. d|go ist der Zusammenhang V von Schnitten I'(E) = Q°(E).
Diese Abbildung 4d heifit duflere Ableitung und ist eine lokale Abbildung, d.h.
wlo =1y = @)y = Fdw)ly  Vn,w € Q*(M; E).

Auflerdem erfiillt 4d die verallgemeinerte Cartan-Formel, d.h. fir eine k-Form w €
QF(M; E) und Vektorfelder Xo, ..., Xy € X(M) gilt

@dw)(Xo, . .., Xp) = i(—w’vxi (w(Xo, -, Xi, Xx)) (V1.2)
=0
+ Z(—l)”ﬂ‘w([xi,xj], Xoy. o Xy X Xk)
= i(—l)i(?xiw) (X0, Koy, Xi), (VL3)
=0

wobei V der Zusammenhang auf QF (E) ist, der von dem Zusammenhang V auf £
und einem torsionsfreien Zusammenhang VM auf dem Tangentialbiindel TM von
M induziert wird.

BEWEIS
Der groflere Teil des Beweis verlduft wie bei Satz und Definition VI.1.2 bzw. Lemma
VI.1.6, entsprechend wird dies nicht wiederholt. wiederum definieren wir 4d durch die
(verallgemeinerte) Cartan-Formel und rechnen dies lokal fiir w = ¢;dz! € Q*(U, E) und
Y € I'(U, E) in einer Karte (U, z) von M nach und erhalten wiederum die Produktregel

fwly = d(wly) = Vir Ada. (VL4)
Interessant ist noch der Beweis von ,,2, fiir den wir beachten, dass

5(%dw) = 4d (dypr) Ada! + Sy A e = 4(Vipr A da’)
=V, =0

2 Vg Adal = VR A (wdxf) = VR Aw,

124 DIFFERENTIALGEOMETRIE II



V1.2. Vektorbiindelwertige duflere Ableitung

wobei wir ausgenutzt haben, dass mit der verallgemeinerten Cartan-Formel, Gleichung
(VI.2) fur zwei Vektorfelder X,Y € X(M)

(4A(V))(X,Y) = Vx(Vye) = Vy(Vx¥) = Vixyh = YR(X, V)
gilt. ///

VI1.2.2 Bemerkung
Satz und Definition VI.1.2 zusammen mit der Cartan Formel, Lemma VI.1.6 ist ein
Spezialfall von diesem Satz und Definition VI.2.1 fiir £ = M x K und den trivialen
Zusammenhang V = d.

Im Allgemeinen ist (4d)? # 0, auBer der Zusammenhang ist flach, dann ist aber
EZMxK' mit Vd.

VI.2.3 Satz (Ultimate Produktregel)
Fiir eine parallele Paarung b € Bil (Fy, E9; F') von Vektorbiindeln Ej, Eo, F — M
mit Zusammenhingen V!, V? und V iiber einer Mannigfaltigkeit M gilt

AA(b(wn Aws)) = b(Vdwr Aws) + (1) 5 b(wi A Vdws) Ve € Q*(E),

wobei b(w1 A ws) € wiE“1 T8 (P} wie in Definition B.2.8 definiert ist.

BEWEIS
Wir erkennen, dass lokal wie in 3. von Bemerkung B.2.9 per Definition fiir w = t;dz’

und 7 = ¢ ydz’ mit ¢y € T(U; E1) und ¢y € T'(U; E) und eine Karte (U, z) von M
b(wAn) = b(wjdxl A ydz” ) — b(wf, b J) dz! A da?
—_————
eT(U;E)
gilt. Somit folgt mit der Parallelitdt von b und Gleichung (VI.4)

Idb(w A7) = (v (b(zpf, {p}))) Ada! A dz?

(b(V'4r,100) + b(vr, V) ) Ada! A da?

b(V'rda! Addyda) + (~1)%%<b(yda AV, A da)

b(Vidw A ) + (=) <b(w A Tdn). /)

VI.2.4 Bemerkung

Fir By = Ey=FE =M x K, V=V!=V?=d und b Multiplikation in K, ergibt dies
die ein-dimensionale Produktregel. Dagegen ergibt sich fiir Fy = M x K mit V! = d,
E5 = FE und der Skalarmultiplikation b die Produktregel aus VI.2.1, Gleichung (VI.4).
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VI1.3. Anwendungen der duBBeren Ableitung

In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns mit dem Verhalten unter Umeichung, d. h.
wenn wir statt eines Zusammenhangs V auf einem Vektorbiindel £ den Zusammenhang
V + 1 betrachten, wobei n € Q!(E).

VI.3.1 Lemma
Ist E — M ein Vektorbiindel mit Zusammenhang V und n € Q'(End E) eine End E-
wertige 1-Form, so gilt

VHidw = ddw +n A w Vwe Q*(E),

wobei A das A-Produkt iiber der natiirlichen Paarung von End E' und E bezeichnet.

BEWEIS
Da die duflere Ableitung eine lokale Eigenschaft ist und lokal durch die Koordinaten-
vektorfelder paarweise kommutierende, den Tangentialraum aufspannende Vektorfel-
der gegeben sind, geniigt es die Gleichung fiir paarweise kommutierende Vektorfelder
Xo,..., X € X(M) zu zeigen. Fiir diese gilt mit zweifacher Anwendung der Cartan-
Formel VI.2.1, Gleichung (VI1.3)

(Wndw)(xo, LX) = fj(—l)"(v +)y, w(Xg, X ,Xk)
=0
_ Xk:(—l)i(vxiw)(Xo,...,)?i,...,Xk)

(2

=0
+ (—1)i77(Xi)W(X0, o Xy Xk)
= (ﬂdw +n VAN w)(Xo, e 7Xk)7

wobei wir im letzten Schritt nur die Definition des A-Produktes verwendet haben. ///

VI.3.2 Theorem (Kriimmungsinderung bei Zusammenhangsinderung)
Ist E — M ein Vektorbiindel mit einem Zusammenhang V und w € ¥!'(End E)
eine End F-wertige 1-Form, so gilt

VIVR = VR +8dw + w A w.

BEWEIS
Da nach Bedingung 2. aus der Definition der duBleren Ableitung VI.2.1 ¢d)? = VR gilt,
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folgt mit Lemma VI.3.1 und der Produktregel, Satz VI1.2.3 fiir ¢ € T'(E)

Vg — <V+wd)21/] = (A +wA-)o @ +w A)
= (1d)%) + w A (@) + Fd(w A1) + w A (w A1)
= VR + (fdw) A+ (A w)(®) = (VR +8dw +w Aw),

wobei wir mehrfach die Definition des Wedge-Produktes iiber der natiirlichen Paarung
verwendet haben. ///

VI.3.3 Bemerkung (Lokale Darstellung der Kriimmung)
Wiéhlen wir fiir ein Vektorbiindel E' — M eine lokale Trivialisierung ® : E|y — U x K",
so gilt fiir die Zusammenhangs-1-Form 1 € End (E|y) bereits V = ®*d + 1), also

VI1.4. Die Lie-Algebra einer Lie-Gruppe

VI.4.1 Definition (Lie-Algebra)
Dein Paar (V, [+, -]) heiBt K-Lie-Algebra, falls L ein K-Vektorraum und [,-] : LXx L — L
eine bilineare, schiefsymmetrische Abbildung ist, die die Jacobi-Identitdt erfiillt, d. h.

([X,Y],Z] + [[V, 2], X] + [[2,X],Y] =0 VXY, Ze€L.

VI1.4.2 Beispiel (Matrizen Lie-Algebra)
Das klassistische Beispiel fiir eine Lie-Gruppe sind die Matrizen gl (R™), mit der Kom-
mutante

X,)Y]=X-Y-Y-X VXY €gl(R".

VI.4.3 Definition (Links-Invarianz)
Ein Vektorfeld X € X(G) auf einer Lie-Gruppe G heiflt links-invariant, falls es unter
dem Pushforward aller links-Multiplikationen aller Gruppenelemente invariant ist, d. h.

MX=X Vge§G dh DyA\(Xy) =Xy Vg he§

V1.4.4 Bemerkung
Ist X € X(G) ein links-invariantes Vektorfeld auf einer Lie-Gruppe G, so ist dies durch
seinen Wert X, im neutralen Element 15 € G charakterisiert, da nach Voraussetzung

Xy = Xigg = DigA(X1,)  Vg€G.
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V1.4.5 Schreibweise (Link-Invariante Vektorfelder)
Es bezeichnet

g:={X € X(G) | X links-invariant}

die links-invarianten Vektorfelder einer Lie-Gruppe G.

VI1.4.6 Satz
Die Abbildung g — T3 ;G + X — Xy, ist fir die links-invarianten Vektorfelder g
einer Lie-Gruppe G ein R-Isomorphismus.

BEWEIS
Dass dies eine lineare Abbildung ist, ist klar. Ist fiir ein links-invariantes Vektorfeld
X € g das Bild unter dieser Abbildung 0, d.h. Xy, so folgt wie in der Bemerkung
VI.4.4, dass X = 0. Damit ist diese Abbildung injektiv.

Ist £ € T ;G Dbeliebig, so definieren wir

X = (D1,2)(6)

und erkennen X = D.1.((g,h) — gh)(§,0). Also ist X als Ableitung einer glatten
Abbildung glatt, wobei wir verwenden dass die Wirkung (g, h) — gh nach Voraussetzug
glatt ist. Des Weiteren erhalten wir mit der Kettenregel

DpAgXn = DpAgD1;An(€) = D1y (Ag o An)(§) = Xgn,

=Agh

also ist X € g link-invariant. Auflerdem wird X per Konstruktion auf £ abgebildet. Da
§ € T1 ;G beliebig war, folgt die Surjektivitét. ///

V1.4.7 Bemerkung
Wir erkennen fiir den Push-Forward &, : X(M) — X(/NV) eines Diffeomorphismuses
&:M = N, dh

(®.X), = Dg-1()®(Xo1(y) €ETLN  ¥X € X(M), g€ N

dass fur den Kommutator [X,Y] = X oY — Y o X von Vektorfeldern X,Y € X(M)
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und alle Funktionen g € C>°(N) bereits
0, ([X,Y]), 09 = D@—l(p)‘l’([X Y]g-10 )) °og=[X,Y]g-1)®(g0®)

=Xg-1p) @ (Y o(go®)) —Yp-1( e (Xe(g0D))
- X<I’*1(p (D o@q)(y) ) - Y<I>*1(p) d (D<I>*10<I>(I)<X> b g)

= Xo-1(p) ® ((Dq> 1 Y)og) o<I>>

—Yq, l(p) ((Dq) ()@(X)OQ)O(I))
= Xo-1() (DY @ g) 0 @) — Yo-1(,) (P X @ g) 0 @)
=0, Xeo(P,Yog)—P,Ye (0, Xeg)=[D,X,P,Y],0¢g

gilt.

VI1.4.8 Lemma und Definition (Lie-Algebra einer Lie-Gruppe)
Die links-invarianten Vektorfelder g einer Lie-Gruppe G bilden mit dem X(G)-Kom-
mutator eine Lie-Algebra. Daher heifit g die Lie-Algebra der Lie-Gruppe G.

BEWEIS
Sind X, Y € g links-invariante Vektorfelder und g € G ein Element der Lie-Gruppe, so
gilt per Definition A\;*X = X und A\;"Y =Y und mit der Bemerkung VI.4.7 erhalten
wir
)‘g*([Xa Y]) = [)‘Q*X7 AQ*Y] = [Xa Y]
Damit ist die Aussage gezeigt. ///

VI1.4.9 Bemerkung

Mit Lemma VI.4.8 und Satz VI1.4.6 erkennen wir, dass die Lie-Algebra g einer Lie-
Algebra G eine Lie-Algebra der gleichen Dimension dim G wie die Lie-Gruppe — letzteres
als Mannigfaltigkeits-Dimension — ist. Wir kénnen nun mittels Satz VI1.4.6 eine Lie-
Klammer

['7 ] : Tlgg X Tlgg - Tlgg : (faC) = |:D1g)‘(~)(§)aDlg)\(~)(4)}1g

auf T, einfiihren und damit wird die Abbildung g — 71, : X — X ein Lie-Algebren
Isomorphismus und interpretieren daher g oft als Tangentialraum von G in 14.

V1.4.10 Beispiel (Die Lie-Algebra des R™)

Sei die Lie-Gruppe G = (R",+) der euklidsche Raum mit der gewdnlichen Addition.
Insbesondere kénnen wir T,R™ mit R™ identifiziere, vermoge & — d/ds(p + s§). Damit
ist ein Vektorfeld X € X(M) genau dann links-invariant, falls

Xpro = Xoye = (Do), X, = idy X, = X,

Also ist dies genau dann der Fall, wenn X = X konstant ist. Offensichtlich kommu-
tieren jedoch zwei Vektorfelder, falls sie konstant sind, d.h. X, Y € g(R", +) impliziert
[X,Y] =0. Also ist g(R",+) = (R™,0).
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VI1.4.11 Beispiel (Die Lie-Algebra der GL (R"))

Sei die Lie-Gruppe G = (GL (R"),-), die Gruppe der invertierbaren Matrizen. Ins-
besondere ist G = GL(R"™) C gl(R") offen, also auch Ti4, G = gl (R"). Ist also
A € Ty, GL (R™) ein beliebiger Tangentialvektor in id,, und X4 = Didn)\(.)A das zuge-
horige links-invariante Vektorfeld auf GL (R™), so gilt fiir alle Punkte z € G = GL (R")

d
(Xa), = Dig, A= —| xz(id, +sA) = zA.
ds s=0
Also gilt in in Koordinatendarstellung fir (X4), = zA € Tiq, GL (R") = R™"*"

(Xa), = 2A = xfa™

oA
Somit erhalten wir fiir zwei Tangentialvektoren A, B € Tiq GL (R") fiir die durch X(G)
induzierte Lie-Klammer

[A,B] = |zta" zl pmn ]
k TS m
oxt amln -
_ $i akj 9 I pmn 9 —ai‘l pmn 0 .I‘i akj 0
TOURT 9z MY fgln MY PpnTRT g | s
13 =015
_ i kjsl mn 8 I ymngt kj a
= 2507600 ——= — 2. b6 6ppa”! ——
g e dxln " e Ox" x35=0;;
= z7.a"™b — — ! b e ——
k m 833”“‘ m " 8sz Tii=8,
i —0ij
_ i, kmyp g i1k o nj 0
= 110 —x.b"ha —
K " Qi K2 O R
17 =015
0
= 1}, (akmbmj vk, ”J) =
01 [y, =5,
_sif kmyp j 1k _nj 0 _ imp j 3t nj 0
= 0 (a"" b — V00 ) 5 = (b — Va2

—(A-B-B-A).

Also gilt im Sinn einer Lie-Algebren Isomorphie g( GL (R")) = gl (R™) mit der gewdhn-
lichen Matrix Lie-Klammer.

VI.4.12 Beispiel (Die Lie-Algebra der SO (R"))
Sei die Lie-Gruppe G = (SO (R"), -), die Gruppe der speziellen, orthogonalen Matrizen
und A € Tiq, G ein Tangentialvektor an der Identitat. Insbesondere gilt fiir eine Kurve
a: (—ee) = G mit «(0) = id, bereits o’/(0) = A. Per Definition der speziellen
Orthogonalen Gruppe gilt also zu jedem Zeitpunkt —¢ < s < ¢ bereits id,, = a(s)T a(s).
Insbesondere erhalten wir

d

02&

. (a(s)"als)) = @' (0)"(0) + a(0) e/ (0) = AT + 4,

d.h. A ist anti-symmetrisch.
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VI.4.13 Lemma
Ist X € g(G) ein links-invariantes Vektorfeld auf einer Lie-Gruppe G, so gibt es einen
auf R definierten Fluss zu X durch 14. Fiir solche Kurven gilt a(s +t) = a(s) - a(t).

BEWEIS
Ist : (t_;t+) — G eine Losungskurve, die nur auf einem endlichen Interval definiert
ist, mit a(0) = 1g, so definieren wir fiir g := a(t+/2)

Bi(toity) > Gt g-alt) = A(at)).
Wir erkennen, dass auch dies eine Losungskurve von X ist, und mit der Kettenregel
folgt
B(t) = (g ) (8) = A" ('(1) = Ag" (Xa(n) = Xgatr) = Xs(0
und es gilt (0) = ga(0) = g = a(t+/2). Damit ist

5‘3<75;;’tJr)—>G:t»—>{Z((t)t+ o <t <ty

5 ) : sonst

eine Losungskurve von X zum Anfangswert 14, die auf einem grofieren Interval als o
lebt und der ,,Vergroflerungsfaktor” hangt nicht von den Grenzen von « ab. Damit lasst
sich a auf ganz (t_; o) fortsetzen. Aquivalent erhalten wir eine Fortsetzung auf R.

Wir haben dabei implizit erkannt, dass a(t +s) = a(s) - a(t) gilt, indem wir nicht t+/2,
sondern einen anderen Zeitpunkt s € R wahlen. ///

VI.4.14 Definition (Exponential-Abbildung)
Die Exponential-Abbildung exp einer Lie-Gruppe G ist durch

exp:gﬁg:X}—)aX(lg)

definiert, wobei o4 eine Losungskurve des links-invarianten Vektorfelds X € g durch
g =1g ist.

VI.4.15 Lemma (Maurer-Cartan Lemma)

Ist G eine Lie-Gruppe und g die zugehorige Lie-Algebra der links-invarianten Vek-
torfelder und M eine einfach-zusammenhingende Mannigfaltigkeit und gilt* fiir eine
Lie-Algebra-wertige 1-Form w € QY(M;g) auf M

1
dw+§[w/\w]g =0,

“Dabei bezeichnet wie iiblich [- A -], das A-Produkt iiber der Bilinearform des Lie-Produkts [-, -]4, also
WAw]g(X,Y) = [w(X),w)]g— [w),w(X)]s = 2[w(X),w(Y)]s. Wir beachten, dass fiir Matrizen
Lie-Algebren %[w Aw] = w A w gilt, wobei wiederum auf der rechten Seite - A - das Wedge-Produkt
iber dem gew6hnlichen Matrizen-Produkt bezeichnet — oder allgemeiner gilt diese Gleichung, falls
die Lie-Klammer der Kommutator einer Gruppenaktion ist.
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Hier ist irgendwo ein
Fehler drin — Selbst
wenn wir annehmen,

dass dg € Q'(g), d. h.

die Werte von dg
links-invariant sind,
bleibt das Problem,

was gw bedeutet.

so existiert eine Lie-Gruppen-wertige Abbildung g € C*°(M; G), welche die Gleichung
dg = wy lost und diese Losung ist bis auf Linksmultiplikation mit einer Konstanten
h € G eindeutig.

BEWEIS
Dies folgt durch Kartenwahl aus der Hinrichtung der letzten Formulierung des Maurer-
Cartan Lemmas, Theorem V.3.16. ///

VI1.4.16 Bemerkung
Ist dg = gw, dann ist

0=d(dg) =d(gw) =dg Aw + gdw = g(w A w + dw),

somit ist die Bedingung aus dem Lemma notwendig, das Lemma liefert, dass sie auch
hinreichend ist.
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Kapitel VII.
Integration

Im folgenden Kapitel wollen wir nach der Differentiation auch die Integration aus
dem euklidschen Raum auf Mannigfaltigkeiten tibertragen. Dafiir werden wir als erstes
technisches Mittel die Orientierung bendtigen.

VIL.1. Orientierung

VII.1.1 Motivation

Aus dem Grundstudium der Analysis ist bekannt, dass fiir Diffeomorphismen ¢ : R™ —
R™ die Transformationsformel gilt, d. h. fiir eine Funktion f € C.(R™) mit kompakten
Tréager gilt

f)dy= [ fle(x))|dps|da.
R™ Rm

Da dabei die ausgezeichnete Volumenform dx bzw. dy verwendet wird, erkennen wir
sofort, dass man Funktionen nicht koordinatenunabhéngig integrieren kann, da diese
Volumenform Kartenabhéngig wire. Aber die Integranten sehen wie Ausdriicke einer
m-Form in zwei verschiedenen Koordinaten aus, denn fiir jedes w € Q™(R™) und
Koordinaten y auf R™ existiert eine Funktion f so, dass

w= fly)dy" A Ady™

und fiir einen Diffeomorphismus ¢, also einen ,,Kartenwechsel bzw. Koordinatenwech-
sel, und die Koordinaten z mit y = ¢(z) gilt

w= f(p(z)) det(dp,) dz' A--- Adz™.
——
Jakobi-
determinante
Wir erkennen, dass sich die beiden Formeln lediglich durch Vorzeichen der Jakobdeter-
minante unterscheiden. Um eben diesen Unterschied entfernen zu konnen fithren wir

den Begriff der Orientierung — zunéchst auf Vektorrdumen — ein.

VII.1.2 Definition (Vektorraum Orientierung)

Zwei Basen v und w eines endlich dimensionalen Vektorraums V heiflen gleich ori-
entiert, in Symbolen v ~ w, falls ein Isomorphismus A € Gl(V) mit w = vA und
det A > 0 existiert.

133




Kapitel VII. Integration

VII.1.3 Lemma
Fiir einen endlich-dimensionalen Vektorraum ist die ,,Gleichorientierung eine Aquiva-
lenzrelation auf der Menge der Basen B zwei Aquivalenzklassen B/ ~= {+0} induziert.

BEWEIS
Dass dies eine Aquivalenzrelation ist, ist offensichtlich. Wahlen wir Basis v von V, so
gilt fiir die Menge B aller Basen von V'

B = v Gl(dim V, R).

Da die Determinantenabbildung det : Gl (dim V,R) — R\ {0} stetig ist, zerlegt sie die
invertierbaren Matrizen

Gl(dim V,R) = det ! (Rso)Udet "1 (R.g) =: GIT(dim V,R)UG1™ (dim V, R)

in zwei Zusammenhangskomponenten. Setzen wir By = v GI* (dim V,R), so gilt B =
B, UB_. 1/

VII.1.4 Definition (Orientierter Vektorraum)

Ein Paar (V,0,) heifit orientierter Vektorraum und o, dessen Orientierung, falls V' ein
endlich-dimensionaler Vektorraum und o, € B/~ eine Restklasse der Menge aller Basen
modulo der Aquivalenzrelation der Gleichorientierung ist.

VII.1.5 Definition (Orientierungserhaltend und -umkehrend)
Ein linearer Isomorphismus 7" : (V,o0y) — (W, ow) zwischen zwei orientierten Vektor-
rdumen heiflt orientierungserhaltend, falls

Tioy == [T(v)] = ow, wobei [v] = oy

und sonst *orientierungsumkehrend.

VII.1.6 Lemma und Definition (Orientierungsiiberlagerung)
Ist E — M eine R-Vektorbiindel, so ist

Or(F) = U Or(Ep),
peEM

wobei Or (E,) = {+o0g, }, eine C*°-Mannigfaltigkeit und eine 2-fache Uberlagerung von
M, vermége pr : Or(E) — M : fog, — p. Diese heifit Orientierungsiiberlagerung
bezuglich F.

Fiir den Spezialfall des Tangentialbiindels E = T'M heifit diese Uberlagerung Orien-
tierungsiberlagerung von M und wird mit Or (M) = Or (T'M) bezeichnet.

BEWEIS
Ist (U, x) eine Karte von M beziiglich der E|y = U x R" trivialisert, so ist

Or(Ely) = Or(E)|y 2 U x {£op:} = U x {0,1}

und damit eine C*°-Mannigfaltigkeit und eine zweifache Uberlagerung. ///
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VII.1.7 Definition (Orientierbar)
Ein R-Vektorbiindel E — M heifit orientierbar, falls Or (E) — M einen C*°-Schnitt
o : M — Or (F) besitzt.

Eine Mannigfaltigkeite M heif3t orientierbar, falls T'M orientierbar ist.

Anschaulich bedeutet dies, dass man Fasern von E kohérent orientieren kann.

VII.1.8 Beispiel
Wir betrachten das triviale Linienbiindel E = S§! x R {iber §!. Es ist Or (E) = STUS!,
also kénnen wir eine Orientierung wahlen, d.h. E ist orientierbar.

Ein Gegenbeispiel der Orientierbarkeit ist das Mobiusbiindel, Abbildung IV.2 auf
Seite 78, bei dem Or (F) zusammenhéngend ist.

VIIL.1.9 Theorem (Charakterisierung von Orientierbarkeit)
Fiir ein R-Vektorbiindel £ — M sind die Aussagen

1. E ist orientierbar, d.h. es existiert ein glatter Schnitt o : M — Or (E);
2. Or (E) = MUM;

3. Es existiert ein Biindelatlas 4 = {® : E|y = U x R"} deren Uberlagerungs-
funktionen positive Determinante haben, dass heif3t

det(tipo(b;l)>0 VpeUNU, @€ 4;

4. Das Determinantenbiindel A" E* = M x R ist trivialisierbar, d. h. es existiert
ein nirgends verschwindender Schnitt w € T'(A"E™*).

dquivalent.

BEWEIS
»1. <= 2.": Dies ist offensichtlich, da dann die ,Identitdt“ in das erste der disjunkt
vereinigten M glatt und wohldefiniert ist, bzw. weil ein zweiter Schnitt o : M —
Or (M) existiert, der tiberall verschieden von o ist und sowohl o als auch o dann
stetig sind und o(M)Uo(M) = Or (M) erfiillen.

wl. = 3.“: Sei 0 € T'(Or (E)) der nach Voraussetzung existierende Schnitt. Desweite-
ren trivialisiere F iiber einer Uberdeckung {U;} von M und ®; : E|y, — U; x R"
seien die zugehorigen Trivialisierungsabbildungen. Wir konstruieren nun Trivia-
lisierungen mit der gewiinschten Eigenschaft.

Gilt (®;)«0ly;, # o|rr, wobei ogr die natiirliche euklidsche Orientierung ist, so
definieren wir ®; = (®;9, D;1, P53, Piy ..., P;,) und sonst ®; = &;, wobei ®; =
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(®i1, ..., P;p), und erkennen, dass dann fiir alle Indeces i bereits (®;).0ly, = ogn
gilt, insbesondere ist ®; o <I>;1 orientierungserhaltend, also det ®; o <I>;1 > 0.

w3. = 4.“: Es sei {®; : E|y, — U; x R"} der nach Voraussetzung existierende Biinde-

latlas mit orientierungserhaltenden Ubergangsfunktionen und f; : U; — [0; 1] sei
eine nach Partition der Eins, Satz 1.2.8 zu {U;} gehorende Zerlegung der Eins
sowie dzj,...,dz! die von der Trivialisierung ®; auf E*|y;, induzierte kanonische
Dualbasis. Wir definieren nun

w:Zfi-dxil/\--J\dxgGF(ATE*).

Da in U;NU; per Definition jeweils dz} A- - -Adz! = (<I>7lo<1>j)*(da:]1-/\- --Adz}) gilt,

(2
folgt mit der Orientierungserhaltung fiir jeden Punkt p € U;NU; im gemeinsamen

Kartenbereich und jeden Vektor n € £,
(dx}/\---/\dx?) (np) >0 <= (dx}/\---/\d:vg) (mp) > 0.
P P

Und mit da} A ...dz7 # 0, folgt, dass w nirgends verschwindet.

4. = 1.": Es sei w € A"E ein nirgends verschwindender Schnitt des Determinanten-

biindels. Wir definieren die Orientierung o, von E, durch

op ={(Bpys---+Byp,) € Bi, | wp(Bypy,- .., By,) >0},

wobei B, die Menge aller Basen von E, ist. Indem wir Trivialisierungen betrach-
ten und beachten, dass w € A"E glatt ist, erhalten wir, dass dies einen glatten
Schnitt 0 := (p — 0p) € I'(Or (E)) ergibt. ///

VII.1.10 Korollar
Fiir eine Mannigfaltigkeit M sind die folgenden Aussage aquivalent:

1. M ist orientierbar;
2. Or (M) = MUM;

3. Es gibt einen Atlas {(U,x)} von M, deren Kartenwechseldiffeomorphismen
7 o v~ ! positive Jacobideterminante det d(Z o =) > 0 haben;

4. Es gibt eine nirgends verschwindende m-Form w € Q™(M,R) (A™TM* =
M x R). Solche w € Q™(M,R) heilen Volumenform.
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VII.1.11 Lemma
Ist M einfach zusammenhédngend, so ist M orientierbar.

BEWEIS
Ist M nicht orientierbar, also Or (M) zusammenhédngend, und p € M ein Punkt der
Mannigfaltigkeit, so existieren zwei Punkte pg # p1 € Or(TM,) und ein Weg 7 :
[0;1] — Or(T'M) mit ¥(0) = po und (1) = p;. Wére der damit geschlossene Weg
7 := pro~y homotop zu const,, : [0;1] — M : ¢t — p, so wire, wie leicht einzusehen ist, ¥

ebenfalls homotop zu c/o\/nstp1 :[0;1] = Or (M) : t — p1, was jedoch offensichtlich nicht
der Fall ist. I/

VIIL.1.12 Definition (Orientierter Atlanten und Karten)
Ist (M, o) eine orientierte Mannigfaltigkeit, so heifit ein Atlas 4 = {(U, z)} orientiert
beziiglich o, falls

0 0
(axl)?axm> e0|U V(U,IL‘)GJZl

Solche Karten heiflen orientierte Karte.

VII.1.13 Definition (Orientierungserhaltend, -umkehrend)
Ein Diffeomorphismus f : (M,0) — (M,0) zwischen zwei orientierten Mannigfaltig-
keiten, heiflt orientierungserhaltend, falls d f.o = 0 und sonst orientierungsumkehrend.

VIL.2. Integration

VII.2.1 Lemma
Fiir eine Mannigfaltigkeit M™, einen K-Vektorraum V, eine m-Form w € Q7' (M;V)
und zwei Karten (U, z), (V,y) auf M mit suppw CU NV gilt

L e=sf ()

1

wobei das Vorzeichen genau dann negativ ist, falls y o ™" orientierungsumkehrend ist.

BEWEIS
Da A™(M; V) eindimensional ist, existiert mittels Basisdarstellung eine gewisse Abbil-
dung f € C®(M;V) mit w|y = fdz! A--- Adz™ und damit gilt, wenn t1,...,t,, die
euklidsche Basis ist, (z71)*w = (f oz~ 1)dt! A--- A dt™. Es folgt

(Y= (o frow )= o) ()

=
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also folgt mit der Transformationsformel aus dem Grundstudium der Analysis

/m<y_1)*w = /m o (271) w = /m(det dg) (y7") w = i/m(x%)*w’

o (v w=g (foa)att A at™
= (fortop)detdpdt' A--- A dt™

= (f o y_l) det dy dtt A~ AdE™ = det ds@(y_l)*w I/

Damit ist es nun moglich zu definieren, was Integration einer m-Form in einem Kar-
tengebiet einer Mannigfaltigkeit M™ bedeutet, falls M orientiert ist, also die Karten-
iibergangsfunktionen positive Determinante haben.

VII.2.2 Definition (Integration fiir Formen mit Triger in Kartenumgebung)
Ist w € Q' (M, V) eine m-Form mit kompakten Trager auf einer m-dimensionalen, ori-
entierten Manigfaltigkeit (M™, o). Existiert eine orientierte Karte (U, x) mit suppw C

U, so heifit
/ w = / (:U_l)*w
M m

Nun miissen wir diese Konstruktion noch auf die gesamte Mannigfaltigkeit verallge-
meinern. Dabei wollen wir weiterhin fordern, dass die betrachtete m-Form kompakten
Triiger hat, um Probleme mit unbestimmten Wert!, zu umgehen.? Die dabei verwen-
dete Konstruktion ist recht natiirlich, sobald wir die Partition der Eins, Satz 1.2.8 als
gegeben annehmen, da uns diese ermoglich jede m-Form in mehrere m-Formen mit
kompakten Trager zu zerlegen.

das Integral von w in M.

VII.2.3 Lemma und Definition (Integration von Q*(M;V')-Formen)
Ist w € QI (M,V) eine m-Form mit kompakten Triger auf einer m-dimensionalen,
orientierten Mannigfaltigket (M™,0), so heifit

[ Sy g
(M,0) M i=1vM

das Integral von w, wobei {(U;, x;)} beliebige Karten sind, die den Triger von w tber-
decken, d.h. suppw C U, U; und ¢; : U; — [0; 1] eine beliebige Zerlegung der Eins
beziiglich dieser Kartenumgebungen ist.

'Bspw. wenn sowohl der negative, als auch der positive Teil zu unendlich integriert.

?Da diese Funktionen dicht in den Lebesgue-Raumen liegen, ist dies keine wirkliche Einschrankung —
fiir eine genauere Diskussion dariiber empfiehlt sich ein Studium der Mafltheorie bzw. der Theorie
der Lebesgue-Rdume.
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BEWEIS (WOHLDEFINIERTHEIT)
Da suppw C M nach Voraussetzung kompakt ist, geniigen endlich viele Kartenum-
gebungen, um suppw zu iiberdecken. Wir miissen damit nur noch zeigen, dass dies
unabhingig von der Wahl der Uberdeckung und Zerlegung der Einsist.

Seien also {(U;, x;)}7_, und {(U;, Z;)}7, solche Kartenumgebungen und {¢; }?_; bzw.
{7} beliebige Zerlegungen der Eins zu diesen Kartenumgebungen. Es gilt damit

S (z%)w—;;/m

S-S

wobei die Linearitdt des Integrals gilt, da der Integrand nur in einer Kartenumgebung
nicht verschwindet, also dies iiber einen Riickzug zu einem Integral im R™ definiert

ist. ///

VII.2.4 Lemma (Eigenschaften des Integrals)
Ist (M™, 0) eine orientierte Mannigfaltigkeit, so

1. ist die Integralabbildung [, : QF'(M,V) =V 1w — [ ,w K-linear.

/ Yrw = j:/ w,
(M,0) (M,o0)

falls M zusammenhingend und ¢ : M — M ein Diffeomorphismus ist. Dabei gilt
+ genau dann wenn ¢ die Orientierung erhélt.

2. gilt

BEWEIS
Die Lineritat ist offensichtlich, da sie fiir Formen, deren Tréger in einer Kartenumge-
bung liegt, gilt, da die Integralabbildung auf R™ linear ist, und das allgemeine Integral
durch eine lineare Fortsetzung definiert ist.

Gilt fiir gewisse orientierte Karten (U, () o ) von M bereits suppw cC U, Us,
so gilt auch

supp p*w CC | ¢ (U),
k=1

da wiederum (o1 (U;), 2% o o) Karten von M sind, weil ¢ ein Diffeomorphismus ist,
und diese sind alle entweder positiv oder negativ orientiert — je nach Orientierung von
. Dabei beachten wir, dass det dp nicht das Vorzeichen wechseln kann, da dafiir in
einem Punkt p € M der Mannigfaltigkeit detd, = 0 gelten miisste, was jedoch der
Diffeomorphie von ¢ widersprechen wiirde. Damit geniigt es die zu zeigende Gleichheit
in einem Punkt nachzuweisen.
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Also koénnen wir annehmen, dass w € Q7' (U) fiir eine Karte (U, z) gilt. Da durch
(=Y (U), ¢*x) eine Karte von M mit supp ¢*w CC ¢ }(U) gegeben ist, folgt wegen

(((p ) w)fl)* Yrw = (:/U*l)*w

die Behauptung, wobei das Vorzeichen genau dann positiv ist, falls ¢ die Orientierung
erhélt. A

VII.2.5 Korollar (Integral der umgekehrten Orientierung)
Ist (M™,0) eine orientierte Mannigfaltigkeit, so gilt

Lot
(M,0) (M,—o)

wobei —o die relativ zu o umgekehrte Orientierung von T'M bezeichnet.

VII1.2.6 Schreibweise
Wir schreiben kurz [, w fiir |, (M,0) > falls klar ist, welche Orientierung gemeint ist.

VI1.3. Mannigfaltigkeiten mit Rand und der Satz von Stokes

VII.3.1 Motivation

Ist M = [a;b] C R ein kompaktes Interval mit der natiirlich Orientierung von R und
f € Q%M) = C>*(M) eine Funktion darauf, so gilt mit df = f’(z)dz € Q'(M) und
dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

1
/ df = / f@)dt = )~ flay= | 7.
M 0

oM

wobei M = Rand von M = {b} U {a} mit der nach ,auBen“ zeigenden Orientierung.
Exakt dieses Ergebnis mochten wir nun auf beliebige (orientierte) Mannigfaltigkeiten
verallgemeinern.

Das Ziel und Ende (Beweis von VII.3.13, 144) dieses Abschnittes wird es also sein

den Satz von Stokes, VII.3.2 zu beweisen:

VII.3.2 Theorem (Satz von Stokes)
Ist w e QY (M™, V) eine Vektorraum V-wertige m — 1-Form mit kompakten Triiger
auf einer m-dimensionalen Mannigfaltigkeit, so gilt

/dw:/ w.
M oM

Offensichtlich sind dafiir Defintionen fiir den Rand einer Mannigfaltigkeit bzw. einer
Mannigfaltigkeit mit Rand sowie der Orientierung des Randes notig.
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VII.3.3 Definition (Modellraum und Ableitungen im Modellraum)
Es bezeichne
H"™ ={teR™|t, >0}

den oberen Halbraum des R™, den wir mit der induzierten Topologie versehen, d. h.

UCH™ offen <= EIﬁQRm offen : UN H™ = U.

Eine stetige Abbildung Df : U — R" von einer offene Teilmenge U C H™ des oberen
Halbraums in den euklidschen Raum heifit Ableitung einer Funktion f : U — R, falls
D f im Inneren von U die gew6hnliche Ableitung ist und D f in Randpunkten z € 9U =
UNR™ ! x {0} von U in den ersten m — 1-Richtung die gewohnliche und in der m-ten
Richtung einseitige Ableitung ist, d. h.

m—1
Df(z) = Z 8(2‘" f+emlim f(@+ hem) = f(ac)
i=1

z h\0 h

In diesem Fall heifit f einfach differenzierbar.

VII.3.4 Bemerkung (Zu Réndern)

Offensichtlich ist der Rand OH™ des oberen Halbraums durch 0H™ = R™~! x {0} =
R™~! gegeben und wir werden diese Diffeomorphie ohne weitere Kommentierung ver-
wenden.

Wir erhalten damit auch fiir den Rand OU einer offenen Teilmenge U C H™ des oberen
Halbraumes die Gleichheit 0U = U N a%H =UNR™ ! x {0} CR™ L.

VII.3.5 Bemerkung (Zur Differenzierbarkeit)

Wir setzen dies wie {iblich auf Mannigfaltigkeits-wertige Abbildungen und mehrfache
Ableitung fort und schreiben weiterhin wie iiblich C*(U; V') fiir alle k-fach differenzier-
baren V-wertigen Funktionen — auch wenn U C H™ nur in H™ offen ist.

Wir bemerken, dass diese Definition gleichwertig zur gewohnlichen Differenzierbarkeit
ist, falls U C R™~! x (0;00) im Inneren des oberen Halbraums lebt.

Man erkennt leicht, dass eine Abbildung f : U — M von einer offenen Teilmenge
U C H™ des oberen Halbraums genau dann in = € 9U differenzierbar ist, falls eine
differenzierbare Fortsetzung f : Be(z) — M existiert und in diesem Fall gilt D f(z) =
D f(x) im Sinn obiger Definition. Dies erméglich eine vereinfachte Definition, wird von
uns sonst aber nicht weiter ausgenutzt.

VII.3.6 Lemma (Diffeomorphismen in der oberen Halbebene)
Ist f : U — U ein Diffeomorphismus zwischen U, U C H™ offenen Teilmengen des
oberen Halbraumes, so
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1.

bildet f nur genau Randpunkte auf Randpunkte ab, d.h.
f(z) € U <= z € IU.

ist floy : OU — oU ein Diffeomorphismus offener Teilmengen des R™1.

. ist das Vorzeichen der Determinante der Ableitung in einem Randpunkt durch

das Vorzeichen der Determinante der Ableitung der Einschriankung auf den Rand
gegeben, d. h.

det(D,f) >0 <= det(D,floy) >0  Vz e dU.
Dabei gilt in jedem Fall det D, f,det (D, f|aor) # 0.

BEWEIS

.

w2l

w3

142

Ist £ € U mit f(x) € AU, so gilt insbesondere f,,(z) = 0. Da f ein Diffeomor-
phismus ist, existiert andererseits ein Vektor v € R™ mit D, f(v) = ep,.

Wiére nun x ¢ 90U kein Randpunkt, so wére fir einen kleinen Radius € > 0 der Ball
B.(z) C U ganz im Definitionsbereich von f enthalten und es wiirde fiir kleine
h < € bereits f,(z—hv) < 0 gelten. Damit wére f : U — H™ nicht wohldefiniert.
Also gilt € OU. Mit der gleichen Betrachtung fiir die Umkehrabbildung f~! :
U—U folgt die Charakterisierung der Randpunkte iiber ihre Bilder unter f.

Es gilt flop(tl,....t™ 1) = f(t1,...,t™710), also ist mit f € C°(U) auch
flav € C>*(0U). Also folgt mit ,,1.“ auch diese Aussage, da selbiges auch fiir die
Umkehrabbildung gilt.

Fiir jeden Punkt xg € U gilt

Gr(eo) - Fhlxo)
D foy = : :
G (z0) - g5 (wo)
und nach ,,1 gilt f(OU) C 0H™, also (f|ar)m = 0. Insbesondere gilt
2 .
%ti (x0) =0 Vie{l,...,m—1}

und damit fiir eine Matrix B € R(m—1)x(m—1)

Df:co - (Df’(?(()f<1'0) ame > .

B (0)
Wie im ,,1.4-Teil des Weiteren f(zg 4+ he™) > 0 und f™(xg) = 0, also
ofm™ . f™(®o + he™) — f™(x0) . 0-0
- = > —_— 2
) h 2 fim =20,
beziehungsweise, da f ein Diffeomorphismus ist, sogar > 0. ///

DIFFERENTIALGEOMETRIE 11



VII.3. Mannigfaltigkeiten mit Rand und der Satz von Stokes

Nun haben wir das nétige Werkzeug um zu definieren, was eine Mannigfaltigkeit mit
Rand ist:

VII.3.7 Definition (Mannigfaltigkeit mit Rand)

Eine Menge M heifit m-dimensionale Mannigfaltigkeit mit Rand, falls es eine Uberde-
ckung {U;}; mit Karten {x; : U; — H™}; gibt so, dass die Kartenabbildungen x; jeweils
injektiv und die Kartentibergangsfunktionen x; o 1:;1 jeweils C*°-Diffeomorphismen von
offenen Teilmengen der oberen Halbebene H™ sind.

VII.3.8 Definition (Rand)
Ist M eine Mannigfaltigkeit mit Rand, so heifit

OM = {p € M | IKarte (U, z) mit z(p) € 0H™}

Rand?® von M.

Nach dem vorangehenden Lemma VII.3.6 ist die Definition des Randes unabhéngig
von der Wahl der Karten, da falls eine Karte existiert so, dass der Punkt p € M der
Mannigfaltigkeit auf einen Randpunkt x(p) € OH™ abgebildet wird, so gilt dies auch
fiir jede andere Karte Z, da Zoz~! nach Voraussetzung eine glatte Abbildung zwischen
offenen Teilmengen der oberen Halbebene ist.

VII.3.9 Bemerkung

Ist M eine Mannigfaltigkeit mit leerem Rand OM = (), so ist M eine Mannigfaltigkeit
im bisherigen Sinn. Wir bezeichnen daher Mannigfaltigkeiten im bisherigen Sinne auch
als Mannigfaltigkeiten ohne Rand.

Wir konnen alle bisherigen? Konstruktionen auch auf Mannigfaltigkeiten mit Rand
ibertragen.

Im Folgenden verstehen wir, falls nicht explizit anders erwédhnt, unter einer Mannig-
faltigkeit eine Mannigfaltigkeit mit (eventuell leerem) Rand.

VIIL.3.10 Lemma (Randmannigfaltigkeiten)
Ist M eine Mannigfaltigkeit mit Rand M, so

1. ist M eine Untermannigfaltigkeit der Codimension 1 von M.
2. ist der Rand der Randmannigfaltigkeit OM leer: 9(OM) = 0.

3. ist die Mannigfaltigkeit ohne ihren Rand eine Mannigfaltigkeit ohne Rand: (M \
OM) = 0.

3Hierbei ist wichtig, dass OM nicht den topologischen Rand von M bezeichet, der immer leer wire,
sondern tatsédchlich den Mannigfaltigkeitsrand bezeichnet.
4und alle in den weiteren Kapiteln folgenden
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BEWEIS
»1.: Wir geben explizit die angepassten Karten fiir M an.

Ist (U, ) eine Randkarte von M, d.h. OM NU # 0, so ist y == (x!,..., 2™ Yoy
eine glatte Abbildung von OU NOM nach H™ und injektiv, also bijektiv auf ihr
Bild. Betrachten wir nun eine weitere Karte ((7 ,) und die gleich konstruierte
Randabbildung ¥, so erhalten wir nach Lemma VII.3.6 als Kartenwechselabbil-
dung y oy~ ! einen C*-Diffeomorphismus zwischen offenen Teilmengen des H™.
Damit ist OM C M eine Untermannigfaltigkeit, die von den angepassten Karten
(0U,y) von (U, x) kommt.

»2.: Da nach obiger Konstruktion die Randkarten als Bildbereiche offene Teilmengen
des R™~1 =~ 9H™ haben, gilt d(OM) = (.

w3t Ist p € M\ OM auBlerhalb des Randes, so existiert eine Karte (U, z) von M nach
H™. Da aber p ¢ OM kein Randpunkt ist, gilt per Definition x(p) # OH™. Damit
existiert ein Ball B.(z(p)) C H™ auBerhalb des Randes, d.h. 0H™NB.(z(p)) = 0,
und wir erhalten die Karte 7 : 271 (B.(z(p))) — R™ um z in M \ OM, ohne
Randpunkte. Da x € M \ OM ein beliebiger Punkt auflerhalb des Randes war,
folgt O(M \ OM) = (. ///

VII.3.11 Definition (Randorientierung)
Ist (M, o) eine orientierte Mannigfaltigkeit mit Rand OM und (U, x) eine orientierte
Karte von M, d.h. [9/as!, ... ,0/62™] = o|y, so heifit

0 0

OaM‘aU = (—1)m @, ey W

Randorientierung von OM zu M.
Die Randorientierung ist nach dem vorangehenden Lemma VII.3.10 wohldefiniert.

VII1.3.12 Bemerkung

Die Defintion der Randorientierung entspricht der Orientierung durch die ,,duflere Nor-
male“ des Randes. Einige Autoren verwenden die Orientierung durch die ,innere Nor-
male“, welches exakt die umgekehrte Orientierung ist und nach Korollar VII.2.5 bei
Randintegralen jedes Vorzeichen dndert.

Nun koénnen wir endlich den Satz von Stokes, VII.3.2 beweisen. Wir wiederholen
nocheinmal die Aussage:

VII.3.13 Theorem (Satz von Stokes)
Ist w € QY M™ V) eine Vektorraum V-wertige m — 1-Form mit kompakten
Trager auf einer m-dimensionalen Mannigfaltigkeit, so gilt

/dw:/ w.
M oM
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BEWEIS (THEOREM VII.3.2 BZw. SATZ VON STOKES, THEOREM VII.3.13)
Zunéchst ist klar, dass der Trager der dufleren Ableitung dw einer gegebenen Form w €
Q°*(M; V) im Triager der Form selbst enthalten ist, d. h. supp dw C supp w. Insbesondere
hat dw € Q7 (M; V) kompakten Triiger, falls w € Q7~1(M;V) kompakten Triiger hat.

Es sei w € Q7 1(M; V) eine beliebige V-wertige m — 1-Form auf M mit kompakten
Tréger. Seien (Ui,m(i)) fir 4« = 1,...,n orientierte Karten, welche suppw tiberdecken,
d. h.

n
suppw C |J U
=1

und es sei {¢; : M — [0; 1]}, eine dazugehorige Zerlegung der Eins. Insbesondere gilt

w= (Z cpi> w = Z W und damit auch dw = Z d(piw)
i=1 i=1 =1

Gilt also der Satz von Stokes fiir Formen mit Triger in einer Kartenumgebung, also

supp ¢ C Uj, so gilt
dw = /d(cpiw) = / Oiw,
fy=% 2 Jou

also der Satz in der angegebenen Allgemeinheit.

Wir nehmen also an, dass w nur Triger in einer orientierten Karte (U, z) hat, d.h.
suppw C (U,z). Nach Karteniibergang geniigt es also den Satz von Stokes fir w €
Qm=1(H™) zu zeigen. Durch die Basisdarstellung existieren gewisse f; € C°(H™) mit®

w(t) = f;(B)dt' A -+ Adf Ao AdE™, dw = (g{; (t)(_l)i—l)dtl Ao Adt,

wobei 9fifot, € C°(H™). Wir kénnen also R > 0 mit suppw C (—R; R)™ ! x [0; R)
wahlen und erhalten

/mdw:// / ( g{j (t)(— )“)dtl...dtm
=1
_ z:l(_l)il/ / i)y pdty ... dl.. dby,

(2

+ m 1/ / / fm tm—O dtm 1-

Da nach Wahl von R bereits f;(t) = 0 fur |t;| > R gilt, folgt unter Verwendung der der
Definiton der Orientierung des Randes

/ dw = fm(tl,...,tm_l,O)'(—1)mdt1/\'--/\dtm_1:/ w.

5 Auch hier wird mit der Einsteinnotation summiert, obwohl 4 nur den ,,fehlenden Index“ angibt.
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VII1.3.14 Beispiel

Es sei M C R? eine beschrinkte Menge deren Rand OM = v(S') das Bild einer glatten
Einbettung + : 81 — R? ist. AuBlerdem sei die 1-Form w = zdy gegeben, also gilt
dw = dx A dy. Wir erhalten

1
Area(M)—/ d:c/\dy—/ xdy—2/ xdy — ydx
M oM oM

= Wegintegral von xdy iiber 7.

VII.3.15 Korollar (Integral exakter Formen)
Ist (M, 0) eine kompakte, orientierte Mannigfaltigkeit M™ der Dimension m mit leerem
Rand OM = (), so ist das Integral jeder exakten m-Form Null, d. h.

/ w=0 Ve Q" Y M; V), w=dn.
M

146 DIFFERENTIALGEOMETRIE II



Kapitel VIII.

Cohomologie

VIIl.1. Homotopieinvarianz

VIII.1.1 Erinnerung (Exakte und geschlossene Formen)
Eine k-Form w € QF(M) einer Mannigfaltigkeit M™ heifit exakt, falls eine k — 1-Form

n € QF"1(M) existieren, deren duBere Ableitung dn = w gerade w ergibt. Die Form
heifit geschlossen, falls ihre duflere Ableitung verschwindet, d.h. dw = 0.

Insbesondere ist mit d? = 0 jede exakte Form geschlossen'.

VIII.1.2 Definition (De-Rham-Cohomologie)
Ist M eine Mannigfaltigkeit, so heifit die Menge

HEo (M) = {w c QF (M) geschlossen}/{w € QF (M) exakt}

aller Restklassen von geschlossenen Formen modulo der exakten Formen k-te de- Rham-
Cohomologie von M. Des Weiteren heifit

dim M

Hyp = Hip = P Hjpr(M)
k=0

die de-Rham-Cohomologie von M.

Wir erhalten sofort erste, offensichtliche Eigenschaften:

VIIIL.1.3 Lemma (Algebrastruktur der de-Rham-Cohomologie)

Ist M eine Mannigfaltigkeit, so ist die de-Rham-Cohomologie mit dem Produkt [w][n] =
[wAn] eine Algebra und jede glatte Abbildung f : M — N zwischen Mannigfaltigkeiten
induziert mit dem Pullback

[ Q8(N) = QM) = (ffw),(v1, - 0k) = wiipy (dfp(v1), .. .. dfp(vr))
einen Algebrenhomomorphismus
F* H3R(N) = Hyp(M) s f] =[]
vom Grad 0, d.h. der Grad der Form bleibt erhalten, d.h. f*(H5:(N)) C H5.(M).

"Wir bemerken nocheinmal, dass wir hier skalar-wertige Formen betrachten. Bei Vektorbindel-
wertigen Formen wiirde dies nicht gelten.
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VIII.1.4 Lemma
Der induzierte Algebrenhomomorphismus f* : Hjp(N) — Hjp(M) eines Diffeomor-
phismuses f : M — N zwischen zwei Mannigfaltigkeiten ist ein Isomorphismus.

BEWEISs
Dies folgt direkt daraus, dass (f~1)* = (f*)~'. ///

Wir erhalten damit ein erstes Kriterium, wann zwei Mannigfaltigkeiten nicht diffeo-
morph sind.

VIII.1.5 Korollar
Sind M und N zwei Mannigfaltigkeiten, deren de-Rham-Cohomologiegruppen nicht
isomorph sind, so sind M und N nicht diffeomorph.

Dies ist aber, wie wir mit Homotopie Invarianz, Satz VIII.1.7 sehen werden, nur ein
schwaches Kriterium.

VIII.1.6 Definition (Homotopie)

Zwei glatte Abbildungen f,g : M — N zwischen zwei Mannigfaltigkeiten M und N
heiflen homotop, in Symbolen f ~ g, falls eine Homotopie, d. h. eine glatte Abbildung
F:[0;1] x M — N mit F(0,-) = f und F(1,-) = g existiert.

VIIIL.1.7 Satz (Homotopie Invarianz)

Sind f,g : M — N homotope Abbildungen zwischen zwei Mannigfaltigkeiten M
und N, dann sind die induzierten Algebrenhomomorphismen f*,g* : Hjp(N) —
Hj3p(M) gleich, d. h.

fwl=g'w]  Vwe Hp(N).

BEWEIS
Zerlegung: Wir erkennen als ersten Schritt das jede k-Form w € QF(R x M) sich
eindeutig als
w=dtAhNa+

mit o € QYR x M), B € Q*(Rx M) und i s a =i o 3 = 0 zerlegen lisst, wobei
ot ot

der Finsetzungoperator i durch
itveV (/\kV* —>/\k_1V*) cv = (= dpn i =n(v,...0))

definiert ist und 9/o¢ der kanonische Basisvektor von R ist. Wir erkennen dies,
indem wir = ig/pw und f = w — dt A a setzen.
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Homotopieoperator: Wir definieren nun den Homotopieoperator fiir o wie oben
K:QFR x M) — QFY(M wr—>/

Also gilt fiir w € QF(R x M)

! 0
Kwp(vl,...,vk_l):/ w(s’p)(&f’vl""’vk_l>d8'
0

Wir zeigen nun, dass
K (dw) + dY (Kw) = jijw — jjw,
wobei j; : M — R x M : p+— (t,p) die natiirlich Einbettung zur Zeit ¢ ist. Ist fiir
ein w € Q¥ (R x M) in obiger Zerlegung
»a = 0", so gilt offensichtlich Kw = 0 und wir erhalten fiir gewisse by € C>°(M)

dw = dp = aaldt/\d +dMg,

also

1 1
K(dw), = /0 i’;atdw(s,p)dSZ/O ablgjs)dxlds

= Bp) = Bop) = Wp) — @ op):

»3 = 0%, sogilt w=dtAca, also auch dw = —dt Ada und in der Basisdarstellung
o = ardz! gilt

dag
da = —>dt A dz +Za st A dat
=dMq
und damit dw = —dt A da = —dt A dM . Somit erhalten wir insbesondere
Kdw), = 4o ——dM/ cads = —(dMKw) .
(K dw), / A(s,: Q(s, ( w)p

Durch Linearitét erhalten wir die gewiinschte Gleichung in jedem Fall.
Anwendung: Nun wenden wir dies auf die gegebene Homotopie an. Sei also

F:RxM— N mit F(0,-)=fund F(1,-) =g

und es ist zu zeigen, dass fiir jede geschlossene k-Form w € QF(N), d.h. dw = 0
bzw. [w] € H5:(N), bereits eine k — 1-Form n € Q¥~1(M) mit

ffw=g'w+dn
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existiert, da dann f*[w] = [f*w] = [¢*w] = ¢*[w]. Da f*w = (F*w)i=o und
g*w = (F*w);=1 folgt aus obiger Gleichung und Lemma VI.1.8

g'w— ffw=dK(F'w) + K d(F*w) = dn fir n = K(F*w).
=F*dw=0

"

VIII.1.8 Definition (Kontrahierbar)
Eine Mannigfaltigkeit M heifit kontrahierbar, falls die Identitédt homotop zur konstanten
Abbildung idys ~ po = (p — po) ist.

VIII.1.9 Beobachtung
Der euklidsche Raum M = R"™, offene Bélle in R™ etc, sind kontrahierbar. Insbesondere
ist jede Mannigfaltigkeit lokal kontrahierbar.

VIII.1.10 Korollar (Poincaré Lemma)
Ist M kontrahierbar und zusammenhéngend, so ist

K :£k=0

H[;R(M7 K) = {0 - sonst

Das heifit jede geschlossene 1 < k-Form auf M ist exakt.

BEWEIS
Nach Voraussetzung existiert eine Homotopie F' : Rx M mit F'(0,-) = idj; und F'(1,-) =
po € M. Aber offensichtlich gilt pjw = 0 fiir alle w € H5,(M) fiir k > 1 und (idp )* :
Hj3,p(M) ist offensichtlich die Identitédt. Nach Satz VIIL.1.7 gilt somit fiir £ > 1

Hip(M) = idy, Hip(M) = piHjp(M) = 0. I

VIII.1.11 Korollar
Sind M und N Mannigfaltigkeiten und N kontrahierbar, so gilt

H3p(M x N) = Hip(M).
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BEWEIS
Da N kontrahierbar ist, existiert eine glatte Abbildung G : R x N — N mit G(0,-) =
idy und G(1,-) = gop € N. Damit ist aber auch

F:Rx(MxN)—MxN:(t(p,q) = (p,G(tq))

eine Homotopie und wir erhalten fiir 7 : M x N — M x N : (p,q) — (p,qo) bereits
F(1,-) =mund F(0,-) = idpxn. Offensichtlich gilt mit Satz VIII.1.7

H3p(M) = n*Hyp(M x N) = F(1,-)*H3p(M x N)
=~ F(0,) H3p(M x N) = Hjp(M x N). I

VIII.1.12 Korollar (Uber geschlossene 1-Formen)

Ist M eine einfach zusammenhingende Mannigfaltigkeit, so gilt H},(M x N) =0, d.h.
jede geschlossene 1-Form auf einer einfach zusammenhidngenden Mannigfaltigkeit ist
exakt.

BEWEIS
Es sei w € QY(M) eine geschlossene 1-Form und pg € M ein beliebiger Punkt der
Mannigfaltigkeit. Wir definieren nun

1
f:M—>IR:p»—>/O YpWs

wobei 7, : [0;1] — M ein beliebiger glatter Weg von py = v(0) nach p = (1) ist. Wir
erkennen, dass es ausreicht die Wohldefiniertheit von f zu zeigen, da dann df = w aus
dem Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnung folgt.

Sind v,7 : [0;1] — M zwei glatte Wege von py = v(0) = (0) zu einem Punkt
p = (1) = J(1) der Mannigfaltigkeit, so sind diese nach Voraussetzung homotop zu-
einander, d. h. es existiert eine Homotopie A : [0; 1] x [0; 1] — M von v = hlpx[0;1) und
¥ = hl{1yxjo;1) mit festem Endpunkten po = k(1) 0} und p = hljg;1)x1}- AuBerdem
ist h*w € Q(]0;1)%) nach Lemma VI.1.8 geschlossen?, also nach dem Poincaré Lemma,
Korollar VIIL.1.10 exakt, d.h. es existiert eine Funktion g € ¢*°([0;1]?) mit dg = h*w.
Insbesondere gilt

o 0 /
5:/(0:8) = (YW (m) = w0 (7' (1)

und dquivalent 9/atf(1,1) = wx, (7'(t)) und wir erhalten mit dem Hauptsatz der
Integral- und Differentialrechnung

~x ! ~ Ly
/[0;1}'y w= /0 wxpy (V' (1))dt :/o af(l,t)dt = f(1,1) — f(1,0)

1
_ /O %(f(s, 1) — f(5,0))ds + £(0,1) — £(0,0).

2Genau genommen kénnten wir an dieser Stelle aufhoren, da ein einfacherer, aber technischerer Beweis
fir die Unabhéngigkeit des Integrals vom Integrationsweg aus dem Grundstudium der Analysis
bekannt ist.
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Da nach Annahme A(-,1) = p und h(-,0) = py gilt, folgt

0 0
% (57 1) = Wh(s,1) (Ds,lh(as)> =0

und dquivalent 9/asf(s,0) = 0 und damit ergibt das hintere Integral Null. Somit gilt

. B ) . *
/[0;1]7“’_“0’1) f(0,0)—/atf(O,t)dt_/ W

[0;1]

und hiermit ist die Wegunabhéngigkeit der Integration und damit die Wohldefiniertheit
von f gezeigt. ///

VIIl.2. Mayer-Vietoris-Sequenz

VIII.2.1 Definition ((exakte) Sequenz)
Sind V; Vektorrdume und «; : V; — V;41 Abbildungen, so heifit die Sequenz

Qg i
o Vi BV S Vi —

exakt, wenn fiir alle 7 bereits Bild (a;—1) = ker (o) gilt.
VIII.2.2 Definition (Cokettenkomplex)
Ein Cokettenkomplex (iiber R) ist eine Familie C' = {(C¥, d,) }xez von R-Vektorriumen

(C*)rez, mit C* = 0 fiir £ < 0, und linearen Abbildungen dj : C* — C*F! so
genannten Corand-Operatoren, mit di,1 o di = 0 fiir alle k € Z.

Wir schreiben kurz d? = 0 fiir ,,dj1 o dj, = 0 fiir alle k € Z*.

VIII.2.3 Definition (Cozykel und Corander)

Fiir einen Cokettenkomplex C' = {(C*, d})}rez heiBen die Elemente von Z*(C) =
ker (dy,) € C* Cozykeln und B*(C) = Bild (d_1) € C* Corinder von C. Des Weiteren
heifit die Menge der Restklassen

H*(C) = 2"(C)/B"(C)

k-te Cohomologiegruppe von C und
H*(C) =P H*(C)
k=0

heifit Cohomologiegruppe von C.
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VIII.2.4 Beispiel (Wiederholung der de-Rham-Cohomologie)
Sei M eine Mannigfaltigkeit und QF(M), 0 < k < m =: dim M, der R-Vektorraum
der glatten k-Fomen auf M. Sei weiter dj : QF(M) — QFF1(M) die duBere Ableitung.
Wegen d? = 0 ist

QM) = (QF(M), dy, = dlgw (o))

ein Cokettenkomplex. Er heifit de-Rham-Komplez. Die Elemente von Z*(Q(M)) =:
Z#(M) heiflen geschlossen, die von B¥(Q(M)) =: B¥(M) heiBen exakt. Die zugehorige
Cohomologie ist die de-Rham-Cohomologie

Hip(M) = H*(Q*(M),d)  Hip(M) = Hag(M) = H*(Q*(M),d).

VIII.2.5 Definition (Cokettenabbildung)

Sind C = {C*,d},} und C = {C*,d;} Cokettenkomplexe, so heift eine Familie f =

{f p:CF = C k}k von Homomorphismen Coketten-Abbildung, falls fur alle k € Z bereits
ko f = fur1 o dy gilt, d. h. falls das Diagramm

ék . C~vk+1

1 1
fr Jrt1

kommutiert.

Eine Kokettenabbildung f : C — C induziert die lineare Abbildung

fo = HE(f) : HYC) — HF (é) .

VIII.2.6 Definition ((exakte) Sequenz von Cokettenkomplexen)
Sind (V;,d") = {V;*,d}} Cokettenkomplexe und f; = {fF : VF = VF,} : V; = Viiq
Cokettenabbildungen, so heifit die Sequenz

VAN LS N AT VAN

exakt, wenn fiir alle i bereits Bild (1) =: (Bild (f; 1)) = ker (f?) = (ker (f{))x gilt.

VIIL.2.7 Lemma und Definition (Verbindender Homomorphismus)
Sei 0= ' L 0 % ¢ 5 0 eine kurze exakte Sequenz von Cokettenkomplexen. Dann
ist der verbindender Homomorphismus d;, wohldefiniert und linear, wobei

o« HE(C") — HFY(C) : 2] [fk_+11 ody o gk_l(x)} .
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1 1
0 C/k-l—l fk+ k+1 Gkt C//k‘-i-l — 0
v
g, (2)
’ C 1"
dy, d Bild di_1 k
@ ker gp,
Tk gk
1k k nk
0 C C zeC’' C \ 0
d d (=) g \\ yec’ !
k-1 k-1 k—1 /u;’ L (y)=1
k—1 k— /
0 C/k—l f Ckfl g C//k—l — 0

2€C* 1 g1 (2)=y

=d)_(gr-1(2))==

Abbildung VIII.1.: Diagramm zum verbindenden Homomorphismus

BEWEIS
Dies kann aus dem (Teil-)Diagramm, Abbildung VIII.1 ausgelesen werden.

Wir fiithren dies in diesem Fall einmal ausfihrlich vor: Fir z € Bildd]_, € C” k,
also [z] = [0] € H¥(C"), existiert per Definition ein y € C”** mit d/_,(y) = =. Da
die unterste der gezeigten kurzen Sequenzen exakt ist, ist gr_;1 surjektiv und damit
existiert ein z € C*~! mit gx_1(2) =y, also d}_,(gx_1(2)) = =.

Mit der Kommutativitit des Diagramms ist damit ist dg_1(z) ein Urbild von z € C” k
beziiglich g und damit gilt, wenn wir wieder die Exaktheit der horizontalen Sequenzen
verwenden,

9: ' (z) = di_1(2) ® ker g, C Bilddy_; @ ker g = Bilddy,_; @ Bild f.
Da dj, o di,_1 = 0 gilt, folgt insbesondere
(dk‘ e} gl€_1> (.’,If) Q dk o fk (Clk) = fk+1 (¢} d;i‘ (C/k> Q Ck+1.

Da die vertikalen Sequenzen exakt sind, folgt dass fiy1 injektiv ist und damit sichert
die Kommutativitat des Diagrams endlich f;;rll(dk: og. (=) C d;(C’k), also

e (deoget)(@)] = [0] € HFY(C). /)

Wir haben insbesondere erkannt, dass es moglich ist im Diagramm ,rickwéarts® zu
gehen, falls wir Modulo der Bilder der dj rechnen.
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VIII.2.8 Satz (Die lange Cohomologiesequenz)
Sei 0= ' s 0% ¢ =5 0 eine kurze exakte Sequenz von Cokettenkomplexen. Dann
ist die folgende Sequenz von Vektorrdumen exakt:

S mRE Y L BHE(C) 2 B (1) S HRYY(C) L

BEWEIS
Dies ist wiederum eine reine Diagrammjagd. ///

VIII.2.9 Beispiel

Betrachten wir zwei offene Teilmengen U, V' C M einer Mannigfaltigkeit, die M iiber-
decken, d.h. UUV = M. Auflerdem seien j : UNV — U, 7 :UNV =V, i: U —- M
und ¢/ : V' — M die kanonischen Inklusionen, insbesondere kommutiert das Diagramm

NV —i—U

I'

i — M

<

Definieren wir nun
fi s QFM) = QMO @ 4V w o (i (w), 1 (W)
und
gr : QFU)@ QF(V) = QFUNV) : (a,B) — 576 — jFe
Wir erkennen sofort, dass fi injektiv ist, da i*(w) = w|y und V" (w) = w|y gilt und
diese Mengen die Mannigfaltigkeit iberdecken, d.h. U UV = M. Weiter erkennen wir,
dass gi o fr = 0 gilt, was wir mit
(g 0 fi)(w) = j7i" (w) = j"i"(w) = (' 0 ) (w) = (i0))"(w) =0

erkennen. Somit gilt bereits Bild (fi) C ker (gx). Ist andererseits fur (a, ) € kerg,
d.h. a € QF(U) und B € QF(V) mit gr(a, ) = 0, so gilt per Definition von g; bereits
4B — j*a = 0. Definieren wir nun eine k-Form w € Q¥(M) durch

(A)’U =, W‘V = ﬁ?

so ist dies nach Voraussetzung an o und 5 wohldefiniert, da diese auf dem Schnitt nach
Voraussetzung identisch sind. Damit ist aber bereits i*(w) = o und i'*(w) = 3, also
auch fr(w) = (a, B). Somit haben wir gezeigt, dass Bild (f;) = ker (gx) gilt.

Wir kénnen diese Ergebniss kurz damit zusammenfassen, dass die kurze Sequenz

0 — QF(M) 5 QFU) 8 QR (V) 25 (U N V) — 0

exakt ist.
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BEWEIS (EXAKTHEIT)
Die Exaktheit bei Q(M) gilt mit der Injektivitdt von f.
Die Exaktheit bei Q(U) @ Q(V) gilt mit der obigen Gleichheit Bild (f) = ker gx.
Die Exaktheit bei Q(U N V) bedeutet, dass gy surjektiv ist. Dies ist jedoch leicht zu
erkennen:
Sei dazu eine k-Form w € QF(UNV) auf dem Schnitt gegeben. Wir withlen eine Partition
der Eins oy, oy € C*®°(M) von M beziiglich (U, V). Insbesondere kénnen wir goyw mit
0auf V\U zu B € Q¥(V) und —gyw auf V zu « fortgesetzt werden. Per Konstruktion
gilt gi(, ) = w. Da w € QF(U NV) beliebig war, gilt die Surjektivitét. ///

VIII.2.10 Satz (Mayer-Vietoris)
Ist M eine Mannigfaltigkeit, die von zwei offenen Teilmengen U,V C M iiberdeckt
wird, d.h. UUV = M, so ist die folgende Sequenz

B RO L BHE U @ HE(V) L HRU V) S B L

exakt, wobei wie in Beispiel VIII.2.9 f die natiirlich Einschrinkung und ¢ die
Differenz sind, sowie A der Verbindender Homomorphismus, VIII.2.7 beziiglich f
und g ist.

BEWEIS
Dies ist mit der langen Cohomologiesequenz Satz VIII.2.8 klar. ///

VIIL.2.11 Anwendung (Die de Rham Cohomologie der Sphéiren)
Sind 0 < k < n € N natiirliche Zahlen, so gilt

R : fir k € {0,n}

HH(s"™) = { {0} : sonst

BEWEIS
Da S™ (n > 1) zusammenhiingend ist, ist H°(§") = R, denn fiir f € (M) mit
df =0 gilt f = const.

Sei N = (0,...,0,1) der Nord- bzw. S = (0,...,0,—1) der Siidpol und U = §"\ {S}
bzw. V := §" \ {N}. Damit ist U = V = R” und mit dem Poincaré Lemma, Korollar
VIIL1.10 gilt also H*(U) = H*(V') = {0} fiir k > 1. Weiter ist UNV = $"\ {N, S} =
Sl x R, also folgt wieder mit dem Poincaré Lemma H¥(U NV) = HF(S"1).

Wir betrachten nun fiir n > 2 die Mayer-Vietoris-Sequenz, Abbildung VIII.2 und
erkennen, dass g, surjektiv und damit A = 0 die Nullabbildung ist. Des Weiteren
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0 0=H'(U)o H'(V) H(S™)

l fO g )A
HO(s") —=— HO(U) @ HO(V) - HYUNV) = HO(S" 1)

] ) ]
Roxr—— (z,z) eRER> (z,y) ———y—z€R

Abbildung VIII.2.: Mayer-Vietoris-Sequenz der Sphére

erkennen wir, dass f! = 0, also ist Bild A = ker f! = H'(§") und damit ist A auch
surjektiv, womit folgt, dass H'(S") = {0} und somit gilt die Aussage fiir n > 2 und
ke {0,1}.

Seien nun n, k > 2. Mit der obigen Begriindung erhalten wir

{0} = H*Y(U)® H* Y (V) - HFY(U N V)

da wir nach obiger Argumentation wissen, dass H*~(U N V) = H*~1(8"~1), erhalten
wir

{0} — H*! (5”*1) 2 HR ™) — HYU) @ HY(V) = {0).

Also ist A ein Isomorphismus und damit erhalten wir fir & > 1

Hl(Sl) firn—k+1=1dh. firk=n

0 sonst

?

Hb(§™) 2.2 g (s = {

also wurde das Problem auf das Problem mit n = k = 1 reduziert.

Fiir® n = 1 beachten wir, dass HO(UNV) = RGR, weil UNV zwei Zusammenhangs-
komponenten hat, und dimker A = dimBild (¢,) = 1. Da A : HOQ(U NV) — H'(S!)
surjektiv ist, denn H*(U)@ H (V) = 0, folgt dim H'(S') =2—1=1. Also H!(S') =R
und somit gilt die Aussage fiir n = 1 und beliebiges k. ///

3 Alternativ koénnten wir hier die Poincaré-Dualitéit, Theorem X.3.3 zitieren.
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VIIL.3. Abbildungsgrad

VIIL.3.1 Definition (Abbildungsgrad)
Ist f : M — N eine Abbildung zwischen zwei kompakten, zusammenhingenden und
orientierten Mannigfaltigkeiten M™ und N™ ohne Rand, so gilt mit der Poincaré-
Dualitéit, Theorem X.3.3 HTJL(M) 2 R = HJL(N). Also existiert eine lineare Abbil-
dung deg f : R — R so, dass das Diagramm

T T
fN fIVI
l l
R deg f R

kommutiert. Da Hom (R) = R gilt, ist dies eine reelle Zahl deg f € R und diese heift
Abbildungsgrad von f.

VIIL.3.2 Bemerkung (Berechnung)

Man kann dies ausrechnen, indem wir eine m-Form w € Q™(N,R) mit [ w # 0 wéhlen.
Insbesondere gilt dw = 0, da QU+ (N) = {0}. Und somit ist [w] € HJ%(N,R) nicht
trivial, da

Hir(N)=R: [w]r—>/Nw.

Somit liefert obiges Diagram

*, . fo*w_
/Mfw—degf /Nw, d. h. fNW = deg f.

Wir wollen nun zeigen, dass fiir reguldre Werte ¢ von f

deg f = Z &

S )
gilt, wobei &, = die Orientierung von D, f ist.

VIII.3.3 Bemerkung (Homotopie-Invarianz)
Nach Satz VIIIL.1.7 ist deg invariant unter Homotopie.

VIII.3.4 Definition (Regulidre Punkte und Werte, singuldre Punkte)
Fiir eine glatte Abbildung f : M — N zwischen zwei Mannigfaltigkeiten M und N
heifit

4Wir zitieren diese hier nur.
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® po € M regulirer Punkt von f, falls Dy, f : Tpy M — Ty, N maximalen Rang
hat.

e qo € N regulirer Wert von f, falls jeder Urbildpunkte pg € f~!(go) von go ein
regulérer Punkte ist.

e po € M singuldrer Punkt von f, falls Dy, f : Tpo M — Ty, N nicht maximalen
Rang hat.

VIIL.3.5 Satz (Satz von Sard)

Ist f: M — N eine glatte Abbildung zwischen zwei orientierten Mannigfaltigkeiten M
und N, so hat die Menge der singuldren Werte von f Mafl Null. Insbesondere liegen
die reguldren Werte dicht in Bild f, falls f auf keiner Zusammenhangskomponente von
M konstant ist.

BEWEIS
Wird hier nicht erbracht, folgt jedoch direkt aus dem Satz von Sard tber Funktionen
zwischen euklidschen Rédumen, der aus dem Grundstudium bekannt ist. ///

VIII.3.6 Theorem (Gradsatz)

Ist f: M — N eine glatte Abbildung zwischen zwei kompakten, zusammenhén-
genden, orientierten Mannigfaltigkeiten M™ und N™ ohne Rand und mit gleicher
Dimension, so ist der Grad von f eine ganze Zahl, d.h. deg f € Z, und deg f ist
»,die Anzahl der Urbilder eines beliebigen reguldren Wertes von f mit orientierten
Vorzeichen gezahlt“.

BEWEIS

Fiir konstantes f gilt dies trivialerweise, also kénnen wir annehmen, dass f nicht kon-
stant ist. Sei go € N ein regulirer Wert von f, d.h. fiir alle Urbildpunkte p € f~!(qo)
hat d, f : T,M — Ty, N maximalen Rang. Da die Dimensionen von M und N {iberein-
stimmen, gilt insbesondere dim 7, M = dim T, N und damit ist d,, f ein Isomorphismus.
Nach dem inversen Funktionen Theorem existiert eine offene Umgebung U, C M von
p so, dass

f:U, — f(Up) €N,
ein Diffeomorphismus ist, wobei f(U,) eine offene Umgebung von ¢q ist. Insbesondere
hat f~'(qo) keinen Haufungspunkt und die Kompaktheit von M sichert damit, dass
es nur endlich viele Urbildpunkte gibt, also f~!(go) endlich ist. Durch Nummerierung
erhalten wir also

FHq0) = {p1,- - pn}
und wir konnen durch geeignetes Schneiden von Mengen und der Hausdorff-Eigenschaft
ohne Beschriankung der Allgemeinheit annehmen, dass f : U; — V ein Diffeomorphis-
mus ist, wobei U; paarweise disjunkte, offene Umgebungen von p; sind und V eine vom
Index ¢ unabhéngige offene Umgebung von ¢ ist.
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Fiir jede m-Form w € Q™(N,R) mit suppw C V und [ yw # 0 gilt insbesondere
supp f*w C Uiy Ui. Mit der Transformationsformel folgt daraus

degf'/NwZ/Mf*wzif:l/ljif*wzif:loz’/vwz (;)/NW

wobei 0; € {£1} die Orientierung von df,, ist.

Da nach dem Satz von Sard, Satz VIIL.3.5 die Menge der reguliaren Werte dicht
liegt, konnen wir Bild f mit solchen Umgebungen V iiberdecken und die Existenz eines
w € Q™(N) mit [yw # 0 sichert damit, dass auch ein w € Q™(N) mit [yw # 0
existiert, das wie gewiinscht einen eingeschrankten Tréger hat. ///

VIIIL.3.7 Beispiel
Fiir f: S' — S': 2 :—~ 2" gilt also deg f = n, da klar ist, dass fiir alle Punkte u € S'
bereits [f~!(u)| = n gilt.

VIIIL.3.8 Korollar (Rechenregel des Abbildunggrades)

Sind f : M — N und g : N — P glatte Abbildungen zwischen drei kompakten,
zusammmenhéngenden, orientierten Mannigfaltigkeiten M, N und P mit gleicher Di-
mension, d.h. dim M = dim N = dim P, ohne Rand, so gilt

1. deg(go f) =degg-degf

2. ist f ein Diffeomorphismus, dann ist deg f = +1 — je nachdem, ob f orientie-
rungserhaltend oder -umkehrend ist

3. ist f nicht surjektiv, dann ist deg f =0

BEWEIS
Der erste Teil folgt daraus, dass (go f)* = f*og*. Die zweite Aussage folgt direkt
aus der ersten Aussage, da offensichtlich degid = 1 gilt.

Fiir die dritte Aussage beachten wir, dass fiir alle g € N\Bild f bereits f~!(q) =
() gilt, also qo ein reguldrer Wert ist. Damit ist deg f = 0. ///

VIII.3.9 Satz (von der Kammbarkeit des Igels)
Jedes Vektorfeld X € X(52™) auf einer gerade dimensionalen Sphire hat mindestens
eine Nullstelle.

BEWEIS
Hat X € X(5%™) keine Nullstelle, so ist

F:Rx 8™ — §2™: (t,p) — cos(mt)p + sin(wt)M e s,

X @)
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wohldefiniert, da p 1 X (p) und somit gilt ||F'(¢,p)|| = 1. Wir erkennen, dass F(0,-) =
idg2m und F(1,-) = —idgzm. Also ist ids2m homotop zu —idgem.

Wir erkennen auBerdem, dass deg ( — idgem ) = (— 1)*™*. Betrachten wir nun eine
orientierte Basis v von T, M so, dass [p, v] die Standard Orientierung im R?™*! besitzt,
so erhalten wir

(—id)*[p,v] = [-p, —v] = (=1)*" ' [p, v]
und damit erhalten wir mit
1 = degidgm = deg(—idgm) = (=1)*""!

einen Widerspruch. /]
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Riemannsche Mannigfaltigkeiten

IX.1. Riemannsche Vektorbiindel

IX.1.1 Motivation (Fiir die Riemannschen Metriken)
Wir mochten eine weitere Eigenschaft der euklidschen R&ume in Manigfaltigkeiten
iibertragen, ndmlich das Messen von Langen. Eine Moglichkeit dafiir wéire, die Man-
nigfaltigkeit mit einer derartigen Metrik zu versehen, dass die Topologie von dieser
induziert wird. Jedoch ist unklar, ob bzw. unter welchen Voraussetzungen das geht und
dies wére nicht notwendigerweise in irgendeiner Form vertraglich mit den Karten.
Stattdessen versuchen wir kiirzeste Wege v : [0; 1] — M zu finden und interpretieren
die Lénge des Weges als Abstand zwischen v(0) und y(1). In den euklidschen Rédumen

gilt dabei
1 1
L= /0 o/ (0)] at = /0 SO0y, dt

und eben dieses Konzept mochten wir iibertragen. Das heiflt, wir bendtigen auf dem
Tangentialraum 7, M ein Skalarprodukt g, (-, ). Wir betrachten dies direkt auf Vek-
torbiindeln.

IX.1.2 Definition (Biindelmetrik & Riemannsches Vektorbiindel)

Eine Abbildung g € I'(Bil (E;R)) auf einem Vektorbiindel E — M heifit Bindelmetrik,
falls sie positiv definit und symmetrisch bzw. hermitesch ist, d. h. fiir alle Punkte p € M,
Tangentialvektoren ¢, ¢, € T, M und Zahlen o, 3 € K gilt

Ilp(&,¢) = 4lp(¢.€) bzw. (Symmetrie)
Ilp(&,¢) = 4p(¢.€) (Hermitesch)
0<glp(6,€6) mit gl &) =0 < ¢=0 (Pos. Definitheit)

Glp(a€ + B¢, <) = aglp(€,<) + Bglp(¢. <), (Bilinearitit)

wobei g(-,-) = (-[-), = g(-,").
Ist £ — M ein Vektorbiindel und g € I'( Bil (E; R)) eine Biindelmetrik, so heifit (E, g)
Riemannsches Vektorbiindel.
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IX.1.3 Bemerkung

Ist (E,g) — M ein Riemannsches Vektorbiindel iiber einer Mannigfaltigkeit M und
W = (¢1,...,%,) € T(E|y)" ein lokaler Rahmen von E sowie ¥* = (¢*1,... ¢*") €
I'(E*|y)" der zu diesem Dualerahmen von E*, so gilt fiir zwei beliebige Schnitte ¢ =

©'Pi, g = @' € T(E)
900 @) = 8 ty) - ¢'F = g ty) - (v @9 ) (0, ),
also gilt fir g;; == g(14, ;) bereits g :gijw*i ® P*.

IX.1.4 Satz und Definition (Musikalische Isomorphismen)
Fiir ein Vektorbiindel £ — M mit einer Biindelmetrik g heiflen die Abbildungen

(Vi B E e g(,) =40

bzw.

(V:E*->E:a—d mit a(b) :‘q(aﬁ,b) Vbe E.
musikalische Isomophismen beziiglich g.

BEWEIS
Dass dies Isomorphismen sind, folgt, da (E,, g,) ein Hilbertraum ist. ///

IX.1.5 Bemerkung (In Koordinaten)

Ist o = T'(E") ein Schnitt eines Vektorbiindels F — M, so gilt lokal fiir einen Rahmen
¥ = (¢Y1,...,¢,) € T(E|y)" und gewisse Funktionen ¢; € C®(U) bereits ¢ € ¢y =
Pi’, also auch

W) =g (i ) = g (i) = gy = ¢ g™ (1)

und damit @b = goigijw*j, wenn U* = (y*1 ... (¥*)") der Duale Rahmen ist.

IX.1.6 Lemma (Existenz von Metriken)
Ist E" — M ein Vektorbiindel iiber einer Mannigfaltigkeit M, so existiert eine Rie-
mannsche Metrik g auf E.

BEWEIS
Wir wihlen eine Uberdeckung {U, }, der Mannigfaltigkeit aus Biindel-Karten (Uy, 74),
d.h. M C U, Us. Nach Zerlegung der Einskénnen wir eine Zerlegung der Eins {¢q }o
wahlen, d. h.
Pa € C(M;[0;1)), supp pa € Ua, Y @a = Lu
«

und definieren nun die Metrik mittels g .= 3", ©a(%a"ga), Wobei g, die triviale Metrik
auf dem trivialen Vektorbiindel M x K" ist. Dass dies nicht ausgeartet ist, folgt aus der
Tatsache, dass 0 < ¢, die Funktionen der Zerlegung der Eins nicht-negative Funktionen

sind. /]
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Fiir eine Biindelmetrik eines Vektorbiindel E — M und zwei Schnitte ¢, n € X(M)
gilt immer g(1, 1) = (p — glp(¥p,1mp)) € C*(M). Entsprechend ist es eine interessante
Frage, was die Ableitung einer solchen Abbildung ist:

IX.1.7 Motivation (Fiir die metrischen Zusammenhinge)
Ist V = d der triviale Zusammenhang auf TM = M xR" und g(-,-) == (-|-), die triviale
Metrik auf M = R", so gilt fir f,g € C°(M;R") = X(M)

d(flg)y = (dflg) + (fldg)e = (VIIg) + (fIVG),

also dx (f|9), = (Vxflg)s + (fIVxg), fir X € X(M). Diese ,Produktregel” ist eine
zentrale Eigenschaft eines Zusammenhangs auf dem Tangentialbiindel.

IX.1.8 Definition (Metrischer Zusammenhang)

Ein Zusammenhang V auf einem Riemannschem Vektorbiindel (E, g) — M tber einer
Mannigfaltigkeit M heifit metrisch oder Riemannscher Zusammenhang (oder symme-
trisch bzw. hermitesch), falls g parallel ist, d.h. VI (Bil(E) g = 0 bzw. gleichwertig
falls

Xeog(,n)=g(Vx,n)+gwW,Vxn)  Vi,nel(E), X € X(M).

IX.1.9 Satz (Existenz von metrischen Zusammenhingen)
Ist g : F x E'— R eine Biindelmetrik auf einem Vektorbiindel £ — M, so existiert
ein beztiglich g metrischer Zusammenhang V auf F.

BEWEIS
Wir wéhlen mit Lemma V.1.20einen Zusammenhang V auf E. Nach V.1.10 existiert fiir

jeden anderen Zusammenhang V auf E immer ein w € Q!( End E) mit V = V +w. Wir
wollen nun erreichen, dass fiir alle Schnitte ¢, € I'(E) und Vektorfelder X € X(M)
immer
!
0=(Vxg)(W,n) = X eg(t,n) —g(Vxib,n) = g(4, Vxn)
= X o g(th,n) = g(Vxv,n) = g (X),m) — g (4, Vxn) = g, w(X)n)

= (@X‘g) (¥, m) — glwxy,n) — g(¥,wxn)

gilt. Unter der Annahme, dass w beziiglich g selbstadjungiert bzw. hermitesch ist, gilt
also

0= (Vxg)(n) = 2g(wx, )
Wir definieren also

#
ox(®) = (5(Vxg).)) eT(E)
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und miissen nur noch nachpriifen, dass dies selbstadjungiert bzw. hermitesch ist. Dies
gilt wiederum, da fiir zwei Schnitte i, n € T'(E)

gl ) =y((;(%) (%, »)ﬁ,n) =3V w.n)

gilt und die rechte Seite symmetrisch bzw. hermitesch in ¢ und 7 ist. ///

IX.1.10 Lemma (Kriimmung metrischer Zusammenhinge)
Ist V ein metrischer Zusammenhang auf einem Vektorbiindel £ — M mit einer Biin-
delmetrik g, so ist der Riemann-Tensor anti-adjungiert beziiglich g, d. h.

g(VRX,Y)0,m) = =g (v, VR(X.Y)n)  Ve,neD(B).

BEWEIS
Fiir zwei Vektorfelder X,Y € X(M) und zwei Schnitte ¢, n € I'(E) gilt

g0, VxVyy) = dx(g(n, Vyv)) — g(Vxn, Vyv)
= dxdy (g(n,¥)) —dx (g(Vyn,¥)) — dy (g(Vxn,¥))
+g9(VyVxn, ).

Da dies symmetrisch in X und Y ist, folgt

ﬂ(VR(X: Y)y, 77) 25(77; VxVyty —VyVxy — V[X,YW)
=g(VyVxn —VxVyn, ) _ﬂ<v[Y,X]77= ¢)
—dixy)(g(n,v))
=g (YR(Y, X)n,0) = —g(R(X, V), ). W

IX.1.11 Lemma (Existenz von orthonormalen Rahmen)
Ist E" — M ein Vektorbiindel mit einer Bilindelmetrik g, so existieren lokal beziiglich
g orthonormale Rahmen, d. h.

VpeM 3 eT(E|ly) RahmenumpeU: VqeU :g\p(zpiq,qu) = ;5.

Ist V ein metrischer Zusammenhang auf F, so ist jede zu einem orthonormalen Rahmen
gehorende Zusammenhangsform w bereits schiefsymmetrisch bzw. schiefhermitsch.

BEWEIS
Der erste Teil folgt, wie die Existenz einer Orthonormalbasis in jedem endlich dimensio-
nalen Hilbertraum, mit dem Gram-Schmidtschen Orthonormalisierungsverfahren. Fiir
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den zweiten Teil sei ¥ = (¢1,...,%,) € I'(E|y)" ein orthonormaler Rahmen und w die
zugehérige Zusammenhangsform, d.h. V¥ = Ww = (yw’;);. Es gilt also
Vg=0

oy = (Vo) =g (0 V0) "= (g (v 0s)) —a (V0 0)
= —g(Vo',5) = g(VPwr uy) = wi' /!

Wir wollen nun noch kurz eine weitere Kriimmungsgrofle einfithren, die sich leicht
aus der Riemannschen ableiten lasst.

IX.1.12 Definition (Skalarkriimmung)
Ist E — M ein Vektorbiindel mit einer Biindelmetrik g und einem metrischen Zusam-
menhang V, so heifit V4S die Skalarkriimmung von V und g, wobei

ViaS: M —R:p— VI5(p) == tr VRic =Y _ VRic (&, &),
i=1

falls {&;} eine Orthonormalbasis von E, beziiglich g ist.!

Wir kénnen Lemma [X.1.11 erweitern, falls der betrachtete Zusammenhang flach ist:

IX.1.13 Lemma (Existenz von flachen, orthonormalen Rahmen)

Ist E" — M ein Vektorbiindel mit einer Biindelmetrik g und einem flachen, me-
trischen Zusammenhang V, so existieren lokal flache, beziiglich g orthonormale
Rahmen.

BEWEIS
Wir wihlen mit Satz V.3.15lokal einen flachen Rahmen ¥ € I'(E|y)" und erkennen
=0
damit geniigt es den Rahmen in einem Punkt zu orthonormalisieren. Dies funktioniert
wieder mit dem Gram-Schmidtschen Orthonormalisierungsverfahren. ///

IX.2. Riemannsche Mannigfaltigkeiten & - Kriimmung

IX.2.1 Definition (Riemannsche Mannigfaltigkeit, Riemannsche Metrik)
Ein Paar (M, g) heiit Riemannsche Mannigfaltigkeit, falls M eine glatte Mannigfaltig-
keit und g € I'( Bilg (T'M, T M;R)) eine Biindelmetrik auf 7'M ist. In diesem Fall heifit
g Riemannsche (Faser-)Metrik.

!Dies ist nicht unabhéngig von der Basiswahl, wenn wir nicht Orthonormalitét fordern — siehe Beispiel
A.2.7. Insbesondere ist dies nicht ohne eine Biindelmetrik definiert. Nach Lemma A.2.9 ist dies mit
dieser zusédtzlichen Forderung wohldefiniert.
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Formalisiert bzw.
ausgefiihrt

Es sei am Rand angemerkt, dass dies auch eine topologische Metrik auf der Mannig-
faltigkeit impliziert.

IX.2.2 Bemerkung (Topologische Metrik einer Riem. Mannigfaltigkeit)
Ist (M,g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, so ist

1 < Y5 atte Kurve
4P q) = inf{/o \/ﬂ\w(t)(v’(t)m’(t))dt 7+ [0:1] = M glatte K }

mit (0) =p, ¥(1) = ¢
eine topologische Metrik, die die Topologie der Mannigfaltigkeit induziert.

Wir beweisen dies nicht, es folgt aus der lokalen Existenz von kiirzesten Verbindungen,
Satz 1X.3.15.

IX.2.3 Bemerkung (Lokale Darstellung)

Wie in Bemerkung IX.1.3 kénnen wir auch diese Metrik lokal in Koordinaten aus-
driicken. Da jede Karte (U, z) der Mannigfaltigkeit M™ in natiirlicher Weise den Rah-
men 9/ax = (9/axt, ..., 9/6a™) induziert, betrachten wir fir eine Riemannsche Mannig-
faltigkeit (M, g) und eine Karte (U, x) die Funktionen g;;(p) := g(8/02?,9/027) € C*°(U)
und erhalten fiir zwei Tangentialvektoren £ = £%9/oxi und ¢ = ('0/a

;0 0 N | o
Y (B A B R s B (N R
560 =a(6 5 s ) =€ ( 5 5y ) —8€'C"
Also gilt wiederum
g = gijdz’ © da? (IX.1)
und wie in Bemerkung IX.1.5 erhalten wir fiir ein Vektorfeld X = X'9/a2i € X(M) die
zugehorige 1-Form w = X € QY(M), d. h.
wl)=4(XY) VY € X(M)
lokal mittels ' '
w=X"= X'g,dal (IX.2)

bzw. fiir eine 1-Form w = w;dz’ € Q'(M) das zugehorige Vektorfeld X = w# € X(M)
lokal mittels -
X = w? = w;g"0/ou, (IX.3)

wobei (g% )ij = (gij)ijfl die Inverse der Matrix-Darstellung der Metrik ist. Dabei ist
die Matrix (g;;);; invertierbar, da g nicht ausgeartet ist.

IX.2.4 Definition (Isometrie)
Eine Abbildung f : (M, g) — (N, k) zwischen zwei Riemannschen Mannigfaltigkeiten
heifit Isometrie, falls

ffh=g4, dh VpeM: VoweTl,M: gl,(v,w)= ﬁ\f(p)(Dpf(v),Dpf(w)).

Dies ist genau dann der Fall, wenn fiir alle Punkte p € M durch D,f : (T,M,g,) —
(T¢(p)N, hif(p)) eine lineare Isometrie gegeben ist.
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IX.2.5 Bemerkung
Wenn f eine Isometrie ist, dann ist f

1. eine Immersion, da ker D f, = 0 fiir p € M. Dies folgt aus der positiven Definitheit.
Insbesondere ist f lokal injektiv.

2. ein lokaler isometrischer Diffeomorphismus, falls dim M = dim V.

Das sogenannte ,Wunder der Riemannschen Geometrie“ ist, dass es auf dem Tangen-
tialraum jeder Riemannschen Mannigfaltigkeit genau einen metrischen, torsionsfreien
Zusammenhang 4V gibt und dass dieser die Nullkriimmung, wie wir in Theorem IX.2.19
zeigen werden, einfach charakterisiert.

IX.2.6 Satz und Definition (Levi-Civita-Zusammenhang)
Ist (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, so gibt es genau einen torsionsfreien,
metrischen Zusammenhang 4V auf T'M. Dieser heifit Levi-Civita-Zusammenhang.

BEWEIS
Ist V ein Zusammenhang der metrisch und torsionsfrei ist, so folgt fiir X, Y, Z € X(M)
Zeg(X,)Y)-Yeyg(Z X)+Xeyg4(Y,2)
=g(VzX,Y)+g(X,VzY)—-g(Z,VyX)—4(VyZ,X)
+4(VxY,Z)+4(Y,VxZ2)
:g(VXZ +VzX, Y) —i—g(X, VY — VYZ) —l—g(Z, VxY — VyX)
4(X,[Z,Y]) 4(Z,[X,Y])

Damit erhalten wir die Koszul-Formel

1 Zeg(X,)Y)—Yegq(Z,X)+Xeg4(Y, 2)

5“”X”“:2<7mxwxw—gw¢&yn—ﬂuﬂmyﬂ‘ x4

Da g nicht ausgeartet ist und Y beliebig gewéhlt werden kann, kénnen wir damit Vz X
in Termen, die unabhingig vom Zusammenhang sind, ausdriicken. Dass dies tatsédchlich
einen Zusammenhang ergibt, sprich die Linearitdt bzw. Leibnitzregel erfiillt, wird hier
nicht nachgerechnet. Damit erhalten wir sowohl die Existenz als auch die Eindeutigkeit
des Zusammenhangs. ///

IX.2.7 Motivation (Fiir die Christoffelsymbole)
Fiir eine Karte (U, z) einer Riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g) gilt fiir den Levi-

Civita Zusammenhang
0 0 (0
% 201 = 5 ()

Offensichtlich charaktierisieren solche Ausdriicke Zusammenhénge eindeutig und wir
kénnen dadurch eine lokale Darstellung des Zusammenhangs erhalten.
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IX.2.8 Definition (Christoffelsymbole)
Ist (U, x) eine Karte einer Riemannschen Mannigfaltigkeit M, so heift

k= dxk(ﬂv 2 8.) (IX.5)

ozt ax']

Christoffelsymbole beziiglich (U, x).

IX.2.9 Lemma (Erste Gleichung fiir Christoffelsymbole)
Ist (U, x) eine Karte einer Riemannschen Mannigfaltigkeit M, so gilt?

U ) _ J J )
i 2 ((%Uj ook D ) (IX.4)

BEWEIS
Da der Levi-Civita Zusammenhang metrisch ist, erhalten wir mit der Definition der
Christoffelsymbole, Gleichung (IX.5), der lokalen Darstellung der Metrik (IX.1) und
Gleichung (IX.4)

oo i (7 ) <o )
:1 a?:v(ﬂ(agwaxk)) k (%,%)f—%aﬁj%(a‘;,a‘zi)) )
SaA A WA g
<%k 9gij 6%)
ox? 8;1;/f oxJ

2
_1
2

IX.2.10 Definition (Riemannscher Kriimmungstensor)
Der Kriimmungstensor ® = ‘YR des Levi-Civita-Zusammenhangs einer Riemann-
schen Metrik (M, g) heifit Riemannsche-Krimmung der Metrik g.

IX.2.11 Bemerkung (Riemannschen Kriimmungstensors in Koordinaten)

Ausgefiihrt baw. Nach Bemerkung V.3.12 existieren fiir eine Karte (U, x) einer Riemannschen Mannig-

bewiesen
faltigkeit (M, g) gewisse Funktionen 'Rjjk € C*°(U) mit

o 0 0
A D) Ed B
Rejp = der (K<8xi’6$j>8xk)'

Da im Riemannschen Fall mittels der Musikalischen Isomorphismen T'M = T'M* gilt,
wobei % — gijda?, da

0 o .0 A 4
g(aﬂ’“) :‘q(@xi’vj(‘j?mj> = vgij = gijda’ (v)

Die Bezeichnung als (IX.4’) kommt daher, dass diese Gleichung ist die lokal Darstellung von Gleichung
(IX.4) ist.
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gilt, konnen wir X mittels
R = f{ijkldxi @ da? @ da* ® da (IX.6)

darstellen, wobei Rijx = gim Riji™ 3
Wir kénnen dies auch durch die Christoffelsymbole, (IX.5) mittels

0 0

Riji' = %grjkl - @gfikl O TR AP pRLY) (IX.7)

bzw.
0 . m n ;
Rijkl:ﬂln<axigrjk o Jﬁrk + 5" " — ™y ) (IX.77)

darstellen. Dafiir beachten wir, dass fiir jede Karte [9/az%,0/027] = 0 gilt, also bereits

Rijkl:dx(ﬂv Py v a>
3

At BzJ 8:1:k zJ dx ! 8$Ck

=l (9 0 (40 (% 0 55 ) )
— da! (ﬂvagj ( (ﬂv%l axk) axm))
= dxl(ﬂvaazi <5ijm8:?m>> ( 5e7 (gr )>
= da' (ﬂFJk - ajm) +do (( >38>
i ) o ()
ik

0
= grjkm‘yrzm + 5=

O gt~ arymor,t— O o

oxt oxJ

folgt.

IX.2.12 Lemma (Eigenschaften des Riemannschen Kriimmungtensors)
Ist (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, so Gleichwertige Koordi-

natendarstellungen
eingefigt

e ist R anti-symmetrisch in den ersten beiden Koordinaten, d.h. R (X,Y) =
—R (Y, X) bzw. gleichwertig Riji = — Rjiri:

e ist R anti-adjungiert beziiglich g, d. h.
(R(X,Y)Z,W) = —g(R(X, Y)W, Z)( = —g(Z, R(X,Y)W))

bzw. gleichwertig Rji = — Rijix;

3Wir werden des haufigeren mittels der lokalen Darstellung gi; von g Indices ,verschieben®, d.h.
nutzen, dass wir durch die Summation der Einstein Notation ,aus einem oberen Index a' einen
unteren machen kénnen, indem wir a’g;; betrachten“.
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e ist R torsionsfrei beziiglich g4, d. h.
I(R(X,Y)Z,W) = g(R(Z, W)X, Y)
bzw. gleichwertig R;jr = Riiij;
o erfilllt R die I. Bianchi-Identitdt, d. h.
R(X,Y)Z + R(Y,Z)X + R(Z,X)Y =0 (IX.8)
bzw. gleichwertig Rijx + Rjkir + Reiji = 0;
e crfillt R die 2. Bianchi-Identitdt, d. h.

(VxR)(Y, Z) + (VyR)(Z, X) + (WVzR)(X,Y) = 0. (IX.9)

Ausgefiihrt

BEWEIS
Dass dies anti-symmetrisch und anti-adjungiert ist sowie die 1. Bianchi-Identitét, Glei-
chung (IX.8) erfiillt, folgt aus der Definition der Kriimmung und als Spezialfall von
Lemma IX.1.10 sowie Lemma V.3.13, da der Levi-Cevita Zusammenhang 4V metrisch
sowie torsionsfrei ist.

»torsionsfrei“: Mit der bereits gezeigten 1. Bianchi Identitét folgt
0=g(R(X,Y)Z,W)+ g(R(Y,2)X, W)+ g(R(Z,X)Y,W)
+4(RW, X)Y, Z) + g(R(X, Y)W, Z) + g(R(Y, W)X, Z)
+4(R(ZW)X,Y) +g(RW. X)Z,Y) + g(R(X, Z)W,Y)
+4(R(Y, Z)W, X) + g(R(Z, W)Y, X) + g(R(W,Y)Z, X).

Da R anti-adjungiert beziiglich g ist, ergeben die ersten zwei ,Spalten® 0 und
wir erhalten mittels der Anti-Symmetrien

0=g(R(Z,X)Y,W)+g(R(Y,W)X,Z) + g(R(X, Z)W.Y)
+4(RW,Y)Z, X)
=29(R(Z, X)Y, W) +29(R(Y, W)X, Z).
»2. Bianchi-ldentitat”: Wir wahlen mit Lemma IX.1.13 einen orthonormalen Koor-
dinatenvektorfelder X = (Xi,...,X,,) € X(U)™ von TM um p € U C M.
Wir kénnen annehmen, dass 4V x,X; = 0 in p gilt und [X;, X;], = 0, also ist
R(Xj, Xy) = Nx,Nx, — Nx, Ny, und damit gilt
(Vx, R)(Xj, Xp) = IVx,(R(Xj, X)) — R(NVx, Xj, Xp) — R(Xi, IV x, Xp)
= NVx,(R(Xj, X))
= WV, (WVx, 0V x, — NVx, N, ).
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Somit erhalten wir
(V3 R) (X, Xi) + (IVx, R) (X, Xi) + (95, R) (X, X;)
=Nx,Nx,Nx, —Nx,NxNx, + Nx,Nx, Nx, —Nx,NxNx,
+Nx,NxNx, —NxNx, Ny,
= (WX, N, = VX, Nx, ) NVx, + (Vx, Vx, = NV x, N x,)Vx,
+ (I x, WV, — N x, WV, )V,
= R(Xi, Xj)NV x, + R(Xg, Xi) NV x, + R(X;, Xp) NV x,.
und entsprechend folgt
(99, R) (X5, Xp) + (99 x, R ) (Xi, Xi) + (99, R)(Xi, X;) ) (X;) = 0.
Da R eine 2-Form, also C*°-linear, ist, folgt die Aussage. ///

IX.2.13 Bemerkung (Kriimmungsgroflen im zwei Dimensionalen)

Ist die Dimension von M gleich zwei, so gilt mit den Symmetrien bereits Rj1; = | Ausgefiihrt
Ro2ij = Riji1 = Rijoz = 0 und Rizij = —Rorij = Rijiz = —Rij21, also gilt fiir die Matrix

0 1 .
J = 1 O) bereits

Rinr Kz Riz11 RKi212
R = Rizr K122 Riz21  Ri222 :%212<0 J>

Ro111 Ro112 Ro211 Roz212 —J 0
Ro121 Ro122 Ro221  Ro222

und damit ist K allein durch den Wert von Rj212 bestimmt. Da Aufgrund der Sym-
metrien bereits n - Ryo10 = 45 gilt, folgt, dass im 2 Dimensionalen die Riemannsche
Kriimmung R durch die Skalarkrimmung 4$ charakterisiert ist.

IX.2.14 Schreibweise
Ist (M,g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, so schreiben wir #Ric fiir den Ricci- | Eingefiigt
Tensor “VRic und 45 fiir die Skalarkriimmung “V4S, d. h.

JRic(u,v) = tr(R(u,-)v) und IS = trfRic= dxi<tr(i7((u, 88551)0))’

falls 9/axt ein lokaler Orthonormalrahmen von 7'M ist. Wir haben in Bemerkung V.3.12

IRicy, = ﬂRic(aii, ;ﬂ) = Riji’
und _ -
J$ = JRic; " = Ry
definiert.
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Wir wollen nun noch mit der Schnittkrimmung zweier Tangentialvektoren, welche
als die anschauliche Gaufkrimmung der durch die zwei Vektoren aufgespannten Fléache
angesehen werden kann, eine weitere Kriitmmungsgréfie einfithren und werden erkennen,
dass diese die Riemmansche Kriimmung bereits vollstdndig charakterisiert.

IX.2.15 Definition (Schnittkriimmung)

Fiir zwei linear unabhéngige Tangentialvektoren 7,( € T,M im Tangentialraum in
einem Punkt p € M einer Riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g) heiBt X(n, () die
Schnittkrimmung der Tangentialfliche, die von n und ¢ aufgespannt wird, zu g, wobei

4(R(n,¢)n, ¢)
(Mg ¢) —gn,¢)

Fiir eine Karte (U, x) schreiben wir wiederum %j; :== K(9/0x%, 9/027).

K(n,¢) = 7

IX.2.16 Lemma (Riemannsche Kriimmung aus Schnittkriimmung)
Ist (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, so kann der Riemannsche Kriimmungs-
tensor aus der Schnittkriimmung erhalten werden, genauer gilt

K’p(n + T, C + )‘) - -'7(|p(77, C + )‘) - 7(|p(7-7 Q + )‘)
+4 — (Kl +7,¢) = Klp(n, Q) = Klp(7, <))
_ 1 - (K’p(n +7,A) — K‘p(m A) — 7(|’p(7'a A)
Flp(Rlp(n, A7) = & K¢ 470+ A) — KCn 4 A) — Klorm 4 ) (IX.10)
- - (K’p(g + T, 77) - K|p<<a77) - K‘p(Tan))

- (K’P(C +7, /\) - K‘p((, )‘> - K’p(’r? )‘))

falls n,¢,\,7 € T,M vier beziiglich g|, orthonormale Tangentialvektoren an einem
Punkt p € M der Mannigfaltigkeit sind.

BEWEIS

Gleichung (IX.10) folgt durch eine direkte, einfache Rechnung bei der wir die Sym-
metrien der Riemannschen Kriimmung ausnutzen. Da nach Lemma IX.1.11 immer ein
orthogonaler Rahmen* existiert und g nicht ausgeartet ist, folgt aus Gleichung (IX.10)
tatséchlich, dass die Schnittkriimmungen die Riemannsche Kriimmung charakterisie-

ren. ///

Durch das vorangehende Lemma IX.2.16 erhalten wir fur einen Orthonormalrahmen
9/oa, ... ,0/9zm von T,M die Darstellung

o 0 n o 0
IR | = -
Ric ’p(am@" aﬂ) ; K‘p<axi’ aﬂ)

der Ricci-Kriimmung durch die Schnittkriimmungen und erkennen dadurch, dass die
Ricci-Kriimmung (bis auf einen Faktor n) eine Mittelung der GauBlkrimmungen der

Wir bemerken, dass dieser nicht notwendigerweise durch eine Karte induziert werden kann.
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Tangentialflichen an diesem Punkt ergibt, die den gegebenen Vektor beinhalten. Gleich-
artig erhalten wir die Darstellung

o 0
55‘19 - g: K’p<fhi’8:cj>
1<

der Skalarkriimmung durch die Schnittkrimmungen und erkennen wiederum, dass die
Skalarkrimmung (bis auf einen Faktor) eine Mittelung der GauBkriitmmungen der Tan-
gentialflichen an diesem Punkt ergibt.

IX.2.17 Lemma (Diffeomorphismen in Riemannsche Mannigfaltigkeiten)
Ist f: M — N eine Abbildung von einer Mannigfaltigkeit M in eine Riemannsche
Mannigfaltigkeit (N, g), so gilt

1. TM = f*T'N sind als Biindel {iber M isomorph, vermoge (p,v) — D, f(v). Wir
bezeichnen diesen Isomorphismus wieder mit D f.

2. f: M — N ist eine Isometrie beziiglich f*g und g.

3. f*4V = (Df).Tov.
4. 8% = (Df)"'o R o Df, d.h.

9 (X,Y)Z = Df 7 (R(Df(X), DF(Y))Df(Z)) VX,Y,Z € X(M).
5. T9Ric = f*9Ric, d.h.

F9Ric (X,Y) = 9Ric (Df(X),Df(Y)) VXY € X(M).

6. 795 =950 f = f*45.

Insbesondere bleiben alle Kriimmungsgrofien erhalten, wenn f : M — N ein isometri-
scher Diffeomorphismus zwischen Riemannschen Mannigfaltigkeiten ist.

BEWEIS
Direkt aus den Definitionen folgt Aussage ,,1.“ und alle weiteren Aussagen ergeben
sich aus ,,3.“. Dies zeigen wir wiederum iiber die Eindeutigkeit des Levi-Cevita Zusam- | Ausgefiihrt

menhangs. Wir definieren V := (Df)~L (f*4V), wobei Df wie in 1. aufgefasst wird,
d.h.
ViV = Df*l(ﬂva(X)Df(Y)) VX,Y € X(M).

Somit gilt fiir X,Y,Z € X(M) und X := Df(X),Y := Df(Y),Z = Df(Z)
(%50r) (%.7)
— dZ(f*g(X,f/)) - f*g(ﬁg)?,?) —f*g()?ﬁg?)
= dz(g(X, Y)) —g(sz, Y) —g(X, HV2Y) = 0,
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da 4V metrisch beziiglich g ist. Des Weiteren gilt fiir diese Vektorfelder
%;{f/ — 637)2 — [X,Y/] = Df_l(gvXY —NyX — [Xa Y]) =0,

da 4V torsionsfrei ist. Damit ist V metrisch beziiglich f*g4 und torsionsfrei, also gilt
V = 1'%V, da der Levi-Cevita Zusammenhang eindeutig ist. ///

IX.2.18 Motivation (Fiir den Satz von Riemann)

Fiir die triviale Mannigfaltigkeit M = R™ ist der Levi-Civita Zusammenhang (1"V_D
des gewohnliches euklidschen Skalarprodukts g = (:|-),. Insbesondere in der Basis der
euklidschen Basisvektoren® g;; = ;;, also gilt mit Gleichung (IX.4’) auch

1{0gi Ogi; 2
3" = g i)t = 2( AL 8x‘qk> =0

und somit folgt mit IX.7
_9 9
-~ Oxt oxd

Wir erkennen an dieser Rechnung, dass® gij = 0i; bereits R = 0 impliziert.

Riji' Tt = o= T’ + 0™ ! — 03y ™ ' = 0.

IX.2.19 Theorem (Satz von Riemann)

Ist (M,g) Riemannsche Mannigfaltigkeit, so verschwindet die Kriimmung genau
dann, d.h. R = 0, wenn fiir alle p € M eine Karte (U, z) um p existiert, welche eine
Isometrie ist, d. h. in diesen Karten gilt g;; = 0;;.

BEWEIS
»<=""1 Ist mit Motivation IX.2.18 oder dem Lemma IX.2.17 klar.

»="1 Ist R = 0 und p € M ein beliebiger Punkt der Mannigfaltigkeit, so existiert
nach Lemma IX.1.13 in einer Umgebung U C M von p € U ein paralleler
Orthonormaler-Rahmen X = (Xi,...,X,,) € X(U)™. Auf Grund der Ortho-
normalitat gilt

Gij = §(Xi, Xj) = 04
und die Torsionsfreiheit des Levi-Cevita Zusammenhangs 4V impliziert mit der
Parallelitdt des Rahmens

[XZ',XJ'] = ginXj — ﬂVXjXZ' =0.

®Die von der Karte (R™,idgm ) auf TM induziert werden.

SDies ist keine Gleichheit in einem Punkt, sondern eine globale oder zumindest lokale Gleichheit und
gilt nicht nur in einem gewissen Rahmen X € X(M)™, sondern in einem von einer Karte induzierten
Rahmen X = (9/a2,...,9/32™).
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Nach dem Satz tiber die Lokale Existenz von Integraluntermannigfaltigkeiten,
Korollar I11.2.12 existiert ein simultaner Fluss F': I C R™ x M — M mit

%:XioF, F(0) = py € M,
welcher eine injektive Immersion ist. Aus Dimensionsgriinden ist F' damit ein
Diffeomorphismus um 0 und wir kénnen ohne Beschrinkung annehmen, dass
F : I — F(I) ein Diffeomorphismus ist und erhalten die gewiinschte Kartenab-
bildung z = F~! auf F(I). Diese ist eine Isometrie, da nach Konstruktion die
Orthonormalbasis X = (Xi,...,X,,) auf die euklidsche Orthogonalbasis iiber-
fiithrt wird. ///

IX.2.20 Bemerkung

Ist V. C M eine offene Teilmenge einer Riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g), so ist
(V,glv) selbst wieder eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Damit gilt die Aussage gleich-
artig flir offene Teilmengen von Riemannschen Mannigfaltigkeiten.

1X.3. Geodatische

IX.3.1 Frage

Sind p # ¢ € M Punkt einer Riemannsche Mannigfaltigkeit (M, g), so stellt sich nun
die Fragen, ob es kiirzeste Verbindungen von p nach ¢ gibt und falls ja, wie man
diese charakterisieren kann. Mit dieser Fragestellung wird sich der folgende Abschnitt
beschéftigen.

IX.3.2 Definition (Linge eines Weges)
Ist v : [a;b] — M ein glatter Weg in eine Riemannsche Mannigfaltigkeit (M,g), so
heifit

b
L(y) = / G (0. ()) dt

die Linge des Weges 7.

Da sich die Lange des Weges offensichtlich nicht dndert, wenn wir den Weg umpa-
rametrisieren, nehmen wir im Folgenden héufig ohne Beschrankung der Allgemeinheit
an, dass der Weg nach der Bogenlinge parametrisiert ist, d.h. |¥'(¢)| = 1.

Die zweite Frage fithrt direkt auf ein Variationsproblem.

IX.3.3 Definition (Variation)

Ist 5 : [a;b] — M ein glatter Weg in eine Riemannsche Mannigfaltigkeit (M, g), so
heifit eine glatte Abbildung v : (— &;¢) X [a;b] : (s,t) — ~s(t) Variation von 7, falls
Y = Yl{oyx[a;p) = 7- Sind die Endpunkte dabei fix, d.h. fiir alle s € ( — &;¢) gilt
vs(a) = yo(a) und ~v(b) = vo(b), so heilit v Variation mit festen Endpunkten.
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IX.3.4 Satz (Notwendiges Kriterium fiir kiirzeste Verbindungen)
Ist 70 : [a;b] — M™ eine kiirzeste Verbindung zweier Punkte p,q € M in einer
Riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g), so gilt IV %’y{) =0.

Korrigiert

BEWEIS
Wie angekiindigt, nehmen wir an, dass fiir jeden Zeitpunkt ¢ € [a; b] bereits |v)(¢)| = 1
gilt. Da der Levi-Cevita Zusammenhang metrisch und g symmetrisch sind, folgt

0= jt (68,76 ()) = 29 ((10.9V 4 )76(8),7%6(1)) = 29 (V7076 (1), %6(®)),

also gilt 4V, )70 Y0(t)LyYo(t). Fiir eine beliebige Variation v von 7y mit festen Endpunk-
ten gilt mit der Torsionsfreiheit von 4V
(5)
ot

=[5 8) - (3
6) 0 El

= Npy(2) P (i)*’%@)m(as = V)25 — (=N 2 52

Damit erhalten wir

d
ds

5= 0 Omdt
10)

/ ozf»t dt:/ab

- [ (

40
- / < <3Sso )’70 >
2 [ o(] i)

2o mt),(%*ﬂvg(%(w))dt

und mit dem Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnung folgt
0 0

0=4 = s(b), 7 (b > — <

g(@s SZOV()%() I\ 55

_/b <5
a‘gas

Ss=

b
L(Vs) = 888
<(1),

7 (ve (1), e (t))dt

s=0

s=0

Vs (1), Ny (vé(t))>dt-

s=0

178 DIFFERENTIALGEOMETRIE II



IX.3. Geodatische

Beachten wir nun, dass ys(a) = yo(a) und v5(b) = v0(b) gilt, so erkennen wir, dass die
ersten beiden Terme verschwinden, also folgt

bro

o(

/a 0s

Damit ergibt dies fiir alle Normalenvariationen mit festen Endpunkten Null und somit
erhalten wir, dass 4V 7676 g 76 gilt. Zusammen mit dem Obigen 4V Wé'y(’)J_gq/é erhalten

Vs(t): Vs 1) (vé(t)))dt =0.

s=0

IX.3.5 Definition (Geoditische)
Ein glatter Weg 7o : [a;b] — M in eine Riemannsche Mannigfaltigkeit heilt Geoddtische
von vp(a) nach yo(b), falls er 4V.y" = 0 erfillt.

IX.3.6 Bemerkung (Lokale Darstellung der Geoditenbedingung)
In Koordinaten sieht man, dass 4V, = 0 der gewdhnliche Differentialgleichung zwei-
ter Ordung Vervollstandigt

!
7'+ Wy (’yl) = 0.

entspricht, préziser bedeutet dies, dass in einer Karte (U, z)

0 0 0
Oéﬂv'y"}’/:gvi/ 0,('7/)_'7//8J+’7 ’Y]gVa —

7 Bat oxd 20t 017

) 0 , 0
=’ 8]+77”F138,,

gelten muss, wobei 7* = z‘ o~ und z = (z!,...,2™). Mit der Unabhingigkeit der
Koordinatenfunktionen ist also das System

0=~ 44 Yttt e {1,.. . n}
gewohnlicher Differentialgleichungen zu 16sen.

Als direktes Korollar dieser lokalen Darstellung erhalten wir sofort die lokale Existenz
und Eindeutigkeit der Geoditischen zu gegebenen Anfangswerten v(0) und +/(0). Be-
zeichnet w : TM — M die Biindelprojektion des Tangentialbiindels, so gilt v(0) =
7(7/(0)) und damit ist die Existenz und Eindeutigkeit durch Vorgabe von v = +/(0) €
TM gewéhrleistet.

IX.3.7 Satz und Definition (Geodatischer Spray)
Ist (M,g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, so existiert genau ein geoddtischer Umformuliert baw.
Spray, d.h. ein Vektorfeld’X € X(TM) auf TM so, dass eine glatte Kurve v € :
(7T M) genau dann eine Parallelverschiebung von v(0) ldngs v = 7 o v beziiglich
IV ist, wenn v eine Integralkurve von X ist, d.h. falls X, = v/ gilt.
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War zum Teil eine

Ubungsaufgabe und

der Aufschrieb vom
Rest war falsch.

Eingefiigt bzw. aus
Satz und Definition
IX.3.7 extrahiert

BEWEIS
Sei v : (—e;e) — M eine beliebige glatte Kurve. Wir wihlen mit Satz V.2.3 en
parallelen Schnitt o : ( —g;¢) — T'M iiber v = 7 o & mit «(0) = +/(0) und definieren
X0y = (0). Ist X wohldefiniert, so folgt fiir t € ( —¢;¢) sofort X, = /() und
wir erhalten X € X(T'M).

Wir zeigen nun die Wohldefiniertheit® von X. Seien also o, & : ( — €;¢) — TM zwei
parallele Kurven mit «(0) = @(0). Wir miissen nun zeigen, dass /' (0) = &’(0) gilt. Dafiir
wéahlen wir eine Karte (U,z) von M und indem wir notfalls &€ > 0 verkleiner, nehmen
wir ohne Beschréankung der Allgemeinheit an, dass Bild (7o), Bild (roa) C U. Somit
gilt fiir gewisse glatte Funktionen af € C*°(—¢;¢) bereits a = a'9/az bzw. & = &'/
Da dies Parallelverschiebungen iiber v := m(«) bzw. 7 := m(a@) sind, gilt

0:(7*3V)a:ai/ 0 +a;%V ;o

ozt 227 Ot

und gleiches fiir &. Da «(0) = a(0) gilt, folgt a’(0) = &*(0) und somit mit

.0 , A 9 A 9 A . 9
i i j 0= 5 ~4 ~j
@ (0) 55 T 0)?(ON o 575 =0=a"0)77 +a(0a" (0N 2 75
_ ~il 8 7 7 a
= a"(0) B +a'(0)a (O)Waij B

auch a”(0) = a*(0). Damit gilt auch o/(0) = &@'(0) und somit ist X wohldefiniert.

Sei nun « : ( —e;¢) — T'M eine Losungskurve von X zum Anfangswert «(0). Wir
definieren 7 := 7 o o und wéhlen eine Parallelverschiebung & : (—¢;¢) — T'M von «(0)
lings ~ beziiglich 4V. Nach Obigem gilt & = X3, also ist « eine Integralkurve von
X zum Anfangswert &(0) = «(0) und da Integralkurven eindeutig sind, folgt & = a.
Somit ist « eine Parallelverschiebung von «(0) langs 7 o . ///

IX.3.8 Korollar (Existenz von Geod&tischen)

Ein Weg 7 : (—¢;¢) — M in einer Riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g) ist genau
dann eine Geodétische, falls v/ : (—¢g;e) — T'M eine Integralkurve des geodéatischen
Spray ist.

BEWEIS
Ist a: (—€;¢) = T'M eine Integralkurve des geodétischen Sprays X, so definieren wir
durchy=7moa:(—e;e) - M einen Weg in M mit

Y (1) = (moa)(t) = Dr(a/(t)) = Dr(Xaw ) = a(t),

"Wir beachten, dass X € X(TM) und nicht X € X(M), alsoist X : TM — TTM und nicht M — TM.
8und auch die Eindeutigkeit

180 DIFFERENTIALGEOMETRIE II



IX.3. Geodatische

da D7 : TTM — TM die Biindelprojektion von TT M iiber T'M ist. Nach Satz IX.3.7
ist « eine Parallelverschiebung von «(0) lings 7 o o und somit gilt

0= (ﬂ'OOé)*ﬂva = ﬂV(Woa)/Oé = 3V7/'y',

also ist v eine Geodatische.

Ist v : (—&;e) — M ein glatter Weg, so wahlen wir eine Integralkurve « : (g;¢) — TM
mit «(0) = 4/(0) und erkennen mit Obigem, dass 7 o a eine Geodétische ist, nach
Bemerkung IX.3.6 ist diese jedoch eindeutig. Damit ist v genau dann eine Geodéite,
falls v = 7w o @ und in diesem Fall gilt wiederum nach Obigem ~' = a. ///

IX.3.9 Bemerkung

Auf Grund der glatten Abhéngigkeit der Losung von gewohnlichen Differentialglei-
chungen von ihrem Anfangswert ist der Fluss ® : U — TM zum Geodétischen Spray
auf einer offenen Menge U C R x T'M definiert und offensichtlich ist ®(t,0,) fiir alle
Zeitpunkte t € R und Punkte p € M der Mannigfaltigkeit wohldefiniert, also ist U ein
Umgebung des Nullschnittes {0, |p € M}.

Ist v € TM beliebig, so existiert eine Integralkurve o : ( —e;¢) — TM zum Geo-
détischen Spray mit Anfangswert «a(0) = v. Nach Korollar IX.3.8 ist m o @ damit eine
Geodétische und damit ist auch & : (2;2) — TM : t — «(t/2) eine Geodétische mit
a'(0) =¢/2-v, da

2
NG = %ﬂvaa =0

«

Somit ist & nach Korollar IX.3.8 auch eine Integralkurve zum Geodé&tischen Spray mit
dem Anfangswert /2 - v. Damit ist

D(exp)=U =={ | (\v) e U} CTM

eine offene Umgebung des Nullvektorfelds, der Definitionsbereich der Exponentialabbil-
dung und fiir v € U ist ®(1,v) definiert.

Mittels der bisherigen Ergebnisse ist es uns nun mdglich die folgende Definition
IX.3.10 zu machen:

IX.3.10 Definition (Exponentialabbildung)
Ist (M,g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, so heifit die Abbildung

exp: D(exp) CTM — M : v+ 7(a(1))

Ezponentialabbildung auf M, dabei ist a, Integralkurve des Geodétischen Sprays zum
Anfangswert a(0) = v und U eine offene Umgebung von 0 € X(M).

IX.3.11 Schreibweise (Exponentialabbildung auf T,,M)
Wir bezeichnen mit exp|, die Einschrankung der Exponentialabbildung auf 7,,M, d.h.
explp, = XD i - T,M N D(exp) = M.
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Umgeschrieben bzw.
korrigiert und
vervollstandigt

IX.3.12 Proposition (Eigenschaften der Exponentialabbildung)

Ist p € M ein Punkt einer Riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g), so ist die Expo-
nentialabbildung expl, : D(exp) N T,M — M ein lokaler Diffeomorphismus von einer
Umgebung von 0, in eine Umgebung von p mit exp|,(0,) = p und? Dy, explp, = idr, .

BEWEIS
Da die Integralkurve zum geodatischen Spray X mit Anfangswert 0, € T,M die kon-
stante Kurve v = p ist, ist exp[,(0) = p.

Wie in Bemerkung IX.3.9 ausgefiihrt, ist as(t) = a(st) fir 0 < s, < 1 eine Inte-
gralkurve des geodétischen Sprays zum Anfangswert sv, falls « eine Integralkurve zum
Anfangswert v ist. Damit ist

d d d

(explp(sv)) = m(as(1)) 7(a(s)) = (D7) (Xy) = v.

ds s=0 ds s=0 B ds s=0

Insbesondere gilt Do, exp|, = idr,as. Der Rest ergibt sich durch den Inversenfunktio-
nensatz. ///

IX.3.13 Lemma (Lemma von Gauf})
Sind v,w € T,M N D(exp) zwei Tangentialvektoren an einem Punkt p € M einer
Riemannschen Mannigfaltigkeit (M,g) fir die die Exponentialfunktion wohldefiniert
ist, so gilt!?

Ilp(Av, w) = Glexp|, (v) (Dvexplp(Av), Dyexplp(w)).

BEWEIS
Gilt die Aussage fir |v
¢ = [vl/|w|

g1, = lwlg, und A = 1, so folgt fiir v,w # 0 und 0 < A < 1 sowie

¢ glp(Av, w)
ﬂpf = ﬂ‘p(v, Cw) = g’exp|p(v) (Dvexp\p(v), DveXp’P(cw))'
_ ¢ 'g|exp|p(v) (DveXp|p()‘U)v Dvexp|p(w))

)\ )

also gilt dann die Aussage fiir alle Félle, da die Félle A = 0 oder v = 0 oder w = 0 klar
sind. Somit konnen wir ohne Beschréinkung der Allgemeinheit |v|, = |w|;, und A =1
annehmen.

|E|p

Offensichtlich gilt die Aussage fiir v || w, da dies unter obigen Annahmen v = w
impliziert, also nehmen wir mit der Linearitdt der zu zeigenden Gleichung auflerdem
an, dass v L w gilt, und definieren fiir (s, ) = s(cos v + sin pw) € T, M

Fo[0;1] x [=151] = M : (s, ) = explp(v(s,9))-

9Beachte dabei, dass explp : TpM — M, also die Ableitung dieser Abbildung im ,Punkt“ v € T,M
eine Abbildung Dyexp|, : TT,M — TM ist. Da T, M ein endlich dimensionaler Vektorraum ist,
gilt TT, M = T, M und wir fassen dies als Abbildung Dyexp|, : TpM — Texp, (v)yM auf.

xplp
OWir fassen dies wiederum wie in ° als Dyexp|, : Tp,M — T, (v)yM auf.

xp|p
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Insbesondere ist F|[,1)x .} fiir alle ¢ € [~1;1] eine Geodite und es gilt!!
oF . oF :
55 = D(s,5)€xp|p(cos pv + sin pw), i = Dgyexp|p(s(cos v + sin pw)).
Damit folgt in diesem Fall
0 oF oF
5£|exp|p(sv) 87 ) 87
5 Pls0) 95150

oF OF
= z]eXp|p(sv)(gV§Sa<p, 83>

oF oF
T Jlex sv (7ﬂva> .
(5,0) Hlessly (o0 o~ 5 05 /(50

Da der zweite Term verschwindet, da es sich um eine Geodétische handelt, folgt mit
der Torsionsfreiheit also die Gleichheit zu

oF 8F>

= J]eXp|p(sv)(ﬂV£P887a9 oo
0

OF OF oF OF
Bp 507 70lrte) (as’ 83> = Flexply(s0) (33’ Ve 38)
19 OF OF\
= — 5 % (S7O)g’exp|p(sv) <as7 8S> = 0 ‘ Vervollstandigt

Also gilt die Aussage fiir orthogonale v, w € T,M. ///

(5,0)

Aus den Eigenschaften der Exponential-Abbildung kénnen wir uns ,,schéne“ Koordi-
naten konstruieren, die einige Rechnungen deutlich vereinfachen.

IX.3.14 Lemma (Riemannsche Normalkoordinaten)
Um jeden Punkte p € M in einer Riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g) existiert eine Eingefiigt. |
Karte (U, x) mit

L0z ok

0 O
gii(p) = 0ij, NV o 0 i

dxt

Pgie _ [5Rijm iFl
P ’ 81‘18561 %Rﬁjkl 1= l,

d. h. es existiert eine Konstante C}, > 0 mit
1
55(0) 6y~ 5 Rays(0)* (@' (@) < Gy lala)* YaeU.

BEWEIS
Mittels Taylor-Entwicklung geniigt es die oberen Aussagen zu zeigen. Wir wihlen nach

Proposition I1X.3.12 V' C T,M und U C M so, dass exp|, : V — U ein Diffeomorphis-
mus mit 0 € V ist. Des Weiteren wéhlen wir eine Orthonormalbasis {e;|,};—; von T,M
beziiglich g|, und definieren die gewiinschte Karte durch ihre Umkehrabbildung

VU (yl, ... ,y") — exp!p(yiez‘\p),

"'Wieder verwenden wir wie in ? TT,M = T, M.
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wobei V C R™ so gewihlt ist, das z’e;|, € V fiir alle (27); € V. Da V offen ist, ist dies
moglich. Da die e;|, eine Basis von T, M bilden, ist 2! ein Diffeomorphismus von 1%
auf das Bild U := Bildz~! C U.

Da nach Proposition 1X.3.12 Dyexp|, = id |7, gilt, folgt

0
oxt

_i( 0
= Dya ™ <861) = Doexplp(€ilp) = €ilp-

p

Insbesondere folgt g;;(p) = 05, da e;|, eine Orthonormalbasis von T,M beziiglich g|,
bilden. Betrachten wir v : (—1;1) — U : t — exp(t - v) fiir beliebiges v € V, so
erkennen wir das dies nach Definition der Exponentialabbildung eine Geodéte ist und
mit Dgexpl|, = id |7, 1/ sowie Bemerkung IX.3.6 in p gilt

n 0
_ * ! i
0=V =1"55

| o . )
+ AN o A = IV

Setzen wir fiir v ein e; ein, so erhalten wir damit #V/,,:9/92* = 0 und durch Betrachtung
von v = e; + e; erhalten wir mit der Torsionsfreiheit von 4V bereits 4V 0/0w9 9ozt = 0.

Mit
ogir o 0 ) )
e —ﬂ(wfﬂwvw)*ﬂ(w*’vaiiaxk)

gilt damit auch 94x/027|, = 0. Gleichartig erhalten wir mit 4V /01| 9927 = 0 auch
p

g 0 o 0 B B)
oriod — 07 (g<gv8m]8xk) W(amwﬂvaizaxk))

o 0 0 0
:g(gvagva )—i—g((,awj,gVa‘gVa):Riljk

507 oal 09 Oxk 507 oal OTF

Da mit selbiger Argumentation 4" : ( — 1;1) — TU eine Parallel-Verschiebung ist,
erhalten wir durch Taylorentwicklung der Parallel-Verschiebung den letzten Teil der
Aussage, da wie in Motivation V.3.5 erklart ie Krimmung die zweite Ordnung der
Parallel-Verschiebung ist. ///

IX.3.15 Satz (Geoditen sind lokal kiirzeste Verbindungen)
Gilt fiir zwei Punkte p,q € M einer Riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g), dass
q € Bild exp|p, so existiert ein Tangentialvektor v € T,M N D(exp) mit exp|,(v) = ¢
und die Geodétische

v :[0;1] = M =t — exp|p(tv)

ist der kiirzeste Weg von p nach gq.
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BEWEIS
Nach Satz IX.3.4 und Korollar IX.3.8 sowie der lokalen Existenz von Integralkurven
ist ein Weg!'?2 ~v : [0;1] — M genau dann die kiirzeste Verbindung zweier Punkte
p = v(0) und g = (1), falls er eine Geodétische ist und fir jede andere Geodétische
5 :[0;1] = M mit (0) = (0) und F(1) = (1) bereits L(y) < L(7) gilt.

Wiederum mit Korollar 1X.3.8 erkennen wir, dass 7/ und 4’ Integralkurven zum
geodatischen Spray zum Anfangswert v := 4/(0) und v := 7/(0) sind. Per Definition der
Exponentialabbildung bzw. Bemerkung IX.3.9 gilt damit

v(t) == exp|p(tv), 7(t) == exp|p(tv).

Damit gilt nach Lemma IX.3.13 zu jedem Zeitpunkt ¢ € (0;1) jeweils |v/(¢)|; = [¥'(0)],
und [5(t)|; = [7'(0)]; und wir erhalten

L(¥) = "YI(O)L,\,, = ‘U’mpv LFH) = |’~YI(0)’£|,, = W’g\p-

Da die Exponentialabbildung nach Proposition 1X.3.12 ein lokaler Diffeomorphismus
ist, folgt dass ein eindeutiger Vektor v € T}, M mit minimaler Lénge beziiglich g existiert.
Damit existiert insbesondere eine kiirzeste Verbindung zwischen p und g und diese ist
durch die Exponentialabbildung gegeben. ///

IX.4. Fundamentalsatz der Untermannigfaltigkeitstheorie

Wir beginnen mit einer Motiviation, welche auch die Notation einfiihrt.

IX.4.1 Motivation
Wir betrachten nun eine glatte Kurve v : I C R — R? in der euklidischen Ebene, die
ohne Beschriankung der Allgemeinheit nach der Bogenldnge parametrisiert ist, d. h. zu
jedem Zeitpunkt ¢ € I gilt |7/(¢)| = 1. Damit ist 4/(¢) ein normierter Vektor im R? und
wir kénnen diesen zu einer Orthonormalbasis {7/(¢), N(¢)} von R? erweitern, wobei wir
erhalten, dass N : I — R? glatt ist.

Aus der Kritmmung der Kurve, welche durch 7" (t) gegeben ist, konnen wir die Kurve
— bis auf euklidsche Bewegungen — wiedererhalten. Da {+/(t), N(t)} eine Orthonormal-
basis von R? bilden, gilt ndmlich

0= % (Y(OIN®)) = (V"IN (1) + (Y ON'()), = £(t) + (¥ ()N (1))
und
0= L IN@ING), =2 (VOIND), 0= S GORO)L =2 ORO)

12Wir bemerken, dass dieser Weg nicht nach der Bogenlinge parametrisiert ist.
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Damit gilt fiir eine gewisse Funktion x : R — R bereits v"(t) = x(¢)N(¢) und N'(t) =
—£(t)7(t) und somit erfiillt v die Differentialgleichung

(ww)’ _ (wt)) _ ( 0 m<t>> (wt))
N(t) N'(t) —k(t) 0 J\N@®) /"

Damit miissen wir fiir eine durch & : R — R gegebene Kriimmung fiir F' = (Fy, )7 :
R — R? x R? die Differentialgleichung

F(t) = (2 _oﬁ> F(t)

16sen. Die fehlende Anfangsbedingung verursacht, dass die Losung nur bis auf Drehung,
also Linksmultiplikation mit einer orthogonalen Matrix, eindeutig ist. Definieren wir
weiter

() = /0 "R ()t

so erhalten wir — dieses Mal bis auf eine Verschiebung — unsere original Kurve zu-
riick. Drehung und Verschiebung zusammen ist gerade die oben erwahnte euklidische
Bewegung.

Nun kann man sich beispielsweise die Frage stellen, wie Kriimmungen von geschlos-
senen Wegen aussehen. Diese sind (geometrische offensichtlich) periodisch fiir jeden

Durchlauf. Andersherum erkennen wir an dem Graphen des Sinus, Abbildung IX.1,
dass es nicht genligt die Krimmung als periodisch zu fordern, um eine geschlossene

V(t) = (t,sin (¢))

Abbildung IX.1.: Periodische, nicht geschlossene Kurve
Kurve zu erhalten.

Wir betrachten dies nun noch einmal in hoherer Allgemeinheit: Es sei also (M™, g)
eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und F : M — M eine Immersion in eine andere
Riemannsche Mannigfaltigkeit (M, 7). Diese Abbildung F ist per Definition genau dann
isometrisch, falls M die induzierte Riemannsche Metrik hat, d. h. falls

g(X,Y) =F(DF(X),DF(Y))  ¥X,Y € X(M).
Fiir jeden Punkt p € M der Mannigfaltigkeit gilt T F(p)M = DpF(T,M) x N,M, wobei

NpyM = (D}DF(TpJW))L = {f € TF(p)M | &L DpF(TpM)}
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der Normalenraum in p € M ist. Da das Diagramm

TM —pr— TM

|

M—r— M

kommutiert, erhalten wir also

F*TM = F*(DF(TM) x NM) =~ TM x NM.

Entsprechend der Abbildung IX.2 bzw. Beispiel V.1.9, Nummer 3, zerlegen wir den [ abbildung eingefigt.

>7(Np51)2“

NSt

Abbildung IX.2.: Normalenraum zu M = §! < R3

Levi-Civita Zusammenhang &V auf F*TM = TM x NM zu

f V «
d.h. fiir die Orthogonalprojektion ( - YI' oM — TM auf TM und X,Y € X(M) gilt
VxY := (W xY)T und vergleichbar gilt fiir die Normalenprojektion ( - )t M — NM
auf NM und X,¢& € X(M) mit £1LX bereits “Vyx& = (&Vx&)*. Dies sind beides

Zusammenhédnge — auf T'M bzw. NM. Des Weiteren gilt fiir den obigen Schnitt o €
QY(Hom (NM,TM)) bzw. B € Q' (Hom (TM; NM))

_ T — 1
ax(§) = (ﬂvxf) bzw. Bx(Y):= (JVXY> )
Vergleichen wir dies mit dem Resultat im ein-dimensionalen, so entspricht

N prx)(DF(Y)) = DF(%NxY)+ Bx(Y) VX,Y € X(M),

tangential normal
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Lemma IX.4.2,
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Lemma IX.4.4 und

Lemma IX.4.5 zerlegt
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gerade F” = kN, wobei wir bemerken, dass der erste ,,tangentiale* Term im eindimen-
sionalen nicht existiert. Gleichartig gilt

Nprix)é = DF(ax(§) +Vxé VX e X(M), £ T(NM).

In der Schreibweise wie oben bezeichnen wir o € Q'( Hom (NM,TM)) als Weingarten
Operator, f € QY(Hom (TM;NM)) als 2! Fundamentalform und die Metrik g €
['(Sym (TM x TM,R)) auch als 1% Fundamentalform

Wir werden im Folgenden die Bezeichnungen dieser Motivation 1X.4.1 verwenden.

IX.4.2 Lemma (Der induzierte Levi-Civita Zusammenhang)

Ist F: M — M eine Isometrie'® von einer Riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g) in
eine andere (M, 7), so ist V aus Motivation 1X.4.1 der Levi-Civita Zusammenhang 4V
von 4.

BEWEIS
Da g = F*g vorausgesetzt ist, folgt dies aus der Lemma IX.2.17, 3. Aussage. ///

IX.4.3 Lemma (Der Weingarten Operator und die 2*®* Fundamentalform)
Ist F': M — R" eine Isometrie von einer Riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g) in
eine andere (M,J), so ist fiir alle Vektorfelder X € X(M) die zweite Fundamen-
talform fx € I'(Hom (T'M; NM)) anti-adjungiert zum Weingarten Operator ay €
['(Hom (N M, TM)) beziiglich g und +, d.h.

glax¢,Y)=—H¢, BxY) VXY € X(M), ( e T(NM).

BEWEIS
Sind X,Y € X(M) und ¢ € I'(NM) beliebig, so gilt, da (DF(Y))T = DF(Y),

glax¢.¥) =5((Wprec) D) = 5(Wbrs DFY))

= dprx)g(C,Y) —E(Q Z7VDF(X)DF<Y))
=0

= ~5(¢. (Wren DF(Y) ) = =¢85 (V) i

IX.4.4 Lemma (Die 2'® Fundamentalform ist symmetrisch)

Ist F': M — R" eine Isometrie von einer Riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g) in eine
andere (M,%), so ist die zweite Fundamentalform aufgefasst als Bilineare Abbildung
I € I'(Bil(T'M,TM; NM)) symmetrisch, d.h.

I(X,Y):=BxY =By X =I(V,X) VX,Yex(M).

13Wir erinnern daran, dass jede Isometrie eine Immersion ist.
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BEWEIS
Da V torsionsfrei ist, gilt fiir alle Vektorfelder X,Y € X(M)

N prox)DF(Y) = N ppy)DF(X) — [DF(Y),DF(X)] = 0.

Nach Bemerkung VI.4.7 gilt [DF(Y), DF'(X)] = DF([X,Y]), also folgt die Behauptung

mit
_ 1 — 1
I(X,Y) = (NpraDF(Y)) " = (NpraDF(X) + [DF(X), DF(Y)))

= (WprryDF(X)) + (DF(IX,Y])* = T(Y, X). I

IX.4.5 Lemma (Der Weingarten Operator)

Ist F': M — R" eine Isometrie von einer Riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g) in
eine andere (M, ), so ist fiir alle Normalenfelder ¢ € I'(NM) der Weingartenoperator
ay¢ € I'(End (T'M)) selbstadjungiert, d. h.

gax(Y) =g(X,ay() VXY € X(M), (€ [(NM).

BEWEIS
Fiir zwei beliebige Vektorfelder X,Y € X(M) und ein Normalenfeld ¢ € I'(NM) gilt
nach Lemma IX.4.3 und Lemma 1X.4.4

ﬂ(aXC7Y) = _J-(Cvﬂ(Xv Y)) = _J(C7 H(Y7X)) :g(aYC7X)7

wobei *die von (M,7) auf NM induzierte Metrik ist. ///

IX.4.6 Theorem (Gauf-, Codazzi- und Ricci-Gleichung)

Ist F: M™ — M eine Isometrie von einer Riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g)
in eine andere (M,7), so gilt im Sinne von Q?(TM)- bzw. Q?(NM)-Gleichungen
fir ¢ e T'(NM) bzw. X € X(M)

(RX)' = RX + (aAB)X (Gaufigleichung)
(RX)F = (da) X, bzw.(RE)T = (dda)¢ (Codazzigleichung)
(RE) = VRE + (B A ), (Riccigleichung)

wobei A das Wedge-Produkt tiber den natiirlichen Paarungen von Hom (T'M, NM)
und Hom (NM, T M) bezeichnet.

Verallgemeinert von
einer Isometrie in den
euklidschen Raum.
Diesen Spezialfall als
Korollar IX.4.9
ausgelagert.
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Eingefiigt

IX.4.7 Bemerkung (Interpretation der Gleichungen)

Diese Gleichungen besagen, dass fir X,Y,Z € X(M) und £ € T'(NM)
(R(Z,Y)X)" = R(Z,Y)X + az(By X) — ay(82X)

(R(Z,Y)X)" = ((da)(Z,Y)X baw. (R(Z,Y)8)" = ((A5)(Z.Y))¢

(R(Z,Y)e)" = VR(X,Y)E + Bz(ay€) — By (az)

gilt, erkldren also, wie die Krimmung der ,umliegenden®“ Mannigfaltigkeit und die der
yinneren* Manigfaltigkeit {iber die zweite Fundamentalform und die Weingartenabbil-
dung gekoppelt sind. Dies erklart, warum man die zweite Fundamentalform bzw. die
Weingartenabbildung als Kriimmung der ,inneren“ Mannigfaltigkeit in der ,dufleren*

interpretiert wird.
“ N« AVARN() 0 «
v (590 )Y
—_——— ——

=:V =w
Nach Theorem VI.3.2 gilt auch V“® = VR +4dw + w A w und damit folgt

(R 0 velo, (0 a 0 o 0 «
e (3w (3 9) 6 0) 6 0)

(R 0 Hom(NM,TM)y ;  Hom(NM,TM)y alp 0
(R 8 ey ) (7378

Komponentenvergleich liefert die Gleichungen. ///

X
X

BEWEIS
Es gilt

IX.4.8 Bemerkung

Betrachten wir vier Vektorfelder X,Y, Z, W € X(M) und beachten, dass wir durch die
Basisdarstellung gewisse Abbildungen a; € Hom (NM;TM) und j3; € Hom (TM; NM)
wihlen konnen so, dass o = o;da’ und 3 = B;dz’, so erhalten wir mit

gl ABX,Y)Z,W) = g(ai0 B(2)da’ Ada? (X,Y), W)
=d2' Ad2? (X,Y) - g(a; 0 B5(Z), W)
= — (do’(X)da? (V) - da? (X)da' (V) (8,2, B:WV)
= — (2! (Y)B,2,d2"(X)B,W ) + g(da’ (X) B, Z,da’ (V) ;W)
= —g(I(Y, 2), I(X,W)) + g(I(X, 2), LY, W))
die alternative Darstellung

JR(X,Y)Z,W)+g(I(X,2),1(Y,IV))

—g(I(Y, Z), (X, W)) (Gaufgl.)

G(R(X,Y)Z,W) = {
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der GauBgleichung!'*. Aquivalent erhalten wir mit

1 vt
(TR ) - (V'R(X,V)E,€) Riccigl.
g( & % C> { — Hax& av() + Hay§, ax() | .

eine alternative Darstellung der Ricci-Gleichung.

IX.4.9 Korollar (Gauf3-, Codazzi- und Ricci-Gleichung im Euklidschen)
Ist ' : M™ — R" eine Isometrie von einer Riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g)
in den euklidschen Raum, so gilt

0=R+aAp (Gaufigleichung)
0 = (da), bzw.0 = (dda) (Codazzigleichung)
0="2R+ (BN ), (Riccigleichung)

wobei A das Wedge-Produkt iiber den natiirlichen Paarungen von Hom (T'M, NM)
und Hom (NM, T M) bezeichnet.

BEWEIS
Dies folgt direkt aus Theorem IX.4.6 fiir M = R", da der Levi-Civita Zusammenhang
der Euklidschen Metrik der triviale Zusammenhang d ist und dieser flach ist. ///

IX.4.10 Beispiel
Wenn wir eine Hyperfliche ¥ : M™ — R™*+! betrachten, so ist NM ein reelles Linien-
biindel. Nehmen wir an, dass NM global trivialisierbar ist, also ein gobaler Normalen-
rahmen

N : M — R""! Einheitsnormale, (N|N) = 1, N,M = R N(p)

existiert, so konnen wir NM mit M = M x R identifizieren. Wir erhalten die ers-
te Fundamentalform g € I'(Sym (I'M,TM)) und die zweite Fundamentalform I €
[(Sym (TM,TM;NM)) = T'(Sym (TM,TM)). Es gilt fir den Weingartenoperator
a € QY (Hom (NM;TM)) = QYTM) = Hom (TM; TM) mit Lemma 1X.4.3

o

—g(a(X),Y) = (N|I(X, V) = T I(X,Y),

die Gaufigleichung
R+anp=0

1Da dies nicht tblich ist, wollen wir nur in einer Fuinote erwédhnen, dass falls wir I durch I =
1;;9/62*dx® ® da? in Koordinaten schreiben, so erhalten wir die gleichwertige Gleichung

Rijii = Lit" gn L™ — I[jkmﬂmnlliln( = Wik, 0" — ]Ijkn]Iiln>~ (GauBigl.)
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und die Codazzigleichung
14p=0 (& (VxB)(Y,Z) = ("VyB)(X, Z) mit V Levi-Civita-Zshg. bzgl 7).

Die Riccigleichung ist fiir Co-Dimensionen 1 automatisch erfiillt.
Noch spezieller: Ist eine Fliache im R? gegeben, d.h. m = 2. Dann ist die Kriimmung
durch eine Funktion gegeben und die Gaufigleichung wird eine skalare Gleichung

JR(X, Y)Y, X) + glaxByY —ayBxY,X) =0
da ByY und BxY hier reelwertig sind, gilt
glosPyY. X) = =B, Y)5(X, X) + (5(X.Y))".
Ist nun X, Y eine Orthogonalbasis von T),M, dann ist
J(R(X,Y)Y, X) =: K4 die GauBlkriimmung der Fldche

also K4 = det; 3 = deta. Dies ist das Theorema Egregium von Gauf}, welches eine
Verbindung der intrinsischen Gréfle mit einer extrinsischen ist.

IX.4.11 Theorem (Fundamentalsatz der Untermannigfaltigkeitstheorie)
Ist (E, k) — M ein reelles Riemannsches Vektorbiindel mit einem metrischen Zu-
sammenhang V¥ iiber einer einfach-zusammenhingenden Riemannschen Mannig-
faltigkeit (M™, g) und 8 € Q'(Hom (T M; E)) eine Biindelabbildung, welche in den
X(M)-Eintragen symmetrisch ist, so, dass die Gau$3-, Codazzi und Riccigleichungen
erfillt sind, d. h.

0=R-B*NB (Gaufigleichung)
0=4dp (Codazzigleichung)
0= PR — B nAB", (Riccigleichung)

dann existiert eine isometrische Immersion ¥ : M™ — R™*" welche den Norma-
lentaum NM = E und die zweite Fundamentalform I = 3()(-) ergibt, und diese
Abbildung ist bis auf euklidische Bewegung — also Drehungen und Verschiebungen
— eindeutig.

Dabei bezeichnet * € Q'( Hom (E; TM)) den Dual von 8 € Q'( Hom (T'M; E)) im
Sinn von Lemma IX.4.3, also denjenigen Operator mit

I8 xCY) = h(( BxY) VXY € X(M), ¢ € I(E).
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BEWEIS
Wir definieren das Vektorbiindel V := TM & E vom Rang m + r und erhalten darauf
die Metrik (-|-),, == g® A und den metrischen Zusammenhang 4V 5V¥. Wir wollen nun
diesen Zusammenhang derart verdndern, dass dieser flach wird. Daher definieren wir
einen neuen Zusammenhang

N N —p*
D::<ﬁ VO[E>: (0 VOE> + (g g) = NgoVE +u,

metrischer Zusammen-  schief adjungiert
hang bzgl (-|-), bzgl. (|-},

und « = —f*. Da damit fir zwei Vektorfelder X,Y € X(M) und zwei Schnitte ¢, p €
I'(E) sowie die zugehoérigen Schnitte v:=X @, w =Y @ p € I'(V) in V bereits

d(tlw), = dg(X.Y) + dh(¥. o)
= 4(Nx,Y) + (X, V) + h(VEY, ) + (v, VEp)
= (V¥ )X @)Y ©0), + (X @|(VaVI) (Y 29)),

+ WX a)lY @), + (XYY @),
=0

= <Dv‘w>v + <U|Dw>v

gilt, folgt dass D ein metrischer Zusammenhang auf V' beziiglich (-|-), ist. AuBerdem
folgt fiir weitere Vektorfelder W, Z € X(M) mit

DDy — Nw oNgz+awofz ngoaz—l—awovg
wliz 5WO£V2+V%OIBZ ﬁwoaz+v{govfzj
bereits
’ (NwbBz) = (Nzbw) = Bw,z  (BA)W,Z)+ YV R(W, Z)

Damit implizieren die Gau3-, Codazzi- und Ricci-Gleichung bereits, dass D ein flacher
Zusammenhang ist. Mit Theorem V.3.22 existiert damit ein Biindelisomorphismus F':
V > M xR mit FoD =doF. Auf M .= M x R™" definieren wir nun die
natiirliche Biindelmetrik

Wl = (F@)|[F 1)), Vo, e D(M),

Nach Lemma IX.1.13 kénnen wir annehmen, dass d (-[-),, = 0. Also ist I eine Biindel-
isometrie beziiglich (:|-),, und (:|-),,. Da V =TM & E, kénnen wir

0= Flpa : TM — M x R™ — R

definieren so, dass o € Q'(M;R") und o, : T,M — R™ linear und isometrisch ist.
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Da wir insgesamt eine isometrische Immersion f : M — R"™ erhalten wollen, versu-
chen wir nun ein solches f zu finden so, dass df = o. Da M einfach-zusammenhangend
und o eine 1-Form ist, geniigt es nach Korollar VIII.1.12 zu zeigen, dass o geschlossen
ist, d.h. do = 0. Dafiir beachten wir, dass fiir zwei Vektorfelder X,Y € X(M)

da(X,Y):XoJ(Y)—YQU(X)— e ([X,Y])
=XeF(Y)-YeF(X)-F(X,Y])
= dx(F(Y ))—dyF(X)— ((X,Y]) = F(DxY — DyX — [X,Y])
=F(NxY +6x(Y) - VyX — 5Y(X) [ Y)
=F(NxY - Ny X - [X,Y]+8x(Y) - 8x(Y)) = F(0) = 0.
=0 =0

Die Bestimmtheit von F' und damit auch von ¢ und f verursacht die geforderte Ein-
deutigkeit. ///

IX.4.12 Bemerkung
Ist M nicht einfach zusammenhingend, so beachten wir die universelle Uberdeckung

M und die sich damit ergebende isometrische Immersion f : M — R,
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Kapitel X.

Hodge Theorie und Differentialoperatoren

Das Ziel dieses Kapitels ist zu zeigen, dass fiir jede kompakte, orientierte, zusam-
menhingende, Riemannsche Mannigfaltigkeit M™ ohne Rand die k-te de-Rham-Co-
homologie H%,(M,K) ein endlich dimensionaler K-Vektorraum ist und die Poincare
Paarung

HEp(M) x IO = K- (], [1]) /MwAn

wohldefiniert und nicht-ausgeartet ist. Des Weiteren, dass die Poincaré Dualitit
HY (M) = (Hg}{k(M)) >~ HR (M) - [w] —~ /Mw A
gilt, also erhalten wir dann speziell fiir £ =m

H(M) = (H3p(0)) 2K o] /Mw.

Die Idee, welche Riemann fiir Dimension zwei und Hodge fiir beliebige Dimensionen
durchfiihrten, ist einen , guten® Repriisentanten einer Cohomologieklasse [w] € H%, (M)
zu finden. Dafiir beachten wir, dass

[w] = w + dQF (M) dw=0

gilt. Nun wollen wir w ,,gut® wahlen, wobei hier , gut® bedeutet, dass w von allen
moglichen w den ,,minimalen Abstand von der 0 hat“, was insbesondere bedeutet, dass
w ,senkrecht* auf dQ*~1(M) steht. Hierfiir muss natiirlich definiert werden, was hier
nsenkrecht“ und ,Abstand“ bedeutet, also werden wir ein inneres Produkt auf der
aufleren Algebra definieren. Ist (M, g) eine orientierte, Riemannsche Mannigfaltigkeit,
so konnen wir das L2-Skalarprodukt mit

(alB),, = /Mg(a,,a) dvol, o, B e QF(M)

definieren®. Offensichtlich ist Q¥ (M) mit diesem Skalarprodukt nicht vollstindig.

'Dabei definieren wir das Skalarprodukt auf den k-Formen wie in Definition B.2.12.
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Kapitel X. Hodge Theorie und Differentialoperatoren

Da dieser Ausdruck fiir Rechnung nicht sonderlich handlich ist, fiilhren wir den fol-
genden Operator ein:

X.1. Der Hodge-x-Operator

X.1.1 Lemma und Definition (Hodge x-Operator auf Vektorrdumen)
Fiir einen orientierten, m-dimensionalen euklidischen R-Vektorraum existiert genau

eine lineare Isometrie
—_ /\kv* %Am—kv*

mit?
a A (x;B) = (a|B) det Va,B € /\kV*.
Es bezeichnet x den zugehorigen Operator, den Hodge x-Operator, auf A®. Dabei gilt

L. +x = (= 1)km=k) q h.

/\k Ty /\m*]f mef /\k Lo xpa o (—1)EMTR g

2. a Axf = (— 1=k () A B fiir alle k-Formen a, § € A\FV*
3. ist o!,..., 0™ eine positiv orientierte Orthonormalbasis von V*, dann ist
*x0 U AL o =sign(I, ot A Aotk T = {iy, ... i),

wobei fir J = {j1,..., jm—k} jeweils TUJ = {1,...,n} und sign(I, J) das Signum
der Permutation von ol,..., 0™ zu o,... 0%, o1, .. . gIm—k ist.

BEWEIS
Ist I = (i1,...,ix) ein k-Multiindex, so gilt fiir jede lineare Abbildung % : A¥ — A™~F
bereits
*xdz! = adeJ

fir gewisse @y € R und iiber alle m — k-Multiindizes J summiert wird. Da fiir jeden
k-Multiindex I bereits <da;I ‘da:l > =1 gilt, folgt aus der Voraussetzung an den Hodge-
*-Operator, dass in obiger Darstellung «; falls (I, J) keine Permutation von (1,...,m)
ist. Da auflerdem noch das Wedge-Produkt antisymmetrisch ist, gilt fiir eine Zahl a € R

bereits
*xdz! = adx”’

fiir einen m — k-Multiindex J fiir den (/,J) eine Permutation von (1,...,m) ist. Da

damit
dz! A (*dxl) = adz! A dz’

gilt, folgt o = £1, wobei genau dann ein positives Vorzeichen gewahlt wird, falls (1, J)
eine gerade Permutation von (1,...,m) ist. Mit der Linearitdt ist damit konstruktiv die

2wiederum definieren wir das Skalarprodukt auf den k-Formen wie in Definition B.2.12 und beachten,
dass nach Wiederholung B.2.13 die Determinante eine m-Form ist.
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Existenz und auch die Eindeutigkeit gezeigt ist. Auflerdem ist damit auch 3 gezeigt
und wir erhalten

<*dxl‘*d1:1> = <de‘d:1:J> =1,
also ist dies auch eine Isometrie.

Wir erkennen fiir zwei k-Formen «, 8 € A*V* mit der Gleichung
a AxB = (a|B) det = (Bla) det = B A (xa) = (—=1)*™ B (xa) A 8

die Giiltigkeit der zweiten Aussage.

Zuletzt beachten wir, dass wiederum fiir zwei k-Formen o, 5 € A\FV*

(alx* B) det = o A x(x* B) = (=DM F) 5 o A x(x)
= (=) (xalxB) det = (—1)*" ) (0| B) det

gilt. Und da a € A\*V* beliebig war, folgt auch die erste Aussage. ///

X.1.2 Beispiel
In vier Dimensionen gilt beispielsweise fiir jede positiv orientierte Orthonormalbasis

ol, ..., ot

*01202/\03/\04

und

*(01 A 03) = —02 N 04.

Wir iibertragen dies in natiirlicher Weise auf orientierte, Riemannsche Manigfaltig-
keit. Dafiir missen wir zunéchst die Determinante ibersetzen:

X.1.3 Definition (Volumenform)

Fiir eine orientierte Riemannsche Mannigfaltigkeit (M™, g) heifit dvol € Q™ (M, R) die
Volumenform der Riemannschen Metrik, wobei fiir eine Karte (U, z) und einen Punkt
p € U fur den (9/as!,...,90/92™), eine Orthogonalbasis von T, M ist,

0 0
VOIP T gt » oxm|,
gilt, d. h. fir jede Karte (U, z) gilt
dvol |y = _detl9) g0 e
| det(gs)]
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X.1.4 Definition (Hodge x-Operator auf Mannigfaltigkeiten)
Der punktweise definierte isometrische Bilindelisomorphismus

* /\kTM* — /\m*kTM* (kw),, = HpWwp

heit Hodge x-Operator von (M, g), wobei %, den eindeutigen Hodge-+-Operator auf
dem orientierten Vektorraum (7,M, g,) bezeichnet.

Es gelten die Eigenschaften wie vorher und dieser Operator ldsst sich punktweise auf
Schnitte fortsetzen. Entsprechend erhalten wir wie in der Motiviation:

X.1.5 Definition (Skalarprodukt auf den Schnitten)
Fiir eine orientierte, kompakte® Riemannsche Mannigfaltigkeit definieren wir

wls = [ (i) dvol = [

welches ein positiv definiertes inneres Produkt auf QF(M,R) definiert, dieses nennen
wir L?-Produkt. Damit ist QF(M,R) offensichtlich ein Pra-Hilbertraum.

X.1.6 Motivation
Wir wollen die Bedingung w1 dQF~! charakterisieren, also

wldQF ! = 0= (w|dp), =0 VneQF (M)

L2
= 0—/Mw/\*d77 Ve QFL(M). (1)
Wir bemerken, dass fiir w € QF und n € QF~1 gilt?
wA*dn = (=DM ) Ady = (dn) A xw
= dinpA*w) + (=) fpAdxw
= d(n A*w) + (=1 (=1)FDFD (d ww) Ap

=*p_1
= d(n A *w) + (=1)F(d % w) A*(xn)
= d(n A *w) + (=DF (=) ED=RED (s w) Ay
= d(n Axw) + (—DFM D=1 (g *w) A *1

Mit dieser Zwischenrechnung und dem Stokes Theorem mit OM = () gilt also genau
dann Gleichung (X.1) mittels dieser Zwischenrechnung, falls

0—/ w/\*dn—/ (*d * w) A *n = (xd xwln) , Ve QF (M),
M M

da (-|-), , nicht ausgeartet ist.

3wiederum benétigen wir die Kompaktheit nur um die Wohldefiniertheit des Integrals sicher zu stellen.
“Im letzten Schritt beachten wir, wann dies welches Vorzeichen gibt und driicken dies mit anderen
Potenzen von —1 aus.
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X.1.7 Definition
Fiir eine kompakte, orientierte Riemannsche Mannigfaltigkeit ohne Rand heifit

§ = (=MD 4y QB (M, R) — QF 1M, R)
die Kodufere Ableitung. Es gilt nach Motivation X.1.6
(wldn),, = (dw|n), , Vw e QF, QF 1
d.h. § ist der zu d adjungierte Operator beziiglich des L2-Skalarprodukts.

X.1.8 Bemerkung (Leichte Verallgemeinerung)
Ist V ein orientierter R-Vektorraum und W ein K-Vektorraum mit hermiteschem inne-
ren Produkt. Dann lasst sich

*:/\kV*®W—>/\m_kV*®W:a®w»—> (*a) @ w
definieren und dann gilt fiir o, 3 € AV @ W
(a AxB)y, = (alB),, det,
wobei letzteres Skalarprodukt mittels
(o1 @ wilag ® wa) , = (aafag) , (walwi)y,
definiert ist.

Auf Mannigfaltigkeit wird dies vergleichbar gemacht, d.h. fiir ein K-Vektorbiindel
E — M mit hermitescher Biindelmetrik {iber einer kompakten, orientierten Riemann-
schen Mannigfaltigkeit definieren wir

NTM*®E— N *TM*® E
QF(M, E) - Q" k(M E)
entsprechend definiert sich das L2-innere Produkt auf QF (M, E) mittels

{wln)» = /M (wA*n) = /M (w,n) dvol.

raAxp = (a|B),, vol

X.1.9 Lemma
Fiir eine kompakte und orientierte Riemannsche Mannigfaltigkeit (M", g) ohne Rand
und ein Riemannsches Vektorbiindel (E, £) — M ist

5 = (—1)™F D+ L dd o % QF (M, E) — QF 1M, E)
der adjungierte (beziiglich L2-Produkt) Operatoren zu4d, d. h.
Fowln) , = (w|%dn),,  VweQN(M,E), ne Q" (M, E)

BEWEIS
Wie im speziellen Fall. ///
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X.2. Lineare Differential Operatoren

X.2.1 Definition (Laplace Operator)

Fiir eine kompakte und orientierte Riemannsche Mannigfaltigkeit (M, g) ohne Rand
und ein Riemannsches Vektorbiindel (E, ) — M mit einem metrischen Zusammenhang
V ist der Laplace Operator auf den k-Formen durch

AL = 5544 + 4495 - QF (M, E) — QF(M, E)
definiert.

Entsprechend bezeichnet A := A‘Z,V den Laplace-Operator auf den skalarwertige k-
Formen Q%(M). Wenn keine Verwechslung méglich ist, werden wir im Folgenden nur
A fir Aﬂv bzw. fiir A schreiben.

X.2.2 Lemma (Eigenschaften des Laplace Operators)

Fiir eine kompakte, orientierte Riemannsche Mannigfaltigkeit (M, g) ohne Rand und
ein Riemannsches Vektorbiindel (F, #) — M mit metrischem Zusammenhang V ist der
Laplace Operator selbstadjungiert und kommutiert mit dem Hodge-x-Operator, d. h.

<AW|77>L2 = <W|A77>L2, *x0o A= Ao*

BEWEIS
Fiir zwei k-Formen w,n € QF(E) gilt

<Aw|77>L2 = (Jd%w + ﬂéﬂdw’77>L2 = <£5w’5577>L2 + <'gdw|gd77>L2 = <w‘A77>L2

und damit ist der Laplace-Operator selbstadjungiert. Des Weiteren gilt per Definition
auf den k-Formen QF(E)

* A = % I58d + «I495 = *((_1)mk+1 . gd*> £d+*d((_1)m(kfl)+l N gd*)

_ ((_1)mk+1 ko Id % ) 4 + (_1)m(k—1)+1(_1)m(m—k) 5 9dx
——

(_l)k(mfk) =1
= (1)1« 2 (—1)F ) 455 00
S
=*m—k*k
= (=1)™HL ()M =k=DFL 085 & 4 I5dx = FA9S % +I55dx = A « . ///

X.2.3 Beispiel (Laplace auf den Funktionen)
Fiir eine Funktion f € C®(M) = Q%(M) gilt Af = §df +ddf = 6df, da §f = 0.
Wir nehmen zur deutlichen Vereinfachung an, dass eine Karte (U, z) existiert so, dass

(0/oa, . ..,0/0am) € X(U) ein Orthonormalrahmen ist, also
mo . of .
g=> da'Ada’ df:a:fidx’

=1
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und da auf Q! immer § = — * d* gilt, folgt
*df o7

= W(—1)i+1dgz:1 A Adaz' A Ada™
T
und damit berechnen wir

2 . . —_
dxdf = 8figxi(—1)l+ldm’/\dxl/\-~-/\da:’/\---/\dxm
m 2
—_ 1 DR m
= ;axiaxi dr" A---Adw
= =dvol

und somit
Af=—xdxdf =-— -,
! / 12::1 ozrtoxt
Wir bemerken, dass das ungewohnte minus eine Konventionsfrage ist — hier nehmen
wir diese Konvention, damit der A positiv ist — sprich positive Eigenwerte hat.

X.2.4 Motivation (Wiederholung)
Wir wiederholen die Motivation X.1.6: Fiir w € Q¥(E) suchen wir eine k-Form

o € QF(E) mit da =0, o € [w] und aJ_(vak_l(E)).

Dies ist aber der Fall, wenn 4da = 0 und 46 = 0. Wir werden noch zeigen, dass dies
wiederum genau dann der Fall ist, wenn A« = 0. Die Existienz und Eindeutigkeit eines
solchen « ist gewoOhnliche Theorie von partiellen Differentialgleichungen — allerdings
nur in der L2-Vervollstindigung von QF(M, E).

X.2.5 Definition (Harmonische Formen)
Fiir eine kompakte, orientierte Riemannsche Mannigfaltigkeit ohne Rand und ein Rie-
mannsches Vektorbiindel (E, A) — M mit metrischem Zusammenhang V ist

Harm®(E) := Harm® (M, E) = ker Aﬂv A% L OF(E) — QF(E).

die Menge der Harmonische k-Formen.

X.2.6 Lemma (Charakterisierung von Harmonik)
Eine k-Form w € Q¥(M, E) auf einer kompakte, orientierte Riemannsche Mannigfaltig-
keit (M, g) ohne Rand mit Werten in einem Riemannsches Vektorbiindel (E, ) — M

mit einem metrischen Zusammenhang V ist genau dann harmonisch, d.h. Ang =0,
falls 40w = 0 und Jdw = 0.

BEWEIS
Fiir w € QF(E) gilt

(Aw|w),, = (d%bw + Hdw|w) , = (Pw|DBw) , + (ddw|dw), ,

und somit folgt die Aussage aus der Tatsache, dass die letzten beiden Terme nicht-
negativ sind. A
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X.2.7 Bemerkung
Offensichtlich konnen wir die Inklusion

Harm”(E) — H54(E) 1w — [w]
betrachten und wir miissen noch Bijektivitit zeigen.
X.2.8 Beispiel

Fiir eine kompakte, orientierte Riemannsche Mannigfaltigkeit ohne Rand (M, g) gilt
mittels des Maximums Prinzips

Af=0 — f = konst.

BEWEIS
Nach Lemma X.2.6 gilt

Af=0 S 6f=0und df =0 S f = konst. ///

Wir gehen jetzt dazu iiber den Laplace zu verallgemeinern.

X.2.9 Definition (Linearer Differentialoperator auf Mannigfaltigkeit)
Fiir zwei Vektorbiindel E, F — M {iber einer Mannigfaltigkeit M heifit eine K-lineare
Abbildung

D:T'(M,E) —T(M,F)

linearer Differentialoperator der Ordnung k, falls in einer® Trivialisierung von FE und F
durch Karten (U, x), d.h.

['(Ely) —eo— C>®(x(U),V) Ely —o— z(U) xV
lf \IfoD‘oqu
[(Fly) —e&— C>®(z(U),W) Flgy —v—z(U)x W

gilt, dass W o D o @1 ein linearer Differentialoperator der Ordnung k auf x(U) C R™
ist.

X.2.10 Bemerkung

Diese lokale Form ist unabhingig von Karte und Trivialisierungswahl. Die Koeffizienten
sind dagegen nicht Karten- und Trivialisierungsunabhéngig. Dies machen wir uns am
Beispiel eines Differentialoperators D 2.ter Ordnung klar. Sei dazu lokal

52
D= Z O BT + niedere Ordnung.
/L?]

Sund damit in jeder
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Dann gilt bei einem Kartenwechsel von x nach z:
0 ozt 0
0? 02a! ozt 9™ 02
pors ~-:Z —— + A~ A~ Anal’
oz ox) ; 0z 0xI — 0z7 01t 0xr"0x

In der ,neuen” Karte z hat D dann die Form

2 T A58
D= ; 67]% + niedere Ordnung, a;j = ; am% g;
Somit transformieren sich die Koeffizienten (a;;) wie ein Schnitt in TM*®T M*. Deshalb
kann man das Symbol o(D) fiir D auf ganz M als
o(D) € F(Symk(TM*, Hom(E, F)))

definieren, also gilt mit p € M und a € TM* bereits o,(D)(a) € Hom (E,, F},). Und
lokal gilt mit

azZ{idxi, D= Z aja(zl

<k

auch

o(D)(a) = Z arel.

[|=k

X.2.11 Definition (elliptischer Differentialoperator)
Ein (linearer) Differentialoperator D € Hom (I'(M, E); I'(M, F')) zwischen zwei Vektor-
biindel E", F* — M iiber einer Mannigfaltigkeit M heifit elliptisch, falls

op(D)(a) € Hom(E,, Fp), Vpe M, Yo € T,M* \ {0}
invertierbar ist. Insbesondere gilt dann r = s.
X.2.12 Beispiel

e Sei V: T(E) —» QYE) = I'(Hom (T'M, E)) ein Zusammenhang. Dann gilt fiir
das zugehorige Symbol

o(V)(a) = aidg € Hom(E,Hom(T' M, E)).
Dies ist offenbar nicht invertierbar und somit ist V nicht elliptisch.
e Betrachte die duBere Ableitung 4d : E :== QF(E) — QFt1(E) =: F. Dann gilt
o(@d)(@) = a A~ € Hom(E, F).

Also ist im Allgemeinen 4d nicht elliptisch. Wir bemerken, dass o(4d) unabhéngig
von V ist.
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Die Wiederholung, die
vor diesem Theorem
stand, wurde in
Abschnitt A.2
verschoben

e Fiir die Koableitung 6V : Q¥(E) — Q¥ 1(E) gilt
o(fd)(a) = iqz,

wobei i,a = a(v, —) fiir « € A¥V* v € V ist.

X.2.13 Lemma
Ist M™ eine kompakte, orientierte Mannigfaltigkeit ohne Rand und zwei Riemannsche

Vektorbiindel (E, k), (F, ﬁ) — M, so gibt es zu jedem linearen Differentialoperator
D :T(F) — I'(F) der Ordnung k genau einen adjungierten linearen Differentialoperator
D*:T(F) — I'(E) der Ordnung k, d.h.

(D¥|p). = (¥|D*¢),,  ¥eT(E),pel(F).
Dabei gilt o(D*)(a) = (0(D)())* € Hom (F, E), also inbesondere ist D genau dann
elliptisch, wenn D* dies ist.

BEWEIS
Verwende den Satz von Stokes. Fir D = 4d, 46, Agv kennen wir die adjungierten Ope-
ratoren schon — dies geniigt fiir unsere Zwecke.

X.2.14 Beispiel
Es gilt 0(6V)(a) = Fi,: = £(a(DV()))" (vgl. vorheriges Beispiel). Damit folgt nun
o5(A)(0) = o(%5)(a) + o (415) (a)
=o0(%)(a)oo(4d) + o(4d) () o o(%)
= (Fiaz) 0 (@A) + A (i)
=+ [|lof?id,

wobei id hier die Identitit auf A¥ TM*®E ist, also ist der Laplace-Operator A elliptisch
ist.

X.2.15 Theorem (Eigenschaften elliptischer Differentialoperatoren)
Ist (M™,g) eine kompakte, orientierte Riemannsche Mannigfaltigkeit ohne Rand

und (E, ), (F, ﬁ) — M zwei Riemannsche Vektorbiindel mit metrischen Zusam-
menhéngen V bzw. V, so gilt fiir jeden linearen, elliptischen Differentialoperator

D:T(FE)—T(F)
1. ker D, ker D*, CoKer D, CoKer D* sind endlichdimensional.
2. Bild D = (ker D*)* (L bzgl. dem L?-Skalarprodukt).
3. I'(F) Z ker D @ Bild D.

4. Der Index ind(D) = dimker D — dim CoKer D héngt nur von der Homoto-
pieklasse des Symbols o (D) ab.

5. D=D*=T(E)=ker D@ (ker D)t =ker D @ Bild D .
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BEWEIS
Wird nicht erbracht. /]

Insbesondere ist die Gleichung DV = ¢ genau dann lésbar, wenn ¢ 1 ker D* gilt. Die
Losung ist dabei wieder eindeutig bis auf ker D.

X.2.16 Proposition (Hodge-Zerlegung)

Ist (M™,g) eine kompakte, orientierte Riemannsche Mannigfaltigkeit ohne Rand und
(E, k) — M ein Riemannsches Vektorbtindel mit metrischem Zusammenhang V, ins-
besondere ist der Laplace-Operator A elliptisch, so gilt

1. Harm® (M, E) = ker A € Q¥(M, E) ist endlichdimensional.

2. OF(M, E) = ker A®Bild A und Bild A = Bild 4d®Bild 4 (jeweils orth. Summen).
Insbesondere ist die Gleichung Aw = 7 genau dann lésbar, wenn n L ker A gilt,
d. h. wenn

0=(nla),, = /M<n Axa)  Ya e Harm*(M, E).

BEWEIS N
Wende Theorem X.2.15 auf E := A*TM* ® E und D = A an. Mit Lemma X.2.2

folgt damit insbesondere I'( A¥ TM* ® E) = ker A @ Bild A und damit verbleibt nur
zu zeigen, dass Bild A = Bild 4d & 45, wobei die Inklusion ,,C* per Definition klar ist.
Fir die umgekehrte Inklusion erhalten wir mit Lemma X.2.6 ker A = kerd Nker § und

(nle), , = (dwla), , = (w|éa) , =0 Vn=dw € Bild4, « € ker A

bereits Bild 4d L ker A. Gleichartig erhalten wir auch Bild § L ker A. ///

X.3. Poincaré-Dualitat

X.3.1 Theorem (von de Rham und Hodge)
Es gilt Harm” (M) = H%,(M), falls M™ eine kompakte, orientierte Mannigfaltig-
keit ohne Rand ist. Insbesondere gilt dim H%,(M,K) < cc.

BEWEIS
Wir wahlen eine Riemannsche Metrik g auf M und zeigen die natiirliche Isomorphie

Harm® (M) = Hfjp(M),

vermoge w — [w], da wir dann mit der Hodge-Zerlegung, Proposition X.2.16 die Aussage
erhalten.
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Kapitel X. Hodge Theorie und Differentialoperatoren

oInjektivitat: Tst w € Harm® (M) eine Harmonische k-Form mit 0 = [w] € HE,(M),
so gilt per Definition w € Bildd C Bild A und damit, wiederum mit der Hodge-
Zerlegung, gilt wl ker A. Da aber nach Voraussetzung w € Harm* (M) = ker A
gilt, folgt w = 0.

~Surjektivitat“: Ist [w] € H5,(M) die de-Rham Restklasse einer geschlossenen k-Form
w € QF(M), so gilt nach der Hodge-Zerlegung

w = wp +dn + v, wo € Harm® (M), n € QFY(M), v € Q81 ().
Da w nach Voraussetzung geschlossen ist, folgt mit Lemma X.2.6

0 =dw = dwy +_d? 1+ dév = dév
~

=0 =0

und daher gilt
Adv=d 66 v+ ddév =0,
~ ~—
=0 =0

also Adr = 0. Da nach der Hodge-Zerlegung Bild d | ker A gilt, folgt also dv = 0,
also

w =wg +dn

und daher gilt [w] = [wo] € HY5(M). Da wy € Harm (M) harmonisch ist, folgt
die Aussage. ///

X.3.2 Definition (Bettizahlen)
Ist M™ eine kompakte, orientierte Mannigfaltigkeit ohne Rand, so heif}t

br(M) == dim H55(M) € N>

k-te Bettizahl.

X.3.3 Theorem (Poincaré-Dualitit)
Ist M™ eine kompakte, orientierte Mannigfaltigkeit ohne Rand, so ist durch

HYp(M) x HIR(M) = K - ([w], [7]) /Mw A

eine nicht-ausgeartete Bilinearform definiert und daher gilt HY, = (HC’Z}{]“)*, also
gilt insbesondere HJj, = K vermoge f o und by, = by, _y, falls M zusammenhéngend
ist.
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X.3. Poincaré-Dualitat

BEWEIS
Sind w,& € HX- (M) zwei geschlossene k- und 7 € Hg]‘%_k(M ) eine geschlossene m — k-
Form mit w — @ € Bildd, also w — @ = da fiir eine k — 1-Form a € Q¥ (M), so gilt
nach dem Satz von Stokes, VII.3.13

= — (=)o = @ =
/M(da)/\n—/Md(a/\n) (—1) AE% /W A =0

und damit ist diese Bilinearform wohldefiniert. Insbesondere geniigt es nach X.3.1 zu
zeigen, dass diese auf Harmonischen k-Formen nicht ausgeartet ist, um zu erhalten,
dass sie nicht-ausgeartet ist.

Ist allerdings w € Harm® (M) eine beliebige harmonische k-Form mit

/ wAn=0 V1 € Harm™ % (M),
M
so gilt insbesondere
0= / wAxw = (W|w) ,
M

da nach Lemma X.2.2 insbesondere A x w = *Aw = 0 und damit *w € Harm™ % (M)
gilt. Da <-|->L2 ein Skalarprodukt ist, folgt w = 0. Damit ist diese Bilinearform nicht
ausgeartet. ///
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Vorwort zum Anhang

Der Anhang wurde aus Teilen der unkorrigierten KTEX Live-Mitschriebs von MARKUS
KLEIN der Differentialgeometrie I Vorlesung und des ebenfalls unkorrigierten KTEX
Live-Mitschriebs von CHRISTOPHER NERZ der Differentialgeometrie Il Vorlesung ex-
trahiert, beide Vorlesungen wurden von PROF. DR. FrRANZ PEDIT an der Eberhard-
Karls-Universitat Tiibingen gehalten.

Der Anhang entstammt dabei den diversen Einschiiben, Anmerkungen, Vorausset-
zungen, Finfiigungen usw. der Vorlesung.

e Abschnitt A.1, ,Lexikon der Topologie“ entstammt dem Einschub ,Lexikon der
Toplogie “ des ersten Kapitels ,,Manigfaltigkeiten “ und wurde deutlich umsortiert
und um einiges (urspriinglich in den anderen Kapiteln eingefiihrtes) erweitert.

Er wird ab dem ersten Kapitel in Differentialgeometrie I vorausgesetzt.

e Abschnitt A.2, ,Multilineare Algebra und Tensoren“ entstammt Wiederholungen
aus Abschnitt IV.2, ,,Unterbiindel und Biindelkonstruktionen* und wir auch ab
diesem Abschnitt vorausgesetzt.

e Der Anhang Abschnitt A.3, ,Analysis und gewohnliche Differentialgleichungen*
wird ab Kapitel III, , Differentialgleichungen® vorausgesetzt und entstammt teil-
weise Bemerkungen etc. und wurde teilweise neu hinzugefiigt.

e Der Abschnitt Abschnitt B.2, ,Tensoren“ wird ab dem Abschnitt IV.2, Unter-
biindel und Biindelkonstruktionen“ vorausgesetzt und wurde von dort aus An-
merkungen, Definitionen etc. extrahiert.

e Der Abschnitt Abschnitt B.3, ,Differentialgleichungen“ wurde aus Anmerkungen
des Abschnitts ,,Hodge-Theorie“ des sechsten Kapitels ,,Kohomologieberechnung*
entnommen und wird ab Kapitel X, ,,Hodge Theorie und Differentialoperatoren®
vorausgesetzt.

Wie die original Mitschriebe erhebt auch dieses Scriptum definitiv keinen Anspruch
auf Richtigkeit, Vollstdndigkeit oder sonst irgendetwas. Es ist nicht durch PROF. PEDIT
autorisiert.

Bei Fragen, Wiinschen oder Verbesserungsvorschldgen freue ich mich iber jede E-Mail
an studium@phoenixes.de.

Vielen Dank!
CHRISTOPHER R. NERZ
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Appendix A

Anhang A.

Wiederholungen

A.1. Lexikon der Topologie

Dieser Abschnitt war

A.1.1 Definition (Topologischer Raum, Offen) nach Bemerkung 1.1.2

eingeordnet und

Ein Paar (X,7) heiit Topologischer Raum, falls X eine Menge und 7 C p(X) eine wurde umsortiert.
Familie von Teilmengen von X ist und die folgenden Eigenschaften erfiillt sind:

1. 9, XeT
2. Wenn {O;|i € I} C 7, dann auch J;c; O; € T
3. Wenn Oy,...,0,, € T, dann auch (., 0; € T

O € T nennen wir offen.

A.1.2 Definition (Abgeschlossenheit)
Ist (X,7T) ein topologischer Raum, so heiit eine Menge A C X abgeschlossen, falls
X \ A offen ist. Das heifit A ist abgeschlossen, falls X \ A € 7.

A.1.3 Definition (Umgebung)
Ist (X,7) ein topologischer Raum, so heifit eine Menge U C X Umgebung von p € X,
falls eine offene Menge O € T mit p € O C U existiert.

A.1.4 Beispiel
Fir X = R" heiflit eine Menge O C X offen bzgl. der von der euklidschen Metrik
induzierten Topologie, falls fiir jeden Punkt p € O ein positiver Radius € > 0 existiert

so, dass
Be(p) :={q¢ €R" | l¢—pll <} CO.

A.1.5 Definition (Umgebungsbasis)

Ist (X, 7) ein topologischer Raum, so heifit eine Familie 7, C 7 von offenen Mengen
Umgebungsbasis von p € X, falls fiir jede Umgebung U von p € X eine Menge U, € U,
der Familie existiert mit p € U, C U.
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Anhang A. Wiederholungen

A.1.6 Definition ((Sub-)Basis der Topologie)
Fiir einen topologischen Raum (X, 7) heifit eine Familie B C 7 Basis der Topologie
T, falls

U=|JB VUeT.

BeB
BCU

Fiir einen topologischen Raum (X, 7T') heifit eine Familie § C 7 Subbasis der Topo-
logie T, falls die Familie

qs;:{(n]Bk

n €N, BkES}

eine Basis von 7 ist.

A.1.7 Definition (Abzihlbarkeitsaxiome)
Ein topologischer Raum (X, 7) erfillt das erste Abzahlbarkeitsaxiom, falls fir jeden
Punkt p € X eine abzéhlbare Umgebungsbasis existiert.

Ein topologischer Raum (X, 7T) erfillt das zweite Abzihlbarkeitsaxiom, falls es eine
abzahlbare Basis der Topologie 7" gibt.

A.1.8 Beispiel
R™ erfiillt das beide Abzdhlbarkeitsaxiom, denn zu einem Punkt ist {B1(p) |n € N} =
U, eine abzahlbare Umgebungsbasis und !

8= {B.(p) | s €Q*,peQ"}

ist eine Basis der Topologie.

A.1.9 Definition (Stetigkeit)
Eine Funktion f : X — Y zwischen zwei topologischen Rdumen (X, Zx) und (Y, %)
heifit stetig, falls das Urbild offener Mengen offen ist, d. h.

fl0)ern VOeTy.
A.1.10 Definition (Weg)

Eine stetige Abbildung v : I — X von einem zusammenhéngenden Interval I C R in
einen topologischen Raum (X, 7T) heifit Weg oder Kurve.

A.1.11 Schreibweise
Fir Wege 7,71,72 : [0;1] — X in einen topologischen Raum (X, 7) schreiben wir

e fiir den umgekehrt durchlaufende Weg (—v)(t) := (1 — t);
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e fiir das ,hintereinander Laufen“ beider Wege

7(2t), 0<t<
’72(215_1)3 %Stﬁ

Y2 *’)/1(75) = {

falls 71(1) = 72(0).

Entsprechend ist dies jeweils fiir Wege von beliebigem Intervall definiert.

A.1.12 Definition ((Weg-)Zusammenhingend)
Ein Topologischer Raum (X, T) heifit zusammenhdngend, falls er nicht darstellbar ist
als Vereinigung zweier offener disjunkte Mengen, die nichtleer sind, d. h., falls

X=UUV=UnNV#0 VU,V €T mit UV # 0.

Der Raum heifit wegzusammenhdngend, falls zwischen jeweils zwei Punkten immer ein
stetiger Weg existiert, d. h.

Vp,g€ X 3v:]0;1] — X stetig: v(0) =pA~v(1l) =gq.

Der Raum heifit lokal wegzusammenhdngend, falls fiir jeden Punkt p € X eine zusam-
menhéngende offene Umgebung existiert, d. h.

Vpe X 33U € T VqeU Iv:[0;1] — X stetig: v(0) =pA~y(l) =gq.

A.1.13 Lemma (Wegzusammenhingend und zusammenhingend)

Jeder wegzusammenhéngende Raum ist zusammenhédngend, aber die Umkehrung gilt
nicht. Aber jeder lokal wegzusammenhéngende und zusammenhingende Weg ist weg-
zusammenhangend.

A.1.14 Definition (Kompaktheit)
Eine Teilmenge K C X eines topologischen Raumes (X, 7T) heifit kompakt, falls jede
offene Uberdeckung eine endliche Teiliiberdeckung existiert. Das heifit fiir jede Familie

O C T mit Jpep 2 K existiert eine endliche Teilfamilie 0 C O mit | 0cd 0.

A.1.15 Beispiel
Eine Menge K C R" ist genau dann in der von der euklidschen Metrik induzierten
Topologie kompakt, wenn K beschriankt und abgeschlossen ist.

A.1.16 Definition (Hausdorff-Raum)
(X, T) heiBt Hausdorff-Raum bzw. Hausdorffsch, falls zwei verschiedene Punkte immer
durch offene Mengen getrennt werden kénnen, d. h.

Vp#qgeX 30,0,€T: p €0y, q€0f Op,NO; =10.
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A.1.17 Definition (Erzeugte Topologie)

Ist X eine Menge und B C p(X) eine Familie von Teilmengen von X, so heifit die
kleinste Topologie 7 auf X, die B beinhaltet, die von B erzeugte Topologie. Wie leicht
nachzuweisen ist, gilt

ki
r-nr-{uf o
TOB i€l k=1
Topologie

I Indexmenge, k; € N, B; . € ’B}

und B ist eine Subbasis von 7.

A.1.18 Definition (Induzierte Topologie) N
Ist A C X eine Teilmenge eines topologischen Raumes (X, 7), so heiit 7 die durch T
auf A induzierte Topologie, wobei

T:={ANU | UeT}.

A.1.19 Bemerkung (Allgemeine induzierte Topologie)

Wir kénnen dies verallgemeinern: Ist I eine Indexmenge und f; : A — X; fiiri € [
Abbildung in topologische Raume (X;, 7;), so heifit die von § erzeugte Topologie die
von { fi}i und {ZL;}; induzierte Topologie auf A, wobei

S = {f[l(Ui) ’ U, €T, ic I}.

Wir erhalten den obigen Spezialfall mit A C X durch Betrachtung von i : A — X :
T x.

A.1.20 Definition (Produkttopologie)
Sind (X1, 7;) und (Xe, T3) topologische Rédume, so heiit die von

@ZZ{U1XU2’U1€QE,UQE%}

erzeugte Topologie die Produkttopologie von X7 x Xo.

A.1.21 Bemerkung
Auch dieses Konzept ldsst sich auf beliebige Produkte erweitern. Sei dafiir I eine belie-
bige Indexmenge und fiir alle ¢ € I ein topologischer Raum (Xj, 7;) gegeben. Durch

7t ®Xj - X;: (‘Tj)jel — x;
jel

ist fiir ¢ € I die kanonische i-te Projektion definiert und
B = {Wi_l(U) ‘ Ue ‘Z{}

erzeugt die Produkttopologie auf dem Produkt @;.; X;.
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A.1.22 Satz (Eindeutigkeit der Finaltopologie)
Ist (X,T) ein topologischer Raum und ~ eine Aquivalenzrelation auf X, so gibt es
genau eine Topologie auf X/~ so, dass

1. die kanonische Projektion 7 : X — X/~ : z +— [z] stetig ist

2. ist (Z,7z) ein weiterer toplogischer Raum und f : X — Z stetig und konstant
auf Aquivalenzklassen, so ist die induzierte Abbildung f : X/~ — Z : [2] — f(x)
stetig.

Diese Topologie heifit Quotienten- oder Finaltopologie X/~. Dabei ist O C X/~ genau
dann offen, wenn 7=1(0O) C X offen ist.

A.1.23 Korollar
Ist (X, T) ein topologischer Raum und ~ eine Aquivalenzrelation, so gilt:

1. Falls X Hausdorffsch ist, dann ist ~ C X x X genau dann abgeschlossen, falls
X/~ Hausdorffsch ist.

2. Falls X kompakt ist, dann ist auch X/~ kompakt.

A.1.24 Beispiel
1. Betrachten wir auf R**1\{0} die Aquivalenzrelation [z] := Rz, so ist R""'\{0}/~ =:
RP™.

2. Betrachten wir die Sphdre S™ C R"! mit der Aquivalenzrelation [z] := {4z}, so
ist $"/~ = RP™.

3. Wir erhalten den n- Torus T™ durch die Aquivalenzrelation ~ auf R", wobei 2 ~

y:<<= y—x ez T :=R"/.

Unsere Beispiele haben gemeinsam, dass alle Aquivalenzrelationen von Gruppenak-
tionen/-wirkungen kommen. d.h. fiir eine Gruppe G und eine Menge X operiert G
auf X (von links), falls eine Abbildung px : G x X — X existiert mit u(1,2) = z und
w(gh,z) = p(g, p(h, x)). Wir schreiben normalerweise: u(g,z) = ¢g - ¢ = gx. Dann muf
gelten: 1 -z =z und (gh) -z =g- (h-x).

Aquivalent ist dies beschreibbar durch Darstellungen, d. h. einen Gruppenhomomor-
phismus ¢ : G — Bij (X) deren Aquivalenz man durch pu(g,x) = o(g)(x) erkennt.

Wir erhalten mit G x X — X dann eine Aquivalenzrelation ~ auf X durch
p~qg <= dJgeG:q=g-p.

Dann ist X/~ = X/G. Wir nennen [p| = G - p den G-Orbit durch p € X oder Bahn von
p € X. Die Isotropiegruppe G, = {g € G: g-p =p} C G von p € M ist dann eine
Untergruppe von G und wir erkennen, dass G/G, = G - p ist. Solche Rdume nennen wir
homogene Rdume.
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A.1.25 Definition (Einfach zusammenhingend)
Ein topologischer Raum (X, 7T') heiit einfach zusammenhdingend, falls fir jeden Punkt
po € X die Fundamentalgruppe trivial ist, d. h. mo(M, pg) = {1} gilt.

A.2. Multilineare Algebra und Tensoren

Es werden kurz einige Begriffe und Aussagen aus der linearen Algebra wiederholt,
dabei werden die meisten Beweise nicht gefiihrt.

A.2.1 Wiederholung (Endlichdimensionale Situation)

Seien V, W endlichdimensionale K-Vektorrdume mit hermiteschen Metriken. Dann gilt
fiir eine lineare Abbildung (,,Operator) D : V. — W mit adjungierter Abbildung
D* : W — V folgendes':

1. Bild D = (ker (D*))*.
2. V =ker D @ Bild D (vgl. Homomorphie-Satz).

3. CoKer D := W/Bild D und fiir den Index ind(D) := dimker D — dim CoKer D
von D gilt ind(D) = dim V' — dim W'.

4. Ist D selbstadjungiert, so folgt Bild D = (ker D)+ und V' = ker D@ Bild D (sogar
orth. Summe).

Dabei ist ,, 1 dquivalent zu folgenden Aussage: Die Gleichung Dv = w hat genau
dann eine Losung, wenn w L ker D* gilt (vgl. Fredholm-Alternative). Die Losung ist
bis auf ker D eindeutig bestimmt.

A.2.2 Definition (Multilineare Abbildungen)
Fiir Vektorraume Vi,..., V. und W ist

Multh (Vi,..., Vis W) :={T: V4 x ... x Vou = W : T ist multilincar}

die Menge der K-multilinearen Abbildungen. Dies ist ein K-dimensionaler Vektorraum
der Dimension dimV; - ... -dim Vj - dim W.

Hiervon haben wir zwei Spezielle Unterrdume, falls V; = V:

A.2.3 Definition (Symmetrische und Alternierende Abbildungen)
Fir zwei K-Vektorrdume V und W und eine natiirliche Zahl k € N ist

Sym*(V, W) := {T e Mult*(V,...,V;W): T (va(l), e ,va(k)> =T(vy,... ,vk)}

n dieser Situation (dim M = 0) ist D immer elliptisch.
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die Menge der symmetrischen multilinearen Abbildungen

Appendix A

T (Vg(1),- -5 0g
ARV, W) :={ T e Multh(V, ..., V; W) : ( (1 (k)>
= (-1)7T(v1,...,vg)

die Menge der antilinearen Abbildungen

dimV

k

A.2.4 Lemma
Es gilt dim Alt" (V, W) = (

) dim W.

A.2.5 Definition (Spur eines Endomorphismuses)
Fiir einen Endomorphismus 7' € End (V') auf einem endlich-dimensionalen Vektorraum
V und eine Basis {e;}; ist die Spur durch

n
trT = Z a
i=1

definiert, wobei a;7 implizit durch Te; = a;7 e;j definiert ist.

A.2.6 Lemma (Die Spur eines Endomorphismus ist wohldefiniert)
Die Spur ist wohldefiniert, d. h. unabhéngig von der Basiswahl.

BEWEIS . A
Sind {f; = bi’e;}; und {e;}; zwei Basen, so gilt fiir B = (b) und (¢;/) := C := B~}
bereits e; = ¢;’ fj, also auch

aijej =Te; = T(Cikfk> = cikT(fk) = cikﬁifl = Cikﬁzblmem.

Da die e, linear unabhéngig sind, folgt a7 = cik’&kbﬂ', also gilt auch

n n n
Sail =Y efah’ = bleta, = (BO)  a), = ofal, =Y al.
i=1 i=1 i=1 ///

A.2.7 Beispiel (Spur einer Bilineareabbildung)
Sei e; = (67); und f; = 2¢;, sowie
T(ei,ej) :=6;6; + 0} +6;.

Somit gilt in der Basisdarstellung beziiglich e;

n n
treT =Y T(eie;) =2 6 +07 =4#0.
=1 =1
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Andererseits gilt
T(fi, fj> = T(Qei, 26j) = 4T(ei, ej) = 4(511(5]1 + 511 + 6]1)7
also auch

n n
tryT = ZT(fi, fi) = 42T(ei,ei) =4tr. T # Spur,T.
i=1 i=1

Damit ist die Spur & priori nicht wohldefiniert fiir bilinearen Abbildungen auf einem
endlich-dimensionalen Vektorraum.

A.2.8 Definition (Spur einer Bilineareabbildung auf einem Hilbertraum)
Fiir eine Bilineareabbildung 7" € Bil (V, V;R) auf einem endlich-dimensionalen Hilber-
traum (V, g) und eine Orthonormalbasis {e;}; ist die Spur durch

n
trT .= Z i
i=1

definiert, wobei a;; = T'(e;, €;).

A.2.9 Lemma (Spur einer Bilineareabbildung auf einem Hilbertraum)
Die Spur ist wohldefiniert, d. h. unabhéngig von der Wahl der Orthonormalbasis.

BEWEIS
Folgt wie bei Lemma A.2.6, da die Basiswechselmatrizen nun Orthogonalmatrizen
sind. ///

A.3. Analysis und gewohnliche Differentialgleichungen

A.3.1 Definition (Tridger einer Abbildung)
Ist f: A — B eine Abbildung von einem topologischen Raum in eine Menge, so heif3t

supp f :={a € A| f(a) # 0}

der Trager von A.

A.3.2 Satz (Fixpunktsatz von Brouwer)
Jede glatte Selbstabbildung f : B™ — B™ des abgeschlossenen m + 1-dimensionalen
Einheitsballs B™ = {p € R™*! | ||p||2 < 1} € R™*! hat einen Fixpunkt.

BEWEIS
Fir m = 0 ist dies gerade der Mittelwertsatz, wir zeigen nun den allgemeinen Fall
durch einen Widerspruchsbeweis.

Sei also m > 1 und f: B™ — B™ eine glatte Abbildung ohne Fixpunkt, d.h fiir alle
Punkte p € B™ gilt p # f(p). Wir definieren nun eine glatte Abbildung F' : B™ — S™
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vom Einheitsball auf die Sphére durch Projektion von f(p) durch p, d.h. F(p) ist
f(p) +t(p— f(p)) fiir das kleinste 0 < ¢ mit f(p) + t(p — f(p)) € S™.2

Per Definition gilt F|gm = idgm. Also ist S™ e gm Iy 6m wohldefiniert und
F oinc = idgm. Damit gilt aber insbesondere (idgm )* = inc* o F* und somit ist auch

H7 (8™ £ gm(Bm™) = 0 2% g (s™)

die Identidtatsabbildung, dies widerspricht jedoch der Tatsache, dass HJ,(S™) = R~
siehe bspw. Anwendung VIII.2.11. ///

A.3.3 Satz (Fortsetzungssatz) B
Existiert fiir f : S™ — S™ eine Fortsetzung f : B" — S™, dann ist deg f = 0.

BEWEIS
Ahnlich wie der Beweis des Satzes Fixpunktsatz von Brouwer, Satz A.3.2. ///

A.3.4 Definition (Gewdohnliches, glattes Anfangswertproblem)
Sei V ein endlich dimensionaler normierter Vektorraum und U C V offenund & : U — V
eine glatte Abbildung. Dann heif3t

c(t) = &(c(t))e(to) = 20 € U

das Anfangswertproblem der gewohnlichen Differentialgleichung erster Ordnung. Diese
Differentialgleichung ist sogar autonom, da £ zeitunabhéngig ist.

A.3.5 Satz

Jedes gewohnliche, glatte Anfangswertproblem hat eine eindeutige glatte Losung c :
I — U und I C R ein offenes Interval mit Ty € I ist. ¢ heiflit dann Integralkurve von &
mit der Anfangsbedingung c(t9) = xo.

A.3.6 Bemerkung
1. Es ist extrem wichtig, Differentialgleichungen zu untersuchen, da wir dafiir viele
Anwendungen bspw. in der Physik haben — etwa die Newtonschen Bewegungs-
gleichungen fiir die klassische Bewegung eines Massenpunktes & = F'(t, x, &).

2. Wir kénnen jede gewOhnliche Differentialgleichung auf die erste Ordnung redu-

zieren und schreiben .
z Y
= pry x’
<y> (F(fc,y)> )

falls F' zeitunabhéngig ist.

2ist p ¢ S™, so ist dieses 0 < t offensichtlich eindeutig bestimmt. Fiir den Fall, eines Punktes p € $™
auf der Sphére ist dieses Argument diffizieler.
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Appendix B

B.1. Topologie

B.1.1 Definition (Homotopie)
Fiir zwei Wege 70,71 @ [ta;tg] — X heifit eine Abbildung h : [0;1] X [ta;tp] — X @ [Wird spiter verwendet
(s,t) — hs(t) Homotopie, falls

h(i,t) = hi(t) = vi(t) Vi€ [taste], i €{0,1}
und entweder (Homotopie geschlossener Kurven)
h(s,ta) = h(s,tg) Vs e [0;1]
oder (Homotopie festen Endpunkten)
h(s,t;) = ~vo(t:) Vse[0;1], i € {A E}
gilt. In beiden Féllen heiflen die Wege homotop zueinander.
B.1.2 Definition (Erste Fundamentalgruppe)
Ist (X,7) ein topologischer Raum, so heifit fiir einen Punkt pg € X
Apy ={7:10;1] = M : v(0) = v(1) = po, 7 ist stiickweise glatt}
der Raum der geschlossenen Kurven in py und
70(M,po) = Ap/ ~

die erste Fundamentalgruppe in pg, wobei die zwei Wege ,5 € A,, dquivalent, d.h.
~v ~ 7, sind, falls sie geschlossen homotop sind.

B.1.3 Beispiel
Auf der Kugeloberfliche §? gilt offensichtlich 7mo(52%,p9) = {1} unabhéingig von dem
Punkt py € S2.

Ebenso gilt fiir die Sphire S unabhingig vom Punkt py € S x S! jeweils mo(S! x
Slap()) = ZQ'
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Der restliche
Abschnitt muss noch
korrigiert werden und

stammt aus dem
Kapitel ,,AuBere
Ableitung und
Differentialformen*
Abschnitt ,Lineare
Algebra Wiederholung
— abstrakte Begriffe®.

B.1.4 Definition ((k-fache) Uberlagerung)

Fine stetige Abbildung pr : U — V zwischen zwei topologoischen Raumen U und V
heiBt Uberlagerung, falls fiir jeden Punkt v € V eine offene Umgebung V,, C V existiert
so, dass ihr Urbild pr=(V,) = Uie ;Ui in paarweise disjunkte, offene Mengen zerfallt,
die jeweils vermoge pr homéomorph zu V; sind, d.h. jeweils ist pr|y, : U; — V, ein
Homo6omorphismus.

Eine Uberlagerung pr : U — V zwischen zwei topologoischen Riumen U und V heif}t
k-fache Uberlagerung, falls jeder Punkt v € V eine offene Umgebung V,, C V besitzt,
deren Urbild pr=!(V,) = Uy U---U U}, in k paarweise disjunkte, offene Mengen zerfillt,
die jeweils vermoge pr homéomorph zu V,, sind.

B.1.5 Satz (Uberlagerungseigenschaft)

Ist v : [a;b] — V ein stetiger Weg in einen topologischen Raum V', pr : U — V eine
Uberlagerung von V und p € pr=1(y(0)) ein Punkt der Uberlagerung iiber v(0), so
existiert genau ein stetiger Weg 7 : [a;b] — U mit pro5 =+ und 4(0) = p.

B.2. Tensoren

B.2.1 Motivation (fiir das Tensorprodukt)

Seien V', W, W K-Vektorrdume und es sei b: V x W — W eine bilineare Abbildung.
Es wird nun versucht eine universelle Bilineare Abbildung s von V' x W in einen noch
unbekannten Vektorraum zu finden, um dann eine von b abhéngige lineare Abbildung b
zu finden so, dass b = bos. Es wird gelten, dass dieser unbekannte Vektorraum gerade

V ® W ist.

B.2.2 Definition (Tensorprodukt)
Wir definieren das Tensorprodukt zweier K-Vektorrdume V und W

o K(VXW)

VoW = [u
wobei
KV>W) .= {f:VxW—HK‘

— Z K

(z,y)eVXW

f(z,y) = 0 fir alle bis auf
endlich viele (z,y) € V x W [’

der freie K-Vektorraum iiber der Menge V' x W mit Basis

1 :(v,w) = (v,w)

0 :sonst

E(v,w) (777 @) = {

226 DIFFERENTIALGEOMETRIE I & II



B.2. Tensoren

Also

S K(VXW) = f= Z f(’U,’LU)B(v’w),
(v,w)eVxW

wobei die Summe nach Definition endlich ist, und
€(v1tv2,w1) — C(v1,w1) T E(va,wi)> v, v €V

U = Span €(vy,witws) — €(vi,wi) T C(v1,wa)s wy,wy € W

e()\vl,wl) - A6(1)1,11)1)7 e(vl,)\wl) - )‘e(vl,wl) A’M ek

Nun definieren wir eine bilineare Abbildung

VxW oKW S vew: (v, W) = ey ) [e(v’w)} = vQuw.

B.2.3 Lemma
Wir beweisen einige Aussagen

1. Die obige bilineare Abbildung ist universell im Sinne, dass fiir alle b € Bil (V, W)
genau ein b € Hom (V' @ W, W), sodass

VeWw
N
~ N

VxW b w

kommutiert. Also Bil (V x W, W) = Hom (V @ W, W).
2. VoW =W ®V kanonisch
3. 1@ V) @ Vs 2V ® (Vo ® V3) kanonisch
4. Fiir {v;} Basis von V, {w;} Basis von W ist
{viow;li=1,...,m=dimV,j=1,...,n=dmW}
ine Basis von V ® W. Insbesondere
dimV W =dimV - dim W

und
teVaW =t= >  t;vyeuw.

SO ) >
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B.2.4 Definition (Tensoralgebra)
Die Tensoralgebra

wobei V& := K, ist eine assoziative Algebra mit 1 unter ®.

B.2.5 Beispiel
1. W®V* = Hom (V,W), dies vermoge (w ® «) — (v +— w - a(v)). Also

T € Hom(V,W) = T(v) = Zwlle’
=1

wobei Ty, ,Matrix von T in Basis {v;}, {w;}*. Also, falls {a;} duale Basis zu

{Ui}a '
T = Z (wj & aj) T};.
%
" Basis von W®V*

2. V¥ W* = Bil(V x W,K) = (V@ W)* dies vermoge
a® B ((v,w) = a(v)f(w))
und die Abbildung aus 1.. Ist andersrum B € Bil (V' x W, K), dann
b=> bijjol @B,
wobei {a'}, {87} duale Basis zu {v;}, {w;} sind und b;; = b(v;, w;).

3. Allgemein
Vi@ @VFE@W 2 Multh (Vi x - x Vi, W)

mittles

@ @ap@w = ((v1,...,vk) = ag(vr) - ag(vp)w) .

B.2.6 Lemma und Definition (Alternierende Tensoren)
Fiir einen K-Vektorraum V und vy, ..., vx € V definieren wir das Wedge-Produkt durch

VIA - Avg = Z (—1)01),,(1) @ D Vg(k)-

ocll(k) =:8gno

Und das k-te Dach-Produkt (k-te Wedge-Produkt, k-te alternierendes Tensorprodukt)
durch )
/\kV = Span{vy A---Avg |v; €VICVE,
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Ist {v;} eine Basis von V, dann ist
{Uh/\"‘/\vik | 1< <.y Sm}

eine Basis von A\*V. Insbesondere

dim \*V = (d“;l V) m

R

insbesondere A’V = K, A'V = V, AYmVY =~ K, wobei die letzte Isomorphie nicht E
kanonisch ist, sondern von der Wahl der Basis abhingt. Es gilt A¥V* = AltF (Vx-oox &
V,K), dies vermoge Q,
=

> (—1)0041(%(1)) ----- ag (va(k))
ar N~ Nag — (Ul,...,vk)i—> o€ell(k)
= det(a(v)),,

ij
_ Es gilt die universelle Eigenschaft, dass fiir jedes b € Alt(V x V,W) genau ein
b € Hom (V AV, W) existiert, so dass

VAW

N
~ N

VxW b W

kommutiert.
B.2.7 Beispiel
o U1 Ny =11 QU2 — V2 Q1.
o N2V 2 Alt? (V x V;K) = (A?V)*, denn ist b : V x V — K schief, {v;} Basis
von V und {a'} duale Basis von V*, dann ist
1 , . , ,
b= QZbUO{Z Aol = Zbijal /\Otj,
i i<j
wobei bz'j = b(’l)i, Uj) = —bjz'.
B.2.8 Definition (Wedge Produkt iiber Paarungen)
Sei b: Wy x Wy — W bilinear (Paarung), dann heifit die Abbildung
AR (VW) x ALY (V; W) — ARV W) @ (w, ) — b(w A1),
das Wedge-Produkt iber b bilinear, wobei

(V15 -+ s V) >
b(wAn) = 1 - k k+1
whm) B > (=1)% (w ((U”(i))@'ﬂ) 1 <(U"(i)>i:k+1>>
oeT(k+1)
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B.2.9 Bemerkung
Das Wedge-Produkt ist

1. ,kommutativ®, indem Sinn, dass falls b (anti-)symmetrisch ist, insbesondere W =
Ws, dann gilt
bwAn) = (=1)"b(n Aw)

2. ,assoziativ®, indem Sinn, dass falls b assoziativ ist, insbesondere W1 = Wy = W,
also b(v, b(w,u)) = b(b(b,w),u), dann gilt

b(wAbnAT))=b(bwAn)AT).

Neu cingefigt | 3. Beachten wir, dass Alt" (V;W;) = Alt* (V) ® W;, so erkennen wir

b(wr Awsa) = b(%i; ¢2i)771i A 124,

wobei w1/, = wl/zinl/gi mit 71; € Alt* (V) und ny; € Alt! (V) sowie ’llz)l/gi € Wiy,.

B.2.10 Lemma und Definition (Auflere Algebra)
Fiir einen K-Vektorraum definieren wir die duflere Algebra A®*V* durch

dimV

/\.V*: kezao /\kv*’

wobei A\°V* = K und klarerweise \*V* = {0} fiir k > dim V.
Es gilt

di P _dimV dim V' . dimV _ 5dimV
1m</\V>—Z I =(1+1) =2

und die duflere Algebra ist eine endlich dimensionale (graduierte), assoziative K Algebra
mit 1 und
wAn = (—1)d8wdeny Ay,

B.2.11 Beispiel
Beispiele dafiir sind
1. Wy =Wy =W =K, b Multiplikation in K — b wird in der Notation weggelassen:

Da g kommutativ und assoziativ ist, ist auch A im obigen Sinne kommutativ und
assoziativ.
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2. Ist b: K x W — W die Skalarmultiplikation, so ist
AN AW N @W: (a,w) = aAw,
wobei wir wieder zum Verkiirzen der Schreibweise b weglassen. Es gilt

w A n(—l)deg‘”deg"n Aw.

3. Ist W eine Liealgebra, mit der Lieklammer [-,-] : W x W — W, welche K-linear
und schief ist und die Jakobiidentitit erfiillt. Wir definieren

['/\']:/\'®W X /\'®W—>/\'®W:(w,n)'—>[w/\n]
sind w,n € A'V*®@ W = Hom (V, W), so gilt
[W/\W]:[U/\w],

was bemerkenswert ist, da hier zwei schief-kommutative ,,Operationen “ zusam-

men eine kommutative ergeben.

4. Oft wird noch das wedge-Produkt iiber b der natiirliche Paarung, also
b: HOHl(Wl,WQ) X W1 — W2 : (T,w) — T(w),
verwendet.

B.2.12 Definition (Skalarprodukt auf den Formen)
Ist V ein endlich-dimensionaler Vektorraum mit einem Skalarprodukt (-|-), so definiert

<a1 AL ..ak‘ﬁl A A 5’°> = det ((w‘{m‘)) Val, B e V*,

wobei wir V* natiirlich tiber (-|-) mit V' identifizieren.

B.2.13 Wiederholung (Determinante)
Ist V™ ein endlich-dimensionaler euklidischer, orientierter R-Hilbertraum, so existiert
genau eine m-Form det € A™V™* mit

det(eq,...,dn) =1,
fiir jede positiv orientierte Orthonormalbasis e, ..., ey,. Ist ot, ..., 0™ dual zu (e;), so
gilt

det =c' A - Ao™.

Ist a1, ..., eine Basis, aber keine Orthonormalbasis von V*, so gilt fiir eine gewisse
lineare Abbildung (bzw. Matrix) A € GL*(R™)

a=(al,...,an) =04
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und fiir dieses A gilt dann
o' AN =0l A A 0™ det A
Bezeichnet (-|-) das euklidische Produkt von V' (und V*), dann gilt

1

<aT‘a> = AT A, also 0 < det A = \/det ((ai|ad)) = ——x—
det ((viv;))

mit v = (vy,...,v,) dual zu (a?). Also ist

det = o' A--- A o™ = \/det ((vi]v;))al A--- A Q™
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B.3. Differentialgleichungen

B.3.1 Definition (Linearer Differentialoperator)
Fiir eine offene Menge U C R™ und zwei endlich-dimensionale Vektorrdume V und W
heifit ein Operator

D:C®(U,V) = C(U,W)

der Form

D = I%;k ajaax[ mit ay € COO(U, Homg (V, W))

Appendix B

einen linearen Differentialoperator der Ordnung k, falls fiir zumindest einen Multiindex
I mit |I| = k bereits ar # 0 gilt.

B.3.2 Definition (Symbol eines linearen Differentialoperators)
Fiir einen linearen Differentialoperator D : C*°(U, V) — C>°(U, W) von k-ter Ordnung,
einen Punkt p € U und einen Vektor £ € R™ heifit

op(D)(§) :== Z aré!

[1|<k
wobei ¢ = fil ----- €im das Symbol von D, also

o(D):U 5 SymF (R™, Hom(V, W)) .

B.3.3 Definition (Elliptischer Differentialoperator)
Ein linearen Differentialoperator D

D:C®(U,V) = C°(U,W)
k-ter Ordnung heifit elliptisch (auf U), falls fiir jeden Punkt p € U und jeden von 0
verschiedenen Vektor 0 # £ € R™ bereits o,(D)(€) € Iso (V, W) invertierbar ist.

B.3.4 Beispiel
1. Fiir den A-Operator auf den Funktionen gilt

m 92
ar=-S 2T Ay = e
7=0

' oxt
Also ist dieser elliptisch (sogar gleichméfig elliptisch)..

2. Fiir den Wellenoperator (etwa der Laplace mit Lorenzmetrik) auf den Funktionen
gilt
N2 2 2
D= (da') 44 (dah)” = (daFH)" e = (2™
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also
o(D)E) =&+ + &~ (Gt +E)

und somit ist dieser nicht elliptisch.

3. Fiir den Differentialoperator

of
ozt

d: C®(U,V) — ¢ (U, Hom(R™,V)) : f — ——da’
gilt

d = dztidy ;ﬁ.
und somit auch

o(d)(§) = (i &dxi> idy
=1

dim ker =m—1

also ist dieser nur fiir m = 1 elliptisch.

B.3.5 Bemerkung
Sind
Dy:C*(UWN) = C*(U, V) Dy: C*(UV2) = C*(U, V3)

Differentialoperatoren der Ordnung k;, so ist offensichtlicherweise

1. Dy o D; ein linearer Differentialoperator der Ordnung k1 + ko

2. 0(D20D1)(§) = a(D2)(§) o a(D1)(€)
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euklidsche Norm eines euklidschen Vektors z € R™: |z| = [jz|l2 =

V2 k=1 il
induzierte Norm eines Riemannschen Vektorbiindels (E — M, g):

RS 1 G I R 177

duBere Algebra der Mannigfaltigkeit: Q*(M,K) := J32, QF(M) ... .. 71
= UL QR (M F) 68
differenzierbaren Eins-Formen auf M: QY(M) .= T'(M;TM*)........ 66
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