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Am Mathematischen Forschungsinstitut Oberwolfach
(MFO) treffen sich iede Woche angesehene Mathemati-
kerinnen und Mathematiker, um sich [iber aktuelle For-

schungsthemen auszutauschen und neue mathematische

ldeen zu entwickeln. Um die Themen, die hier diskutiert
werden, einer breiteren Zielgruppe - Mathematikleh-

rer/innen, interessierten OberstufenschUler/innen, Wis-
senschaftsiournalist/innen und allgemein an Mathematik
lnteressierten - zugdnglich zu machen, hat das MFO Ende

20 l3 unter dem Direktor Gerhard Huisken das Projekt

Schnoppschrisse moderner Mothemotik ous Oberwolfoch ins
Leben gerufen.

lm Rahmen dieses Proiektes verfassen ausgewihlte Teil-

nehmer/innen des wissenschaftlichen Programms des

MFO kurze englische oder deutsche Texte, in denen sie

geeignete Themen des jeweils behandelten Forschungs-

gebiets moglichst verstandlich erkldren, sodass ein Le-

ser sie ohne viel Vorwissen verstehen kann. Diese Texte,

genannt Schnoppschtjsse, werden dann von einem Team

junger Editorinnen und Editoren liberarbeitet; die Edi-

tor/innen studieren oder promovieren in Mathematik
und sind besonders geiibt darin, komplexe Sachverhal-

te einfach darzustellen und Briicken zum Vorwissen von

Mathematiklehrer/innen und Oberstufenschtiler/innen zu

schlagen.

Nach wissenschaftlicher Begutachtung durch die Or-
ganisator/innen des jeweiligen wissenschaftlichen Pro-

gramms werden die Schnappschtisse unter einer Crea-
tive Commons Lizenz auf www.mfo.de/snapshots frei
zur VerfUgung gestellt und konnen dort iiber einen

RSS-Feed abonniert werden. Gleichzeitig werden sie

auch iiber die Mathematikkommunikationsplattform
www.i magi nary.org verbreitet. D ie aktive eh renamtl ich e

IMAGINARY-Community hat bereits begonnen, einzelne

Schnappschi..isse in andere Sprachen wie etwa Deutsch,

Franzosisch und Spanisch zu iibersetzen und wiederum
frei zur VerfUgung zu stellen.

Um die verschiedenen mathematischen Teilgebiete, ihre

Querverbindungen und Beziige zu anderen Wissenschaf-

ten sichtbar zu machen, werden die Schnappschtisse ei-

nem oder mehreren mathematischen Gebieten zugeord-
net sowie gegebenenfalls Verbindungen zu anderen Ge-

bieten wie etwa Physik oder Biologie aufgefiihrt.

Das Schnappschuss-Projekt wurde 2014 auf dem lnter-
national Congress of Mathematicians in Seoul im Panel

Mathemotics communicotion for the future sowie auf dem

Forum Wissenschaftskom mu ni kation vorgestel lt.

Zelsetzung

Wir wollen an vielen verschiedenen Beispielen zeigen,

dass Mathematik und mathematische Forschung span-

nend, elegant und vielfdltig sind. Die zahlreichen Anwen-

dungen von Mathematik in anderen wissenschaftlichen

Disziplinen sollen dabei ebenso vorgestellt und erkldrt
werden wie die Gebiete der Reinen Mathematik. Die

Vielfalt an Autor/innen und ihrer Perspektiven auf die

Mathematik erlaubt es den Leser/innen, einen Eindruck

zu gewinnen, was Mathematiker/innen antreibt und be-

geistert, wie sie i.iber Mathematik nachdenken und wel-

che mathematische ldeen sie besonders faszinieren. Vor

allem aber wollen wir die Leser/innen neugierig machen

auf moderne Mathematik und mathematische Forschung

und so vielleicht auch den einen oder die andere fi..ir ein

Mathematikstudium gewinnen.

Wir mochten die mathematische Community mit dem

Schnappschuss-Projekt dabei unterstUtzen, geeignete

Forschungsergebnisse und -methoden auch fi.ir Laien auf-

zubereiten:

Beim Schreiben eines Schnappschusses wird man da-

zu gezwungen, aus dem mathematischen Autismus
herauszutreten und sich noch einmal ganz neu mit
den lnhalten zu befassen.

- so beschrieb ein Schnappschuss-Autor seine Erfahrung

beim Eingrenzen des zu behandelnden Materials und des-

sen stringenter und zuginglicher Darstellung.

Die Schnoppschtjsse moderne r Mothemotik ous Oberwolfoch

begannen als Teil des Prolekts Oberwolfoch trifft /y'|AGINA-

RY, das von der Klaus Tschira Stiftung gefordert wird. Sie

werden auch von der Oberwolfach Stiftung sowie vom

MFO untersttitzt.

Auf Seite l5l finden Sie den Schnappschuss von Diana

Davis zum Thema ,,Billiard und ebene Fld,chen", der von

Sophia Jahns editiert wurde. Dieser Schnappschuss steht
unter der Lizenz CC-BY-NC-SA 3.0.

Carla Cederbaum, Chefeditorin und Projektkoordinatorin,
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Mathematisches Forschungsinstitut Oberwolfach,
SchwarzwaldstraBe 9-l l, 77709 Oberwolfach
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Abbildung 2. Auftloppen des Bil/ordtisches

Mithilfe dieser Darstellung konnen wir mr,ihelos ein Bei-

spiel fi.ir eine nicht-periodische Trajektorie finden. Neh-
men wir dazu an, dass wir eine Linie mit irrotionoler Stei-

gung zeichnen. Diese wird niemals zwei verschiedene

horizontale (oder vertikale) Kanten im gleichen Punkt

schneiden, denn tdte sie das, dann wdre die Steigung zwi-
schen den entsprechenden Punkten gleich dem Verhdltnis

zweier ganzer Zahlen. Wir haben aber eine irrationale
Steigung gewdhlt, also kann das nicht passieren. StoBen

wir den Ball also mit irgendeiner irrationalen Steigung an,

so wird seine Trajektorie auf dem Tisch nicht-periodisch
sein. Auf die gleiche Weise l<ann man zeigen, dass die Tra-

lektorie des Balls periodisch sein wird, wenn wir ihn mit
rotionoler Steigung anspielen.

2 Ungewtihnliche Billardtische

Hier sind einige grundsitzliche Fragen, die man zu dyna-

mischen Systemen aufwer{en kann: Weist das System pe-

riodisches Verhalten aufl Gibt es nicht-periodisches Ver-

halten? Wir haben gesehen, dass beide Fille bereits fUr

den einfachsten Fall, den des quadratischen Tisches, auf-

treten konnen. Verzerrt man den Tisch in vertikaler oder
horizontaler Richtung, so bleiben die Regeln des Systems

unverdndert. Folglich gelten dieselben Resultate auch filr
alle rechteckigen Tische. Jetzt sind wir vielleicht bereit,
unser System komplizierter zu machen. Dieselben Fragen

konnen wir uns auch fi.ir jede andere beliebige Tischform
stellen - beispielsweise fiir einen dreieckigen Tisch, einen

fiinfeckigen Tisch oder einen Tisch, der aus mehreren zu-

sammengeklebten Rechtecken besteht. Abbildung 3 zeigt

eine Trajektorie mit vielen Bandenl<ontakten auf einem

fiinfeckigen Tisch. (Konnen Sie sich vorstellen, wie eine

Trajektorie auf einem kreisformigen Tisch aussehen w0r-
del)

Abbildung 3. Eine Trojektorie ouf einem fi)nfeckigen Tisch

Wir haben bereits gesehen, dass im Fall des quadrati-
schen Tisches jede Traiektorie entweder periodisch ist
(und wir ihr Bild zeichnen l<onnen) oder dass ihr Pfad

schlieBlich den gesamten Tisch abdeckt (das Bild wird
schwarz). Trifft das immer zu? Uberraschenderweise lau-

tet die Antwort: Nein! Es gibt Tische, auf denen eine Tra-
jektorie einen Teil des Tisches l<omplett abdecken kann,

aber einen anderen Teil nie erreicht: Eine lllustration die-

ses Phdnomens ist in Abbildung 4 dargestellt, sie wurde
von Curtis McMullen konstruiert. Die Trajektorie bleibt
in dem Rechteck und einem Teil des Quadrats ,,stecken",
die zwei Ecken des Quadrats l<ann sie nie erreichen. Lie-

Ben wir den Ball weiterlaufen, so wilrde die schattier-
te Region komplett schwarz eingefdrbt, die Ecken ledoch
blieben weiB.

Das wirft folgende Frage auf: Welche Tischformen besit-

zen die Eigenschaft, dass jede nicht-periodische Trajek-

(d)(c)
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Abbildung 7. Ein Achteck oder zwei Filnfecke kann mon zum Torus mit zwei Lijchern zusommenkleben.

Konnen Sie sich vorstellen, auf welche Weise man die
identifizierten Kanten des Achtecks aufrollen und zusam-
menkleben muss, so wie wir es mit dem Quadrat ge-
macht haben? Es ist viel schwieriger - das Achteck muss
ordentlich gequetscht werden, wenn man seine Ecken an-
einander fiigt. Dennoch kann man es schaffen; in Algebroic
Topology von Allen Hatcher findet sich eine sehr gute Dar-
stellung [3, S. 5].

4 Verdrehung der Oberfliiche

Meine Forschung i.iber das Doppelfiinfeck und andere
verwandte Flichen befasst sich mit dem folgenden pro-
blem: Angenommen, wir haben eine Trajektorie auf ei-
ner Fliche. Nun zerschneiden wir die Fldche, verdrehen
sie, und setzen sie derart wieder zusammen, dass die
zerschnittenen Rinder erneut zusammengeklebt werden.
Was geschieht dadurch mit der Trajektorie?

Auf dem Jbrus bedeutet das, die Fliche einmal aufzu-
schlitzen, sie ein-, zwei-, drei- oder mehrmals zu verdre-
hen (in Abbildung 8 wird sie einmal verdreht), und dann
die Enden wieder zusammenzukleben. Wenn wir mit ei-
ner sehr einfachen tajektorie beginnen (einem Aquator
des Torus), dann f0hrt das Verdrehen dazu, dass die Tra-
jektorie um das Loch in der Mitte herumliuft.

Schon fiir dieses einfachste Beispiel ist es schwierig, sich
die Trajektorie auf der Torusfldche vorzustellen. ln Abbil-
dung t hingegen sehen wir; dass sie sich viel leichter auf
das Quadrat zeichnen lisst; das trift fiir die Originaltra-
jektorie in Abbildung 9(a) zu als auch auf die verdrehte
in Abbildung 9(b). lm Fall komplizierterer Flachen und

komplizierterer Trajektorien (siehe Abbildung 9(c)) las-
sen sich die Verdrehung und ihre Folgen viel leichter auf
den Polygonen studieren als auf den drei-dimensionalen
Darstellungen der Flichen.

Wir benotigen noch eine geeignete Art, um auf ei-
ne Trajektorie auf einer Fliche Bezug zu nehmen. Als
sehr bequem erweist es sich, einfach die Folge der
Kanten-Bezeichnungen aufzuschreiben, welche die Tra-
jektorie kreuzt Die Trajektorie in Abbildung 9(a) wrir-
de als ... BBB ... oder kurz B bezeichner, die Trajektorie
in Abbildung 9(b) wiire ... ABABAB... oder 48, und die
aus Abbildung 9(c) wiire EEEeDe . Man spricht von den
Schnittsequenzen der Trajektorien.

Man kann sich nun die folgende Frage stellen: Kcirnnen wir
entscheiden, ob eine gegebene Folge von As und Bs die
Schnittsequenz einer Trajektorie auf dem quadratischen
Torus ist? Kcinnen Sie sich eine Folge von As und Bs i.iber-
legen, die keiner Schnittsequenz auf dem quadratischen
Torus entspricht?3

Die Schnittsequenzen aus As und Bs auf dem quadrati-
schen Torus sind interessant und von groBer mathema-
tischer Schonheit. Es ldsst sich ein Bezug zwischen ih-
nen und Kettenbr[ichen herstellen: Man kann die Schnitt-
sequenz einer Trajektorie nutzen, um die Kettenbruch-
darstellung der Steigung der Trajektorie zu bestimmen.
Selbst im Fall einer irrationalen Steigung gibt es einen
Algorithmus, mit dem man immer bessere Niherungen
der Steigung aus der Schnittsequenz gewinnen kann. Fin-
den Sie heraus, wie sie die Anzahl der As und Bs in
einer Wiederholung der Schnittsequenz einer periodi-
schen Trajektorie nutzen konnen, um die (rationale) Stei-
gung der Trajektorie zu ermitteln?a

Abbildung 8. Der rorus wird durchgeschnitten, verdreht, und wieder zusommengeklebt
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