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Wichtiger Hinweis: Das folgende Skript wird/wurde zur Begleitung der Vorlesung
,Theorie des optimalen Transports“ im WS16/17 an der Universitat Tiibingen geschrie-
ben. Als solches wird es fortwahrend erweitert und korrigiert, und kann im aktuellen Zu-
stand Fehler enthalten, neben Tippfehlern auch Ungenauigkeiten in den Aussagen sowie
der Beweisfiihrung. Fiir Fehlermeldungen ware ich sehr dankbar. Die Beweise sind grofs-
tenteils aus Standard-Textbiichern (Halmos ,Measure Theorie“, Villani ,,Optimal Trans-
port - old and new* ...) bzw. bereits veroffentlichten Arbeiten (z.B. Cavalletti-Huesmann
,FExistence and uniqueness of optimale transport maps”) entnommen und an meinen Stil
angepasst.
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Im ersten Abschnitt dieses Skripts geht es um technische Details, die wichtig fiir
die Theorie des optimalen Transports sind. Vieles davon ist bereits aus den Standard-
Vorlesungen der Analysis bekannt und wird gegebenenfalls wiederholt und das Verstédnd-
nis vertieft.

In néchsten Abschnitt werden wir dann die Existenz von Minimierern behandeln, z.B.
folgt aus Prokhorovs Theorem sofort, dass die Menge der Kopplungen zweier Wahr-
scheinlichkeitsmafe kompakt ist und somit stets ein Minimierer fiir unterhalbstetige,
nicht-negative Kostenfunktionale existiert. Dieser Abschnitt wird recht kurz sein, da die
meisten Resultate als direkte Anwendungen der technischen Details angesehen werden
konnen.

Im dritten Abschnitt beschéftigen wird uns mit der Dual-Problem zu gegebene Kos-
tenfunktionen. Wie sich herausstellt, lassen mittels Losungen der Dual-Probleme, die
Minimierer, insbesondere deren Tréger, besser beschreiben. Eine zentraler Satz ist Kan-
torovich Dualitdtstheorem, welches die Trager von Minimierer als c-zyklische Mengen
definiert auf denen man eine Duallosung konstruieren kann.

(TBD) - In den weiteren Abschnitten werden wir weitere Anwendungen behandeln,
u.a. werden die Existenz von Transportabbildungen gezeigt und Wasserstein-Radume be-
handelt, mit deren Hilfe wir zeigen kénnen das Entropie-Funktionale konvex entlang von
Geodéten in Wasserstein-Radumen sind.



1 Technische Details aus der Topologie
und Maltheorie

Konvention: A € B und A C B sind dquivalente Schreibweise. Auf letzteres wird in
diesem Skript moglichst verzichtet.

1.1 Topologie metrischer Raume

Sei im folgenden M eine beliebige Menge. Eine Menge von Teilmengen 7 C 2™ wird
Topologie genannt, wenn @&, M € 2™ und 7 ist abgeschlossen unter endlichen Schnitten
sowie beliebigen Vereinigungen, d.h. falls U,V € 7 dann auch UNV € 7 sowie U;cU; € T
wann immer {U; };er C 7, wobei I eine beliebige, moglicherweise unendliche Indexmenge
ist. Die Elemente von 7 heifsen offen und deren Komplemente abgeschlossen. Die Menge
A heifit Umgebung von z, falls es eine offene Menge U € 7 gibt, so dass x € U C A.

Fiir beliebige Mengen A C M definieren wir den Abschluss cl A von A und das Innere
| A von A wie folgt

clA = N C

ACC abgeschlossen

int A:= U U,
ADU offen

d.h. cl A ist die kleinste abgeschlossene Menge, die A enthélt, und int A ist die grofite
offene Menge, die in A enthalten ist. Es ist leicht zu sehen, dass cl A abgeschlossen und
f A offen ist.

Das Tupel (M, 1) wird topologischer Raum genannt. Mittels der Topologie ldsst sich
der Begriff der Konvergenz einer Folge einfiithren: Sei (x,)nen eine Folge in M. Dann
konvergiert x,, gegen x, kurz x,, — x, falls es fiir alle offenen Umgebungen U von x ein
N > 0 gibt, so dass x,, € U fiir all n > N.

Eine Funktion f : (M,7) — (M’,7') zwischen zwei topologischen Raumen wird stetig
genannt, wenn fiir alle offenen Mengen U’ in M’ die Menge f~1(U’) ebenfalls offen ist.
Kurz aufgeschrieben bedeutet dies

! ('Y c .

Seien A C B zwei Teilmengen von M. Wir sagen A ist dicht in B, wenn fiir all
Umgebungen U von x € B gilt U N A # &. Schlieklich wird M separabel genannt, falls
es eine abzdhlbare Teilmenge A = {x,, }nen gibt die dicht in M ist.
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Eine Familie {U;};c; wird offene Uberdeckung einer Menge A C M genannt, wenn
K C U U;.
el

Eine Menge C' C M wird kompakt genannt, wenn es fiir jede offene Uberdeckung {U;}icr
eine endliche Teiliiberdeckung gibt, sprich es gibt endliche Teilmenge I’ C I, so dass

cclJu.

iel’

Aus der Definition folgt, dass C' abgeschlossen ist. Wir nennen eine beliebige Menge A
prakompakt, wenn ihr Abschluss kompakt ist. Der topologische Raum (M, 7) wird lokal
kompakt genannt, wenn jedes x € M eine kompakte Umgebung besitzt.

Ist A eine Teilmenge, so erhélt man eine induzierte Topologie 74 auf A wie folgt

Ta={UnAec2d|Ucr}.

Eine topologische Begriff gilt relativ bzgl. A, wenn er fiir bzgl. des topologischen Raums
(A, 7) gilt.

Eine Funktion d : M x M — [0,00) wird Metrik genannt, wenn fir alle z,y,z € M
gilt

e (DEFINIERTHEIT) d(z,y) =0 <<= z=y
e (SYMMETRIE) d(z,y) = d(y,x)
e (DREIECKSUNGLEICHUNG) d(z, 2) < d(z,y) + d(y, 2).

Das Tupel (M, d) wird metrische Raum genannt.

Bemerkung. Normalerweise wird auch Nicht-Negativitdt gefordert, wéhlt man jedoch
x = z, dann folgt aus den drei Bedingungen automatisch die Nicht-Negativitat

0=d(z,z) <d(z,y) +d(z,y) = 2d(z,y).
Jeder metrischer Raum induziert eine natiirlich Topologie 74, die wie folgt definiert ist
a={Ac2M|Vz € A3r>0:B.(z) C A}
wobei B, (x), die offene Kugel um x vom Radius r ist, die folgende Menge ist
Br(z) ={y € M|d(z,y) <r}.
Analog definieren wir die abgeschlossene Kugel B,(x) um z mit Radius r als
Bi(w) = {y € M|d(z,y) <r}.

Man kann leicht zeigen, dass 74 eine Topologie ist, sowie dass jede offene Kugel auch
offen bzgl. 7, ist.
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Es lasst sich nun zeigen, dass eine Folge (zy,)nen in der Topologie 74 gegen ein x € M
konvergiert genau dann, wenn

lim d(x,,z) — 0.
n—oo

Weiterhin ldsst sich mittels der Metrik die Konvergenz in der iiblichen e-6-Notation for-
mulieren.
Eine Folge (zp,)nen heifst Cauchy-Folge, wenn es fiir jedes € > 0 ein N > 0 gibt, so
dass fiir all n,m > N,
d(xn, Tm) < €.

Der metrische Raum (M, d) heifst vollstindig, falls jede Cauchy-Folge konvergent ist.
Fiir metrische Rdume kann man die Kompaktheit einer abgeschlossenen Menge wie
folgt charakterisieren.

Lemma 1.1. Angenommen (M, d) ist vollstindig. Sei K C M eine abgeschlossene Men-
ge. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

o (iberdeckungskompakt) K ist kompakt, d.h. jede offene Uberdeckung von K hat eine
endlich Teiliiberdeckunyg.

e (folgenkompakt) Jede Folge (xy)nen in K hat eine konvergente Teilfolge mit Grenz-

wert i K.
e (total beschrinkt - extern) Fir jedes € > 0 existieren endlich viele x1,...,x, € M,
so dass
K C U Be(x;).
e (total beschrinkt - intern) Fir jedes € > 0 existieren endlich viele x1,...,x, € K,
so dass

K C U™, B(x).

Weiterhin ust (M, d) lokal kompakt genau dann, wenn es fir jedes x € M ein r > 0 gibt,
so dass By (x) kompakt ist.

Aus den Definitionen totalen Beschranktheit folgt sofort, dass jede total beschrank-
ten Menge separabel ist und deren Abschluss ebenfalls separabel ist. Analog kann man
folgendes zeigen.

Korollar 1.2. Ist Insbesondere, gilt fir jedes A C M mit (M, d) vollstindig die folgende
Aquivalenzen:

o (iberdeckungsprikompakt) der Abschluss cl A von A ist iberdeckungskompakt.

o (folgenprikompakt) Jede Folge (xn)nen in A hat eine konvergente Teilfolge (mit
Grenzwert in M ).

e (total beschrinkt - extern) Fir jedes € > 0 existieren endlich viele x1,...,x, € M,
so dass
A C U Be(xy).
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e (total beschrinkt - intern) Fir jedes € > 0 existieren endlich viele x1,...,x, € A,
so dass

Korollar 1.3. Fir jede total beschrankte Menge A C M existiert eine abzdhlbare Menge
{z;}ien C A, die dicht in A ist, so dass es fir jedes € > 0 eine N. € N gibt mit

Ne

A B(w).

=1
Bemerkung. Es ist leicht zu sehen, dass jede Cauchy-Folge total beschrankt ist.

Ein metrischer Raum wird eigentlich oder beschrinkt-kompakt' genannt, wenn jede
beschrénkte, abgeschlossene Menge kompakt ist.

1.2 MaRtheorie

Die folgenden Dinge gelten auch fiir sogenannte polnischer Riume, das sind topologischer
Réume (M, ), so dass es eine abgeschlossene Metrik d gibt mit 7 = 7,4. Aus diesem Grund
werden wir im folgenden stets annehmen, dass (M, d) ein vollstdndiger metrischer Raum
ist.

Ein Teilmengensystem A C 2™ mit @, M € A, welches abgeschlossen ist bzgl. Komple-
mentierung, sowie abzéhlbarer Vereinigungen und Schnitten ist, wird o-Algebra genannt.
Es lisst sich zeigen, dass zu jedem Teilmengensystem w C 2™ gibt es eine minimale
o-Algebra B(w), so dass fiir alle o-Algebren C mit @w C C gilt B(w) C C.

Die Borel o-Algebra By ist definiert als minimale o-Algebra B(7y), d.h. die Borel o-
Algebra ist die kleinste o-Algebra, die alle offenen Mengen (oder dquivalent alle ab-
geschlossenen Mengen) enthélt. Im weiteren nennen wir die Elemente von B, (Borel)
messbar oder Borel-Mengen.

Eine Abbildung p : By — [0,00] wird (Borel-)Maf8 auf (M,d) genannt, wenn die
folgende Eigenschaft gilt.

e (0-ADDITIVITAT) Sei { Ay, }nen abzahlbar viele disjunkte Mengen in By. Dann gilt

n(J A) = 3 ulAy).

neN neN

Da wir annehmen, dass p nicht-negativ ist, folgt aus der o-Additivitat, dass u(@) = 0.
Man kann zeigen, dass man die o-Additivitat auch durch die folgenden zwei Bedingungen
ersetzen kann

e (ENDLICHE ADDITIVITAT) pu(AUB) = p(A)+ u(B) fir alle A, B € By mit ANB =
.

Tm englischen ,proper metric space®. Das deutschen Varianten klingen sehr unbeholfen. Fiir bessere
Vorschlage ware ich dankbar!
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e (0-MONOTONIE) Sei {4, }nen abzdhlbar viele Mengen in By. Dann gilt

N
1( U A,) = sup ,U(U Ap).

neN NeN o

Gilt A, C A,41 dann kann die rechte Seite durch sup,,cy p(Ay) ersetzt werden.
Sollte p(M) < oo sein, so heift p endlich. Gilt (M) = 1 so nennen wir es Wahr-
scheinlichkeitsmaf. Sei nun P(M) die Menge alle Wahrscheinlichkeitsmafe auf M.

Lemma 1.4. Flir jedes endlich Maf$ und alle absteigenden Borel-Folgen, d.h. A, € By
mit Ap D Ang1, gilt

u(() An) = inf p(Ap).

neN
neN

Beweis. Da M\ A,, C M\ A, gilt nach De Morgan

p(() An) = (M) = p(|J (M\A,))

neN neN

= pu(M) — sup(M\Ap)
neN

= érelfN (,u(M) - ,U(M\An))

— inf u(A,).
fféN“( )

O

Ein Maf p wird lokal beschrinkt genannt, wenn p(By(z)) < oo fiir allz € M und r > 0.
Gilt hingegen nur, dass fiir jedes © € M ein r > 0 gibt, so dass u(B,(z)) < oo, dann
nennen wir u lokal endlich. Es ist nicht schwer zu sehen, dass in diesem Fall u(K) < oo
fiir all kompakten Mengen K.

Sei A eine Borel-Menge und p ein Mafs. Wir definieren ein neues Mafs 4 wie folgt

ua(B) =pu(ANB) fir B € By.
Es ist leicht zu sehen, dass p4 ein endliches Mafs ist genau dann, wenn p(A) < oo.

Theorem 1.5. Jedes endlich Maf$ u ist ein regulires Maj$, d.h. fiir alle Borel-Mengen
A gilt

w(A) =inf{pu(U)|A C U offen}
=sup{u(C)|C C A abgeschlossen}
=sup{u(C)|C C A abgeschlossen und beschrinkt}.

Bevor wir das Theorem beweisen, zeigen wir ein einfaches Korollar.

Korollar 1.6. Alle lokal endlichen MajfSe sind requldr.
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Beweis des Korollars. Sei x € A. Da p lokal endlich ist, gibt es ein 7 > 0, so dass
w(ANB(z)) < oo. Insbesondere gilt u(AN B, (z)) < oo sowie aufgrund der o-Monotonie

u(A) = Sup 1(AN By (x)).

Daraus schlussfolgern wir, dass es ein r¢ € (0, 00| gibt, so dass u(A N By(x)) < oo fiir
alle r € (0,79) und u(AN By, (z)) = p(A), wobei By (z) = M.

Sei nun r, € (0,70) mit r, — ro. Wir wenden das obige Theorem auf psnp, (») und
AN B,,(z) an und finden eine abgeschlossene Menge C,, C AN B,(z) C A mit

1
‘:U’(A N Brn(x)) - N(Cn)’ < ﬁ
Somit gilt
. . 1]
w(A) 2 lim p(Cn) 2 Tim |\ (AN By, (2)) = —| = p(A).

O]

Dies zeigt, die innere Regularitét. Ist pu(A) < oo, dann zeigt das obige Theorem, dass
auch die dubere Regularitdt gilt. Da stets u(U) > u(A) fiir offene Mengen U D A, gilt
dies auch im Fall p(A) = oo.

Beweis des Theorems. Die dritte Approximation folgt, da

n(C) = f};lgu(C N By(z))

fiir alle x € M und r > 0.
Wir definieren ein Mengensystem A wie folgt

A ={B € By| Ve > 03F, abgeschlossen und U, offen :
F. C B C U, p(UN\Fe) < €}.

Es ist leicht zu sehen, dass fiir jedes B € A die Aussage des Theorems gilt. Somit geniigt
es zu zeigen, dass A = By. Da By die kleinste o-Algebra ist, die alle abgeschlossenen
Mengen enthélt, muss nur gezeigt werden, dass A eine o-Algebra ist und C € A fiir alle
abgeschlossenen Mengen C.

Sei zunéchst C' abgeschlossen und definiere fiir jedes n € N die offene Menge U, als

1
Up={x e M|d(z,y) < - fir ein y € C'}.

Aufgrund der o-Monotonie gilt

N
(€)= p([) Un) = inf ([ Un).

neN n=1

Somit ist C € A.

10
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Im letzten Schritt zeigen wir, dass A eine o-Algebra ist. Da @ und M abgeschlossen
sind, geniigt es zu zeigen, dass A abgeschlossen ist bzgl. Komplementierung und abzéhl-
barer Vereinigung.

Angenommen B € A und fiir gegebenes € > 0, sei F, und U, wie in der Definition von
A. Dann ist F, = M\U, abgeschlossen und U. = M\ F, offen und es gilt F. C M\B C U.
sowie o

pUNFe) = p(Ue\Fe) <€
Da dies fiir beliebige € > 0 gilt, ist M\B € A.
Sei B, € A mit n € N und fiir gegebenes € > 0 sei F,, C B,, C Uy, so dass

p(U\Fy) < €27
Weiterhin gilt

o

I RUAUNED DICALS

Da
wUpy Fr) = (UL Fr,),
gibt es ein hinreichend groftes Ny > 0, so dass
PUpZ U\ U2y Fy) < e

Weil U = U2, U, offen und F = U 0. Fn abgeschlossen ist, erfillt B = US2 B, die
Definition von A fiir ¢ > 0. Da € > 0 beheblg war, gilt B € A. Dies zeigt 1nsbesondere
dass A eine o-Algebra ist. O

Die Approximationseigenschaft iiber abgeschlossene Mengen nennt sich innere Regu-
laritdt. Mafse, die innen-reguldr und endlich fiir kompakte Mengen sind, werden auch
Radon-Mafle genannt. Das Korollar zeigt, dass jedes lokal endliche Maf auf einem sepa-
rablen vollstdndigen, metrischen Raum ein Radon-Mafs ist.

Korollar 1.7. Seien p und v zwei (lokal) endliche Mafle, so dass
w(C) =v(C) fiir alle abgeschlossenen Menge C C M

oder
w(U) =v(U) fir alle offenen Menge U C M.

Dann gilt 4 = v.
1.3 Exkurs - Caratheodorys Konstruktion iiber duBere MaRe.

Ein duferes Maf§ « ist eine Abbildung a : 2™ — [0, 0o], welches monoton und abzdihlbar
subadditiv ist, d.h. fir A C B gilt a(A) < «(B) und fiir jede abzéhlbare Menge von

Untermengen A,, C M gilt
a((J 4n) €D a(4n).
neN neN

Das dufere Maf ist endlich, wenn a(M) < oo.

11
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Lemma 1.8. Sei a ein dufleres Maf, dann ist
Ao ={Ac2M|vBe2M . o(B) = a(ANB) + a(B\A)}
eine o-Algebra und « ist ein Maf definiert auf Ag.

Korollar 1.9. Angenommen jede offene Menge U C M st in A,. Dann gilt By C Aq
und es gibt ein Maf$ @, mit

w(A) =a(A) fir all A € By.

Lemma 1.10. Sei vy : 7y — [0, M] eine Funktion, die abzihlbar subadditiv auf offenen
Mengen ist, d.h.

Y(UnenUn) < Z v(Un)
neN

fiir alle Folgen von offenen Mengen U,.
Dann ist o : 2V — [0, M| definiert als

a(A) =inf{y(U)|A C U offen}.
ein endliches, dufleres Mafs

Beweis. Monotonie folgt direkt aus der Definition. Sei nun {4, },en eine Folge von Teil-
mengen von M. Fiir jedes € > 0 und n € U,, gibt es ein offenes U, so dass A, C U,
und

Y(Up) < a(Ay) + €27
Somit gilt aufgrund der abzidhlbaren Subadditivitat von ~
a(|J 4An) <v(J Un) €D 9(U0n) e+ > alAn).
neN neN neN neN

Da € > 0 beliebig ist, folgt sofort die Subadditivitdt von «. O

Sei v wie oben. Angenommen -y erfiillt auferdem, dass fiir alle offenen Mengen U,V
mit
UNV =g fireine>0
gilt
YU UV) =~(U) +~(V).
Dann gilt fiir alle Mengen A, B C M

a(AUB) = a(A) + a(B)

mit A N B = &, wobei Ac = UzeaBe(x). Jedes aufiere Mafs mit dieser Eigenschaft wird
metrisches dufleres Majf$ genannt.

Wir wollen nun zeigen, dass jedes dufsere metrische Mafs bereits eine Mafs auf den
Borel-Mengen ist. Der Beweis dazu ist Halmos Buch (Abschnitt 11) entnommen.

12
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Lemma 1.11. Sei a ein endliches, metrisches dufleres Maf§ und E C U. Dann gilt

a(F) = lim a(E,)

n—oo

wobei fiir

1
E,=En{zeU|d(z,M\U) > —}.
n
Beweis. Aufgrund der Monotonie muss nur folgendes gezeigt werden

a(F) < lim a(Ey,).

n—o0

Definiere D,, = E,11\E,,, dann gilt fiir e = und |m —n| > 1

1
2min{m,n}

(Dp)eN Dy, = @.

n
Eoni1 D Dan U Eop1 D U Dy;
i=1

n
Es, D Doy—1 U FE2y,_2 D U Do;_q
i=1

erhalten wir
n

Y a(Dy) < a(Bapy1) < p(E)
=1

und
n

> a(Dyio1) < a(Ba) < u(E).
=1

Somit konvergieren die Folgen (37 ; a(D2;))nen und (31 ; a(D2i—1))nen-
Schlieflich gilt aufgrund

o o
E = E5, U (U Da;) U ( U Do 1)

=n i=n-+1

und der Subadditivitat von « die folgende Ungleichung
o0 o0
a(E) < a(Baw)+ Y _ o(Dy)+ > a(Dyiq)

i=n i=n+1

Dies zeigt, dass a(E) < limy,_yo0 @(Fay) = limy, o0 a(Ey). O

Theorem 1.12 (Caratheodory). Fir jedes endliche, metrische duflere Mafi o gibt es
ein eindeutiges, endliches Mafi p mit u(B) = «(B) fir alle B € By. Insbesondere gilt
By C A..

13



1 Technische Details aus der Topologie und MaRtheorie

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass fiir alle offenen Mengen U und alle Teilmengen A C M
gilt
a(A) > a(ANU) 4+ a(A\U).

Fir E = ANU sei E, wie im obigen Lemma. Dann gilt d(E,, A\U) > 0 und somit
a(A) > a(E, UA\U) = a(E,) + a(A\U).
Da a(E,) — a(E) gilt die Behauptung,. O

Korollar 1.13. Sei vy : 7 — [0, M] ein monotone, abzihlbar subadditive Funktion defi-
niert auf den offenen Mengen, so dass fir alle U,V € 71, so dass Uc NV = & fiir ein
€ >0, gult

YU UV)=~yU) +~(V).

Dann gibt es ein eindeutiges Borel-Maf p, so dass u(U) = ~v(U) fiir alle U € 7 C Bg.

1.4 Integration iiber messbare Funktionen

Analog? zur Stetigkeit von Funktion zwischen metrischen/topologischen Riumen defi-
nieren wir die Messbarkeit wie folgt: Eine Funktion f : M — M’ zwischen metrischen
Raumen (M, d) und (M’,d’) wird (Borel) messbar genannt, wenn fiir alle Borel messba-
ren Mengen B in M’, die Menge f~!(B’) Borel messbar ist, kurz f~!(By) C By.

Eine Funktion f heifst einfach, wenn es endlich viele disjunkte Borel-Mengen A; gibt

und a; € R, so dass
N
F=Y"aixa,.
=1

Sei m ein beliebigen Maf auf (M, d). Wir sagen eine Folge (f,,) von Borel-Funktionen
konvergiert m-fast iiberall gegen eine Borel-Funktion f, wenn es eine Borel-Menge A gibt,
so dass m(M\A) =0 und fir alle x € A

f(z) = lim f,(x).

n—oo

Theorem 1.14. Jede Borel-Funktion f : M — [0,00] ldsst sich durch einfache Borel-
Funktionen von unten approximieren, d.d. es gibt es eine Folge (fn)nen von einfachen
Borel-Funktionen, so dass

< o1 < f

und (fn)nen konvergiert m-fast diberall gegen f.

2Als mathematisches Grundprinzip gilt, dass Funktionen zwischen Riumen der Kategorie ¥ die Ka-
tegorie erhalten sollten. In der Kategorientheorie wird diese Kompatibilitdt als ,Funktionen sind
kontra-invarianter Funktoren“ ausgedriickt.

14
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Fiir zwei Borel-Funktionen f und g benutzen wir die Schreibweise f < g, falls dies
m-fast {iberall gilt, d.h. es gibt eine Borel-Menge A, so dass m(M\A) = 0 und fir alle
x € Agilt f(x) < g(x).

Ist g = ZZ]\L 1 a;XA,; = 0 eine einfache Borel-Funktion so definieren wir das Integral von
g iber m wie folgt

N
/gdu = Zaim(Ai).
1=1

Das allgemeine Integral von Borel-Funktionen f > 0 iiber m ist nun wie folgt definiert
/fdm = sup{/gdm | f > g ist eine einfach Borel-Funktion}.

Es ist einfach zu sehen, dass fiir f > g stets [ fdm > [ gdm gilt.
Der folgende Satz zeigt, dass man Integration auch anders berechnen kann.

Satz 1.15 (Cavalleris Prinzip der Integration). Fir alle Borel-Funktionen f : M —
[0, o] gilt

/fmnzAmme>ﬂMﬁ

Beweis. Es ist leicht zu sehen, dass der Satz fiir einfache Borel-Funktionen gilt. Sei nun
(fn)neneine monotone Folge von einfachen Funktionen mit f,, < f und f, — f m-fast

iiberall, so dass
/ fndm — / fdm.

Da{fn>r} C{fot1 >rtund {f > r} = Upen{fn > r}, gilt aufgrund der o-Additivitét
m({fn >7}) = m({f >r}),

so dass der Satz der monotonen Konvergenz zeigt

/000 m({fn, > r}dr — /Ooo m({f > r})dr.

ndm = m({ fn dr,
folgt sofort
fdm = m r})dr.
O

Bemerkung. Fiir allgemeine Borel-Funktionen f : M — [—o0, o0] gilt ein analoges State-
ment, wenn die Funktion integrierbar ist, d.h. wenn f™ und f~ mit f = f* — f~ inte-
grierbar sind. In dem Fall gilt

[ gdm= [~ i >y

—0o0

15
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1.5 Auswahltheoreme messbare mengenwertiger
Abbildungen

Sei p € P(M) eine Maf und A, wie im Abschnitt iiber die Caratheodory-Konstruktion.
Man kann zeigen, dass A, die kleinste p-generierte, vollstindige o-Algebra ist, so dass
fiir alle B € By mit u(B) = 0 auch A € A, fiir alle A C B. Wir sagen, dass jedes A € A,
p-messbar ist.

Der folgende Satz ist einer der Fundamentalsétze der Theorie von messbaren Radumen.
Statt diesen zu beweisen, werden wir lediglich einen Sonderfall behandeln, welcher ohne
Probleme mit Hilfe des bisherigen Stoffes bewiesen werden kann.

Satz 1.16 (Universalle Messbarkeit von Bildern stetiger Funktionen). Seien (M,d) und
(N, d) vollstindige, separable, metrische Riume und f : B — N eine stetige Abbildung.
Dann ist fir jedes Maf3 v € P(N) und jede Borel-Menge B, die Menge f(B) v-messbar.

Bemerkung. Die Bilder stetiger Funktionen werden analytische Mengen oder Suslin-
Mengen genannt.

Definition 1.17 (mengenwertige Funktion). Sei p € P(M). Eine mengenwertige Funk-
tion
F:M—2M

heifst p-messbar, wenn fiir alle offenen Mengen U
FHU) € A,.

Korollar 1.18. Angenommen der Graph von F ist abgeschlossen, d.h. fir (z,,yn) —
(x,y) mit yp, € F(xy,) gilt y € F(x). Dann ist F' p-messbar fir alle p € P(M).

Beweis. Dal = {(z, F(z)}zen abgeschlossen ist, ist es messbar und somit auch 'NM xU
fiir alle offenen Mengen U . Schlieklich gilt

FlU)={z e M|F(z)NU # &}
:]h(FfWAf>(U)”

woraus sofort folgt, dass FF~!(U) p-messbar ist. O

Theorem 1.19 (Kuratowski-Ryll-Nardzewski). Sei (M, d) und (N,d') vollstindige, se-
parable, metrische Riume und p € P(M). Angenommen F : M — 2V ist u-messbar

und F(x) ist abgeschlossen fir alle x € M. Dann gibt es eine p-messbare Funktion
f:M — M, so dass f(x) € F(x).

Zunachst ein einfaches Lemma.

Lemma 1.20. Seien A,, € A,. Dann gibt es eine Folge disjunter Mengen B, € A, mit

B, C A, so dass
U B.=J A
neN neN
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Beweis des Theorems. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit konnen wir die Metrik d’
durch min{d’, 1} ersetzen. Insbesondere gilt dann By (y) = N fiir alle y € N. Sei {y }nen
dicht in N. Wir konstruieren eine Folge von messbaren Funktion f,, : M — N wie folgt:
Fiir n = 0 definiere

fo = yo.
Angenommen f,_1 wurde bereits konstuiert. Sei
R ={z e M|d(fu1(2), ) <21 d(yn, F(2)) < 27"}
= [ 21 (Bonei (yx)) 0 F = (Byn (yk))-

Da f,—1 und F' p-messbar sind, sind auch die Mengen A}’ p-messbar. Weiterhin gilt
M= Ay,
keN
so dass es nach dem vorigen lemma p-messbare disjunkte Mengen Bj! C A7 gibt mit

U Br=J 4y

keN keN
Setzten wir nun f,(x) = yi fiir x € B, so ist es leicht zu sehen, dass f, p-messbar ist.
Weiterhin gilt
A(fal), F(z) < 27
und

d(fn(x)a fn—O—l(fv)) <27,
d.h. fir alle x € M ist die Folge (fy(x))nen eine Cauchy-Folge mit Limes in F(z). Somit
ist
f(z) = Tim fo(z)
die gesuchte p-messbare Funktion mit f(x) € F(x). O

Korollar 1.21. Seien (M,d) und (N,d') separable, vollstindige, metrische Raume,
ein Maf$ auf M x N und p = (p1)«mw. Dann gibt es eine p-messbare Auswahl f : M — N
mit

(z, f(x)) € supp 7
fiir alle x € supp p.

1.6 Satz von Lusin

Satz 1.22 (Satz von Lusin). Seien (M,d) und (N, d') separable, vollstindige metrische
Riume, p eine endliches MafS auf M und f : M — N eine p-messbare Funktion. Dann
gibt es fir alle € > 0 eine kompakte Mengen K C M mit u(M\K) < €, so dass die
Einschrinkung von f auf K,

fli K =R,

stetig st.
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Beweis. Sei {yn }nen dicht in N und B = {By(yn) | ¢ € Q,n € N}. Dann ist B abzahlbar
und jede offene Menge V in N ist die Vereinigung von Mengen in B, d.h. B ist eine Basis
der Topology 7.

Da f messbar ist, sind auch f=1(V,,) und M\ f~1(V;,) messbar fiir alle V,, € B. Wei-
terhin gibt es aufgrund der Endlichkeit von p kompakte Mengen K, C f~!(V,) und
K, c M\f~Y(V,,), so dass

p(M\ (K U R)) < o

Somit gilt fiir die kompakte Menge

K= ((KnUKp)
neN

die Abschéitzung
p(M\K) < e.

Wir behaupten f ist stetig auf K.

Da K,, und .f(n disjunkte, kompakte Mengen sind, sind auch K N K, und K N f(n
disjunkt und kompakt in K und es gilt K N K, = K\(K N K,), d.h. K N K, ist auch
offen in K. Die Konsturktion zeigt nun, dass

KnK,= (f‘Krl(Vn)?

d.h. das Urbild von V,, bzgl. der Einschrénkung f‘ i st offen. Ist nun V' C N offen, so

gilt
v= J W,
VDoVvn,eB
so dass
"W =Ulc U vw= U Ul )
VoV,eB VoV,eB
offen in K ist und damit f’K stetig. O

Korollar 1.23. Ist f : M — N p-messbar fir eine endliches Maf p, dann gibt es eine
Borel-Abbildung f : M — R, so dass p({f # f}) = 0 und der Graph von f ist eine
Borel-Menge in M x N.

Beweis. Sei 0 < €, < % und K™ wie in der obigen Konstruktion. Es ist leicht zu sehen,
dass man die Mengen KT(Lm) und IN(T(Lm) aufsteigend wéahlen kann, d.h. KT(Lm) C K£m+1)
und f{r(zm) C f(,(lerl). Damit gilt auch K™ ¢ K™+ und

u(M\Q) = lim p(M\E™) =0

fir Q = UpenK ™). Da f‘Km stetig ist, ist somit

Flo) = flx) z€Q
f()—{yo z ¢

18
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eine Borel-Funktion mit p({f # f}) = 0 wobei yo € N beliebig ist.
Da f auf K (™ stetig ist und K (™ kompakt, ist graph(f ‘ x(m)) abgeschlossen und somit

eine Borel-Menge in M x N. Schlieflich ist hat der Graph von f die folgende Form

graph(f) = M\Q x {yo} U | J graph(f|c(m));
meN

d.h. graph(f) ist eine Borel-Menge. O

Korollar 1.24. Istm € P(M xN), p= (p1)«m und f : M — N eine u-messbare Auswahl
von supp w, dann gibt es eine Borel-Abbildung f, so dass

7(graph f\ graph f).

Beweis. Sei f wie im vorigen Korollar. Da

graph f\ graph f C (p1)~'({f # f})
und p({f # f}) = 0, folgt sofort die Aussage. O

1.7 Auswahl zweier disjunkter Borel-Abbildungen

In diesem Abschnitt wird gezeigt, wie dass ein Maf 7 auf dem Produktraum M x M ent-
weder durch eine Abbildung gegeben ist, oder das es zwei Borel-Abbildungen gibt deren
Bilder strikt separierbar ist auf eine Menge positiven Mafses bzgl. des ersten Marginals
von T.

Satz 1.25 (Auswahl-Dichotomie). Seien (M,d) und (N, d’) separable, vollstindige, me-
trischer Rdume und 7 eine Mafi auf P(M x N) und p = (p1)«m. Dann gilt folgende
Dichotomie:

1. Fiir jede p-messbare Auswahl f: M — N wvon suppm gilt
m(M x N\ graph f) =0,
d.h. ™= (id X f)sp.

2. Es gibt eine kompakte Menge K C M mit u(K) > 0 und zwei stetige Abbildungen
fl,fg : K — N mat
graph f; C suppm > 0,7 = 1;2,

und f1(K) N f2(K) = @.
Beweis. Es ist leicht zu sehen, dass héchstens eine der beiden Aussagen wahr ist.
Da supp m abgeschlossen ist, gibt es eine p-messbare Auswahl f von supp 7. Angenom-

men die erste Aussage ist nicht wahr. Wir ersetzen zunéchst f durch eine Borel-Abbildung
f mit der gleichen Eigenschaft.
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Aus den Annahmen folgt, dass fiir
A= M x N\ graph f

das Maf 74 = w(AN-) eine nicht-triviales, endliches Maf ist. Somit gibt es eine kompakte
Menge C C A mit mc(A) > 0. Dann ist m¢ = 7(C' N -) ebenfalls ein nicht-triviales,
endliches Mafl mit

mc C C.

Insbesondere gibt es eine p'-messbare Auswahl g von 7c wobei i = (p1)«7c. Es sei
angemerkt, dass f ebenfalls eine Auswahl von

C = suppm Np1(C)

ist. Im folgenden betrachten wir g und f als eine Auswahl von C' welche ji-messbar sind.
Aus dem Satz von Lusin folgt, dass es fiir beliebiges € > 0 kompakte Mengen K, K ''C
M mit f(M\K), f(M\K') < § gibt, so dass f und g stetig auf K bzw. K’ sind. Weiterhin
gilt
AMN\(K N K')) < f(M\K) + f(M\K') < e,
d.h. f und g sind stetig auf der kompakten Menge K positiven fi-Males.
Aufgrund der Konstruktion gilt f(z) # g(z) fir alle x € K. Die Stetigkeit implziert
nun, dass es ein € > 0 gibt, so dass
f(B€(£L‘) N K) mg(Be(x) QK) =g.
Wiihlen wir schlieflich xq € supp i N K, so gilt
p(Be(o) N K) > f(Be(x0) N K) >0

und f(z) = f(z) und fo(z) = g(x) fir © € Be(xo) N K sind die gesuchten Abbildungen.
O
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2 Der Raum der
Wahrscheinlichkeitsmale

2.1 Eine Konvergenz auf dem Raum der
Wahrscheinlichkeitsmalle

Der Raum der Wahrscheinlichkeitsmafse auf (M, d) wird bezeichnen wir P(M). Auf dem
Raum der Wahrscheinlichkeitsmafe definieren wir den folgenden Begriff der schwachen
Konvergenz: Wir sagen eine Folge (uy )nen in P(M) konvergiert schwach gegen ein Wahr-
scheinlichkeitsmafs p, kurz p, — p, wenn fiir alle beschrinkten, stetigen Funktionen

fe Cb(M> gilt
[t [ san

Es ist nicht schwer zu sehen, dass wenn immer p, — p, dann p,, — p fiir alle
Teilfolgen von (pin)nen-

Bemerkung. (1) Aus der Funktionalanalysis ist bekannt, dass der Raum der endlichen Ma-
fse das Dual des Banach-Raums Cy (M) ist und die ,schwache Konvergenz* der schwachen
x-Konvergenz entspricht. Dies kann mit Hilfe des Riesz-Représentationssatzes gezeigt
werden. Kombiniert man dieser Charakterisierung mit dem Satz von Banach-Alaoglu, so
folgt Prokhorovs Theorem (siehe Abschnitt 2.3) fiir kompakte metrische Rdume (M, d).
Wir présentieren eine direkte Variante, die mit einfacheren Mitteln gezeigt werden kann.

(2) Ein Begriff der Konvergenz impliziert in der Regel keine Topologie. Im néchsten
Abschnitt werden wir zeigen, dass die schwache Topologie metrisierbar ist, d.h. es gibt
eine Metrik auf P(M) deren Konvergenzbegriff mit der schwachen Konvergenz iiberein-
stimmt.

Zunéchst die folgenden technischen Lemmas.

Lemma 2.1. Fir alle monotonen Funktionen ¢ : [0,1] — [0,1], gibt es eine abzdhlbare
Menge A C [0,1], so dass fir alle r € [0,1]\ A

lim o(r +€) — (r) = 0.

Theorem 2.2 (Portmanteau). Sei (un)nen eine Folge von Wahrscheinlichkeitsmafen
und u ein Wahrscheinlichkeitsmaj. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

1. py — p.

2. limsup,,_,, pn(C) < u(C) fir alle abgeschlossenen Mengen C' C M.
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2 Der Raum der Wahrscheinlichkeitsmafe

3. liminf, o0 pn(U) > p(U) fir alle offenen Mengen U C M.
4. liminf p, (A) = u(A) fir alle Borel-Mengen A mit u(0A) = 0.

Beweis. Angenommen u, — u, dann gilt fiir die Funktionen

gm(z) = min {(1 _ %d(x, ), 0}

das folgende
xo() < gm(r) < xo,, (2)

wobei

1
Cp={zeMldz,C) < E}'

Somit erhalten wir

limsup py, (C) < liminf lim [ gnduy,

n—00 m—00 N—+00

= 1}7%10%f/gmdu
< lim p(C) = p(C).

Da pn(U) =1 — pun(M\U) sowie u(U) =1 — p(M\U), gilt

lim inf p,, (U) = 1 — lim sup p, (M\U)

n— n—00

> 1—p(M\U) = p(U).

Dies zeigt auch, dass die zweite und dritte Aussage dquivalent ist.
Im allgemeinen gilt nun
p(int A) < liminf p, (int A)
n—oo

< limsup i (A)

n—0o0

< limsup py,(cl A)

n—o0

< u(clA).

Angenommen p(0A) = 0 dann gilt u(A) = p(int A) = u(cl A) und der Limes-superior
und der Limes-inferior stimmen iiberein und sind somit gleich p(A).

Um den Beweis abzuschlieffen, zeigen wir noch, dass die letzte Aussage die erste im-
pliziert. Sei f € Cy(M). Aufgrund der Linearitit und der Endlichkeit der Mafe kénnen
wir annehmen, dass 0 < f < 1.

Definiere eine monotone Funktion ¢ : [0,1] — [0, 1] wie folgt

p(r) = p({f >r}).
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Dann gilt
p({f = 1)) = m o+ 0) — p(r) = 0

fir alle r € [0,1]\A fiir eine abzéhlbare Menge A. Somit erhalten wir durch Cavalleris
Prinzip der Integration und den Annahmen das folgende

[t - /0 n(An)dr — /0 (A )dr = [ fn

wobei wir im mittleren Schritt den Satz der beschriankten Konvergenz auf die Folge
Y (1) = pn(A,) und dem Lebesgue-Maf auf [0, 1] angewendet haben. O

Korollar 2.3. Die schwache Konvergenz p, — u ist dquivalent zu folgender Aussage:
Fiir alle unterhalbstetigen Funktionen f : M — [0, 00] gilt

/fd,ugliminf/fdun.
n—oo

Beweis. Zunéchst sei angemerkt, dass fiir jedes offene U die Funktion f = yy unter-
halbstetig ist und somit die Aussage des Lemmas die schwache Konvergenz impliziert.
Angenommen g, — p. Da die Mengen {f > r} offen sind fir r € [0, 0o, gilt

p(f > r}) <liminf p, ({f > 7}),

so dass wir mit Fatous Lemma schliefen
[ in= /0 u({f > 1)t
< liminf/ pn({f > r})dr
0

n—o0

= liminf [ fdu,.

n—oo

2.2 Metrik auf dem Raum der Wahrscheinlichkeitsmale

In diesem Abschnitt werden wir zeigen, dass die schwache Konvergenz durch eine Metrik
induziert wird.

Seien p und v zwei Wahrscheinlichkeitsmafe in P(M). Dann definieren wir die Levy-
Prokhorov-Metrik dpp zwischen p und v wie folgt

drp(p,v) =inf{e > 0|VA € By : u(A) < v(A.) + €}.

Lemma 2.4. Der Raum (P(M),drp) ist ein metrischer Raum.

23
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Beweis. Zunéchst zeigen wir, dass dp p symmetrisch ist: Sei A € By und d(u,v) < € dann
gilt
(M\A)). C M\A,

so dass

ﬂ(Ae) +e=1+e— M(M\Ae>
Z 1- V((M\Ae)e)
>1—v(M\A) =v(A).

Somit gilt drp(v, 1) < e. Insbesondere ist dyp symmetrisch.
Angenommen, d(u,v) = 0. Dann gilt fiir alle abgeschlossenen C'

n—oo n

4w(C) < lim <y(cl) + i) —1(0).

Aufgrund der Symmetrie auch v(C) < p(C) womit p = v.
Schliefslich zeigen wir noch die Dreiecksungleichung: Sei d(u,v) < €, d(v,0) < 0 und
A € By, dann gilt
H(A) < (A + € < 0(Aeys) +e 6,

so dass d(p,0) < e+ 0. O

Da p(A) < u(cl A) fir alle Borel-Mengen A gilt, erhalten wir die folgenden vereinfachte
Charakterisierung.

Korollar 2.5. Es gilt
drp(p,v) = inf{e > 0|Vabgeschlossenen C : u(C) < v(Ce) + €}.

Lemma 2.6. Sei (M,d) ein separabler metrischer Raum. Dann gibt es fir alle Wahr-
scheinlichkeitsmafe p und € > 0 ein 6 € (0,¢€), endlich viele x1,...,xz, € M und ein
Wahrscheinlichkeitsmafs
V= Z a,ﬁxi
i=1

mit a; € [0, 1], so dass

drp(p,v) <e
und
u(M\ ULy B(a) < 5
mit p(0Bs(x;)) =0 firi=1,...,n.
Beweis. Ubung. O

Korollar 2.7. Der metrische Raum (P(M),drp) ist separabel genau dann, wenn (M, d)
separabel ist.
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Satz 2.8. Sei (M,d) ein separabler, metrischer Raum, (un)nen eine Folge von Wahr-
scheinlichkeitsmaflen und p ein Wahrscheinlichkeitsmafs. Die folgenden Aussagen sind
dquivalent:

1. pp — p.
2. d(pin, ) — 0,

d.h. die schwache Konvergenz entspricht der natirlichen Konvergenz des metrischen

Raums (P(M),drp).

Beweis. Sei zunédchst d(py,, ) — 0. Dann gilt fiir alle abgeschlossenen Mengen C' und
d(pin, 1) < €, — 0 das folgende
limsup 1, (C) < T (4(Ce,) +0) = (O
n—o00 n—r00

Dies impliziert pu, — pu.

Umgekehrt nehmen wir an, dass p,, — u. Da (M, d) separabel ist, erhalten wir fiir e > 0
ein 0 > 0 und endlich viele 1, ..., x, wie im obigen Lemma. Fiir jedes I C {1,...,m}
definiere

By = UB(;(xi).

Da u(0Bs(z;)) = 0, gilt ebenfalls u(0Br). Da p, — p, gibt es somit ein N, > 0, so dass
fir n > Np und alle I C {1,...,m}

in(Br) = p(Br)| < 5
(M URy By(0)) — p(M\ ULy By(i)| < 5.
Insbesondere gilt
pn(M\ UPLy By(:) < p(M\ ULy By(wi)) + 5 < e

Fiir beliebige Borel-Mengen A sei I4 definiert als

In={ie{1,...,m}|Bs(x;)) N A+ ).

Dann gilt
(BIA)E - (AOBIA)BG C A3E
und
M\A C M\ U, Bs(x;).
so dass

n(Bry) + pn(M\ U2y Bs(zi))
(BIA) +e
((Bry)e) + 26 < v(Asc) + 3e.

25
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Somit gilt fiir n > N,
A, pin) < d(p, v) + d(v, pn) < 3e.

O

Zum Schluss wollen wir noch die Menge der §-Mafe betrachten. Dazu definieren wir
folgende Menge
PUO(M) = {6, € |z € M}
wobei 6,(A) = xa(x).
Sei d = {1,d}, dann ist d eine Metrik auf M und die Raume (M,d) und (M, d) sind
lokal bi-Lipschitz édquivalent, d.h.

B}(z) = B}(x)

r

fiir alle z € M und r € (0,1). Insbesondere, ist id : (M,d) — (M,d) eine Homeomor-
phismus.

Lemma 2.9. Die Riume (M,d) und (PW(M),dpp) sind abgeschlossen.

2.3 Prokhorovs Theorem

In diesem Abschnitt beweisen wir das zentrale Theorem zur Charakterisierung von kom-
pakten Mengen von Wahrscheinlichkeitsmafien.

Definition 2.10 (Straffe Mafe). Eine Familie von Mafen {u;}ic; wird (gleichmdfsig)
straff genannt, wenn es fiir jedes € > 0 eine kompakte Menge K. C M gibt, so dass fiir
alle v € I gilt

/,LZ(M\KE) < €.

Wir wollen in diesem Abschnitt zeigen, dass der Begriff einer straffen Menge von Wahr-
scheinlichkeitsmafen dquivalent zur Pridkompaktheit dieser Menge ist. Zunéchst zeigen
wir, dass Prakompaktheit die gleichméafige Straffheit impliziert.

Satz 2.11. Sei (M, d) ein vollstindiger, separabler, metrischer Raum. Dann ist jede total
beschrankte Menge I' C P(M) ist gleichmafig straff.

Bemerkung. Die Aussage ist falsch fiir nicht-separable metrische Raume.

Beweis. Sei {x;};en dicht in M. Da T" total beschrankt ist, finden wir laut Korollar 1.3
eine abzahlbare, dichte Menge {fi, }nen in T, so dass es fiir jedes € > 0 und k& € N ein

Nj, > 0 gibt mit

Ny
inf1 drp(pin, 1) < 2~ D) fiir alle wel.
n—=

Fir n € {1,..., Ni} definiere

Af = {p €T |dpp(un, p) < €271,
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2 Der Raum der Wahrscheinlichkeitsmafe

Dann gilt
N
r=|[]JA4;.
i=1
Da {un}fﬁ , endlich ist und

M = U B2,(k+1)(l‘i)
1eN

gibt es ein My > 0, so dass fiir n € {1,..., N} gilt
pn(M\ UME By iy () < e2” (D),
Insbesondere gilt dann auch
pn(M\ U2 By (i) < e27 .
Da e > 0, sehen wir, dass
(M\ UM By i (23)) - © (M\ UMK Byos (@)
C M\ UK By ().
Somit gilt fiir u € A*
M\ Uiy By () < pin(M\ Uiy By-govn (7)) + €27 P < e27F,
Da die Vereinigung alle A gleich T ist, muss dies fiir alle u € T" gelten, d.h.
w(M\Wy,) < e27% firalle p €T

wobei
My

Wk == U Bz—k(.ﬁvi).
1=1

Aus der Definition von W, folgt nun, dass W = N2 W), abgeschlossen und total be-
schrénkt ist. Insbesondere gilt fiir alle p € T’

p(M\W) <D p(M\W;) <> e2F =
k=1 k=1

Da € > 0 beliebig war, haben wir gezeigt, dass I' gleichméfig straff ist. O

Korollar 2.12. Jedes endliche Maf$ i auf einem vollstindigen, separablen, metrischen
Raum ist straff und es gilt

w(A) =sup{u(K)| K C A kompakt}.
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2 Der Raum der Wahrscheinlichkeitsmafe

Korollar 2.13. Ist (M,d) wvollstindig und separabel, dann ist jede Cauchy-Folge in
(P(M),drp) gleichmipig straff.

Im folgenden wollen wir die Aquivalenz der totalen Beschrinkheit und der gleichmé-
Rigen Straffheit zeigen. Dazu betrachten wir folgenden Hilfssatz.

Lemma 2.14. Sei {zy}nen dicht in M und {K;};en eine aufsteigende Folge von kom-
pakten Mengen. Dann ist das folgende Mengensystem

H={ |J By, (@n)NKilgui€QiecNIJCN endlich}
nelied

abzdahlbar und abgeschlossen bzgl. endlicher Vereinigungen.
Auflerdem gilt das folgendes: Angenommen fiir ein abgeschlossenes F' gilt F C UNH
wobei H € H und U ist offen. Dann gibt es ein Hy € H, so dass FF C Hy C U.

Bemerkung. Ist r < 0 so setzen wir B,(z) = @.

Bewets. Es ist leicht zu sehen, dass H abzahlbar und abgeschlossen bzgl. endlicher Ver-
einigungen ist.

Sei nun F'; H und U wie in der Behauptung des Lemmas. Da {K; };en aufsteigend ist,
gibt es ein i € N, so dass F' C K. Insbesondere ist F' kompakt. Deshalb gibt es fiir jedes
r > 0 endlich viele z,, n € I, so dass

F C Uper By (i) C UperBar(z;) C U.

Wihlen wir ¢ € [r,2r) N Q, so erfiillt Hy = UnerBy(x;) N K; € H die Aussage des
Lemmas. O

Theorem 2.15 (Prokhorov). Sei (M,d) ein vollstindiger, separabler, metrischer Raum.
Eine Menge I' C P(M) ist prikompakt genau dann, wenn sie gleichmdflig straff ist!.

Beweis. Ist die Menge I' prakompakt, dann I" nach Satz 2.11 gleichméRig straff ist. Es
bleibt zu zeigen, dass jede gleichméfig straffe, Menge préakompakt ist. Dazu reicht es aus
fiir jede Folge (fin)nen in I' eine konvergente Teilfolge zu finden.

Da I' gleichméfig straff ist, gibt es kompakte Mengen K1 C Ko C ... C M mit
wn (KG) >1— % Sei {x;}nen dicht in M und H das Mengensystem des vorige Lemmas.

Sei Hy, Ho, ... ein Aufzéhlung von H. Mittels eines Diagonalverfahrens finden wir eine
Teilfolge (pns)ns, so dass fiir all H; die Folge (u,(H;)), konvergiert. Auf ‘H konnen wir
somit eine Funktion o : H — [0, 1] wie folgt definieren

a(Hi) = Tim p (H).

n’—oo

!Beweis angelehnt an Sagitov ,Weak convergence of probability measures® April 23, 2015 http://www.
math.chalmers.se/"serik/C-space.pdf
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2 Der Raum der Wahrscheinlichkeitsmafe

Sei nun H, H' € H, da HU H' € H gilt stets
a(HUH') = lim p,(HUH
n’—oo

< }im [/’Ln/(H) + Hy (H/)]
n'—oo
= a(H) + a(H'),
Sind H und H’ disjunkt, so gilt sogar Gleichheit. Insbesondere, ist o endlich subadditiv
fiir beliebige Mengen und endlich additiv fiir disjunkte Mengen. Aus der Monotonie der
Mafke p, folgt auch die Monotonie von a bzgl. H.
Wir definieren nun eine Funktion ~ : 7 — [0, 1] wie folgt

Y(U)= sup a(H).
HOHCU
Wir wollen zeigen, dass v die Bedingungen von Korollar 1.13 erfiillt sind und es somit
ein Maf p gibt mit p(U) = v(U). In diesem Fall gilt fir jedes H C U
a(H) < lim py(H) < lminf g, (U).
n’—oo n/—o0

Daraus folgt
w(U) < liminf p, (U).

n/—oco
Daraus folgt u(M) < 1. Es bleibt zu zeigen, dass u(M) > 1, so dass p ein Wahrscheinlich-
keitsmalk ist und somit (g, )en gegen p konvergiert. Da K; € H und p, (K;) > 1 — %,
gilt
(M) > sup a(K;)
€N
=sup lim i,y (K;)
ieN n/—o0
1
>supl — - =1.
ieN ?
Seien U1 und Us offene Mengen und H € H, so dass H C U; U Us und
’7(U1 U UQ) < a(H) + €.
Definiere
Fy={x € H|d(x, M\Uy) > d(z, M\Us2)}
Fy = {.’L‘ cH | d(l‘,M\Ug) > d(a:,M\Ul)}
Dann sind F} und F5 abgeschlossen und es gilt H = FyUF, und F, C UyNH fir k = 1;2.
Das vorige Lemma zeigt, dass es Hy € ‘H mit Fy, C Hp C Uy gibt. Daraus schliefen wir
’Y(Ul U Uz) < a(H) + €
= lim p,(F1UFy)
n/—o0
< lm [ (Hi) + p (H)]

= a(H)) + o(H,)
<(U1) +~(Ua).
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2 Der Raum der Wahrscheinlichkeitsmafe

Da € > 0 beliebig war, sehen wir, dass v endlich additiv ist.
Sei nun H € H, so dass H C U,enU, und

(U Un) < a(H) +e.

Da H kompakt ist, gibt es ein IV, so dass H C Uf]V:lUn. Somit folgt aus der endlichen
Additivitat

IA
=
=
S

=1

N
< Z'Y(Un) < Z'Y(Un)
n=1

neN

woraus direkt die abzéhlbare Additivitat von v folgt.

Es bleibt zu zeigen, dass v additiv fiir offene Menge U und V mit Us NV = & fiir ein
d > 0 ist. Wir zeigen, dass 7 sogar additiv auf disjunkten Mengen ist: Seien H, H' € H
mit H C U und H' C U mit

<o(H)+e
(V) < a(H') +e
fiir ein beliebiges € > 0. Falls U und V disjunkt sind, sind auch H und H' disjunkt und
es gilt
yUUV)>a(H UH")
a(HYUa(H")
> 5(U) + (V) — 2e.

Da € > 0 beliebig war, gilt in Kombination mit der endlichen Subadditivitat
VU) +79(V) <AUUV) <A(U) +(V),
d.h. die Ungleichungen sind Gleichheiten. O

Zusammen mit Korollar 2.7 erhalten wir die beiden folgenden Aussagen.

Korollar 2.16. Der Raum der Wahrscheinlichkeitsmafe (P(M),drp) ist vollstandig und
separabel genau dann, wenn (M,d) vollstindig und separabel ist.

Beweis. Lemma 2.9 zeigt, dass (M, d) homeomorph zum abgeschlossenen Teilraum

PO(M) = {6, |z € M}
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ist. Somitgentigt es zu zeigen, dass (P(M),drp) vollstindig und separabel ist, wenn
(M, d) vollstandig und separabel ist.

Sei nun (M, d) vollstdndig und separabel und (fuy, )nen eine Cauchy-Folge in (P(M),drp).
Es geniigt zu zeigen, dass (un)nen konvergent ist. Nach Korollar 2.13 ist {uy fnen gleich-
méfig straff und der obige Beweis zeigt, dass es eine Teilfolge gibt, welche gegen ein
u € P(M) konvergiert. Da die Folge (juy,)nen bereits eine Cauchy-Folge ist, muss diese
ebenfalls gegen p konvergieren. O

Korollar 2.17. Der metrische Raum (M,d) kompakt genau dann, wenn (P(M),drp)
kompakt ist.

Alternativer Beweis von Prokhorov via Riesz und Banach-Alaoglu.
Der Riesz-Représentationssatz besagt, dass fiir jede kompakte Menge K C M der Dual-
raum zu Cy(K) homeomorph zum Raum der endlichen, reellwertigen? Make auf K ist
und jedes nicht-negative lineare Funktion mit Norm ¢ durch ein endliches, reellwertiges
Mafs p mit u(M) = c gegeben ist. Bemerke weiterhin, dass Cp(K) separabel ist und die
schwache Konvergenz von Mafsen der schwach-+* Konvergenz der Funktionale entspricht.
Der Satz von Banach-Alaoglu besagt, dass die Einheitskugel eines Dualraums X*
schwach-* kompakt ist genau dann, wenn der zugehorige Banachraum X separabel ist.
D.h. Riesz und Banach-Alaoglu zeigen, dass der Raum der endlichen Mafse kompakt ist.
Insbesondere, sehen wir, dass Prokhorovs Theorem fiir kompakte, metrische Radume gilt.
Fiir allgemeine Rdume separable, metrische Rdume wahlen wir folgende Strategie: Sei
I' € P(M) eine gleichmikig straffe Menge. Dann gibt es eine aufsteigende Folge von
kompakten Mengen K,, C K11, so dass fiir alle p € T’

pM\E,) <

Sei (tm)meen eine Folge in I'. Wir konstruieren eine konvergente Teilfolgen von i, wie
folgt: "n = 17: Da K7 kompakt ist, gibt es eine konvergente Teilfolge (,u}nl)keN von
k

((tm)| &, )men- Es sei angemerkt, dass ;L:nl (M\K;) = 0. Angenommen fiir n € N haben
k

wir eine konvergente Folge (u%z) ren konstruiert, so dass M%Z (M\K,) = 0. Definiere

dann gibt es eine konvergente Teilfolge (,u;tlﬂ) von ([L:;L )ken, so dass Hogrtt (M\Kp+1) =

0. In jedem Abschnitt sei u™ der Limes der Folge (Nzg)nEN' Es sei angemerkt, dass
“fnnﬂ = uzlzﬂ |k, und somit = ,u”‘Kl fiir alle [ < n.
Schliefslich wahlen wir (tm,, Jneny und definieren ein Maf

= Z Mn|Kn\Kn,1-

neN

Es ist leicht zu sehen, dass p(M\K,) < 1.

2d.h. p: Bg — R ist o-additiv und u(2) = 0.
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2 Der Raum der Wahrscheinlichkeitsmafe

Sei f eine beschrankte und stetige Funktion, dann gilt

[t~ [ sl <1 | S, - /. Sl +] /M\Kl |1 [l

Auf K; wissen wir bereits, dass pm,, |, = ufnn, n > 1, gegen ,u‘ K, konvergiert, d.h.

‘Kl

i | [ Sl — [ gl = tim | [ faihy, ~ [ sul=0.
n—>oo| K, K, ’ n—>oo| K, n K, |

Weiterhin gilt
2
[t 1 [ gl < 1
M\K, M\K,

2
lim | / F b, / fp] < 21| lloo-

n—o0

Da l € N und f beliebig sind, gilt somit fiir alle f € C,(M)

/fdumn —>/de.

Zum Schluss das folgende Korollar, welches aus dem Beweis des Satzes von Prokhorov
folgt, wenn man u, = p als Folge wahlt.

so dass

O

Korollar 2.18. Fiir jede pu € P(M) gilt

p(U) = sup p(H)
HOHCU

wobet H wie in Lemma 2.14 definiert ist.

Bewets. Wahlen wir u, = p, dann gilt wie im Beweis vom Satz von Prokhorov

o(H) = lim i (H) = p(H)

n—oo
und
Y(U)= sup «a(H)= sup u(H).
HSHCU HIHCU
Weil (pin)nen gegen p konvergiert, gilt v(U) = u(U) woraus die Aussage folgt. O
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2.4 Das Desintegrationstheorem

Seien (Py)ner eine Folge von endlichen Partitionen mit I C N. Dann definieren wir eine
neue Borel-Partition \/, . Pn wie folgt

\/Pn:{ﬂEn‘Enepn und Npen En # T}

nel neN
Aus der Definition folgt, dass dies in der Tat eine Partition ist.

Definition 2.19 (Borel-Partition). Ein Partition P wird Borel-Partition von M genannt,
falls es abzahlbar viele endliche Partitionen P,, gibt deren Elemente Borel-Mengen ist und
P = V,en Pr-

Es ist leicht zu sehen, dass jede endliche Partition aus Borel-Mengen stets eine Borel-
Partition ist. Allgemeine Borel-Partition sind somit mittel endlicher Borel-Partitionen
,approximierbar®.

Wir verwenden die Definition P; =< Py, wenn P; V Py = Py, d.h. wenn es fiir jedes
A € Py ein B € Py gibt, so dass A C B. Es ldsst sich nun zeigen, dass fir Iy C Iy C

<+ C I C Ngilt

Ve Paz\ P

nel n61k+1 nels
Ist nun P = \/,, .y Pn mit Py, endlich, dann sind P, = \/{_; P; endlich und es gilt P; < P;
falls i < j sowie P =\, oy 737;. Aus diesem Grund nehmen wir im folgenden an, dass
fiir jede Borel-Partition P durch eine aufsteigende Folge von endlichen Borel-Partitionen
{Pn}nen gegeben.
Lemma 2.20. Fir jeden separablen metrischen Raum (M, d) ist die Partition {{z} |z €
M} eine Borel-Partition.

Beweis. Sei {xy }nen dicht in M, dann gibt eine Folge von ¢, — 0, so dass pu(0By,, (xr)) =
0 fiir alle n,m € N. Wir definieren P’ wie folgt

P = \/ {Bq, (#n), M\ B, (n)}.

n,meN

Nach der Definition ist jedes Element P’ € P messbar. Da {z;,}nen dicht in M und
gm — 0 gilt aukerdem
diam P’ = 0,

d.h. P' = {a'} fiir eine 2/ € M.

Sei x € M, dann gilt stets + € By, (v,) oder x € M\B,, (x,), d.h. es gibt ein
I ¢ Nx N, sodass x € By,,(z,) genau dann, wenn (n,m) € I,.

Da {xy, }nen dicht in M ist, gibt es fiir jedes m € N ein n € N, so dass (n,m) € I,
woraus wir schliefen, dass

{e}= () Ba(za)n [ M\By,(wn).

(n,m)€ly (n,m)¢I,

Dies zeigt insbesondere, dass P = {{z} |z € M}. O
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Korollar 2.21. Sei w: M — N eine Borel-Funktion zwischen zwei separablen, metri-
schen Rdumen. Dann ist
P={r""(y)|ly € N}

eine Borel-Partition.

Beweis. Sei {yn}nen dicht in N und v = m,u. Dann gibt es eine ¢, — 0, so dass
v(0By,, (yn)) = 0 und

P = {{y}|lye N} = \/ { By (Yn), M\ By, (yn)}

n,meN

und somit

a P = \/ {W_l (Bg,n (Yn)): L (M\By,, (yn))}

eine pu-messbare Partition.
Fiir y € N sei I, C N x N wie im vorigen Beweis. Dann gilt

) =7t () Bau(z)n (] M\By, ()

(n,m)€el, (n,m)¢I,
= () 7 'Bu.(z))n [ 7 (M\By,(z)).
(n,m)€ly (n,m)¢Iy

D.h.
P = {7 (y) |y € N}.

O

Im folgenden nehmen wir stets an, dass P = 7~ P’ fiir eine Borel-Abbildung 7 : M —
N.

Sei nun p ein endliches Maf, v = 7, und K eine kompakte Menge. Setzte 776 ={o,N}
und definiere

a1 / .
oK () = W y€ PeP, mit v(P)#0
0 sonst.

Bemerkung. Die Funktionen gonK konnen auch als Martingale bzgl. der o-Algebren &2, =
o(P,) interpretiert werden, d.h. & = E, (0| Z,). Da ©X beschrinkt und in L'(v) ist,
gibt es nach dem Martingalkonvergenzsatz somit eine L!-Funktion ¢, so dass X — o,
fast {iberall. Im folgenden wollen wir dies direkter zeigen.

Lemma 2.22 (Martingale-Stopsatz). Es gibt eine Menge Q@ C N wvollen v-Mafes, so
dass es eine Borel Funktion o : M — [0,1] gibt mit o (y) — @ (y) fiir all z € Q.
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Beweis. > Fiir a < ( definiere

S(a, B) = {z € N | liminf pX (2) < a < § < limsup ¢ (2)}.
n—oo n—00
Es ist leicht zu sehen, dass {¢X (2)}nen divergiert genau dann, wenn es rationale o < 3,
so dass z € S(a, B). D.h. es geniigt zu zeigen, dass S(a, 3) eine messbare u-Nullmenge
ist.
Zunéchst gilt

Ny={zeN| nnrggfgoff(z) <ot =) J{zeM|ph(z) <o}

neNm>n
Ny ={z € N lmsup ol (2) > g} = () |J {= € M|(2) > ).
neoo neNm>n

D.h. S(a, ) ist der Durchschnitt zweier messbaren Mengen und deshalb selbst messbar.
Wir konstruieren induktiv zwei Folgen (a; : N — N);eny und (b; : N — N);en wie folgt:

Fir z ¢ Ny N Ng setze a;i(z) = b;j(z) = 1. Falls 2 € Ny N N, setze Sei by(z) = 0 und
definiere a;(z) und b;(z) als

ai(z) = min{n € N|n > b;_1, 05 (2) < o}

bi(z) = min{n € N|n > a;, X (2) > B}.
Somit sind a; und b; messbare Funktionen mit a; < b; < a;+1, so dass

gofi(z) < a und gof,f(z) > .

Sei P{*(z) das Partitionselement von Py, (., welches 2 enthilt. Analog sei P?(z) definiert.
Aus der Definition folgt, dass a;(2') = a;(z) fiir alle 2’ € P{(z). Insbesondere sind die
Mengen

A= U P

z€S(a,B)
Bi= |J P2
z€S(a,B)
messbar sind und es gilt stets S(a, f) C Ajy1 C B; C 4; und
ieN ieN
Weiterhin gilt Pf(z) N P#(z") = @ oder P#(z) = P(%'), so dass wir eine Partition P4,
von A; finden so dass

WEKnd)= Y T PA)
P (2)€Pa,

< Z v(P,,(2)) = av(4;).

Pi(z)€Pa,

3Der folgende Beweis ist Viannas ,Disintegration into conditional measures: Rokhlin’s theorem“ http:
//w3.impa.br/~viana/out/rokhlin.pdf entnommen.
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Und analog
w(K N B;) > pr(B).

Somit gilt
ﬁV(BZ) < /L(K N Bz) < /,L(K N Al) < OLI/(AZ‘)

und deshalb
pr(S(a, B)) < av(S(a, B)),
was nur wahr sein kann, wenn v(S(a, 8)) = 0. O

Im folgenden wollen wir (K,y) — X (y) nicht als Folge von Funktionen von y be-
trachten, sondern als Folge Mafsen

B = piyn(K) = o1 (y).

Es ldsst sich leicht zeigen, dass fi,, ein Wahrscheinlichkeitsmaf ist. Aufserdem gilt

mmszAmw@.

Wihlen wir nun ‘H wie in Lemma 2.14, so kénnen wir aufgrund der Abzdhlbarkeit von
H eine Mengen Q C N vollen Mafes finden, so dass y +— pyn(H) fiir alle H € H
konvergiert. Nennen wir diesen Grenzwert y — ay(H), so reicht es wie im Beweis vom
Satz von Prokhorov aus den o, Mafe j,, zu generieren fiir die gilt p(B) = [ py(B)dv(y).

Theorem 2.23 (Rokhlins Desintegrationstheorem). Sei (M, d) und (N, d") vollstindige,
separable, metrische Riume, p eine endliches Maf$ auf M und 7 : M — N eine Borel-

Funktion. Dann gibt es eine Funktion p.y : N — P(M), so dass fiir alle Borel-Mengen
B

Y+ hy(B)
messbar ist, p, (771 (y)) =1 und fir v =m.u gilt

u(B) = [ m(B)iv(y)
Weiterhin ist die Darstellung eindeutig bis auf ein v-Nullmenge.

Bemerkung. (1) Fiir id : M — M besagt das Theorem

u=/5ydu(y)-

(2) Ist 7 ein endliches Maf auf M x M und p; die Projektion auf die erste Koordinate,
dann gilt

= /Wydﬂ(y)

wobei = (p1)«7. Auferdem gilt m,({y} x M) =1, d.h. my = 6, x p, fiir ein p,, € P(M).
(3) Der Satz gilt auch fiir allgemeine Borel-Partitionen. In dem Fall zeigt man zunéchst,

dass N = M /P ein messbarer Borel-Raum und die natiirliche Projektion = : M — M /P

messbar ist. Die Desintegration wird dann iiber das Maf v = 7, vorgenommen.
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Beweis. Sei P = n~{{y}|y € N} die Borel-Partition bzgl. der Abbildung 7 : M — N
und nehme an, dass (P,,)nen eine aufsteigende Folge von endlichen Borel-Partitionen mit
P =V, en Pn ist.

Sei ‘H wie im Beweis des Prokhorov Theorems wobei K; die Mengen bzgl. p sind. Sei
Hy, Hy ... eine Aufzéhlung H. Das vorige Lemma zeigen, dass es fiir jedes i € N eine
Menge €2; volle v-Mafes gibt, so dass fiir all y € §; die Folge (¢yn(H;))nen konvergent
ist. Da ‘H abzdhlbar ist, hat die Menge €2 = N;en§? volles v-Mak und fiir all y € Q und
all H € H gilt ist die Folge (¢yn(H;i))nen konvergent. Wir éndern nun die Notation
wie folgt: fiir B € By(M) und y € N, sei P,(y) das Element in P, welches y enthélt.
Definiere dann p,,(B) wie folgt

wBOT U)o (p () £ 0

fyn(B) = @5 (y) = { v(En(®))
0 sonst.

Wir verfahren fiir H € H und y €  wie im Beweis vom Satz von Prokhorov, d.h.

definiere zunéchst
ay(H) = lim p,,(H).

neoo

Dann ist H — «,(H) subadditiv und additiv auf disjunkten Mengen von # sind. Setze
dann

v (U) = sup ay(H).
HOIHCU

Daraus folgt, dass p,, definiert auf B;(M) als
py(B) = inf ~,(U)

ein Borel-Maf ist. Da f, (M) = 1 gilt auch p, (M) = 1. Weiterhin gilt fir y € €,
P,(y) € P, und m > n stets

My7m(7771(Pn(y))) =1
so dass

1y (7 ({y 1) = py (7 (OnenPa(y))) = 1.

Zusammengefasst heifst das, dass fiir fixes y € Q die Folge (ftyn)nen gegen p, konver-
giert. Setzen wir p, = p fiir y ¢ Q,dann ist fiir jede Borel-Menge

Yy py(B)

messbar als Abbildung N — [0,1}. und man erdhlt ein Wahrscheinlichkeitsmaf fi, ge-
schrieben als [ p,dv(y), so dass

i(B) = [ m(B)iv(y)
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2 Der Raum der Wahrscheinlichkeitsmafe

Es bleibt zu zeigen, dass i gleich p ist. Dazu sei U eine offene Menge, dann gilt wegen
w(U) = [ pyn(U)dr(y) und Fatous Lemma

fiir all H € H und v-fast all y € N, so dass aufgrund der Satz der dominierten Konvergenz

p(H) = lim [ gy (H)dv(y)

- [ayteniviy).

Weiterhin gilt stets

HOIHCU
und
p(U) = sup up(H),
HOIHCU
so dass

p(U) = sup p(H)
HIHCU

= sup /ay(H)dl/(y)

HOHCU

< [ sw amdvty) = [ Uiy,

HSHCU

Somit stimmen g und @ = [ p,dr(y) auf den offenen Mengen tiberein. Aufgrund der
dueren Regularitét folgt somit p = [ p,dv(y). O

Eine Funktion ¢ : N — R wird v-messbar genannt, wenn es eine Borel-Funktion
1 : N — N und eine Borel-Menge B mit v(M\B) = 0 gibt, so dass ¢(y) = ¢(y) fir alle
y € B. Ist v endlich und ¢ von oben und unten beschréankt, so definieren wir das Integral

von ¢ bzgl. v als
/godu = /¢du.

Es ist leicht zu sehen, dass der Wert von [ ¢dv nicht von der Wahl von ¢ abbhéngt.
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2 Der Raum der Wahrscheinlichkeitsmafe

Lemma 2.24. Seien (M,d) und (N, d’) separable, vollstindige, metrische Riume, v ein
endliches Maf$ auf N und pu.y : N — P(M) eine messbare Abbildung. Dann ist fiir jede
Borel-Menge A € M die Funktion

Yy py(A)

v-messbar.
Beweis. Fiir abgeschlossene C ist die Abbildung
o p— pu(C)
oberhalbstetig. Insbesondere ist sie messbar. Daraus folgt, dass
y = py(C) = 7c oy

messbar ist. Analog ist y — f1,(U) messbar fiir jede offene Menge U.

Wir behaupten, dass y — p,(A) v-messbar ist fiir alle Borel-Mengen A. Dazu seien
{Un}nen und {V,, }en absteigende Folgen von offenen Mengen, die A bzw. M\ A enthal-
ten, so dass

p(A) = lim p(Un)
p(MA\A) = Tim p(V).

Dann gilt
1= p(A) + p(M\A)
= lim Tim [ gy (Un) + prgan(Va)dv(y)
> Tim [ gy (Un) + sy (Vo) dv(y)
_ /My(ﬁneNUn) + 1y (NnenVi)dv(y)
> [ (v (y) =1
Da

1 S Ny(mneNUn) + :uy(mneNVn)
gibt es somit ein B mit v(M\B) = 0, so dass fiir alle y € B

,Uy((ﬁneNUn) N (mneNVn)) = 0.

Insbesondere gilt dann

0 < ,U/y(ﬁneNUn\A) < My((mnGNUn) N (ﬁneNVn)) = 0)

woraus folgt, dass fiir alle y € B

tiy(A) = py(MnenUn) = nlggo iy (Un).-
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2 Der Raum der Wahrscheinlichkeitsmafe

Damit ist die folgende Funktion

_ py(A) yeB
paly) = {0 )¢ B

eine Borel-Funktion, die auf B mit y — p,(A) ibereinstimmt.
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3 Das Monge-Kantorovich-Problem

Im folgenden sei ¢ : M x M — [0,00) eine unterhalbstetige Funktion. Die Theorie gilt
auch fiir unterhalbstetige Kostenfunktionen ¢ : M x M’ — R U {oo}, wenn es fiir die
gegebenen Make p und v (oberhalb-)stetige Funktionen a € L'(u) und b € L'(v) gibt,
so dass c(z,y) > a(x) + b(y) fir alle x € M und y € M’'. In dem Fall zeigt man,

dass das Original-Problem fiir g und v &quivalent zum Problem der nicht-negativen
Kostenfunktion ¢ — a — b ist.

3.1 Transportabbildungen

Sei T': M — M eine Borel-Funktionen. Dann ist das Push-Forward-Mals T, p definiert
als
T.u(A) = p(T7LA).

Allgemeiner sieht man, dass Ty die Menge P (M) in sich abbildet.

Lemma 3.1. Es gilt v = Typ genau dann, wenn fir alle Borel-Funktionen

/fonu—/fdy.

Seien p und v zwei Wahrscheinlichkeitsmafe. Ist weder p eine Push-Forward-Mafl von
v noch ist v ein Push-Forward-Maf vn v. Interpretiert man p als Haufen von ,,Sandkor-
nern und 7" also Transportabbildung, so stellt T, u ,den Sandhaufen dar, welchen man
durch den Transport von p mittels T erhélt. A priori ist es nicht klar, ob (u-fast) jedes
Sandkorn genau einem Sandkorn zugeordnet werden kann. D.h. allgemein muss man ein
gegebenes Sandkorn ,yerteilen, d.h. jedem = wird eine Verteilung (Wahrscheinlichkeits-
mafk) zugeordnet.

Die obige vage Interpretation kann wie folgt konkretisiert werden.

Lemma 3.2. Angenommen fiir jedes x € M gibt es ein Wahrscheinlichkeitsmafl jiz, so
dass die Funktion
x = pp(U)

messbar ist fiir alle offenen Mengen U. Dann erhdlt man fiir jedes Wahrscheinlichkeits-
maf p ein Wahrscheinlichkeitsmaf$ wie folgt

() = [ el A)d(a).
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3 Das Monge-Kantorovich-Problem

Korollar 3.3. Fir jede Transportabbildung ist x — Op(,) messbar im obigen Sinne und
es gilt

Tp(4) = [ b700(A)dno)

Aus diesem Grund sagen wir, dass x — p, eine verallgemeinerte Transportabbildung®
ist.

Es sei angemerkt, dass wenn x + ¥ und x — ul verallgemeinerte Transportabbil-
dungen sind, dann ist fiir jedes A € [0, 1] die folgende Abbildung ué)

iy s (L= Mg + Mg
ebenfalls eine verallgemeinerte Transportabbildung.

Lemma 3.4. Fir A € (0,1) ist ué) eine Transportabbildung genaw dann, wenn u(()‘) = ,u%.)

etne Transportabbildung ist.

3.2 Kopplungen

Sei nun 7 € P(M x M) ein Wahrscheinlichkeitsmaf und pi,p2 : M x M — M die
natiirlichen Projektionen auf die Faktoren, d.h. py : (z,y) — x und py : (z,y) — y. Wir
sagen 7 ist eine Kopplung zwischen p und v, wenn p = (p1).m und (p2).7. Die Menge
der Kopplungen zwischen g und v wird mit II(u, v) bezeichnet. Die Menge II(p,v) ist
stets nicht leer und enthélt das Produktmals p ® v, wobei

1 ® V(A x B) = p(A)v(B)

fiir alle Borel-Mengen A, B € B,.
Zunachst lasst sich zeigen, dass die Bedingung der Koppelung dquivalent zum folgenden
ist: Fir alle Borel-Mengen A, B € B, gilt

u(4) = (A x M)
v(B) = m(M x B).
Seien 7y, 7o € II(p,v) und A € [0,1], dann gilt
(1= XN)m + Amg € H(p,v),
d.h. TI(u, v) ist konvex bzgl. linearer Interpolation.

Satz 3.5. Seien I'y und I'y zwei kompakte Mengen in P(M). Dann ist die Menge der
Kopplung zwischen I'y und I'y
(I, To) = [ T, p2)
i€l

kompakt.

! Dieser Begriff ist nicht standard und kann mit eventuell anderen Begriffen kollidieren.
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3 Das Monge-Kantorovich-Problem

Beweis. Gilt m, — 7, dann auch (p;)«m, — (p;)«7. Da Ty, i € {1;2}, ist II(I";,Ty)
abgeschlossen. Nach Prokhorovs Theorem geniigt es zu zeigen, dass II(I'1,I'y) straff ist.
Fiir € > 0 seien K und K’ kompakte Mengen, so dass fiir alle u € 'y und v € T’y

p(K), v(K') > 1- 2.
Dann ist K x K’ kompakt in M x M und es gilt fiir 7 € II(T'1, T'2)
7(M x M\K x K') <7((M\K) x M)+ (M x (M\K"))

€.

VAN

O

Eine Kopplung 7 zwischen p und v ist deterministisch, wenn es eine Borel-Abbildung
T gibt, so dass
= (id XT)4ps.

In dem Fall ist 7 auf dem Graphen {(z,T(z)) |z € M} konzentriert und es gilt v = Ty p.
In diesem Fall gilt auch

= /(55,; ® Op(z)dp(),

d.h. jeder deterministische Kopplung ist eine Integral iiber d; ® 0p(s).
Das Produktmaf p ® v hat die folgende Form

M®V:/5x®l/du(a;) :/u®5ydl/(y),

d.h. jedes Produktmafs ist ein Integral {iber das Produktmaf §, ® v. Rokhlins Desintegra-
tionstheorem zeigt nun, dass eine solche Darstellung fiir alle Kopplungen gilt, d.h. jede
Kopplung ist durch verallgemeinerte Transportabbildungen darstellbar.

Korollar 3.6. Fir jede Kopplung I1(u,v) gibt es eine verallgemeinerte Transportabbil-
dungen T — iy, so dass

= /5z ® pzdp(x).
Die verallgemeinerte Transportabbildung ist eindeutig bis auf eine p-Nullmenge.

Beweis. Da p1 : M x M — M stetig und somit messbar ist und (p1)«m = p gibt es
e € P(M x M), so dass

= /Wzdu(:v)

und

m({x} x M) =1
d.h. 7y = 0 ® py fiir ein p, € P(M). Daraus folgt

™= /mdu(l‘) = /5x®uxdu(l‘)-
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3 Das Monge-Kantorovich-Problem

3.3 Existenz und Eigenschaften optimaler Kopplungen

Seien p und v zwei Wahrscheinlichkeitsmafe und ¢ : M x M — [0, 00) eine unterhalbst-
etige Kostenfunktion.

Das Monge-Problem versucht nun die Kosten mittels Transportabbildungen zwischen
p und v zu minimierten, d.h. zeige, dass

inf / o, T(2))dp(z)

Tip=v

tatsdchlich ein Minimum ist. Im allgemeinen gibt es keine Transportabbildung 7": M —
M mit Ty = v, so dass das Problem nur auf solche angewandt werden kann. Weiterhin ist
es nicht klar, ob jede minimierende Folge von Transportabbildungen eine konvergierende
Teilfolge hat.

Statt iiber Transportabbildungen zu minimieren, kénnen wir iiber verallgemeinerte
Transportabbildungen minimieren, oder aquivalent iiber Kopplungen zwischen p und v,
d.h. finde eine optimale Kopplung mop € I1(p, v), so dass

/c(w,y)dﬂopt(x,y) =C(u,v)

wobei

Cluv)= _int | clo.ypin(a.y).

Dieses Problem wird Kantorovich-Problem genannt. Im zweiten Schritt kann man nun
fragen, ob es eine optimale Kopplung gibt, die deterministisch ist, d.h. durch eine Trans-
portabbildung induziert. In diesem Fall wére auch das Monge-Problem losbar.

Theorem 3.7. Das Kantorovich-Problem mit unterhalbstetiger nicht-negativer Kosten-
funktion ist fir alle Mafle p und v ldsbar.

Beweis. Da II(p,v) nicht-leer, gibt es eine minimierende Folge (7, )nen, so dass

lim [ c(z,y)dn,(z,y) = C(p,v).

n—oo

Nach Prokhorovs Theorem ist II(u, ) auch kompakt, so dass es eine Teilfolge von (7, )nen
konvergiert. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit wéhlen wir diese Teilfolge und neh-
men an, dass m, — 7 € (u,v).

Da ¢ unterhalbstetig und nicht-negativ ist, erhalten wir

Cp,v) < /c(x,y)dfr(a:,y) < liminf/c(x,y)dﬁn(m,y) =C(u,v).

Insbesondere gilt
[ cleaite.g) =),

so dass 7 eine optimale Kopplung ist. O
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3 Das Monge-Kantorovich-Problem

Angenommen 7° und 7! sind optimale Kopplungen zwischen p und v. Dann ist auch
jede Kopplung
= 1=\ 4+ At

eine optimale Kopplung.
Im allgemeinen ist es weder klar, dass es eine eindeutige Losung des Kantorovich-
Problems gibt. Es gilt jedoch das folgende.

Lemma 3.8. Angenommen fiir fives Wahrscheinlichkeitsmafle p und v, ist jede optimale
Kopplung mope deterministisch. Dann ist das Kantorovich- und Monge-Problem eindeutig
losbar, d.h. es gibt eine eindeutige optimale Kopplung, die auch deterministisch ist.

Beweis. Seien 7°, 7! € I(u,v) zwei optimale Kopplungen, so dass

Dann ist auch

N\»—A

/(5 K= 5T0( )—|-5T1(z))d,u( x)

eine optimale Kopplung zwischen g und v. Aufgrund der Annahme ist auch 73 determi-
nistische, d.h.

Die ist jedoch nur moéglich, wenn

p({T° #T'}) =0,
d.h. 7 =7l ]
Ist eine Kopplung kein Delta-Mafs, so ist sie zerlegbar. Normalisiert man die Teile

einer solche Zerlegung, so kann man zeigen, dass jedes Teil ebenfalls optimal bzgl. seiner
Marginale sein.

Theorem 3.9 (Einschrénkungseigenschaft). Sei m,, eine optimale Kopplung zwischen
pwund v und A C M x M eine Menge mit mop(A) # 0, dann ist

, 1

B
eine optimale Kopplung zwischen p' = (p1)«7 und v/ = (pa).7’.

Bemerkung. Allgemeiner gilt: Sei f : M x M — [0, oo] eine nicht-negative Borel-Funktion
mit 0 < [ fdmop < 0o, dann ist 7’ definiert als

_
f f dﬂ-opt

eine optimale Kopplung bzgl. seiner Marginale.

7'(B) = / fdmop tiir alle B € By
B
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3 Das Monge-Kantorovich-Problem

Beweis. Falls mopi(A) =1, dann 7’ = 74, und die Aussage ist trivial.
Sei nun mope(A) € (0,1). Aufgrund der Normalisierung sind p/ und v/ Wahrscheinlich-
keitsmafie. Sei 7T;pt eine optimale Kopplung seiner Marginale p/ und v/. Setze A = mop(A)

und
! 1
EEESULAY)

Dann lésst sich leicht zeigen, dass
T=A"+(1-N7"
eine Kopplung zwischen p und v ist, weshalb folgende Ungleichungskette gilt
Clu) < [ el p)dy(o) + (1) [ e(og)dn’(z.v)

< )\/c(:p,y)dﬂl(x,y) +(1-2X) /C(l'ay)dﬂﬂ(%y)
=C(u,v).

Insbesondere gilt dann

[ ctw.win' ) = [ ewp)iny (o)

d.h. 7’ ist eine optimale Kopplung. O
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4 Kantorovich-Dualitat

In diesem Abschnitt nehmen wir stets an, dass (M,d) eine separabler, vollstéandiger,
metrischer Raum ist und
c: M x M — 0,0

eine unterhalbstetige Kostenfunktion ist.

4.1 c-konkave Funktionen und die verallgemeinerte
Legrendre-Transformation

Definition 4.1 (c-Transformation und c-Konkavitit). Sei ¢ : M — R U {—oco} mit
¢ # —o0. Dann ist die c-Transformation ¢ von ( definiert als

¢“(y) = inf c(z,y) — ((z).

zeM

Fiir £ : M — R U {—o0} ist die ¢-Transformation £¢ von ¢ definiert als

§°(z) = inf c(x,y) —&(y).

yeM

Eine Funktion ¢ : M — R U {—o0} ist c-konkav, wenn sie die ¢-Transformation einer
Funktion ¢ : M — R U {—oco} ist, d.h. ¢ = £°. Analog wird 1) é-konkav genannt, wenn
1 = (¢ fiir eine Funktion ( : M — RU {—o0}.

Bemerkung. Ist ¢ # —oo, so ist (¢ eine Funktion von M nach RU {—oco} und es gilt

C“(y) = inf c(r,y) — ().

xzeM,((x)>—00
Lemma 4.2. Es gilt p(z) + ¢°(y) < c(z,y).

Beweis. Aus der Definition folgt

o(r) + ¢ (y) = Jnf (c(Z,y) — @(T) + p(x))
<c(x,y) — p(z) + p(z) = c(z, Y).
O

Da das Infimum stetiger Funktionen oberhalbstetig ist, erhalten wir auch die folgende
Aussage.
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4 Kantorovich-Dualitét

Lemma 4.3. Ist ¢ stetig, dann ist die c-Transformation jeder Funktion ist oberhalbstetig.

Lemma 4.4. Seien ¢, @, 1,10 : M — RU {—o0} zwei Funktionen auf M. Dann sind die
folgenden Aussagen wahr:

o Wenn ¢ < @ und 1 < 1, dann ¢ > (p)¢ und ¢ > (1))°.
° wécé — wé und QOCEC — (PC

o © ist c-konkav genau dann, dann wenn @ = . Analog ist 1 c-konkave genau
dann, wenn 1) = .

Beweis. Sei ¢ < 1, dann gilt
“(y) = inf - > inf - =(y).
P(y) = inf c(z,y) = p(x) > inf c(z,y) —9(z) = ¥*(y)

Analog gilt ¢ > ¢°.
Die Funktion 1 hat die folgende Form

P(x) = ;2&553 ylgf c(x,y) — (T, y) +c(T,9) — (7).

Wahlt man zunéchst y = g, dann gilt

Y*(w) < sup inf ez, §) = o(F,§) + c(Z,9) — ¥ (7)
reMYE )

= inf ¢(z,9) — ¥ (9) = ().

geEM

Weiterhin gilt

sup inf c(z,y) — c(Z,y) + c(Z,9) — ¥(g) > inf c(z,y) — c(z,y) + c(x,9) — ¥(9)
FeM YEM geM i

= inf c(x,9) —¥(y) = ¢¥°(x)

yeM

und somit

¢ECE($) — ylél{/[ 521\13[ ylélja C(JL‘ y) — C(Q? y) + C(.T y) 1/’@)

> inf v(a) = (@),

Zusammen ergibt dies ¢¢ = 9°.
Ist ¢ eine c-konkave Funktion, so gibt es eine Funktion ¢ : M — R U {—o0}, so dass
© = (€. Zusammen mit der vorigen Aussage ergibt dies

:CECE:CE:(;O'

Die Riickrichtigung folgt bereits aus der Definition.
Analog gilt fiir alle Funktion ¢ und 1,

cce c

o=

und 1 = 1) genau dann, wenn 1) ¢-konkav ist. O
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4 Kantorovich-Dualitét

Ist ¢ eine c-konkave Funktion, dann nennen wir ¢¢ die c-Dualfunktion von ¢. Es
ist leicht zu sehen, dass die c-Dualfunktion ¢ eine c-konkaven Funktion ¢-konkave ist.
Weiterhin gilt fir alle x,y € M

o(r) +¢“(y) < c(z,y).

Definition 4.5 (c-Superdifferential). Das c-Superdifferential 9°p eine Funktion ist ge-
geben durch

p(a) ={y € M |3\ € RV2' € M : p(x) = c(2,y) — Xo, p(2) < (2, y) — Ao}

Wir definieren auferdem 09 C M x M als

Fp={(r,y) € M x M|y € 0°(x)}.
Analog kann das ¢-Superdifferential 9 definiert werden.
Lemma 4.6. Ist ¢ c-konkave so gilt

y € 0%(x) <= z € 0°%“(y)

= o) +¢y) = c(z,y).

Beweis. Es gilt stets

p(2') + () <cla',y) Yo',y e M

Gilt
o(r) + ¢“(y) = c(z,y)
dann folgt sofort y € 9°p(z) und = € I°p°(y).
Sei nun y € 9%(x). Dann gibt es ein \g, so dass

p(a') < c(z,y) = Xo

und
p(z) = c(z,y) — Ao.

Aus der Definition von ¢¢ folgt nun

#(y) = inf c(z’sy) = @(@) = do = c(z,y) - p(@).

O

Korollar 4.7. Angenommen c ist stetig und ¢ eine c-konkave Funktion. Sind x, — x
und y, — y zwei konvergente Folgen in M mit y, € 0°p(x,) dann gilt y € 0°p(x).
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4 Kantorovich-Dualitét

Beweis. Aus den Annahmen folgt
(T, yn) = o(@n) + ¢ (yn)
und ¢ und ¢ sind oberhalbstetige Funktionen. Daraus schliefsen wir
6(1:7 y) = nh_)rgo C(xna yn)

< lim sup ¢(zn, yn)
n—00

= limsup (p(zn) + ¢ (yn)) < ©(x) + ©°(y).

n—oo

Da stets ¢(x) +¢“(y) < ¢(z,y), muss dies eine Gleichheit sein und somit y € 0°(z). O

Lemma 4.8. Seien ¢,1): M — RU {—o00} zwei Funktionen, so dass fir alle x,y € M

o(r) +(y) < c(z,y).

Angenommen I' C M x M st eine Menge, so dass fir alle (x,y) € T

o(z) +Y(y) = c(z,y)

und p(x) > —o0, Y(y) > —oo genau dann, wenn x € pi1(T') und y € po(T'). Dann gibt
es eine c-konkave Funktion ¢, so dass ¢(x) = ¢(x) und ¢°(y) = ¥ (y) fir alle x € p1(I)
und y € pa(T).

Beweis. Fir (z,y) € T gilt

p(x) = c(z,y) — ¥(y)
= geipr;f(r) c(z, g) — ¥ (©).
D.h. p(z) = ¢°(x) fiir alle = € py(I"). Weiterhin gilt
Po(2') < (2, y) — ¥(y)
und deshalb y € 8°p(z). Sei nun (Z,7) € I' dann gilt

V() = Qnf o) — v°(7)

S

= inf sup ¢(7,9) —c(Z,9) +Y(9)
TEM gep, (T)

< i T, 1Y) — T) = T).
< inf e(3,5) - ¢(#) = Y(@)
Auferdem gilt

YY) > inf sup o(Z,y) — c(Z,9) + »(9)
TEM (7 gyer

= inf sup ¢(Z,9) — ¢(Z) > ¥(Y),
€M (z,5)er

d.h. 9 (y) = p°(y) fiir alle y € py(T). O
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4.2 c-zyklisch monotone Mengen
Definition 4.9 (c-zyklische Monotonie). Eine Menge I' € M x M heift c-zyklisch mo-
noton, wenn fiir alle (x;,y;) € ', i € {1,...,n} und alle Permuationen o € S, gilt

n

Z c(xi,yi) < Z c(x;, ya(i))‘

i=1
Lemma 4.10. Ist ¢ c-konkave, dann ist 0 eine c-zyklisch monotone Menge.
Beweis. Es gilt
n n
(@i, Yo(iy) = D o(i) = & Wo(s))
= i=1

=1

=D olxi) = ¢ (yi)
i=1

O]

Satz 4.11. Angenommen I' eine c-zyklisch monotone Menge. Dann gibt es eine c-konkave
Funktion ¢, so dass I' C 0%p.

Beweis. Wihle ein beliebiges Paar (xg,yo) € I' und definiere

plz) = inf i Ale(z1,90) = elwo, yo)) + (e(w2, 1) = el@n, ya)) + - + (€@, 4m) = e(@m, ym))}-
meN (z;,y;)er

Fiir = z¢ gilt mit der Wahl m = 1 und (x1,y1) = (20, ¥0)

() <0.

Aus der c-zyklischen Monotonie folgt aber ¢(zg) > 0 und deshalb ¢(xg) = 0.
Um zu sehen, dass ¢ c-konkav ist, definieren eine Funktion ¢ : M — R U {—o0}: Fiir
y ¢ p2(T) setze ((y) = —oo. Andernfalls definiere

Cy)=sup  sup  {(c(zo,y0) — c(@1,90)) + -+ + (c(@m-1,Ym-1) = (Tm; Ym—1)) + c(Tm,y))} .
mEN (z4,y;) €T ym=y

Die c-cyklische Monotonie impliziert, dass ((y) < 0 und ((y) > —oo fiir y € po(T).

Daraus folgt nun

90(‘/1‘1) = inf inf inf {(C(I‘l, ?/0) - C(J?(), yO)) + (C(.’EQ, yl) - C(l‘l, yl)) + et (C(.’IZ‘, y) - C(‘va y))}
y€p2(T) meN (z;,y;) €L, y=ym

= inf  c(zy) —Cy) = C(a),
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d.h. ¢ ist eine c-konkave Funktion von M nach R U {—o0}.
Angenommen (Z,y) € I', dann gilt fiir die Wahl (Z,7) = (m, Ym)

p@) < int it {(clon,0) = (o0, 0) + (e Yno1) = elmot, 1) + (cle ) = (@)}
m—1€N (z;,y;)er
=¢(z) + c(z,y) — c(Z, 7).

Insbesondere gilt

0= p(z0) < @(T) + c(x0,9) — (7, 7),
d.h. ¢(Z) > —oo. Weiterhin gilt

(7, 9) — (T) < c(x,9) — p(x)

und somit

Daraus schliefen wir

O

4.3 Optimale Kopplungen und c-zyklisch monotone Mengen

Definition 4.12 (Tréger). Der Triger supp p eines Makes p € P(M) ist definiert als
suppp = {x € M |Vr >0: u(Br(z)) > 0}.

Lemma 4.13. Der Triger von p ist abgeschlossen.

Beweis. Sei x, — x und z, € suppp. Fir jedes r > 0 gibt es ein N € N, so dass
Tn € Br(x) fiir n > N. Da Bz (zyn) C By(2) gilt somit

0 < u(Bg(zn)) < u(Br()).
Da r beliebig ist, gilt somit x € supp p. O

Satz 4.14. Ist ¢ stetig und 7 eine optimale Kopplung zwischen u und v, dann ist der
Triger von w eine c-zyklisch monotone Menge.

Beweis. Angenommen die Aussage ist falsch. Dann gibt es Paare (z1,y1),..., (zn,yn) €
supp 7, so dass
n n
> elwiyi) < el@i,yin)
i=1 i=1

wobei yn1 = y1. Weiterhin konnen wir annehmen, dass (x;,y;) # (x;,y;) fiir i # j.
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Da c stetig ist gibt es nun Umgebungen U; von x; und V; von y;, so dass (U; x V;) N
(Uj ﬂVj), m(U; x Vi) > 0 und fiir alle (Z;,9;) € U; x Vi, i =1;...; N, gilt
N
c(@i, i) > Y e(Fi, ir1)

i=1 i=1

mit gy 1 = Y1
Sei nun m; = m%WUinw wobei m4(B) = m(B N A) und m; = 7w(U; x V;). Definiere ein
Produktmaf P auf dem Produktraum 2 = Hﬁ\;IUi x V; wie folgt

N
P= ® TG
=1
Die Projektionen auf die U; komponente seien py,. Wir definieren ein reellwertigen Mafs

n auf M x M wie folgt

N
m= > {0 )P~ ()P}

i=1
wobei m = mini]\i1 m; und V41 = Vj. Zunichst gilt

(1) ((pUi7pUj)*P) = (py,)+P.

Da (p1)« linear ist, gilt somit

N
(pr)sm =my_{(pv,)-P — (pv,)«P} = 0.
i=1

Analog gilt auch (p2).m = 0. Insbesondere gilt n(M x M) = 0.
Es gilt
TU; xV; = ml(pUzale)*Pa

so dass
(m+nu,xv;, = (mi —m)(pu,, pv; )P > 0.

Da {U; x V;} disjunkt und gz mit R = M x M\(UXN.,U; x V;), gilt somit

N

F=mt+n=mr+ > (T+0vxv, =0,
=1

d.h. das reelwertige Maf 7 ist nicht-negativ und

A(MxM)=n(Mx M)+n(MxM)=1
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und

(p1)«T =p+0
(pQ)*ﬁ- =v+ 07

d.h. 7 ist eine Kopplung zwischen g und v.
Schlieflich gilt

N
/C(w,y)dn(w,y) :/Q [; (@i, yit1) — c(zi, Yi)

so dass

dP(xlvyla"‘vavyN) < 07

[ ety < [ clpintay)

was der Optimalitdt von 7 widerspricht. O

4.4 Kantorovich-Dualitat fiir stetige Kostenfunktionen

Lemma 4.15. Angenommen @ ist eine c-konkave Funktion, so dass

/C(x,y)dﬂ(l‘,y) = /sodwr/«pcdl/

und ¢ und ¢ sind p-messbar bzw. v-messbar. Dann gilt fir w-fast alle (z,y) € M x M

p(x) + ¢°(y) = c(=,y),
d.h. ist 0°p messbar, so gilt
m(0%) = 1.
Bemerkung. Ist c stetig, so ist ¢ oberhalbstetig und damit Borel-messbar. Insbesondere
sind ¢ und ¢¢ pu- bzw. v-messbar.

Beweis. Da p(x) + ¢°(y) < c(z,y), gilt fir alle A C M x M stets
/C(:C,y)dﬂA(x,y) < /wdu(“‘) +/socdv(A)

wobei

W‘A(B) =m(ANB)
und p4) = (pl)*ﬂ"A und (4 = (pg)*w‘A. Es ist leicht zu sehen, dass p(4) 4 p(M>*M\A) —
pund v 4 p(MXM\A) — ),
Gébe es eine Borel-Menge A C M x M mit 7(A) > 0 und ¢(x) + ¢°(y) < ¢(z,y), dann

folgt
[ ctewinte.) = [ eladn] o)+ [ clemin]yy, 4o

</SOdM(A)Jr/(pcdy(A)Jr/@dM(MxM\A)JF/(pch(MxM\A)

woraus sofort die Aussage folgt. O
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Satz 4.16. Ist ¢ eine c-konkave Funktion und © € I(u,v), so dass

/C(w,y)dﬂ(w,y) = /SDdM+/<PCdV>

dann ist 7 eine optimale Kopplung. Insbesondere gilt dann fir jede optimale Kopplung 7

o(x) + ¢°(y) = c(z,y)
fir w-fast alle (x,y) € M x M, d.h. es gibt eine c-zyklische Menge A, so dass w(A) = 1.

Beweis. Sei 7 € II(u,v), dann gilt

/C(w,y)dﬂ(:v,y) = /«p(m)du(m) +/wc(y)dV(y)
~ [ vla) + e w)ir(ay)
< /C(x,y)dff(w, y),
d.h. 7 ist optimal. O
In den vorigen Abschnitten haben wir folgendes gezeigt fiir stetige Kostenfunktionen

e Der Trager jeder optimalen Kopplung ist c-zyklisch monoton.

e Fiir jede c-zyklisch monotone Menge gibt es eine c-konkave Funktion deren c-
Superdifferential diese Menge enthalt.

Zusammen mit dem vorigen Satz ergibt dies.

Theorem 4.17 (Kantorovich-Dualitédt fiir stetige Kostenfunktionen). Sei ¢ eine stetige
Funktion und m € (p,v), so dass [c(z,y)dn(z,y) < co. Dann sind die folgenden
Aussagen dquivalent:

1. T ist eine optimale Kopplung
1. Der Trager von 7 ist eine c-zyklisch monotone Menge

1. Fs gibt eine c-konkave Funktion o, so dass

/c(x,y)dw(x,y) = /(pdu—i-/gocdu.

Insbesondere gilt

inf /c(x,y)dw(m,y) = sup /cpd,u%—/@bdz/.

rell(p,v) e(2)+(y)<c(z,y)
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4.5 Kantorovich-Dualitat fiir allgemeine Kostenfunktionen

Laut Annahme ist ¢ : M x M — [0, 00) eine unterhalbstetige Kostenfunktion. Definiere

er(ry)= b {min(c(z',4/), k) + k [d(z,2") + d(y,9)] } -

Es ist leicht zu sehen, dass ¢; < ¢, fiir [ < k.

Lemma 4.18. Die Funktionen cj, sind k-Lipschitz und 0 < ¢, < min(c(x,y), k). Ist ¢
unterhalbstetig so gilt

C(‘T’y) = lim Ck(l',y).
k—o00
Korollar 4.19. Jede ci-konkave Funktion ¢ ist k-Lipschitz stetig und es gilt

o(x) + ¢*(y) < er(z,y) < c(w,y).

Theorem 4.20 (Kantorovich-Dualitdt fiir unterhalbstetige Kostenfunktionen). Sei 7w €
H(p,v), so dass [ c¢(z,y)dn(z,y) < co. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

o 7 ist eine optimale Kopplung

o 7 ist auf einer c-zyklisch monotonen Menge I' konzentriert, d.h. es gibt eine Borel-
Menge I" C T, so dass n(I") =1

o FEs gibt eine c-konkave Funktion ¢, so dass

/c(x,y)dw(m,y) = /(pd,u—i-/gocdu.

inf /c(aj,y)dﬂ(a},y) = sup /gpd,u—k/zpdy
(z,y)

mell(p,v) o(z)+p(y)<c

wobet man auf der rechten Seite auch annehmen kann, dass ¢ und i gleichmdfSig stetige
(sogar Lipschitz stetige) Funktionen sind.

Insbesondere gilt

Beweis. Gilt die zweite Aussage, so folgen aus den obigen Sétzen die beiden andere.
Es bleibt zu zeigen, dass jede optimale Kopplung auf einer c-zyklisch monotnen Menge
konzentriert ist.

Fiir jedes k € N wihle eine optimale Kopplung 7 € II(u,v) und c¢i-konkave Dualls-
sungen (¢, ¢i*). Da II(p, v) kompakt ist, konnen wir annehmen, dass m — 7 € II(, v).
Wir behaupten 7 ist optimal. Sei [ < k, dann gilt

/ qdr < lim crdmy

k' —00

< limsup/ck/dﬂk/

k! —o00

:limsup/gok/d,u,—i—/gpgf'du

k' —00

< inf / cdr’.
o' eIl(p,v)
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Aufgrund der monotonen Konvergenz gilt auch
=00

inf / cdr’ < / cdm < inf / cdr’,
' ell(p,v ' €ll(p,v)

d.h. 7 ist optimal. Insbesondere gilt

/d —l—/ “Kdy —  inf /cdw'.
/‘Pk H P el (ur)

Sei nun 7 optimal. Dann gilt

/Cdﬂ' = lim [ ¢dn,

so dass

fiw(@,y) = clz,y) —ow(x) — @ (y) 2 0

/der—>0,

so dass f — 0 in L!(7). Insbesondere kénnen wir eine Teilfolge auswithlen, so dass eine
Borel-Menge I" mit 7(I") = 1 gibt mit

fk” (.’IJ, y) —0
fir alle (z,y) € I'. Sei nun (z;,y;) € I'. Dann gilt

N N

> cliyis) chuyz > Jim Zw ) + o (i) = Y e, i)

i=1 =1 =1

D.h. T ist ¢-zyklisch monoton. O

4.6 Transportabbildungen und Breniers Losung des
Mongeproblems

In diesem Abschnitt wollen wir zeigen, wie mit Hilfe der Dualtheorie und der messbaren
Auswahltheorems Transportabbildungen konstruiert werden kénnen.

Satz 4.21. Sei ¢ eine stetige Kostenfunktion, p,v € P(M) und (p, ¢°) eine Duallosung
des Transportproblems. Gilt fir p-fast alle x € M

#0%p(x) =
dann gibt es eine Borel-Abbildung T : M — M, so dass Ty = v und

Cluv) = / (o, T())dps(z).
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Beweis. Nach Korollar 4.7 istI’ = 0p abgeschlossen, so dass
F:zw— 0%(x)

messbar ist und F(z) abgeschlossen. Nach Kuratowski-Ryll-Nardzewski gibt es somit
eine p-messbare Abbildung f : M — M mit f(z) € F(z). Somit gibt es auch eine
Borel-Abbildung 7' : M — M mit T'(x) = f(x) fiir u-fast alle x € M.

Laut dem Desintegrationstheorem hat jede optimale Kopplung 7 die Form

/ 0 @ podp(z)
mit
supp 0 ® g C {z} x M N 9% = {x} x I°%(x)
flir p-fast alle z € M. Die Annahme impliziert nun

{2} x 0%(x) = {z} x T(x)

fir p-fast alle z € M und somit py = dp(,). D.h.

n= [ 6.0 rdu(a) = (A T).op,

woraus die Behauptung folgt. O

Korollar 4.22 (Breniers Losung des Mongeproblems). Sei M = R", ¢(z,y) = —(x,y)
und p,v € P(M), so dass v beschrankten Trager hat. Ist p absolut stetig bzgl. des
Lebesque-Majles auf R™, dann gibt es eine Borel-Abbildung T : M — M mit Typ = v und

Clu,v) = / o, T(x))du(z) € R.

Beweis. Da p und v beschriankte Triager haben, gilt zundchst C'(u,v) € R. Sei (¢, ¢°)
eine Duallésung. Definiere

Wly) = {s@c(y) y € suppv
—00 Yy ¢ suppvr.

Dann gilt
U5(x) = inf, ~(2.y) ()
= inf —(z,y) —¥(y),
yesupp v

d.h. ¢¢ ist eine konkave Funktion mit Werten in R. Insbesondere ist lokal Lipschitz stetig
und somit A\"-fast {iberall differenzierbar. Da u < A" gibt es somit eine Menge §2 C supp u
mit p(Q) = 1 und ¢° ist differenzierbar in allen Punkten x € .
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Sei nun y € 9°Y°(z) fir x € Q, dann hat die Funktion

f(Z) = —(Z,y) —¥°(T) —P“(y)
ein Maximum an der Stelle z und ist differenzierbar in dieser

0= Vf(a) = —y— V().
D.h.
V() =y
woraus folgt, dass )
OYp(x) = {y}.
Der vorige Satz ergibt nun die Existenz der Transportabbildung 7' O
Im Fall )
i (,y) = 5o — )12
gilt analog
7 1 ¢
v (@) = =5 ll=l* + v° (@)

Und somit -
Vy(z) = —z +y.

Die Transportabbildung hat dann die Form
T =id =V,
Schreibt man die Interpolation

exp,(tv) =z + tv
=(1—tz+ty
fiir v =y — ¢, dann gilt .
T(x) = exp,(=Vi(x)).

Eine solche Darstellung gilt auch fiir allegmeine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Die Ab-
bildung exp, : TxM — M generiert hierbei die Geodéten, d.h. 74 = exp,(tv) ist eine
Geodite zwischen x und exp,(v), siehe folgende Kapitel.

4.7 Stabilitdt von optimalen Kopplungen bzgl. variabler
Marginale.

In diesem Abschnitt wollen wir zeigen, dass die Kantorovich-Dualitéit eine Stabilitatsei-
genschaft von optimalen Kopplungen impliziert.
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Satz 4.23 (Stabilitdtssatz). Sei ¢ nicht-negativ und stetig. Angenommenyiy,, vy, € P(M)
und 7, € (wn, vn) optimale Kopplungen zwischen p, and vy, so dass

liminf/c(m,y)dﬂn(x,y) < 0o
n—o0

und pi, — p und v, — v. Dann gibt es eine Teilfolge (7 )pren mit my — m € P(M %
M). Auferdem ist w eine optimale Kopplung zwischen p und v ist mit der folgenden
Eigenschaft

/ c(z,y)dn(z,y) = inf / c(x,y)d7(z, y) < liminf / c(z,y)dma(z, y).

well(p,v) n—00

Bemerkung. (1) Ein analoges Resultat gilt, wenn ,, optimal bzgl. stetiger Kostenfunk-
tionen ¢, ist und ¢, gleichmékig gegen ¢ konvergiert.

(2) Ist ¢(x,y) > 0 fiir z # y und ¢(x,z) = 0 dann ist die einzige optimale Kopplung
zwischen p und sich selbst die triviale Kopplung. Gilt im obigen Satz v = u, dann muss
demnach jede konvergente Teilfolge m,, gegen die triviale Kopplung konvergieren.

Beweis. Da A1 = {pn}nenU{p} und Az = {vp tnenU{r} kompakt in (P(M),drp) sind,
ist auch II(A;, A1) kompakt in (P(M x M), drp). Insbesondere gibt es eine Teilfolge von
(mn)nen die gegen ein m € II(Aj, Ag) schwach konvergiert. Daraus folgt auch, dass fir

N > 1, die Mafe
N

=) mn € P((M x M)™)

=1

ebenfalls schwach gegen 7Y ®N 1 konvergieren.
Fiir € > 0 sei nun

=

N
KeN = {((mmyz))f\il € (M X M)N’ Z xwyz ZC xuyz—&-l + 6}
=1 =1

Da c stetig ist, ist K abgeschlossen und es gilt 72 (KV) = 1. Aus 7)Y — 7 folgt dann

1 =limsuprY (KN) < aM(KN) <1

n—o0

Da der Triiger von ¥ gleich (7)" gilt somit (7)Y C NesoK Y. Lisst man nun N gegen
oo laufen, so folgt sofort, dass supp 7 c-zyklisch monoton ist. O
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Raumen

5.1 Wasserstein-Raume

In diesem Abschnitt sei (M, d) ein vollstandiger, separabler, metrischer Raum. Wir defi-
nieren folgende Kostenfunktionen

Cp(flf, y) = d(l’, y)p
fiir p € [0, 00). Fiir p = 0 gilt Po(M) = P(M).
Sei g € M ein beliebiger Punkt in M. Wir definieren folgende Mengen

Py(M) = {u € P(M)| / d(z, zo)Pdpu(z) < oo}.

d(x, :Eo)p < (d(:ﬂ, SE(]) + d(.’io, .’Eo))p
S de(ﬂf, jo) + de(io, 1}0)

fiir C, = 27" ~' und p/ = max{1, p}, héingt P, (M) nicht von der Wahl von zq ab. Weiterhin
gilt Pp(M) < Ps(M) fiir p > p > 0.

Lemma 5.1. Fir alle p,v € Pp(M) gilt

inf /d(x,y)pdﬂ(aj,y) < 0.
reTi(u)

Beweis. Sei m = p ® v, dann gilt

[t < 6, ( [atwopaute) + [ oy <.

O]

Definition 5.2 (Wasserstein-Metrik). Fir p, v € P,(M) definieren wir die Wasserstein-
Metrik w,, auf P,(M) wir folgt

1
7

wp(u,y):< inf / d(:c,y)pdw(x,y))p.

mell(p,v)
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Aufgrund der Holder-Ungleichung gilt

wp(p, v) < wp(p, v)
flirp>p>1und
wa (1, v) < wplp, )5 < wp(p, v)®
fira<p<1<p.
Der Fall p = 1 hat folgende Besonderheit: Sei f : M — R eine 1-Lipschitz-Funktion,
d.h. es gilt

|f(z) = f(y)l < d(z,y).
Dann gilt fiir ¢ = f und ¢ = —f stets

/fd,u—/fdyg sup /gpd,u—I—/lbdu—uq Wy V).
(y)<c(z,y)

Weiterhin gilt
f(z) = fy) —d(z,y)
und aufgrund der Stetigkeit von f auch

f(z) = lim f(y) —d(z,y).

Yy—x
Daraus erhalten wir folgendes lemma.

Lemma 5.3. Fir alle 1-Lipschitz- Funktionen f: M — R gilt
=— inf d - = —f4
fla) = = inf d(a,y) = () = —1"(@)

d.h. f ist gleich minus die d- Transformation von sich selbst.

Fiir allgemeine Lipschitz-Funktione f mit Lipschitz-Konstante C' > 0, gilt somit

. 1 A%
L) == it doy) - 510 = (L) @

Da d“ ebenfalls eine Metrik ist, ergibt sich auch das folgende Korollar.

Korollar 5.4. Ist f : M — R Holder-stetig mit Exponent o € (0,1] und Konstant 1,
dann gilt f = —f&°.

Fiir p > 1 ist die Aussage im allgemeine falsch: Angenommen M ist ein geodétischer
Raum (siehe Abschnitt 5.2). Gilt nun

[f(z) = f(y)| < d(z,y)”
so gilt dies auch entlang jeder Geodéte ~, d.h. fiir f, = f oy gilt

[f5(8) = ()] < [t = s

Es ldsst sich nun leicht zeigen, dass f, konstant ist und somit

f(0) = f(m).
Da M geodatische ist, gilt somit f = const.
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Satz 5.5. Der Raum (P(M),wp) ist ein metrischer Raum.

Beweis. Zunéchst zeigen wir, dass w, eine Metrik ist: Da d > 0, folgt sofort die Nicht-
Negativitat von wy. Ist

/d(CC, y)pdﬂ'(l',y) =0,

dann ist der Trager von 7 in der Diagonal A = {(z,x)},en enthaltung und die Mafe
0z @ py sind p-fast gleich 0, ® 6., d.h. 7 = (ild®id).p und somit (p2).m = p. D.h.
wp(p, ) = 0 genau dann, wenn p = v.

Sei nun p, v, A € Pp(M) und 7 € II(p,v) und 7 € II(r, A). Wenden wir das Desinte-
grationstheorem bzgl. v and so erhalten wir

= /Vy ® dydv(y)
= /511 ® rydv(y)

so dass
T = /I/y ® Dy (y)
eine Kopplung zwischen p und v ist. Daraus schliefsen wir

1
v

</ d(m,z)%ﬁ(x,z))p = </ d(x,z)pdyy(x)dz/y(z)du(y)>

< </(d(x,y) + d(y,z))pduy(:c)duy(z)du(y)>

1
I
1
P’

1
7

S

< < / d(x,y)pduy(m)dy(y)>pll + < / d(y, z)pdvy(z>dv(y)>

Sind nun 7 und 7 optimal so ergibt sich

1
v

wpti ) < ([ opaie, )" < gl + )

3

O

Lemma 5.6. Ist (in)nen eine Cauchy-Folge in Pp(M), dann ist (pin)nen eine Cauchy-
Folge in (P(M),drp). Weiterhin gibt es ein p € Py(M), so dass p, — p und g, — fr in
(Pp,wp), d.-h. (Pp(M),wp) ist abgeschlossen.

Beweis. Sei zunéchst p > 1. Dann ist (i, )nen auch eine Cauchy-Folge in Py (M). Insbe-
sondere gibt fiir alle € > 0 ein N, so dass fiir m,n > N

w1 (fms pn) < €.

63



5 Wasserstein-Rdume auf geodétischen Rdumen

Fiir jedes abgeschlossene C' definiere eine %—Lipschitz Funktion wie folgt

pc(r) = <1 - M) -

€

Es ist leicht zu sehen, dass x¢ < ¢c < xc¢. und fiir m,n € N gilt

6+,U/n(Ce) > 6+/‘P0dﬂn

=€+/¢Cum+</wcun—/<ﬁcum>

> e+/socum— wl(“Z’Mm)

Da C beliebig war, gilt somit
dLP(,UmMm) S 67

d.h. (pn)nen ist Cauchy in (P(M),drp).

Ist p € (0,1], so ist dP eine Metrik auch M mit der selben Topologie wie (M,d).
Insbesondere ist dann (p,)nen Cauchy bzgl. der Levi-Prokhorov-Metrik generiert durch
dP, d.h. i, — p fiir eine p € P(M). Daraus folgt jedoch auch, dass (pi, )neny Cauchy bzgl.
dr,p ist.

Da (pn)nen Cauchy in (P(M),drp) ist, gilt p, — u € P(M). Weiterhin gilt

n—oo

/d(m,azo)pdu < liminf/d(m,xo)pdun(m)
< 2Pliminf wy, (g, fin)? + 2p/d(x,a:0)pd/LNO(a:) < 00,

d.h. pp € Pp(M). Seien nun m,, optimale Kopplungen zwischen fi,, und p,. Da (5 )nen
Cauchy ist, gibt es eine Folge C,,, — 0, so dass fiir n > m

sup Wy (fim, pin) < Cpy.

n>m

Satz 4.23 besagt, nun dass es eine optimale Kopplung 7, zwischen p,, und p gibt mit
wp(umv M) S hl;n inf wp(,uma Mn/) S C(Tn
n'—oo

Da Cp, — 0 gilt auch wp(pim, ) — 0. O
Satz 5.7. Sei i, 1t € Pp(M) und pi,, = p. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

i, 1imy,—yo0 Wy (ptn, 1) =0
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i, limp oo [ d(x, 20)Pdpn(z) = [d(z,zo)Pdp(z)
@i, lim SUPp— 00 fd(m,a:o)pd,u,n(x) = fd(max(])pd/j’<$)
w. limp_,o0 limsup,, fM\BR(xo) d(x, zo)Pdun(z) =0

v. Fir alle stetigen Funktionen ¢ mit |p(z)| < C(1+ d(z, xo)P) gilt

lim [ @odyp, = /gpdu.

n—oo

Beweis. 7 (i) = (i1)”: Es gilt

plpns ) = ([ o0 dn(o)) 4

so dass
|wp(,um5wo) - wp(ﬂa(sdfo)‘ < wp(ﬂna,u) — 0.

"7 (i1) < (4i1)”: Bemerke, dass aus p, — p impliziert
n—roo

/d(x,mo)pd,u,(m) < liminf/d(x,xo)pdun(x)

folgt.
7 (iv) = (4i1)”: Definiere ¢r = xBj - d(-,z0)P. Dann ist ¢r beschrént und stetig, so

dass
/@Rdun — /@Rdu-

lim sup wp(un,éxo)p/ = lim limsup /goRd,un—i-/ d(x, z0)Pdpn ()
M\Bg

n—00 R—oo pnooo

Gilt nun

< lim [/ goRd,u—i-limsup/ d(m,mo)pd,un(x)]
M\Bg

R—o0 n—oo

/

= Wp (K, 0 )" -

7 (i4i) = (iv)”: Bemerke, dass
—0  n—oo —0  n—oo

lim limsup / d(z, zo)Pdun(z)| < lim limsup [—/¢Rdun+wp(,un,5xo)p/}
M\Br R

< — lim /(,ORd,Un + wp(,uﬂ 5€B0) =0.
R—o00

"(v) = (iv)”: Folgt trivialerweise da x — d(z,xo)P die Bedingungen der 5. Aussage
erfiillt.
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"(iv) = (v)”: Sei ¢ eine stetige Funktion mit |p(z)| < C(1 + d(z,x0)?) und ¢ =
w4+ — p—, die Zerlegung in den positiven und negativen Anteil. Zunéchst gilt

/@idﬂm/@idu < 00,

d.h. ¢ ist sowohl pu,,- als auch p- integrierbar. Somit gilt

/gpid,u < liminf/cpidun.
n—oo

Weiterhin gilt fiir
Cl((]?, BR(xo))

— 1—
fr(z) = max{0, 7 }
mit R > 1
/widun < /fRsodun + /(1 — fr)pdpn
< [ sugdun+20 A(,20)dpin (),
M M\Bg(x0)
so dass

n—oo R—00 p—oo

limsup/gpid,un < lim lim /ngoid,un—i—QC lim limsup/ d(x,z0)Pdun
R—00 n—00 M\BR
< lim / Trpxdp
R—o0

< lim Spid,u:/‘;@idﬂ-

R—o0 Bar

/Sﬁidﬂn — /@idu
/tpdun — /tpdu-

”(v) = (4)”: Sei a A b = min{a, b}, dann gilt

Zusammen ergibt dies

und damit auch

und damit

d(z,y)? < 37 H(d(z,y)" A RP + 27d(x, :co)po\B%(xo)(x) + 27d(xo, y)po\B%(xo)(y))-
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Sei nun 7, eine optimale Kopplung zwischen p, und p. Dann konvergiert m,, gegen die
triviale Kopplung (id x id),p (siehe Satz 4.23) und es gilt

/d(x,y)pdﬂn(x,y) < 3p'-1 /d(x,y)p A RPdm,(x,y)
+3p,_12p</d($,l‘o)pdun(l‘)
+/d(:covy)pdu(y))-

Nehmen wir nun erst den Limes superior mit n — oo, dann konvergieren die erste Term

auf der rechten Seite gegen 0. Schlieflich nehmen wir den Limes R — oo, so dass auch
die anderen beiden Terme gegen 0 konvergieren. Daraus folgt

wp(unju)p/ = /d(:x,y)pdﬂn(x,y) — 0.

5.2 Geodatische Raume

Definition 5.8 (Geodite). Eine Abbildung v : [a,b] — M wird [a, b]-parametrisierte
Geodéte (zwischen 7, und 4;) genannt, wenn

|t — sl
|a — bl

d(Ve,7s) = d(Ya, Vb)-

Gilt [a, b] = [0, d] mit d(y0,74) = d, dann nennen wir 7 eine Geodéte mit Geschwindigkeit
1.

Sei Geoyq (M, d) der Raum der [a, b-parametrizierten Geodéten. Im folgenden sind
wir hauptséchlich an [0, 1]-parametrisierten Geodéten interessiert. Fiir jedes ¢ € [0, 1] sei
et : Geoyg11(M, d) — M die Evaluation von vy an der Stelle ¢, d.h. e;(y) = 7.

Wir definieren eine Metrik do, zwischen zwei Geodéten v, 1 € Geoyg 1)(M, d) wie folgt:

doo(7,m) = sup d(7z,nt).
te(0,1]

Lemma 5.9. Ist (M,d) vollstindig, dann ist auch (Geojg 11(M,d),dx) vollstindig. Ins-
besondere sind die Evaluationsabbildungen stetig.

Beweis. Ist (v")pen eine Cauchy-Folge, so ist auch (7]")nen eine Cauchy-Folge. Definiere
nun y; = lim,_,~ 74*. Dann auch gilt

lim |d(7¢,7s) — d(v',7¢)| = 0,
n—oo
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d.h.
(v, 7s) = lim d(', )
= lim [t —s[d(vg,77)
= |t = s[d(y0, 7).
d.h. v ist eine Geodéte. O

Korollar 5.10. Ist (M,d) ein vollstandiger metrischer Raum und I' C M x M abge-
schlossene, dann ist die Menge (eg,e1) ™' (T') abgeschlossen in Geoy (M, d).

Lemma 5.11. Ist (M, d) beschrinkt-kompakt, so ist auch Geoy 1)(M, d) beschrinkt-kompakt.
Beweis. Sei (7)) en eine Folge in Geoyp,1)(M, d) mit d(y™,4)) < R, dann gilt

n I, 0
%5 e BR+d(véO)»v§1))(’yé ))'

D.h. wir kénnen 4™ als Funktionen [0,1] — B betrachten. Weiterhin

(0)
R )07
sind die Funktionen 4™ : [0,1] — M Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante klei-

ner gleich 1 und aufgrund der Beschrankt-Kompaktheit ist B (7((]0)) kom-

R+d(v" 1))

pakt. Somit gibt es nach Arzela-Ascoli eine Lipschitz-stetige Funktion 7 : [0,1] —

- (0) . .

BR+d(7(()O) %1))(70 ) und eine Teilfolge, so dass
’)7t = hm ’Yt(n/)

n'/—oo

Ist 1 eine Geodéte, so folgt die Aussage. Dazu bemerke, dass fiir alle ¢ € [0, 1]
lim d(v"™),4{™)) = d(ne, ns),

so dass

dnens) = T d(y;",50)

= lim |t — s|d(’yén),’y§n)) = [t = s|d(no, m).

n/—o00
]

Definition 5.12 (Geodétischer Raum). Ein metrischer Raum (M, d) wird geodéatischer
Raum genannt, wenn fiir alle z,y € M eine [0, 1]-parametrizierte Geodéte zwischen x
und y existiert, d.h. (eg,e1) ! (z,y) # 2.
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5.3 Geodaten im Wassersteinraum

Wir nennen o € P(Geoy ;)(M,d)) eine dynamische Kopplung zwischen p € P(M) und
v € P(M), wenn

(e0)xo = p
und
(e1)s0 = 1.

Die dynamische Kopplung ist p-optimal, wenn 7 = (eg, e1).0 p-optimal bzgl. seiner Mar-
ginale ist und

/d(:v,y)pdﬂ'(x,y) < 0.

Sei OptGeo,, (M, d) der Raum der p-optimalen dynamische Kopplung und OptGeo,,(fi0, £11)
diejenigen o € OptGeo, (M, d) mit (eg)«o = po und (e1)+0 = pu1.

Lemma 5.13. Sei p € [1,00). Ist o eine p-optimale dynamische Kopplung, dann ist
(et, €5)«0 eine p-optimale Kopplung bzgl. seiner Marginale fir s,t € [0,1]. Insbesondere
ist t — pe = (e¢)«0 eine Geoddte in (Pp(M), wp).

Beweis. Da (e, es).0 eine Kopplung zwischen p; und s ist gilt

1
P

wptpns ) < ( [ dtoyPateneo.oten)

-(/ d(vt,wpdam);

1
P
- ( / d(vo,mdam) — [t = sty (o, 11)-
Da fir s <t

wp (o, 1) < wyp(po, fs) + wp(ths, pi) + wp(pee, f11)
< (t+t— s+ s)wp(po, 1) = wp(po, 1)

muss stets Gleichheit in der vorigen Ungleichung gelten, d.h.
wp(MSa Mt) = |t - 5|wp(M0’M1)'
Insbesondere ist dann (e, €4)«0 p-optimal. O

Satz 5.14. Angenommen (M,d) ist ein beschrinkt-kompakter geoddtischer Raum. Dann
gibt fir alle po, 1 € Pp(M) und alle Kopplungen m € (o, p1) eine dynamische Kopp-
lung o € P(Geojg (M, d)) mit (eg, e1)«0 = 7.

69



5 Wasserstein-Rdume auf geodétischen Rdumen

Beweis. Da (M, d) beschréinkt kompakt ist, ist Geoyg 1)(M, d) ebenfalls beschriinkt-kompakt
und damit separabel. Sei nun (z,,y,) — (z,y) und 7" eine Folge von Geodéten zwischen
Zpn, und y,. Angenommen " — . Dann ist 7 eine Geodéte zwischen x und y. Somit hat
die Zuweisung

L:(x,y)— (60,61)71(%9)

einen abgeschlossenen Graph und ist m-messbar bzgl. jedem Maf m € P(M x M). Der
messbare Auswahlsatz besagt nun, dass eine m-messbare Abbildung S : M x M —
Geo[o,l](M, d) mit

S(z,y) € L(z,y)

gibt. Offensichtlich ist dann ¢ = S,7 eine dynamische Kopplung mit (eg,e1)0 =7. O

Korollar 5.15. Flir alle jio, 1 € Pp(M) ist OptGeo,(pio, j11) nicht-leer. Insbesondere ist
(Pp(M),wp) ein geoddtischer Raum.

Beweis. Ist 7w eine p-optimale Kopplung, so ist automatische jede dynamische Kopplung
o mit (eg, e1).0, die durch den vorigen Satz konstruiert wurde, p-optimal und somit in
OptGeo,,(po, p11). Daraus folgt nun, dass

t— (er)s0
eine Geodéte zwischen g9 und g ist. Da pp und pq beliebig sind, ist (Pp(M), w,) eine
geodétischer Raum. 0
5.4 Nicht-verzweigende geodatische Raume

Definition 5.16. Ein geodétischer Raum wird nicht-verzweigend genannt, wenn fiir alle
Geodéten vy,n € Geoy 1)(M,d) und ¢ € (0,1) mit

Y0 =707t = Tt
stets v = n gilt. Aufgrund der Symmetrie der Metrik gilt dann auch v = 7 fiir alle
Geodéten vy,n € Geop 1)(M,d) und ¢ € (0,1) mit
L= =M
stets v = n gilt.
Beispiel (Tripod). KOMMT.

Lemma 5.17. Sei (M, d) ein nicht-verzweigender geoddtischer Raum und seien v und n
zwei Geoddten in Geoy 11(M,d) und p € (1,00). Ist I' eine c,-zyklisch monotone Menge
und (vy0,71), (Mo,m) €T, so dass

Y=

fiir ein t € (0,1). Dann gilt v = n.
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Beweis. Aus den Bedingungen folgt

d(v0,71)? + d(no,m)* < d(vo,m)? + d(no,71)"-

Zusammen mit der Dreiecksungleichung und der Annahme ~; = n; ergibt dies

d(v0,71)" + d(mo, m)? < (d(y0, ) + d(ne, m))? + (d(no, me) + d(ve,71))”
= (td(v0,71) + (1 = t)d(no,m))" + (td(no,m) + (1 — t)d(v0,71))"
< td(v0,71)? + (1 = t)d(no, m)? + td(no, m)? + (1 — t)d(v0, 71)"
= d(v0,71)? + d(no, m)?-

+
_|_
Somit sind alle Ungleichung Gleichungen und aufgrund der strikten Konvexitdt von r —

rP fiir p > 1 muss auflerdem gelten

d(v0,m) = d(v0,71) = d(no,m) = d(n0,71)-

Wir definieren nun

~ vs s €[0,t
Vs =
Ns S E [t 1]
und
~ Ns S € [07 t]
n =
vs s €E [t 1].

Es lasst sich leicht zeigen, dass 7 eine Geodéte zwischen 7y und 7; ist und 7 eine Geodéte
zwischen 7y und ;. Aufgrund der Nicht-Verzweigungseigenschaft folgt jedoch, dass

Y=
und
=1,
d.h. 75 = s fiir s € [0, 1], oder aquivalent v = 7. O

Korollar 5.18. Ist (M,d) nicht verzweigend und o eine p-optimale dynamische Kopp-
lungmit p € (1,00), dann gibt es fir alle t € (0,1) und s € [0, 1] eine Borel-Abbildungen
Ty s : M — Mmit

(Tt,s)*ﬂt = s

und

[ e Toaw)Pdia() = s e
wobei py = (er)«0

Beweis. Das vorige Lemma zeigt

e¢ : SUPP o — Supp Lt
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ist injektiv. Damit ist sie messbar invertierbar, d.h. es gibt eine p;-messbare Abbildung
T, : M — Geojy11(M,d), so dass e; o Ty(z) = z fiir x € supp p; (Ist supp o kompaket, so
ist T; sogar ein Homeomorphismus). Dann gilt insbesondere

s = (€s)x0 = (es)«(Tt)spir = (€5 0 Ti)pir.

Damit ist T} s = es o T} die gesuchte Abbildung. ]

5.5 Die schwache MaBkontraktionsbedingung und Existenz
von Transportabbildungen

In diesem Abschnitt wollen wir zeigen, wie eine sehr schwache Kontraktionseigenschaft
eines Referenzmafes die Existenz von Transportabbildungen zwischen absolut stetigen
Maken und beliebigen anderen Mafen impliziert!.

Definition 5.19. Das Tripel (M, d, m) wir metrischer Mafraum genannt, wenn m eine
(moglicherweise unendliches) Mafs auf M ist, welches lokal beschrénkt ist, d.h. fiir alle
x € M und r > 0 gilt

m(B,(x)) > 0.

Beispiele sind gegeben durch den euklidischen Raum (R”,| - ||gukid) und m = A"
das n-dimensionale Lebesgue-Maf. Alternativ ist jede riemannische Mannigfaltigkeit mit
dazugehorigem Volumenmafs eine metrischer Mafiraum.

Ist nun (M, d) ein geodétischer Raum so schreiben wir fiir A C M,z € M und ¢t € [0, 1]

Ave = {e |7 € (eo,e1) (A x {z})}.

Zunéachst die folgende Aussage, die man entweder beweist, indem man zeigt, dass
K Teilmenge eines affinen Hyperraums der Dimension n — 1 ist, oder direkt aus den
Wachstumseigenschaften des Lebesgue-Mafes.

Lemma 5.20. Sei K eine kompakte Menge in R™ und x # y € R™. Ist
K x {a,y}
cp-zyklisch monotone so gilt \"(K) = 0.
Beweis. Fiir jedes € > 0 gibt es ein ¢y > 0, so dass fiir alle ¢ € (0, ¢o)
KUK,y C K.
und wegen der c¢,-zyklischen Monotonie gilt

Ki.NK,=2.

!Die folgenden Definitionen und
Beweise sind aus Cavelletti-Huesmann ,,Existence and uniqueness of optimal transport maps*.
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Weiterhin gilt
AN Kig) = (1 —8)"ANK).
Aufgrund der dufleren Regularitéit des Lebesgue-Mafkes gilt nun

(K = lim V(K

e—0
> limsup A" (K, U Ky y)
t—0
= limsup \"(Ky ) + A" (Kyy)
t—0
> 2limsup(l — )" \"(K) = 2\"(K).
t—0

O
Der gleiche Beweis funktioniert auch fiir allgemeinere geodétische Mafraume (M, d, m)

Satz 5.21. Angenommen (M,d, m) ist ein nicht-verzweigender, geoddtischer Mafraum,
so dass fiir alle x € M und alle kompakten Mengen K gilt, dass

1
liminf m(K; ) > —m(K).
t—1 ’ 2

Ist fir x #y € M und die Menge A x {z,y} c,-zyklisch monotone fiir eine Borel-Menge
A C M, dann gilt m(A) = 0.

Beweis. Ist m(A) > 0 dann gibt es eine kompakte Menge K C A mit m(K) > 0. Ware
A x {x,y} cp-zyklisch monoton, dann ist auch K x {z,y} ¢p-zyklisch monoton. Da K
kompakt ist, gibt es fiir jedes € > 0 ein ¢ty > 0, so dass fiir alle t € (0, tg)

Kt@ ) Ktyy C K..
Da laut Lemma 5.17 die Mengen K, und K;, disjunkt sind fiir ¢ > 0, gilt somit
m(K) = lim m(K,)
e—0

S T

> hItIl)lonf m(Ki UKy y)

> lim inf m(K lim inf m( K,

2 liminf m(Ky) + liminf m(Ky,)

> m(K)
was ein Widerspruch ist. O

Korollar 5.22. Unter den vorigen Annahmen, ist jede p-optimale Kopplung zwischen
MafSenpg, p1 € Pp(M) mit o < m und py = Y-y X\idy, durch eine Transportabbildung
T: M — M induziert, d.h. m = (id XT')p0.
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Beweis. Setzte I' = supp 7. Dann gilt

I'= U A; % {:Ez} U U Az‘,j X {xi,xj}.
i=1 i#j
Wobei
A; N Aj =9
fiir ¢ # 7 und
AN Aj,k =
fiir alle ¢, 7, k.

Da I ¢,-zyklisch monoton, folgt aus dem vorigen Satz, dass m(4; ;) = 0 fiir ¢ # 4. Da
o absolut stetig bzgl. m ist, gilt po(A4; ;) =0, d.h.

m(M x M\ | Ai x {z:}) =0,

i=1
Somit gilt
m(M x M\ graphT) =0
fiir
xo x ¢ M\UA,.
Insbesondere muss dann Ty g = p1 gelten und und T p-optimal sein. O

Der Nachteil der obigen Bedingung ist, dass diese nicht stabil ist, d.h. man kann nicht
erwarten, dass man allgemeine py durch endliche Mafie approximiert und ein dhnliches
Wachstum erhélt. Aus diesem Grund miissen wir diese sehr Schwache Kontraktionsbe-
dingung durch eine uniforme Bedingung ersetzen.

Definition 5.23. Der geoditische Mafraum (M, d, m) erfiillt die schwache Mafkkontrak-
tionseigenschaft (MCP)1, wenn es fiir alle o € M und R > 0 Funktionen f : (0,1) —

1
3
(0, 00) gibt mit

)

N =

lim sup f(t) >
t—0

so dass fiir alle z € Br(z¢) und A C Br(zo) gilt
m(Azz) > f(t)m(A).
Im folgenden wéhlen wir ein fixes xg € M.
Wie oben erhalten wir folgenden wichtigen Satz.

Satz 5.24. Angenommen (M,d, m) ist ein nicht-verzweigender, geoddtischer Maffraum,
der die schwache Mafkontraktionseigenschaft (MCP)1 erfullt. Ist fir x # y € M und
2

die Menge A x {z,y} cp-zyklisch monotone fir eine Borel-Menge A C M, dann gilt
m(A) = 0.
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Beweis. Ist m(A) > 0 dann gibt es eine kompakte Menge K C A mit m(K) > 0. Ware
A x {z,y} ¢,-zyklisch monoton, dann ist auch K x {z,y} ¢,-zyklisch monotone. Da K
kompakt ist, gibt es fiir jedes € > 0 ein ¢y > 0, so dass fiir alle t € (0, tg)

Kt,:c U Kt,y Cc K..
Da laut Lemma 5.17 die Mengen K, und K, disjunkt sind fiir ¢ > 0, gilt somit

m(K) = lim m(K,)

e—0
> limsup m(Ky . U Ky y)
t—0
> limsup m(K; ;) + lim sup m(FK )
t—0 t—0
> limsup 2f(t)m(K) > m(K).
t—0
was ein Widerspruch ist. O

Sei nun I' € M x M, dann definieren wir
Ty = ei(en, e1) (),

d.h. T'; sind alle t-Mittelpunkte zwischen zwei Punkten in I". Aus der Definition folgt,
dass 'y = pi(I"). Das folgende Lemma zeigt, dass sich die Mafkontraktionseigenschaft
auch auf

Lemma 5.25. Angenommen (M,d, m) ist ein beschrankt-kompakter geoddtischer Maj3-
raum der (MCP)1 erfillt. Sei I' C M x M eine kompakte, c,-zyklisch monotone Menge.
2

Dann gilt
m(T¢) > fr(t)m(To)
fiir alle R > 0 mit T'g,T'y C Bgr(xo).

Beweis. Sei {y;}ien dicht in po(I") und ¢ eine ¢p-konkave Funktion mit I' C 0% .
Definiere die folgenden Mengen

E"™ = {z € To|d(w, y:)" — ¢ (y:) < d(w, ;)" = ¢ (), = 1,...,n}

und
n

r™ = JE™ x {y:}.

=1

Sei (zg, zk) € '™ fir k=1,...,m. Dann gilt aufgrund der Definition von EM™

d(xr, 2x) — 7 (21) < d(@k, 2k11) — P (2k41)

mit zpy,11 = 2z1. Summiert man dies auf so ergibt dies

D d(wg, z) — 97 (1) <D d(wn, 2111) — 97 (2r41),
k=1 k=1
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d.h. T() ist cp-zyklisch monoton.
Da I'™ zyklisch monoton ist, gilt nach Lemma 5.17 fiir ¢ # j und alle Geodéten ~ und
7 mit 9 € Ei(n), v1 =y; und ng € Ej(n),m = y; stets v, # n fiir t € (0,1) und deshalb

(B x {yi))e 0 (B x {y;})e = 2.

Da (Ez(n) N E](n)) x {yi,y;} € T folgt aus Satz 5.24, dass m(EZ-(n) N E](n)) = 0 fiir alle
i

Zusammengefasst gilt damit

n

ST m(E" % {yi}))
=1

16> m(E") = f(t)m(To),

=1

.

Vv

da m(E" N E) =0 fiir i # j und To = UL, E".

i

Wir behaupten, fiir alle € > 0 gibt es ein n > N, so dass
"™ (T).

wobei (I't)e = Uger, Be(x) die e-Umgebung von T ist.

Angenommen dies ist nicht der Fall, dann gibt es eine Folge von Geodédten ™ mit
(v, 47) € T und 4 ¢ (Ty).. Da (M, d) beschrinkt-kompakt und T™ C T kompakt ist,
konnen wir annehmen, dass 7" gegen eine Geodéte v mit Endpunkten in I' konvergiert.
Dies wiirde jedoch implizieren, dass v; € I't und ~j* — v was ein Widerspruch ist, da
(T't)e eine Umgebung von - ist.

Aufgrund der Annahme und der o-Monotonie von m gilt nun

m(T;) = lim m((Ty))

e—0
> limsupm (an))
n—0o0

> f(t)m(Lo)
OJ

Theorem 5.26. Angenommen (M, d, m) erfillt (MCP)% und o, p1 € Pp(M) sind Ma-

Be mit po < m. Dann ist jede p-optimale Kopplung m durch eine Transportabbildung
induziert.

Beweis. Wir zeigen den Satz durch Widerspruch: Angenommen 7 ist eine p-optimale
Kopplung, die nicht durch eine Transportabbildung induziert wird. Dann gibt es laut der
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5 Wasserstein-Rdume auf geodétischen Rdumen

Auswahl-Dichotomy (Satz 1.25) eine kompakte Menge K mit po(K) > 0 und zwei stetige
Funktionen fi, fo : K — M mit fi(K) N f2(K) = @ und I'Y) = graph f; C supp .

Insbesondere sind dann m(K) > 0 und T UT'®?) eine kompakte, cp-zyklisch monoton
Menge. Lemma 5.17 impliziert somit, dass

rnr® =g

fiir t € (0,1). Da W UT® kompakt ist, gibt es fiir jedes € > 0 ein ¢y > 0, so dass fiir
alle t € (O,to)
rYuri c k..

Daraus folgt schliefslich

m(K) = lg% m(K,)
> lim sup m(Fgl) U FgQ))
t—0

> lim sup m(l"gl)) + lim sup m(F§2))

t—0 t—0
> limsup 2f(t)m(K) > m(K)
t—0
was ein Widerspruch ist. O

Korollar 5.27. Unter den Annahmen des vorigen Theorem g¢ibt es zwischen pg < m
und p1 genau eine p-optimale Kopplung . Auferdem gibt es genau eine Geoddte t — piy
zwischen pug und py und es gilt py << m.

Beweis. Seien m und 7’ zwei p-optimale Kopplungen und 7" und S die zugehorigen Trans-
portabbildungen, dann gilt

™= /5m ® 5T(:c)dMO(x)
7 = /51 ® 5(z)dpto(T).

Da auch %(ﬂ' + ') eine p-optimale Kopplung ist, gibt es eine Transportabbildung R, so
dass

1
/535 & 5R(m)d,u0(x) = /(5;5 ® 5(5T(z) + (55(,6))61/10(:6)7

was nur wahr sein kann, wenn

wo({T # SYU{R £ T}) =0

und somit 7 = 7’ ‘

Der zweite Teil folgt analog: Seien t +— ugz), 1 = 0;1, zwei Geodéten zwischen pg und
p1. Dann ist auch ¢t — ,ug/\) =(1- )\),u,go) + )\,ugl) eine Geodéte und die eindeutige p-
optimale Kopplung zwischen jo und g wird durch eine Transportabbildung induziert.

Wie oben impliziert dies, dass ,u,go) = ,ugl).
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5 Wasserstein-Rdume auf geodétischen Rdumen

Wiire nun p, nicht absolut stetig ist ein ¢y € (0,1), dann gébe es eine c¢,-zyklisch
monotone Menge I' C suppm, so dass n(I') > 0 und m(T'y,) = 0. Dann gilt jedoch
auch po(I'g) > 0 und damit m(I'g) > 0. Aufgrund der inneren Regularitdt konnen wir
annehmen, dass I' kompakt ist, was nicht moglich ist, da sonst

m(Ts,) > f(to)m(I'o) > 0,

d.h. gy < m fiir alle ¢ € (0,1). O

5.6 MaBkontraktionsbedingung

Fir k € R und ¢ € [0, 1] definiere

00 k0% > 72

sin(fty/k) 9 )
O—gﬁ)(g) _ ) sin(0vk) k>0,k0°<m

t k=0
sinh(0ty/k)
sinh(6+/—k) k <0.

Die Funktionen t a,g)(H) sind die Eindeutigen Loésungen der Differentialgleichung

2+ k0?2 =0

mit (0) = 0 und z(1) = 1.
Weiterhin sei

und

Lemma 5.28. FEs gilt
o0(0) = o))

fiir & > K'. Auferdem ist fiir k <0 die Funktion 0 — oV () monoton fallend.

Definition 5.29 (Mafkkontraktionsbedingung). Der geodatische Mafsraum (M, d, m) er-
fiillt die Makkontraktionsbedingung MCP(K, N) fir K € R und N € [1, 00), wenn es fiir
alle 19 € Pp(M) mit po < m und y € M eine Geodéte t — iy mit g = 0, gibt, so dass

1_%(1 > (1-2) d 1_% d
pe Ndm > [ 7 (d(@,y))py N (x)dm(x)
wobei iy = psm + pf mit pf Lm.

Lemma 5.30. Die Bedingung MCP(K, N) impliziert die Bedingung MCP(K', N') fiir
K'< K und N' > N.
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5 Wasserstein-Rdume auf geodétischen Rdumen

Lemma 5.31. Die Bedingung MCP(K, N) impliziert die Bedingung (MCP)1.

1
2

Beweits. Sei py = %m‘c fiir ein kompakte Menge C, p11 = 6, und ¢ — p; wie in der
Definition der MCP(K, N)-Bedingung.

Aus der Definition entnehmen wir, dass wir K durch min{K, 0} ersetzen konnen. Wei-
terhin gilt fiir A C Bgr(zo) und z,y € Br(zo)

e dz,y) = i (2R),

so dass ) .
/piNdm > T[((l’]\,t)@R)/péNdm.
Da pg = ﬁ, gilt Da r — rl_% konkav ist, gilt

_ 1
[ N dm < (o> 0.

Weiterhin ist pg = ﬁ, so dass

/ oV = m({po > OP)F.

Zusammen ergibt dies

m({p> 01 = () @R) " m({ao > 0})

Insbesondere gilt damit

m(Cry) > fr(t)m(C)

mit f(t) = (TI(;;”@R))N. O

5.7 Beispiel der Malkontraktionsbedingung anhand von
nicht-negativ gekriimmte Raume

In diesem Abschnitt wollen wir fiir einen metrischer Raum (M, d) die N-dimensionalen

Hausdorff-Mafe konstruieren und zeigen, dass diese (falls nicht-trivial) kompatibel zu

der obigen Mafkontraktionbedingung sind.
Fiir N € [0,00), € > 0 und A C M definieren wir

HN(A) = en inf{Z(diam Ci)N | A C UjenCy, diam C; < €}
€N

Bemerkung. Fiir N € N ist der Parameter Cy so gewihlt, dass H" (B1(0)) fiir B1(0) C
RY dem Volumen der n-dimensionalen Einheitkugel entspricht.
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5 Wasserstein-Rdume auf geodétischen Rdumen

Aufgrund der Definition folgt, dass fiir ¢ < € und § > 0
HY(A) < HI(A)
HN(A) < SHN(A).

Weiterhin gilt
HN (@) =0

und
1Y (Ujend)) <D HN(4)).

jeN
D.h. HY ist ein duferes Mah.
Ist Aoe N B = @, dann gilt sogar

HN(AUB) =HY(A) + HY(B).

Definition 5.32 (Hausdorff-MaR). Das N-dimensionale Hausdorff-Maf H : 2M —
[0, 0o] auf dem metrischen Raum (M, d) ist definiert als

HN(A) = lim HN (A).

e—0
Es ist leicht zu sehen, dass H ein dukeres Maf ist.

Korollar 5.33. Das Hausdorff-Mafs ist ein Borel-Maf3, d.h. HY eingeschrinkt auf By ist
ein Mafs.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass HY additiv auf offenen Mengen U,V € M mit UsNV =
@ ist. Dies folgt jedoch sofort aus der Definition

HNUUV) = lin%Hév(U uv)
€E—
= lim HN(U) + HY (V) = 1N (U) + HY (V).
O

Lemma 5.34. Angenommen HN(A) < oo, dann gilt HN' (A) = 0 fir alle N' > N.
Analog folgt aus HN(B) > 0, HN"(B) = oo fiir N" < N

Beweis. Es gilt
HNV'(A) = lim HY' (A)
e—0

<lim eV "N HN(4) =0
e—0

da HN(A) gleichmifig beschrinkt ist fiir hinreicht klein € > 0.

80



5 Wasserstein-Rdume auf geodétischen Rdumen

Fiir den zweiten Teil folgt aus der Definition
N : N
H™(B) =limH.' (B
(B) Jmrte (B)

=lim VN1 (B) > 0

e—0

was nur wahr sein kann wenn

HN'(B) = lim HY" (B) = .

e—0

O

Die Aussage des Lemmas lasst sich nun dafiir nutzen eindeutig die Hausdorff-Dimension
einer beschriankten Menge zu ermitteln.

Definition 5.35 (Hausdorff-Dimension). Die Hausdorff-Dimension dimg A einer be-
schréankten Menge A C M ist definiert als
dimg A = inf{N € [0,00) | " (A) = 0}
= sup{N € [0, 00) | 1" (4) = oo}

wobei wir die Konvention inf @ = oo und sup @ = 0 verwenden.

Im allgemeinen kann die Hausdorff-Dimension auf verschiedenen offenen Mengen un-
gleich sein. Ein einfache Beispiel ist gegeben indem man die Raum

M = {(z,y) €R*|2 <0,y =0 oder z >0}

mit der induzierten Metrik d((z,y), (2',y")) = max{|z — 2'|, |y — /|} betrachten. Es gilt
namlich
dimpg Bi1((-1,0)) =1
2

und

dimp B, ((1,0)) = 2.

Im folgenden wollen wir eine Klasse von metrischen Radumen betrachen fiir die (z,7)
dimg B, (z) konstant ist. Ist dies der Fall so sagen wir, dass die Hausdorff-Dimension von
(M, d) wohldefiniert ist.

Definition 5.36 (nicht-negative Kriimmung). Sei o € [1,00). Der geodétische Raum
(M, d) hat nicht-negative Kriimmung (NNK),, falls fiir alle Geodaten v und n mit vo = 19
gilt

d(ye, ) > td(y1,m).

Es ist leicht zu sehen, dass (NNK), die Bedingung (NNK), fiir o/ > « impliziert, d.h.
die Bedingung (NNK); ist die starkste.

Beispiel. Jeder genormte Raum mit strikt konvexer Norm ist nicht-negativ gekriimmt
mit o = 1.
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Lemma 5.37. Jeder nicht-negativ gekrimmter Raum ist nicht-verzweigend.

Beweis. Angenommen « und 7 sind Geodéten in (M, d) mit v, = n, fir ¢ € [0, tp] mit
to € (0,1). Dann gilt fiir alle s € (¢g, 1] und A = %0

)‘ad(787778) < d(%mnto) =0
und somit v = 7, d.h. (M, d) ist nicht-verzweigend. O

Satz 5.38. Sei (M,d) ein geoddtischer Raum mit nicht-negativer Krimmung (NNK),,
dann gilt fir AC M, z € M und t € (0,1)

tNHN(A) < 1N (Ary).

Beweis. Sei
Frp: M —2M

definiert als
Fra(z) = e1(e; () = {m € M| 3y € Geo(M,d) : 70 = 2, = 2}

Sei {V;}ien eine Uberdeckung von Ay, mit diam V; < ¢, dann gilt fiir

U= Fs(2)

diamU; < t7%diamV; < t™%.
und
> (diam U;)N < t7*N Y "(diam V;)".
Daraus folgt sofort
H o (A) <7V H(Ary)

und mit € — 0
tNHN(A) < 1N (Ary).

O

Korollar 5.39. Die Hausdorff-Dimension eines nicht-negativ gekriimmten metrischen
Raumes ist wohldefiniert.

Beweis. Sei HY(B,(x)) =0 und y € M, R > 0 gebeliebig. Dann gibt es ein ¢, so dass

(Br(y))t.a C Br(z)

woraus folgt

0 < t“NUN(Br(y)) < HN (Br(®))t2) < HY(B.(z)) = 0.
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5 Wasserstein-Rdume auf geodétischen Rdumen

Analog lisst sich zeigen, dass H" (B,())) = oo fiir ein € M und r > 0 genau dann,
wenn H™ (Bgr(y)) = oo fiir alle y € M, R > 0.

Korollar 5.40. Ist HY (B, (x)) € (0,00) fiir ein x € M und r > 0 dann gilt
1Y (U) € (0,00)
fiir alle beschrinkten, offenen Mengen U C M.

Wir sagen, dass das N-dimensionale Hausdorff-MaR nicht-trivial ist, wenn H™ (B, (z)) €
(0,00) fiir alle z € M und r > 0.

Definition 5.41 (Bishop-Gromov-Volumenwachstum). Ein metrischer Mafraum (M, d, m)
erfiillt das Biship-Gromov-Volumenwachstum BG(0, V), falls

firallex e M und 0 < r < R.

Korollar 5.42. Ist (M,d) nicht-negativ gekriimmt und HY™ nicht-trivial, dann erfiillt
(M,d,H"N) die MCP(0, aN)-Bedingung und insbesondere das Bishop-Gromov- Volumenwachstum
BG(0,aN).
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6 Analysis und Optimaler Transport

6.1 Hamilton-Jacobi-Halbgruppe

Im folgenden nehmen wir an, dass (M,d) ein beschriankt-kompakter metrischer Raum
ist.

Definition 6.1 (Hamilton-Jacobi-Operator). Wir definieren einen Operator Q;, t > 0,
auf Funktionen f: M — R U {—oo0} wie folgt

al

@uft) = inf { o) + 25

zeM

Bemerkung. (1) Es ist leicht zu sehen, dass ¢ (y) = 2Q1(—%<,0)(y).
(2) Fiir p € (1, 00) gibt es einen analogen Operator QY f(y) = inf e {f(x) + %} :

Lemma 6.2. Ist f: M — R Lipschitz stetig mit Lipschitz-konstante L so gilt

Quf(y) = i {f () + d(g’ty)Q } :
Beweis. Sei (xy)nen, so dass
Quf(y) = lim {f(xn) + W} :
Da f(y) > Quf(y), kénnen wir annehmen, dass auch f(y) > f(z,) + 2222° gilt. Somit
0< )~ Qo) = Jim {1(0) - 7o) - 220
<t ft - 8027)

d.h. d(gi, zn) < Lt. Die Aussage folgt nun aus der Kompaktheit des abgeschlossenen
Balles Br(y). O

Lemma 6.3. Es gilt
QtJrsf = Qt(st)
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Beweis. Da (M,d) geodétisch ist, gilt stets

2 2 2
d(z,y)” _ . . {d(:v,y) L dUy2) }
2(t+s) yeM 2t 2s

so dass

yeM | zeM 2s 2t
_ d(z,y)*  d(y,=2)?
_;Qﬁ{f(x”;él&{ M 2 }}
. d(a;,z)2 B
= it {0+ 575 = Q)

O

Definition 6.4 (Distanzfunktionen). Sei f wie beim Hamilton-Jacobi-Operator, dann
definieren wir

D*(y,t) = suplim sup d(y, z,)

n—o0

D™ (y,t) = inf liminf d(y, =)

n—o0

wobei das Supremum bzw. Infimum jeweils iiber alle minimierenden Folgen (z,,),en mit

Quft) = fim { ) + A0

genommen wird.
As der Definition folgt, dass D~ < DT. Aufierdem gelten folgende Aussagen.

Lemma 6.5. Ist f : M — R stetig, dann ist DT unterhalbstetig und D~ oberhalbstetig,
t + D*(y,t) sind nicht-fallend und fiir fives x* € M gibt es eine abzihlbare Menge
Qy C [0,00), so dass t € [0,00)\Ry gilt D (y,t) = D~ (y,t).

Beweis. Fiir t < s seien (zpt)neny und (Zn,s)neny Minimierer bzgl. Q¢ f(y) bzw. Qs(y).
Dann gilt
d(y, zn,s)?

2t

d(y7 wn,t)Q

f('rn,t) + 2

< f(l’n,S) +

und
d(yv xn,8)2

d(y7 xn,t)Z
2s '

f(@ns) + %

< f(fcn,t> +

Da % > % folgt sofort
d(ya xn,t) < d(yv xn,s)

85



6 Analysis und Optimaler Transport

und somit D*(z,t) < D~ (z,s). Da D~ < D7 folgt sofort, dass ¢ — D¥(y, t) nicht-fallend
ist. Daraus folgt auch, dass es eine abzéhlbare Menge R, gibt, so dass t — D™ (y,t)
rechtsstetig fiir alle ¢ € [0, 00)\ R, ist und deshalb

D™ (y,t) < D*(y,t) <inf D™ (y,5) = D™ (y,1).
Es bleibt zu zeigen, dass DT oberhalbstetig und D~ unterhalbstetig ist. O

Satz 6.6. Die Abbildung t — Q. f ist lokal Lipschitz-stetig von [0,00) nach C(M) solange
D*(z,t) beschrinkt ist und es gibt eine abzihlbare Menge R, C (0,00), so dass fiir alle
t € (0,00)\Ry

d 1
aQtf(y) D) [

Beweis. Sei 0 <t <'s, (nt)neny und (Tp s)nen wie im vorigen Beweis. Dann gilt

. d 73771 2 d 7:[:71 2
Quf(W) ~ Quf() < lim o) + Wl i, o Qi)
2,
— hm d(y7 xn,t) t S
n—00 2 ts
sowie
: d(y, xp,s)* d(y, Tn,s)°
S - > 1 n,s — - n,s —
Qsf(y) = Qef(y) 2 lim flans) + = Flans) + =5,
2, - _
— i MW Tas) = s > 1D (y,s)(t —s))
n—00 2 ts 2 st
Daraus folgt fiir t € (0,00)\R,, fiir R, wie im vorigen Beweis
oy @/ W)~ Qufy) _ 1[D* (w07
s—t s—t 2 t '
Insbesondere gilt fiir alle
T < inf{t € [0,00) | D" (z,t) < oo}
ist t — Q¢ f(y) Lipschitz-stetig auf [0, 7. O
Lemma 6.7. Es gilt
. Dt (y,t
LipQuf(y) < 20,
Beweis. Seiy,z € M, t € [0,00) und (x,) ein Minimierer fiir Q;f(y), dann gilt
Qtf(z) — Qtf(@/) 1 . d(Z, Ln t)2 d(y7 Ln t)2
< 1 n _— n AR ht LA
A=) = e . f(@ne) + o f(@ne) + ot
2 2
< 1 lim (d(za y) + d(ya xn,t)) _ d(ya xn,t)
d(z,y) n—oo 2t 2t

< lim %(d(z,y) +d(y, 2ny)) < (d(z,y) + D+(y,t))'

n—o00 t
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Analog gilt

Qtf(y> B Qtf(z) < (d(Z,y) + D+<Zat))
d(z,y) - t '
Da DT oberhalbtstetig ist, folgt somit

_ +
imenp [0 = QW) _ D)
=Y d(Z, y) t
O
Korollar 6.8. FEs gilt
0iQuf + (LipQif)* <0.
Insbesondere gilt fiir den relaxierten Anstieg |VQfl|s (bzgl. p = 2, siehe unten) gilt
1
OQef + §|thf|2 <0.
Theorem 6.9. Fir alle y € M gibt eine abzihlbare y C (0,00), so dass
1
Qe f + ivatﬂz = 0.
Beweis. KOMMT. ]

6.2 L2-Gradientenfliisse konvexer Funktionale

Der Raum der L?(m)-Funktionen ist definiert als die Menge (genauer die Menge der
Aquivalenzklassen) alle messbaren Funktionen bzgl. der Norm

rf@z/ﬁm.

Man kann zeigen, dass L?(m) ein Hilbertraum ist, d.h. dass || - || eine vollstindige Norm
auf L?(m) ist, welche durch das Skalarproductk

(f,g)H/f-gdm

induziert ist.

Sei E : L*(m) — R U {oo} ein konvexes, unterhalbstetiges Funktional. Sei D(E) die
Menge aller f € L?(m) mit E(f) < oc. Eine Funktion ¢ € L?(m) ist ein Subgradient von
E an f € L*(m), falls fiir alle g € L?(m)

[ tto = nam+ E(1) < ECg).
Sei OFE(f) die Menge der Subgradienten von E an f und D(OF) die Menge aller f €
L?(m) mit OF(f) # @.

Es ist leicht zu sehen, dass D (0 konvex und abgeschlossen ist.
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Lemma 6.10. Fir alle f € D(OF) gibt es genau ein Element ¢ € OE(f) mit

= inf ||€| L2
€z =, inf 1]

Theorem 6.11. Fir alle konvex, unterhalbstetigen Funktionale E und jedes Element
fo € cli2(D(E)) gibt es eine Lipschitz-stetige Losung t — fi, t > 0, des Gradientenfluss-
problems, so dass fir fast alle t € (0,00)

d
Z—
7 Tt
wobei ¢ das eindeutige Element in OF ist. Auflerdem gilt fiir alle t > 0

dt .
=7 Jt = —aremineeonp,) 121l 22 (m)-

und
1fe = gellz2 < |l fo — goll L2,

sowte

d
gl 9ll: < B(g) — E(f2).

6.3 Lokale Lipschitz-Konstante und der relaxierte Anstieg

Definition 6.12 (lokale Lipschitz-Konstante). Sei f : M — R eine (lokale) Lipschitz-
stetige Funktion. Dann ist die lokale Lipschitz-Konstante Lip f(z) in © € M definiert
als

Lip f(x) = lim sup
A O

Bemerkung. Es ist leicht zu sehen, dass Lip f(x) < Lipf = sup,,, % fur alle

x € M. Die Umkehrung ist im allgemeinen falsch.
Lemma 6.13. Fir jeden geoddtischen Raum (M,d) gilt

ILip fllc <M <= Lipf < M.

Beweis. Die Aussage lasst sich leicht zeigen fiir Lipschitz-Funktionen f : I — R auf
einem abgeschlossenem, zusammenhéangendes Intervall I C R: Da jede Lipschitz-Funktion
f I — R fast {iberall differenzierbar ist, gilt fiir fast alle t € T

|f'(t)] = Lip f(t).
und fur allea <bel

b
1)~ f@) = [ fioyar
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Somit folgt aus || Lip f|lcc < M

b
F) — fa)] < / Lip f(t)dt < M|b— al,

a

d.h. die Lipschitz-Konstante von f ist kleiner gleich M.
Im allgemeinen Falls folgt die Riickrichtung der Aussage direkt aus der Definition, so
das lediglich die Hinrichtung bewiesen werden muss. Dazu sei x,,,y, € M, so dass

e ) = fa)]
P )

Sei v, eine Geodéte zwischen x,, und y,, dann gilt fir f, = f o, : [0,1] — R ebenfalls
|| Lip flloo < Md(yn,zy) und somit

|f(yn) — f(l'n)| — ‘fn(l) — f(0)|
d(yna CEn) d(yna xn)
Insbesondere gilt damit Lipf < M. O

< M.

Lemma 6.14. Sind f,g : M — R Lipschitz-stetig und ¢ : R — R eine nicht-fallende,
Lipschitz-stetige C*-Funktion, dann gilt

Lip(f 4 g)(x) < Lip f(x) 4 Lip g(x)

und
Lip(p o f)(z) = |¢'(f(x))| - Lip f ().

Da in R™ und auf Riemannschen Mannigfaltigkeiten |V f| = Lip f gilt, konnen wir
die lokale Lipschitz-Konstante als Ersatz der Norm des Gradientens, oder besser der
Norm des Differentials, betrachten. Auf glatten R&umen lassen sich mittels partieller
Integrations und Vervollstdndigung einer Norm nun Sobolev-Rdume definieren. Fiir me-
trische Réume ist dies auch moglich, jedoch muss dazu eine geeignete Definition von
fe % J IV f|?dm gefunden werden. Aufgrund der Sobolev-Einbettungssitze und deren
Niitzlichkeit in der Analysis, sollte das Funktional unterhalbstetig sein. Eine geeignete
Definition ist deshalb folgende, welche nichts anderes ist als die unterhalbstetige Hiille
des Funktionals f —  [(Lip f)2dm.

Definition 6.15 (Cheeger-Energie). Die Cheeger-Energie Chy : L?(m) — [0, 00] ist
definiert als
1
Cha(f) = inf{lim inf 5 /(Lip fu)2dm| fn — f in L?(m) mit f, € Lip(M,d)}.
n—oo
Der folgende Satz zeigt, dass die Cheeger-Energie tatséchlich durch die lokale Lipschitz-
Konstante approximiert wird.

Satz 6.16. Fir alle f € D(Chg) gibt es eine Folge (fn)nen von Lipschitz-Funktionen
und eine eindeutige L?(m)-Funktion |V f|«, so dass fn, — f in L*(m) und Lip f — |V f|«
in L?(m).
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Behauptung. Die Funktion |V fl|., genannt relazierter Anstieg, ist ein Symbol fiir die
Norm des Gradienten/Differentials einer Sobolev-Funktion. Im allgemeinen gibt es kein
Objekt V f, welches den tatséchlichen Gradienten darstellt.

Korollar 6.17. Sei ¢ : R — R Lipschitz-stetige Funktion und f € D(Chg), dann gilt

[V(eof)ls=l¢ o f]-|Vfls

Lemma 6.18. Seien f,g : M — R (lokal) Lipschitz-stetig, ¢ : [0,00) — R eine nicht-
fallende, konvexe Funktion und ¢ : R — R eine C'-Funktion mit 0 < ' < 1. Dann gilt
fiir alle x € M

P(Lip f(x)) + ¢(Lip §) < ¢(Lip f(z)) + ¢ (Lip g(z))
wobei

f=f+elg—f) und G=g—lg—f)

Beweis. Seien x,, — x und ¥y, — x, so dass

MO = I )
Da ¢ differenzierbar ist, gibt es ¢, zwischen g(x)— f(z) und g(z,)— f(zy) und &, zwischen
g(x) — f(x) und g(yn) — f(yn) , so dass

f(@) = flwn) = f(2) = f(za) + olg(z) = f(2)) = plg(zn) = f(an))
= f(@) = f(zn) + ¢'(Gn) (9(x) = g(zn) = (f(2) = f(zn)))

sowie

) (p(g(x) = f(z)) = ©(9(yn) — f(yn)))
= g(z) — g(yn) — €' (Ca) (9(x) — g(yn) — (f(x) = f(yn))) -
(

Da f und g stetig sind, gilt g(z,)— f () — g(z)— f(x) sowie g(yn)— f(yn) — g(x)— f(x)
und somit ¢'(¢n), ' (§n) — ¢'(z) = a € [0, 1].
Schlieflich gilt

Lip f(z) = lim | () = f(xn)|

n—o0 d(z,xy)

< limsup(1 — Qp(Cn))M

n—oo d(l’n, .’E)
< (1 - a)Lip f(z) + aLipg(x)

lg(@) = g(zn)]|

+ ¢'(Cn) e

und analog
Lip §(z) < aLip f(z) + (1 — o) Lip g().
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6 Analysis und Optimaler Transport

Da 1 konvex und nicht-fallend ist ist, erhalten wir

(Lip f(x)) < (1 — a)¢(Lip f()) + arp(Lip g(x))

und
Y(Lip g(z)) < ay(Lip f(z)) + (1 — a)¢p(Lip g()),
woraus direkt die Behauptung folgt. O

Korollar 6.19. Sei ¢ : R — R nicht-fallend und kontrahierend, d.h. |p(t)—p(s)| < |[t—s]
(und ¢(0) =0 falls m(M) = oc). Dann gilt fir alle f,g € D(Chg)

IVI2(z) + |Vl (x) < |Vf2(x)+ Vg2 (x) fir m-fast alle z € M

wobei

f=f+elg—f G=9-—¢lg—1f).

6.4 Der Laplace-Operator und der Warmefluss

Definition 6.20 (Laplace-Operator). Ist f € D(9Chy) dann ist der Laplace-Operator
—{, wobei ¢ gleich das Element kleinster L?(m)-Norm in dChy(f) ist, d.h.

Af = —argmingegcn, sy 1€l £2-

Man kann zeigen, dass die Menge der f € D(9Chs), so dass OChy(f) genau ein Element
enthélt dicht in D(0Chg) ist. Diese Menge sei D(A)..

Lemma 6.21. Fir all g € D(Chsg) und f € D(9Chs) gilt
- [aafim < [ 1911 [Wgdm
mit Gleichheit fir g = o(f) und ¢ Lipschitz stetig. In dem Fall gilt dann
- [etnasdm = [ (59 sPam.
Beweis. Es gilt fiir £ € 9Chy(f) gilt

/|Vf2dm+€ €9) /|V f+eg)

so dass ) .
2/\ny%zm—/egAfdm < 2/|V(f+eg)\2dm.

Dies ergibt dann

- [ gnsam < int [ V51 199]+ 5IVgPdm = [ 1941 Vglam.
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6 Analysis und Optimaler Transport
Ist g = p(f) so gilt

1 1
5o [190 + o) =9 1Pdm = o [+ e (PN AP = [ fPam

2e
= [NV + 5 PV

und damit fiir alle £ € 9Cha(f)

[ttty = [ 1)1 2.

O]

Lemma 6.22. Fir f,g € D(0Chs) und Lipschitz-Funktionen ¢ mit ©(0) = 0 fir
m(M) = oo gilt

/ (Ag— Af)plg — f)dm < 0.

Beweis. Sei h = ¢(g — f) dann gilt

e/(Af—Ag)hdm < —e/Af-hdm —e/Ag‘ (—h)dm
< Chy(f + eh) — Cha(f) + Cha(g — eh) — Cha(g).

Da fiir hinreichend kleine € < 1 die Funktion ep kontrahierend ist, ist nach Korollar 6.19
die rechte Seite kleiner gleich null. O

Lemma 6.23. Ist m lokal beschrinkt, so sind Lipschitz- Funktionen mit L?-integrierbarer
lokalen Lipschitz-Konstante dicht in L?(m), d.h. fir alle f € L*(m) gibt es f, — f in
L?(m) mit f, € Lip(M,d) und Lip f € L?>(m). Insbesondere ist D(Chg) dicht in L*(m).

Da D(Chg) dicht in L?(m) ist, ist der L?(m)-Gradientenfluss von Chy fiir alle f € L?(m)
wohldefiniert.

Definition 6.24 (Wiremfluss). Der Wirmefluss mit Anfangeswert f € L?(m) ist eine
Lipschitz-stetige Kurve ¢ — f; mit f; — f, t — 0, so dass fiir fast alle t € (0, 00)

d
—fi=Af.
gt =A%k
Wir sagen t — f; ist eine Losung des Warmeflusses.
Korollar 6.25. Die Menge D(A) ist dicht in D(Chs) und in L*(m).

Beweis. Da D(A) C D(Chy) C L?(m), muss lediglich Dichtheit in L?(m) gezeigt werden.
Laut dem Existenzsatz von Gradientenfliisse konvexer Funktionale gilt f; € D(A) fiir
alle Losungen des Warmeflusses, somit wihlen wir eine Losung des Warmeflusses ¢ — f;
mit Anfangswert f. Dann gilt f; — f in L?(m) und f; € D(A). O
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6 Analysis und Optimaler Transport

Satz 6.26. Sei e : [0,00) — [0,00) konvexer Funktion und

dann gilt fir Lésungen des Wirmeflusses t — fi und t — g

E(fi —g9:) < E(fo— 90)

und
d

GEG) == [ I sam.

Beweis. Wir zeigen das Resultat nur fiir e € C?: Da t + f; und t — g; lokal Lipschitz-
stetig von [0,00) nach L?(m) sind, ist auch ¢ > e(f; — g;) lokal Lipschitz-stetig und es
gilt fiir fast alle t € [0, c0)

G elfi= 90 = U= 00 LU~ 90 = €' — 9 (Afy — Ag),

so dass
d

@E(ft —g:) <0.

Ist go = 0, dann folgt aus dem obigen Lemma

d

SB() = [¢asdm =~ [ (5w L.

O]

Korollar 6.27 (Masseerhaltung fiir endliche Referenzmake). Ist m ein endliches Maf,
dann gilt fir jede Losung t — fi des Wirmeflusses

/ftdm Z/fodm-

Beweis. Da m(M) < oo, kann der obige Satz fiir die konvexe Funktion e(r) = r ange-
wandt werden und es gilt

d

- dm =20

dt /ft m )

/ftdm :/fodm-

Bemerkung. Die Masseerhaltung gilt auch fiir lokal beschrinkte Mafke m, die nicht allzu
schnell wachsen, d.h. es gibt ein C, so dass

so dass

O]

m(B;(xg)) < Celr’
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6 Analysis und Optimaler Transport

oder dquivalent: fiir ein D > 0 gilt
/eDd(x’x°)2dm(x) < 0.

Diese Wachstumsschrank ist bereits aus der Theorie der Diffusionsprozesse bekannt: Man
. . . 2 B

kann zeigen, dass es Maf auf R” gibt die schneller als ¢“™" wachsen und deren Wirmefluss

nicht masseerhaltend ist.

Korollar 6.28 (schwaches paraboliosches Maximumsprinzip). Sind t — f; und t — ¢,
Lésungen des Warmeflusses mit fo < go + C, dann gilt fy < g + C' fiir alle t > 0.

Beweis. Da e : r+— max{r — C,0} konvex ist, gilt mit dem obigen Satz

E(ft —g9¢) < E(fo—g0) =0
und somit f(z) < gi(z) + C fiir m-fast alle x € M. O

Korollar 6.29 (Ableitung der Entropie). Fir e(r) = rlogr und jede Losung t — f; des

Wiarmeflusses gilt
d _ IV fil2
dt/ftlogftdm = / 7, dm.

f»—>/|v}ﬂzdm

wird Fisher-Information genannt und spielt eine zentrale Rolle in der Informationstheorie.

Das Funktional

Korollar 6.30 (L”(m)-Kontraktion). Fir e(r) = r?, p > 1 und Lisungen t — f; und
t — g¢ des Wirmeflusses gilt

gt — feller < 1[fo — gollLr-

Aus dem Korollar folgt, dass wir den Warmefluss fiir alle LP-Rdume mit p > 1 definie-
ren kénnen: Da Hy : L?(m) — L?(m), definiert als H; fo = f;, den Raum L?(m) N LP(m),
der dicht LP(m) ist, in sich selbst abbildet und eine LP(m)-Kontraktion, kénnen wir H;
eindeutig auf ganz LP(m) fortsetzen.

6.5 Das Kuwada-Lemma

Satz 6.31 (Kuwada-Lemma). Angenommen (M,d) ist kompakt und t — f, der Wir-
mefluss mit [ fodm =1 und fo > 0. Dann ist die Kurve t — py = fym absolut stetig in
Pp(M) und es gilt

IV1il?

|fe]? < /ft*dm fir fast alle t € [0,00).
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6 Analysis und Optimaler Transport

Beweis. Da (M,d) kompakt ist, gilt fir ¢ = —1 gilt
2

2 p€Lip(M
Fiir 0 <t <sund £ =s—tist 7~ fii,,7 € [0,/], absolut stetig in L?(m), so dass
T Qo fiyr

auch absolut stetig ist. Da nun

Qrin® - feorth — Q7@ frar Qrine - feor = Q¢ frar Frvrin — frar
3 = fr4r- A +Q#<P—h

folgt fiir fast alle 7 € (0, 7)

d
e (Q%‘P ' ft+7) = fir - 0rQz o+ Qz0r frir,

so dass

/leodus—/cpdm :/Q1<P'fs_90'ftdm

_//éjT (Qz 6 firr) drdm
// NQT@PJCHT-FQT(P A fiirdrdm.

Weiterhin gilt

[ @0+ Bticndm < [ 1VQ3 0119 frsr |

|vft+7"2 dm
ft+7'

< o7 [ 196 fusrdm+

Schliefslich folgt

2 ¢ ‘Vft+r’2
wa (s, pit)” < 2 /deus—/sodut S// Tdfdm-
0 +7

Da
y VA2,
Ji
absolut stetig ist, folgt somit
|ine]? < limsup/ ‘ Mdnﬂm = ‘vft|2 dm
-0 o Jrr Je
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Satz 6.32. Angenommen (M,d) ist kompakt. Dann gilt fir alle Lipschitz-Funktionen
f:M —[e,C] mit [ fdm =1 und p = fm € Po(M)

D Entnl(u) < [ 19V/7Rdm.

Beweis. Sei
(log f(z)—log f(y))+ . £y

L(x7 ?J) = { |D7f|2d(x7y)
f

T =1.

Fiir fixes = ist die Funktion y — L(x,y) oberhalbstetig. Da f Lipschitz-stetig und von
unten Beschrédnkt ist L ebenfalls beschrankt.
Sei nun p, — p in Pa(M), so dass

Dann ist u,, absolut stetig mit Dichte f,,. Weiterhin sei 7, eine optimale Kopplung.
Da r — rlogr konvex ist, gilt

Entn (1) — Ent () = [ £108 f ~ flog fudm
< [1og5(s = fu)am
= / log f(z)du(z) — / log f(y)dpin(y)
— [ o8 1(a) ~ Yog Flw)dn ()
< [ L wite.)dny)

1
2

< ws(un) ( [ 22 hin(an)

= st o) [ ([ 22 0aina() ) o))

wobei x + pip, . die Desintegration von 7 bzgl. p ist.
Weil

[SIE

| [ de.wPdinatyyduta) -0
gilt ffiir u-fast alle x € M
/dQ(x,y)dun@(y) — 0,

so dass aufgrund der Beschrinktheit von L? auch

/ L2(x,y)dpn 2 (y) — 0
M\B, ()
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fiir p-fast alle x € M.
Daraus schlieffen wir

lim sup / L2(2, y)dpina(y) < limsup / Lz, y)djin.a(y) + limsup / L) djin.a (1)
T M\ By (x)

n—o0 n—o0 n—0o0
<limsup sup L*(z,y)= L*(z,z)
r—0 yGBT(z)

wobei wir die Oberhalbstetigkeit von y — L(z,y) im letzten Schritt benutzt haben.
In Kombination mit Fatous Lemma ergibt dies

|D”Enty|(1) = lim Entm (1) = Entm (41n)
=00 wa (4, fin)

< [tmsu ( / ( [ v y)dun,z@)) du<x>) e
<(/ L2<:c,y>cm<sc>>é -(/ 'D_]f'?‘dmm)%.

6.6 Entropiefluss = Warmefluss

In R™ oder allgemeiner in Riemannschen Mannigfaltigkeit erfiillt der (negative) Gradi-
entenfluss (7);e[0,00) €iner Funktion £ : R™ — R folgende Gleichung

jﬁt = —VE(IIZt)

In allgemeinen metrischen Réaumen ist es weder moglich den Gradient VE exakt zu
beschreiben noch eine sinnvolle Definition von i zu geben.

Jedoch ldsst sich die Gleichung auch anders beschreiben. Ist ¢ — x; eine absolut stetige
Funktion, dann ist die Differentialgleichung des Gradientenflusses dquivalent zu

d .
G E@e) = —[VE|(z0) - |&|

IVE[(24) = |,

anstelle von |VE| kann auch |dE|, die Norm des Diffentials, genommen werden?.
Dieses Gleichungssystem liasst auch in einer (Un-)Gleichung schreiben. Dazu machen
wir folgende Beobachtung: Fiir alle absolut stetigen Kurven ¢ — 4, gilt

d . \dEP(yt) |yt|
—F > —|dE| - > 7 2
ZB(yn) 2 —|dE| - [ge] > — 2 -

'Das Differentials dE ist unabhingig der Norm auf dem (Ko-)Tangentialraum definiert, wihrend VE
erst durch Legendre-Transformation ermittelt werden muss. Weiterhin ist fiir allgemeine genormte
Réaume und Finslermannigfaltigkeiten zwar d linear, jedoch nicht V.
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mit Gleichheit in der zweiten Ungleichung genau dann wenn |[dE|?(y;) = |y¢|>. Somit

reicht zu zeigen, dass t — x; folgende Ungleichung
d _|dE\2(:z:t) e

L B(z) <
g @) < 2 2

oder in Integralform

E(z¢) < E(xg) — /ts [dEE(xT) + Ix;q dr.

Wiéhrend ¢ — || fiir absolut stetige Kurven auch in metrischen Raumen definiert ist,
haben wir bisher |dE| bzw. |V E| nur fiir Lipschitz- und Sobolev-Funktionen definiert. Da
die Entropie jedoch den Wert oo fiir alle nicht absolut stetigen Mafe annimmt und die
nicht absolut stetigen Mafe dicht im Raum der Mafe sind, wére Lip Entp, = |VEnty,| =
00. Der Grund ist, dass die Richtung des grofiten Anstiegs stets oo ist.

Definition 6.33 (Abstieg). Sei (X, d) ein metrischer Raum und E : X — RU {oo} eine
beliebige Funktion. Wir definieren den Abstieg von E als

ey e max{B(x) — B(y),0}
D Bl(x) = lim sup Ve .

Die Menge der Punkte z € X mit |D™ E|(z) < oo sei D(|D™E|).

Fiir glatte und auch Lipschitz-Funktionen F in R” zeigt der Gradient VFE in Richtung
des groften Anstiegs und —VE in Richtung des grofsten Abstiegs zeigt, d.h. wir hétten
|D~E| = |D™(—F)|. Im folgenden werden wir sehen, dass |D~Enty| < oo fiir eine dichte
Menge von Mafen.

Um den Abstieg mit absolut stetigen Funktionen in Verbindung zu bringen brauchen
wir folgende Eigenschaft von K-konvexen Funktionen.

Lemma 6.34. Ist Enty, : Po(M) — RU {0} K-konver und unterhalbstetig, dann gilt

{max{Entm(u) — Enty (v), 0}
wQ(M? V)

|D™Entp|(1) = sup

— Kwa(p, V)} .
vER

Weiterhin gilt fiir jede absolut stetige Kurve t — pq, t € [0, 1], mit Enty,(uo) < oo,

1
Entm (1) < Entm(110) + / D™ Ent] (1) - ]t
0

Bemerkung. Das Lemma gilt fiir allgemeine K-konvexe Funktionale auf geoditischen
Réumen (X, d). Die zweite Eigenschaft wird in der Literatur strong upper gradient ge-
nannt.

98



6 Analysis und Optimaler Transport

Beweis. Da Ent,, # oo, gilt die erste Aussage fiir Enty, (1) = oo. Sei im folgenden
Entm(p) < oo und (v)nen eine Folge in Po(M), so dass

C := lim max{Entm (1) = Entm (1), 0} —Kws(p, vy) = sup

{max{Entm(,u) — Entm(v), 0}
n—00 w2(,u7 Vn) v

ws (. 7) + Kwa(p, V)}

Zunéachst gilt stets

Ent — Ent
0 < |[D™Entp|(1) = limsup max{Entm(x) Ntm(v),0}
v—p wa(p, v)
Entyn (1) — Ento (1),
< limsup{max{ ntm(p) — Enty(v), 0}
S ws(717)
{max{Entm(,u) — Entm(v),0}
w2(/'ba 1/)

+ Kus(u) |

< sup

+ Kwa(p, l/)} .
vEp

Wire nun Entp, (/) > Enty, (1) fiir eine Teilfolge (v )nren von (v )nen, so folgt |D™Entp,| =
C = 0 und die Aussage gilt.

D.h. wir kénnen annehmen, dass Entm(1,) < Entm(p) fiir alle n € N. Sei s — v, ¢ eine
Geodéte zwischen p und v,. Die K-Konvexitét von Ent,, ergibt

Entm (vns) < (1 — 8)Entym(p) + sEntm (1) — Ks(1 — 8)wa(p, vy)2.
Da swa(p, vn) = wa(p, vy, s) folgt somit

Entm (vn,s) — Entm (1) < Entm(vn) — Entm (1)

— K(1 — s)wa(p, vp)2
wQ(/’Lvl/n,S) - w2(/~‘77/n) ( ) 2(Iu )

Fiir s — 0 gilt dann v, s — 1 und deshalb

max{Entm (1) — Entm(vy,),0}

w2(:u7 VTL)

Entm (1) — Entm(vns)
w2 (,U7 Vn,s)
< lim sup max{Entm (1) — Entm(v),0}
V=i wQ(/"» V)
= |D7Entm|(p) < C.

+ K’UJQ('U, Vn)

IN

Da mit n — oo die rechte Seite gegen gegen C' konvergiert, folgt die erste Aussage aus
der obigen Ungleichung.
Ist nun ¢ — p; absolut stetig so gilt fiir alle n € N

I
—

n

Entm(u1) — Entm(po) = ) Entm(piss) — Entm(pir)

T T
= O

IN

| D™ Ente (s ) [wa(pasr, p) — Kwo(paes, pue ).

=
Il
o



6 Analysis und Optimaler Transport

Da die erste Aussage impliziert, dass | D~ Enty,| unterhalbstetig ist, ist ¢ — | D™ Entp| (1)
Riemann-integrierbar und es gilt

n—1
Entn(p1) — Entm (o) < lim Z |D7Entm (fties ) wo(phrss s ) — Kwa(ptsr, por )
n—o0 =0 n n n n

1
< [ 1D Bt () - .
0
O

Die obigen Ausagen ermoglichen uns den Gradientenfluss von Ent,, wie folgt zu defi-
nieren.

Definition 6.35 (Energieverlustungleichung (EDI)). Angenommen Ent,, ist K-konvex.
Dann erfiillt die absolut stetige ¢ — pis, t € [0, 00) in Po(M) die Energieverlustungleichung
(EDI), falls fiir fast all t € (0, 00)

|D™Entm|*(p)  ul?
2 2

d
%Entm () < —

oder aquivalent

t D~ Ent 2 , 'r 2
Entm(,ut) S Entm(,u[)) _/ | n2m (M ) 4 |/’l’2| dT’.
0

In dem Fall sagen wir die Kurve ¢ — u; ist ein Gradientenfluss der Entropie Enty,.

Bevor wir zeigen, dass der Warmefluss ein Gradientenfluss der Entropie ist, bendtigen
wir folgende Aussage.

Lemma 6.36. Angenommen (M,d) ist kompakt und Enty, K-konvex. Dann gilt fir alle

41 € D(|D~Entp|) 2
v
|DEtm\()/|}f|m

wobei pp = fm.

Beweis. Sei t — f; eine Losung des Wéarmeflusses mit fy = f, dann gilt wegen des
Kuwada-Lemma (Satz 6.31) fir gy = fym

2
Entm (1) — Entm (pir) / /’Vfr‘
V£l 1/t 2
> — dmd — d
_2/0 fr mr+20’Mr’ '

[J [ ( /wdm> nh

| \/

171t 2
t3 [\/f/o \Mr\dr]
(o)

v
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so dass aufgrund der Unterhalbstetigkeit der Fisher-Information g — [ @dm

[V LIV
/ 7 dm<11t_>0/O T, dm

Entm (1) — Entm(ut)] 2
wa (s it

< limsup [
t—0

< |D™ Entm|(p)-
Wegen Satz 6.32 folgt somit fiir alle Lipschitz-Funktionen f mit ¢ < f < C und

fm c PQ(M) ,
|D™Enty|* (1 /|Vf|

Es sei angemerkt, dass diese Menge von Mafen ist dicht in Py(M).

Da nun )
/WJ{' dm = 4Chy(\/f)

und konnen wir eine Folge von Mafen p, = f, mit € < f,, < C, so dass v/f, — +/f in
L?(m), oder dquivalent f, — f in L*(m) und

4Chy(v/fn) — 4Cha(\/f).

Weiterhin kénnen wir annehmen, dass [ f,dm = 1 und somit gilt auch p, — p in
P(M) = Pa(M). Schlieklich folgt aus der Unterhalbstetigkeit von |D~Entp|

/W]{'zd < |D~Entm[2(1)

< hmlnf|D Entml|?(1tn)

i [T [0
= lim
n—oo
O
Lemma 6.37. Es gilt
1 1
|D—Entm|2(“T+”) < 51D Ent (1) + 51D Ent*(v).
Beweis. Da (z,y) — 22 /y konvex auf
{(z,y) e R?|y > 0}
ist und f — |V f|« sublinear, ist auch
V]2
o [,
f
konvex (bzgl. linearer Interpolation) und die Aussage folgt aus der obigen Identifikation.
O
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Korollar 6.38. Fiir jeden Anfangswert g = fom € Po(M) gibt es hochstens eine Losung
t — u des Gradientenflussproblems der Entropie Entp,.

Mt "‘Nt

Beweis. Seien t — pt, i = 1;2, zwei Losungen mit ,uo = No Dann gilt fiir u 5

1

11 <

1 1.
5’/%\ §|M?’2
und )
Entm(p) < Entm(ﬂt) + Entm(/‘t)

mit strikter Ungleichung falls p} # p?. Da t +— uf absolut stetig ist, gilt stets
1 bty o, Ao 1, 1,
Entn (1) > Entm(i0) — | 51D Entn (1) + 5 i P
0
Angenommen pf # p? fiir ein ¢t > 0, dann folgt

1 1
Entm(p) < §Entm (1) + Enten (157)

IRA S 1,
§Entm(u0)—2/0 [211) Entm|2(ﬂi)+§|D Ent|(12)| dr

IRV R TR e
1 1. 1. d
‘1 2/ 3 L5
< Entr(u0) — [ 51D Ente () + i
0
was ein Widerspruch ist. O

Theorem 6.39. Ist (M,d,m) kompakt und Enty, K-konvez in Pa(M), so ist jede Li-
sung t — fi des Wirmeflusses [ fodm = 1 und fo > 0 die eindeutige Lisungen des
Gradientenflussproblems der Entropie Enty, mit Anfangswert ug = fom.

Bewets. Es gilt

2
Entom (1) = Entom(1t0) — /0 ‘VJ{’"‘

2
<Entm(uo)—2/ nyT\ dmdr —/ i [P
0

dmdr

1t .
:Entm(,ug)—2/ D Entm|2(,ur)dr—2/ (i 2dr,
0 0

d.h. t — py ist ein Gradientenfluss der Entropie Enty,. Da fiir jedes fo € L?(m) eine
Losung des Warmeflusses existiert, folgt die Eindeutigkeit sofort aus dem vorigen Korol-
lar. O

102



6 Analysis und Optimaler Transport

6.7 Lineare Warmefliisse

Wir sagen der Warmefluss ist linear, falls fiir alle Losungen des Warmeflusses ¢ — f; und
t — g, die (absolut stetige) Kurve
te= i+ g

ebenfalls eine Losung des Warmeflusses ist.
Lemma 6.40. Ist der Wirmefluss auf (M, d, m) linear, so ist Chy ein quadratische Form.

Bemerkung. Es lasst sich leicht zeigen, dass fiir quadratische Cheeger-Energien Cho,
der Laplace-Operator und der Warmefluss jeweils linear sind. Im linearen Fall wird die
Cheeger-Energie haufig auch Dirichlet-Energie genannt.

Beweis. Wir miissen zeigen, dass

Chy <f—2Fg> + Chy (f;q) = %Chg(f)‘F%ChQ(g)'

Dazu reicht es dies auf einer dichten Menge zu zeigen. Sei nun t — f; und ¢t — ¢; Losungen
des Warmeflusses. Dann gilt fiir fast alle ¢ € (0, 00)

%(ft +gt) = Afe + Agy
= A(ft +gt)

wobei wir ausgenutzt haben, dass t — f; + g; eine Losung des Warmeflusses ist, dann
gilt fiir f,g € D(Chy)

Cha(f) = %g% Cha(f)
Cha(g) = %gr(l) Cha(gt)-

Weiterhin gilt
- [ a8z ) = [ 90 g0 dm = 2Cha i £ g0,
sowie fiir alle ¢ > 0 mit Af; + Agy = A(fr + 1)
~ [+ a4 g+ [ (5 90a0 - gim =2 [ fisfidm —2 [ gi2gidm

< 4Cha(f;) + 4Cha(gr)

so dass

Cho(F 59 ey (P 9 < Saha() + 5 Chalon)

Aufgrund der Unterhalbstetigkeit von Chs folgt demnach

cho(P ) 4 ana(L9) < Len() + Lanat).
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Die gleiche Ungleichung gilt fiir f = f + ¢ und § = f — g, so dass

SCha() + 5Cha(g) = 5 Cho(

Cha(f) + LCha().

4

).
O]

Da Chy quadratisch ist, kénnen wir eine Bilinearform &£ : D(Chy) x D(Chg) — R auf
D(Chy) definierten

28(f,9) = Cha(f + g) — Cha(f) — Cha(g).
Sei nun £ € 9Chy(f) und £, € 0Cha(g), dann folgt

[ €5+ t)hdm < Chaf + 1) = Cha() + Chalg + ) = Chag)
— 2(f + g,h) + 2Cha(h) = Chy(f + g+ h) — Ch(h)

und somit £y + 4 € OChy(f + g). Da fiir £ € 9Cha(f + g) und ¢y € OCha(f) stets
¢ — {; € 0Chy(g), ist jedes Element in dChy(f + g) von der Form ¢y + £4. Da alle
Elemente f,g € D(A) eindeutige Subgradienten bzgl. Chy haben, ist demnach D(A) ein
linearer (moglicherweise nicht vollstindiger) Unterraum von L?(m) und

A(f+g) =Af+ Ag.
Lemma 6.41. Fir allet,s > 0 gilt
Pi(Afs) = Afiys.

Insbesondere gilt

Afs € D(A)
fir fast alle s € (0,00).
Beweis. Es gilt

v BPufivs — fraes . o
Afirs = hg%l+ — i L*(m)
und Pufi f
IERT) hlJs — Js . 2
Afs = hlg(r)lJr — 5 i L*(m),

so dass aufgrund der Stetigkeit von P : L?(m) — L?(m)

. Prfs — fs | Pufres — fras 72
e (B )y (Mo i) it

und somit

Pi(Afs) = Afirs.
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Ahnlich wie beim relaxierten Anstieg |V f|., welcher mittels Lokalisierung aus Chs
heraus definiert wird, ist es mdéglich die Bilinearform £ ebenfalls lokal darzustellen, d.h.
fiir alle f,g € D(Chy) gibt es eine L!(m)-integrierbare Funktion (Vf, Vg), so dass

E(f.g) = / (V £, Vg)dm.

Die Abbildung (f,g) — (Vf,Vg) ist linear in beiden Faktoren und man kann zeigen,
dass auch die Kettenregel gilt.

Lemma 6.42. Fir f,g € D(A) gilt
/ngdm:/gAfdm.

Cha(f £ eg) — Cha(f) > :Fe/gAfdm

Beweis. Da

und
Chalg + f) — Cha(g) > e / fAgdm

folgt

Cha(f +eg) = Cha(f) _ _/gAfdm

€

_ iy Ch2(g T €f) — Cha(g) _ _/ngdm.

e—0 €

/(Vf, Vg)dm = lim
e—0

Satz 6.43. Fir f,g € L*(m) gilt

/Ptf-gdm:/f-Ptgdm.

6.8 Kuwada-Dualitat fur lineare Warmefliisse

Im folgenden sei (M, d, m) ein kompakter metrischer Mafraum mit linearem Warmefluss.
Wir betrachten den Wirmefluss als Familie von Abbildung {P; : L?(m) — L*(m)}:>0,
so dass Prys = P o P;. Die Kontraktionseigenschaft und das parabolische Maximum-
sprinzip zeigen, dass P, auch ein Operator auf LP(m) bzw. L°°(m) ist, der auferdem
Nicht-negativitéat erhélt. Ist m endlich so erhélt er auch die Mafe. Im folgenden betrach-
ten wir die Familie {P;};>0 als eine solche masseerhaltende Familie von Operatoren.

Da die absolute stetige Mafse mit Dichte in LP(m) dicht in P(M) sind, ist es auch
moglich P, auf ganz P(M) zu definieren. Alternativ konnen wir folgende Konstruktion
verwenden.
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Definition 6.44. Der adjungierte Wéarmefluss { H; : P(M) — P(M)}+>0 ist definiert als
das eindeutige Mafs Hyu € P(M), fiir das

/godHtu = /Ptgodu fiir alle p € Cp(M).

Es ist leicht zu sehen, dass H; wohldefiniert ist. Auferdem gilt fiir 4 = fm mit f €
L?(m)
Hip = P fm.

Dies folgt aus
/godHt,u:/Ptgo-fdm:/go-Ptfdm

fiir o € Cy(M) N L?(m) und dem Fakt, dass Cp(M) N L?(m) dicht in Cy(M) ist. Durch
Approximation gilt dies auch fiir allgemeinere Dichten f € LP(m).

Aufgrund der Linearitét ist es moglich Hyp aus der Evolution der §-Mafe zu ermitteln,
denn es gilt

Hiyp = /Ht(sggd,u(x).
Als Abkiirzung schreiben wir Hy ;, = H,.

Lemma 6.45. Angenommen fiir alle x,y € M gilt
wp(Ht,a:7 Ht,y) < eith('%U Z/)

folgt
wp(Hopty Hv) < ety (,v).

Beweis. Sei 7 eine p-optimale Kopplung zwischen p und v und 7 4 , eine optimale Kopp-
lung zwischen H; , und H;,. Dann ist

ﬁ:/ﬂ_t,x’yd'ﬂ(.ﬁ’y)

eine Kopplung zwischen Hyu und H;v und es gilt

wp(Ht/L7HtV)p S /dp(l',y)dﬁ'(l',y)

://dp(ffaﬂ)ﬁt,xvyd”(m’y)

= /wg(Ht,u, Hyw)dr(z,y)

< [ @ pin(e,y) = W)
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Korollar 6.46. Gilt fiir p € [1,00) und alle p,v € Py(M)
wy(Hyp, Hiv) < e K, (1, v)

so folgt
wQ(Ht:uv th) < eiKtMQ(Hv V)
fir alle ¢ < p und alle p,v € Py(M).

Beweis. Bemerke

wq(Hpz, Hiy) < wp(Hyg, Hyy) < e d(z, ).

Lemma 6.47. Ist der Wdrmefluss linear, dann sind folgende Aussagen dquivalent
e fiir alle i,v € Py(M) und alle t >0 gilt wy (Hyu, Hiv) < e Klwy (u,v)
e fiir alle f € Lip(M,d) gilt LipP.f < e X'Lipf.

Beweis. Die Kantorovich-Dualitéit zeigt

wl(Ht,y,Ht,z) = sup /det,:p - /det,y

f€Lip, (M,d)

~  swp / P,fds, — / P.fds,
f€Lip; (M,d)

= sup PBif(z) - Pf(y).
f€Lip, (M,d)

Gilt nun

wi (Hyp, Hi) < ey (p,v)
so folgt fiir alle f € Lip,(M,d)

|Pif(x) = Pf(y)] < e d(,y)

und damit LipP.f < e &*. Durch Skalierung folgt, dann LipP,f < e X‘Lipf fiir alle
Lipschitz-Funktionen.
Falls hingegen fiir alle Lipschitz-Funktionen f

LipP,f < e "'Lipf
gilt, so erhalten wir

wi(Hyp, Hiw) = sup  Pif(z) — Pf(y)
fELipl(M,d)

< sup /fdu /fdz/
f€L1p _xt(M,d)

=e sup /fdu /fdv—w1 1, V).

f€Lip(M,d)
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Man kann nun zeigen, dass auch folgende Dualitat gilt:

Lemma 6.48. Ist der Wirmefluss linear, dann sind folgende Aussagen dquivalent fir
alle p,q € [1, 0] mit%—i—% =1

o fir alle p,v € Pp(M) und alle t > 0 gilt wy(Hyp, H) < e wy(p, v)
o fiir alle f € D(Chy) mit |V f] € LP(m) gilt [VP,f|P < e PKIP(|V f]P).

Definition 6.49 (Bakry-Emery-Bedinung BE(K,00)). Ein metrischer Raum mit li-
nearem Wéarmefluss erfiillt die Bakry-\'Emery-Bedingung BE(K, o), falls fiir alle f €
D(Chg) mit |V f| € LP(m) gilt

IVESfIP < e PRUB(IVFIP).

6.9 Evolutionsvarationsungleichung.

In R™ kann gezeigt werden, dass ¢ — x; ein Gradientenfluss einer konvexen Funktion
E:R" — R, falls fiir alle y € R™ gilt

d lly—

G+ B < B(y).

Man kann so gar zeigen, dass diese Ungleichung den Gradientenfluss konvexer Funktionen
charakterisiert.

Definition 6.50 (Evolutionsvariationsungleichung). Eine absolut stetig Kurve t —
in Pa(M) erfiillt die Evolutionsvariationsungleichung (EVI)x der Entropie, falls fiir alle
IS PQ(M )

d s, v)?

7 5 + Kwa(pag, v)? + Entm (p1¢) < Entpn(v).

Satz 6.51. Euxistiert fir eine dichte Menge an p € Po(M) eine Kurve t — p; welche die
Evolutionsvariationsungleichung erfillt, so ist Ent,, K-konvez.
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