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ben. Als solches wird es fortwährend erweitert und korrigiert, und kann im aktuellen Zu-
stand Fehler enthalten, neben Tippfehlern auch Ungenauigkeiten in den Aussagen sowie
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Im ersten Abschnitt dieses Skripts geht es um technische Details, die wichtig für
die Theorie des optimalen Transports sind. Vieles davon ist bereits aus den Standard-
Vorlesungen der Analysis bekannt und wird gegebenenfalls wiederholt und das Verständ-
nis vertieft.

In nächsten Abschnitt werden wir dann die Existenz von Minimierern behandeln, z.B.
folgt aus Prokhorovs Theorem sofort, dass die Menge der Kopplungen zweier Wahr-
scheinlichkeitsmaße kompakt ist und somit stets ein Minimierer für unterhalbstetige,
nicht-negative Kostenfunktionale existiert. Dieser Abschnitt wird recht kurz sein, da die
meisten Resultate als direkte Anwendungen der technischen Details angesehen werden
können.

Im dritten Abschnitt beschäftigen wird uns mit der Dual-Problem zu gegebene Kos-
tenfunktionen. Wie sich herausstellt, lassen mittels Lösungen der Dual-Probleme, die
Minimierer, insbesondere deren Träger, besser beschreiben. Eine zentraler Satz ist Kan-
torovich Dualitätstheorem, welches die Träger von Minimierer als c-zyklische Mengen
definiert auf denen man eine Duallösung konstruieren kann.

(TBD) - In den weiteren Abschnitten werden wir weitere Anwendungen behandeln,
u.a. werden die Existenz von Transportabbildungen gezeigt und Wasserstein-Räume be-
handelt, mit deren Hilfe wir zeigen können das Entropie-Funktionale konvex entlang von
Geodäten in Wasserstein-Räumen sind.
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1 Technische Details aus der Topologie

und Maßtheorie

Konvention: A ⊂ B und A ⊆ B sind äquivalente Schreibweise. Auf letzteres wird in
diesem Skript möglichst verzichtet.

1.1 Topologie metrischer Räume

Sei im folgenden M eine beliebige Menge. Eine Menge von Teilmengen τ ⊂ 2M wird
Topologie genannt, wenn ∅,M ∈ 2M und τ ist abgeschlossen unter endlichen Schnitten
sowie beliebigen Vereinigungen, d.h. falls U, V ∈ τ dann auch U ∩V ∈ τ sowie ∪i∈IUi ∈ τ
wann immer {Ui}i∈I ⊂ τ , wobei I eine beliebige, möglicherweise unendliche Indexmenge
ist. Die Elemente von τ heißen offen und deren Komplemente abgeschlossen. Die Menge
A heißt Umgebung von x, falls es eine offene Menge U ∈ τ gibt, so dass x ∈ U ⊂ A.

Für beliebige Mengen A ⊂M definieren wir den Abschluss clA von A und das Innere
∫

A von A wie folgt

clA :=
⋂

A⊂C abgeschlossen

C

intA :=
⋃

A⊃U offen

U,

d.h. clA ist die kleinste abgeschlossene Menge, die A enthält, und intA ist die größte
offene Menge, die in A enthalten ist. Es ist leicht zu sehen, dass clA abgeschlossen und
∫

A offen ist.
Das Tupel (M, τ) wird topologischer Raum genannt. Mittels der Topologie lässt sich

der Begriff der Konvergenz einer Folge einführen: Sei (xn)n∈N eine Folge in M . Dann
konvergiert xn gegen x, kurz xn → x, falls es für alle offenen Umgebungen U von x ein
N > 0 gibt, so dass xn ∈ U für all n ≥ N .

Eine Funktion f : (M, τ) → (M ′, τ ′) zwischen zwei topologischen Räumen wird stetig
genannt, wenn für alle offenen Mengen U ′ in M ′ die Menge f−1(U ′) ebenfalls offen ist.
Kurz aufgeschrieben bedeutet dies

f−1(τ ′) ⊂ τ.

Seien A ⊂ B zwei Teilmengen von M . Wir sagen A ist dicht in B, wenn für all
Umgebungen U von x ∈ B gilt U ∩ A 6= ∅. Schließlich wird M separabel genannt, falls
es eine abzählbare Teilmenge A = {xn}n∈N gibt die dicht in M ist.
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1 Technische Details aus der Topologie und Maßtheorie

Eine Familie {Ui}i∈I wird offene Überdeckung einer Menge A ⊂M genannt, wenn

K ⊂
⋃

i∈I
Ui.

Eine Menge C ⊂M wird kompakt genannt, wenn es für jede offene Überdeckung {Ui}i∈I
eine endliche Teilüberdeckung gibt, sprich es gibt endliche Teilmenge I ′ ⊂ I, so dass

C ⊂
⋃

i∈I′
Ui.

Aus der Definition folgt, dass C abgeschlossen ist. Wir nennen eine beliebige Menge A
präkompakt, wenn ihr Abschluss kompakt ist. Der topologische Raum (M, τ) wird lokal
kompakt genannt, wenn jedes x ∈M eine kompakte Umgebung besitzt.

Ist A eine Teilmenge, so erhält man eine induzierte Topologie τA auf A wie folgt

τA = {U ∩A ∈ 2A |U ∈ τ}.

Eine topologische Begriff gilt relativ bzgl. A, wenn er für bzgl. des topologischen Raums
(A, τ) gilt.

Eine Funktion d : M ×M → [0,∞) wird Metrik genannt, wenn für alle x, y, z ∈ M
gilt

• (Definiertheit) d(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y

• (Symmetrie) d(x, y) = d(y, x)

• (Dreiecksungleichung) d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z).

Das Tupel (M,d) wird metrische Raum genannt.

Bemerkung. Normalerweise wird auch Nicht-Negativität gefordert, wählt man jedoch
x = z, dann folgt aus den drei Bedingungen automatisch die Nicht-Negativität

0 = d(x, z) ≤ d(x, y) + d(x, y) = 2d(x, y).

Jeder metrischer Raum induziert eine natürlich Topologie τd, die wie folgt definiert ist

τd = {A ∈ 2M | ∀x ∈ A∃r > 0 : Br(x) ⊂ A}

wobei Br(x), die offene Kugel um x vom Radius r ist, die folgende Menge ist

Br(x) = {y ∈M | d(x, y) < r}.

Analog definieren wir die abgeschlossene Kugel B̄r(x) um x mit Radius r als

B̄r(x) = {y ∈M | d(x, y) ≤ r}.

Man kann leicht zeigen, dass τd eine Topologie ist, sowie dass jede offene Kugel auch
offen bzgl. τd ist.
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1 Technische Details aus der Topologie und Maßtheorie

Es lässt sich nun zeigen, dass eine Folge (xn)n∈N in der Topologie τd gegen ein x ∈M
konvergiert genau dann, wenn

lim
n→∞

d(xn, x) → 0.

Weiterhin lässt sich mittels der Metrik die Konvergenz in der üblichen ǫ-δ-Notation for-
mulieren.

Eine Folge (xn)n∈N heißt Cauchy-Folge, wenn es für jedes ǫ > 0 ein Nǫ > 0 gibt, so
dass für all n,m ≥ Nǫ

d(xn, xm) < ǫ.

Der metrische Raum (M,d) heißt vollständig, falls jede Cauchy-Folge konvergent ist.
Für metrische Räume kann man die Kompaktheit einer abgeschlossenen Menge wie

folgt charakterisieren.

Lemma 1.1. Angenommen (M,d) ist vollständig. Sei K ⊂M eine abgeschlossene Men-
ge. Die folgenden Aussagen sind äquivalent:

• (überdeckungskompakt) K ist kompakt, d.h. jede offene Überdeckung von K hat eine
endlich Teilüberdeckung.

• (folgenkompakt) Jede Folge (xn)n∈N in K hat eine konvergente Teilfolge mit Grenz-
wert in K.

• (total beschränkt - extern) Für jedes ǫ > 0 existieren endlich viele x1, . . . , xn ∈M ,
so dass

K ⊂ ∪ni=1Bǫ(xi).

• (total beschränkt - intern) Für jedes ǫ > 0 existieren endlich viele x1, . . . , xn ∈ K,
so dass

K ⊂ ∪ni=1Bǫ(xi).

Weiterhin ist (M,d) lokal kompakt genau dann, wenn es für jedes x ∈M ein r > 0 gibt,
so dass B̄r(x) kompakt ist.

Aus den Definitionen totalen Beschränktheit folgt sofort, dass jede total beschränk-
ten Menge separabel ist und deren Abschluss ebenfalls separabel ist. Analog kann man
folgendes zeigen.

Korollar 1.2. Ist Insbesondere, gilt für jedes A ⊂M mit (M,d) vollständig die folgende
Äquivalenzen:

• (überdeckungspräkompakt) der Abschluss clA von A ist überdeckungskompakt.

• (folgenpräkompakt) Jede Folge (xn)n∈N in A hat eine konvergente Teilfolge (mit
Grenzwert in M).

• (total beschränkt - extern) Für jedes ǫ > 0 existieren endlich viele x1, . . . , xn ∈M ,
so dass

A ⊂ ∪ni=1Bǫ(xi).
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1 Technische Details aus der Topologie und Maßtheorie

• (total beschränkt - intern) Für jedes ǫ > 0 existieren endlich viele x1, . . . , xn ∈ A,
so dass

A ⊂ ∪ni=1Bǫ(xi).

Korollar 1.3. Für jede total beschränkte Menge A ⊂M existiert eine abzählbare Menge
{xi}i∈N ⊂ A, die dicht in A ist, so dass es für jedes ǫ > 0 eine Nǫ ∈ N gibt mit

A ⊂
Nǫ
⋃

i=1

Bǫ(xi).

Bemerkung. Es ist leicht zu sehen, dass jede Cauchy-Folge total beschränkt ist.

Ein metrischer Raum wird eigentlich oder beschränkt-kompakt1 genannt, wenn jede
beschränkte, abgeschlossene Menge kompakt ist.

1.2 Maßtheorie

Die folgenden Dinge gelten auch für sogenannte polnischer Räume, das sind topologischer
Räume (M, τ), so dass es eine abgeschlossene Metrik d gibt mit τ = τd. Aus diesem Grund
werden wir im folgenden stets annehmen, dass (M,d) ein vollständiger metrischer Raum
ist.

Ein Teilmengensystem A ⊂ 2M mit ∅,M ∈ A, welches abgeschlossen ist bzgl. Komple-
mentierung, sowie abzählbarer Vereinigungen und Schnitten ist, wird σ-Algebra genannt.
Es lässt sich zeigen, dass zu jedem Teilmengensystem ̟ ⊂ 2M gibt es eine minimale
σ-Algebra B(̟), so dass für alle σ-Algebren C mit ̟ ⊂ C gilt B(̟) ⊂ C.

Die Borel σ-Algebra Bd ist definiert als minimale σ-Algebra B(τd), d.h. die Borel σ-
Algebra ist die kleinste σ-Algebra, die alle offenen Mengen (oder äquivalent alle ab-
geschlossenen Mengen) enthält. Im weiteren nennen wir die Elemente von Bd (Borel)
messbar oder Borel-Mengen.

Eine Abbildung µ : Bd → [0,∞] wird (Borel-)Maß auf (M,d) genannt, wenn die
folgende Eigenschaft gilt.

• (σ-Additivität) Sei {An}n∈N abzählbar viele disjunkte Mengen in Bd. Dann gilt

µ(
⋃

n∈N
An) =

∑

n∈N
µ(An).

Da wir annehmen, dass µ nicht-negativ ist, folgt aus der σ-Additivität, dass µ(∅) = 0.
Man kann zeigen, dass man die σ-Additivität auch durch die folgenden zwei Bedingungen
ersetzen kann

• (Endliche Additivität) µ(A∪B) = µ(A)+µ(B) für alle A,B ∈ Bd mit A∩B =
∅.

1Im englischen „proper metric space“. Das deutschen Varianten klingen sehr unbeholfen. Für bessere
Vorschläge wäre ich dankbar!
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1 Technische Details aus der Topologie und Maßtheorie

• (σ-Monotonie) Sei {An}n∈N abzählbar viele Mengen in Bd. Dann gilt

µ(
⋃

n∈N
An) = sup

N∈N
µ(

N
⋃

n=1

An).

Gilt An ⊂ An+1 dann kann die rechte Seite durch supn∈N µ(An) ersetzt werden.
Sollte µ(M) < ∞ sein, so heißt µ endlich. Gilt µ(M) = 1 so nennen wir es Wahr-

scheinlichkeitsmaß. Sei nun P(M) die Menge alle Wahrscheinlichkeitsmaße auf M .

Lemma 1.4. Für jedes endlich Maß und alle absteigenden Borel-Folgen, d.h. An ∈ Bd
mit An ⊃ An+1, gilt

µ(
⋂

n∈N
An) = inf

n∈N
µ(An).

Beweis. Da M\An ⊂M\An+1 gilt nach De Morgan

µ(
⋂

n∈N
An) = µ(M)− µ(

⋃

n∈N
(M\An))

= µ(M)− sup
n∈N

(M\An)

= inf
n∈N

(µ(M)− µ(M\An))

= inf
n∈N

µ(An).

Ein Maß µ wird lokal beschränkt genannt, wenn µ(Br(x)) <∞ für all x ∈M und r > 0.
Gilt hingegen nur, dass für jedes x ∈ M ein r > 0 gibt, so dass µ(Br(x)) < ∞, dann
nennen wir µ lokal endlich. Es ist nicht schwer zu sehen, dass in diesem Fall µ(K) < ∞
für all kompakten Mengen K.

Sei A eine Borel-Menge und µ ein Maß. Wir definieren ein neues Maß µA wie folgt

µA(B) = µ(A ∩B) für B ∈ Bd.

Es ist leicht zu sehen, dass µA ein endliches Maß ist genau dann, wenn µ(A) <∞.

Theorem 1.5. Jedes endlich Maß µ ist ein reguläres Maß, d.h. für alle Borel-Mengen
A gilt

µ(A) = inf{µ(U) |A ⊂ U offen}
= sup{µ(C) |C ⊂ A abgeschlossen}
= sup{µ(C) |C ⊂ A abgeschlossen und beschränkt}.

Bevor wir das Theorem beweisen, zeigen wir ein einfaches Korollar.

Korollar 1.6. Alle lokal endlichen Maße sind regulär.
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1 Technische Details aus der Topologie und Maßtheorie

Beweis des Korollars. Sei x ∈ A. Da µ lokal endlich ist, gibt es ein r > 0, so dass
µ(A∩Br(x)) <∞. Insbesondere gilt µ(A∩Br(x)) <∞ sowie aufgrund der σ-Monotonie

µ(A) = sup
r>0

µ(A ∩Br(x)).

Daraus schlussfolgern wir, dass es ein r0 ∈ (0,∞] gibt, so dass µ(A ∩ Br(x)) < ∞ für
alle r ∈ (0, r0) und µ(A ∩Br0(x)) = µ(A), wobei B∞(x) =M .

Sei nun rn ∈ (0, r0) mit rn → r0. Wir wenden das obige Theorem auf µA∩Brn (x)
und

A ∩Brn(x) an und finden eine abgeschlossene Menge Cn ⊂ A ∩Br(x) ⊂ A mit

|µ(A ∩Brn(x))− µ(Cn)| ≤
1

n
.

Somit gilt

µ(A) ≥ lim
n→∞

µ(Cn) ≥ lim
n→∞

[

µ(A ∩Brn(x))−
1

n

]

= µ(A).

Dies zeigt, die innere Regularität. Ist µ(A) < ∞, dann zeigt das obige Theorem, dass
auch die äußere Regularität gilt. Da stets µ(U) ≥ µ(A) für offene Mengen U ⊃ A, gilt
dies auch im Fall µ(A) = ∞.

Beweis des Theorems. Die dritte Approximation folgt, da

µ(C) = sup
r>0

µ(C ∩Br(x))

für alle x ∈M und r > 0.
Wir definieren ein Mengensystem A wie folgt

A = {B ∈ Bd | ∀ǫ > 0∃Fǫ abgeschlossen und Uǫ offen :

Fǫ ⊂ B ⊂ Uǫ, µ(Uǫ\Fǫ) < ǫ}.

Es ist leicht zu sehen, dass für jedes B ∈ A die Aussage des Theorems gilt. Somit genügt
es zu zeigen, dass A = Bd. Da Bd die kleinste σ-Algebra ist, die alle abgeschlossenen
Mengen enthält, muss nur gezeigt werden, dass A eine σ-Algebra ist und C ∈ A für alle
abgeschlossenen Mengen C.

Sei zunächst C abgeschlossen und definiere für jedes n ∈ N die offene Menge Un als

Un = {x ∈M | d(x, y) < 1

n
für ein y ∈ C}.

Aufgrund der σ-Monotonie gilt

µ(C) = µ(
⋂

n∈N
Un) = inf

N∈N
µ(

N
⋂

n=1

Un).

Somit ist C ∈ A.
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1 Technische Details aus der Topologie und Maßtheorie

Im letzten Schritt zeigen wir, dass A eine σ-Algebra ist. Da ∅ und M abgeschlossen
sind, genügt es zu zeigen, dass A abgeschlossen ist bzgl. Komplementierung und abzähl-
barer Vereinigung.

Angenommen B ∈ A und für gegebenes ǫ > 0, sei Fǫ und Uǫ wie in der Definition von
A. Dann ist F̃ǫ =M\Uǫ abgeschlossen und Ũǫ =M\Fǫ offen und es gilt F̃ǫ ⊂M\B ⊂ Ũǫ
sowie

µ(Ũǫ\F̃ǫ) = µ(Uǫ\Fǫ) < ǫ.

Da dies für beliebige ǫ > 0 gilt, ist M\B ∈ A.
Sei Bn ∈ A mit n ∈ N und für gegebenes ǫ > 0 sei Fn ⊂ Bn ⊂ Un, so dass

µ(Un\Fn) < ǫ2−n.

Weiterhin gilt

µ(∪∞
n=1Un\Fn,) ≤

∞
∑

n=1

µ(Un,\Fn,) < ǫ.

Da
µ(∪Nn=1Fn) → µ(∪∞

n=1Fn,),

gibt es ein hinreichend großes N0 > 0, so dass

µ(∪∞
n=1Un\ ∪N0

n=1 Fn) < ǫ.

Weil U = ∪∞
n=1Un offen und F = ∪N0

n=1Fn abgeschlossen ist, erfüllt B = ∪∞
n=1Bn die

Definition von A für ǫ > 0. Da ǫ > 0 beliebig war, gilt B ∈ A. Dies zeigt insbesondere,
dass A eine σ-Algebra ist.

Die Approximationseigenschaft über abgeschlossene Mengen nennt sich innere Regu-
larität. Maße, die innen-regulär und endlich für kompakte Mengen sind, werden auch
Radon-Maße genannt. Das Korollar zeigt, dass jedes lokal endliche Maß auf einem sepa-
rablen vollständigen, metrischen Raum ein Radon-Maß ist.

Korollar 1.7. Seien µ und ν zwei (lokal) endliche Maße, so dass

µ(C) = ν(C) für alle abgeschlossenen Menge C ⊂M

oder
µ(U) = ν(U) für alle offenen Menge U ⊂M.

Dann gilt µ = ν.

1.3 Exkurs - Caratheodorys Konstruktion über äußere Maße.

Ein äußeres Maß α ist eine Abbildung α : 2M → [0,∞], welches monoton und abzählbar
subadditiv ist, d.h. für A ⊂ B gilt α(A) ≤ α(B) und für jede abzählbare Menge von
Untermengen An ⊂M gilt

α(
⋃

n∈N
An) ≤

∑

n∈N
α(An).

Das äußere Maß ist endlich, wenn α(M) <∞.
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1 Technische Details aus der Topologie und Maßtheorie

Lemma 1.8. Sei α ein äußeres Maß, dann ist

Aα = {A ∈ 2M | ∀B ∈ 2M : α(B) = α(A ∩B) + α(B\A)}

eine σ-Algebra und α ist ein Maß definiert auf Aα.

Korollar 1.9. Angenommen jede offene Menge U ⊂ M ist in Aα. Dann gilt Bd ⊂ Aα

und es gibt ein Maß µ, mit

µ(A) = α(A) für all A ∈ Bd.

Lemma 1.10. Sei γ : τd → [0,M ] eine Funktion, die abzählbar subadditiv auf offenen
Mengen ist, d.h.

γ(∪n∈NUn) ≤
∑

n∈N
γ(Un)

für alle Folgen von offenen Mengen Un.
Dann ist α : 2N → [0,M ] definiert als

α(A) = inf{γ(U) |A ⊂ U offen}.

ein endliches, äußeres Maß

Beweis. Monotonie folgt direkt aus der Definition. Sei nun {An}n∈N eine Folge von Teil-
mengen von M . Für jedes ǫ > 0 und n ∈ Un, gibt es ein offenes Un, so dass An ⊂ Un
und

γ(Un) ≤ α(An) + ǫ2−n.

Somit gilt aufgrund der abzählbaren Subadditivität von γ

α(
⋃

n∈N
An) ≤ γ(

⋃

n∈N
Un) ≤

∑

n∈N
γ(Un) ≤ ǫ+

∑

n∈N
α(An).

Da ǫ > 0 beliebig ist, folgt sofort die Subadditivität von α.

Sei γ wie oben. Angenommen γ erfüllt außerdem, dass für alle offenen Mengen U, V
mit

Uǫ ∩ V = ∅ für ein ǫ > 0

gilt
γ(U ∪ V ) = γ(U) + γ(V ).

Dann gilt für alle Mengen A,B ⊂M

α(A ∪B) = α(A) + α(B)

mit Aǫ ∩B = ∅, wobei Aǫ = ∪x∈ABǫ(x). Jedes äußere Maß mit dieser Eigenschaft wird
metrisches äußeres Maß genannt.

Wir wollen nun zeigen, dass jedes äußere metrische Maß bereits eine Maß auf den
Borel-Mengen ist. Der Beweis dazu ist Halmos Buch (Abschnitt 11) entnommen.

12
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Lemma 1.11. Sei α ein endliches, metrisches äußeres Maß und E ⊂ U . Dann gilt

α(E) = lim
n→∞

α(En)

wobei für

En = E ∩ {x ∈ U | d(x,M\U) ≥ 1

n
}.

Beweis. Aufgrund der Monotonie muss nur folgendes gezeigt werden

α(E) ≤ lim
n→∞

α(En).

Definiere Dn = En+1\En, dann gilt für ǫ = 1
2min{m,n} und |m− n| > 1

(Dn)ǫ ∩Dm = ∅.

Da

E2n+1 ⊃ D2n ∪ E2n−1 ⊃
n
⋃

i=1

D2i

E2n ⊃ D2n−1 ∪ E2n−2 ⊃
n
⋃

i=1

D2i−1

erhalten wir
n
∑

i=1

α(D2i) ≤ α(E2n+1) ≤ µ(E)

und
n
∑

i=1

α(D2i−1) ≤ α(E2n) ≤ µ(E).

Somit konvergieren die Folgen (
∑n

i=1 α(D2i))n∈N und (
∑n

i=1 α(D2i−1))n∈N.
Schließlich gilt aufgrund

E = E2n ∪ (
∞
⋃

i=n

D2i) ∪ (
∞
⋃

i=n+1

D2i−1)

und der Subadditivität von α die folgende Ungleichung

α(E) ≤ α(E2n) +
∞
∑

i=n

α(D2i) +
∞
∑

i=n+1

α(D2i−1)

Dies zeigt, dass α(E) ≤ limn→∞ α(E2n) = limn→∞ α(En).

Theorem 1.12 (Caratheodory). Für jedes endliche, metrische äußere Maß α gibt es
ein eindeutiges, endliches Maß µ mit µ(B) = α(B) für alle B ∈ Bd. Insbesondere gilt
Bd ⊂ Aα.

13
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Beweis. Es genügt zu zeigen, dass für alle offenen Mengen U und alle Teilmengen A ⊂M
gilt

α(A) ≥ α(A ∩ U) + α(A\U).

Für E = A ∩ U sei En wie im obigen Lemma. Dann gilt d(En, A\U) > 0 und somit

α(A) ≥ α(En ∪A\U) = α(En) + α(A\U).

Da α(En) → α(E) gilt die Behauptung.

Korollar 1.13. Sei γ : τ → [0,M ] ein monotone, abzählbar subadditive Funktion defi-
niert auf den offenen Mengen, so dass für alle U, V ∈ τ , so dass Uǫ ∩ V = ∅ für ein
ǫ > 0, gilt

γ(U ∪ V ) = γ(U) + γ(V ).

Dann gibt es ein eindeutiges Borel-Maß µ, so dass µ(U) = γ(U) für alle U ∈ τ ⊂ Bd.

1.4 Integration über messbare Funktionen

Analog2 zur Stetigkeit von Funktion zwischen metrischen/topologischen Räumen defi-
nieren wir die Messbarkeit wie folgt: Eine Funktion f : M → M ′ zwischen metrischen
Räumen (M,d) und (M ′, d′) wird (Borel) messbar genannt, wenn für alle Borel messba-
ren Mengen B in M ′, die Menge f−1(B′) Borel messbar ist, kurz f−1(Bd′) ⊂ Bd.

Eine Funktion f heißt einfach, wenn es endlich viele disjunkte Borel-Mengen Ai gibt
und ai ∈ R, so dass

f =

N
∑

i=1

aiχAi
.

Sei m ein beliebigen Maß auf (M,d). Wir sagen eine Folge (fn) von Borel-Funktionen
konvergiert m-fast überall gegen eine Borel-Funktion f , wenn es eine Borel-Menge A gibt,
so dass m(M\A) = 0 und für alle x ∈ A

f(x) = lim
n→∞

fn(x).

Theorem 1.14. Jede Borel-Funktion f : M → [0,∞] lässt sich durch einfache Borel-
Funktionen von unten approximieren, d.d. es gibt es eine Folge (fn)n∈N von einfachen
Borel-Funktionen, so dass

fn ≤ fn+1 ≤ f

und (fn)n∈N konvergiert m-fast überall gegen f .

2Als mathematisches Grundprinzip gilt, dass Funktionen zwischen Räumen der Kategorie X die Ka-
tegorie erhalten sollten. In der Kategorientheorie wird diese Kompatibilität als „Funktionen sind
kontra-invarianter Funktoren“ ausgedrückt.
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Für zwei Borel-Funktionen f und g benutzen wir die Schreibweise f ≤ g, falls dies
m-fast überall gilt, d.h. es gibt eine Borel-Menge A, so dass m(M\A) = 0 und für alle
x ∈ A gilt f(x) ≤ g(x).

Ist g =
∑N

i=1 aiχAi
≥ 0 eine einfache Borel-Funktion so definieren wir das Integral von

g über m wie folgt
∫

gdµ =

N
∑

i=1

aim(Ai).

Das allgemeine Integral von Borel-Funktionen f ≥ 0 über m ist nun wie folgt definiert
∫

fdm = sup{
∫

gdm | f ≥ g ist eine einfach Borel-Funktion}.

Es ist einfach zu sehen, dass für f ≥ g stets
∫

fdm ≥
∫

gdm gilt.
Der folgende Satz zeigt, dass man Integration auch anders berechnen kann.

Satz 1.15 (Cavalleris Prinzip der Integration). Für alle Borel-Funktionen f : M →
[0,∞] gilt

∫

fdm =

∫ ∞

0
m({f > r})dr.

Beweis. Es ist leicht zu sehen, dass der Satz für einfache Borel-Funktionen gilt. Sei nun
(fn)n∈Neine monotone Folge von einfachen Funktionen mit fn ≤ f und fn → f m-fast
überall, so dass

∫

fndm →
∫

fdm.

Da {fn > r} ⊂ {fn+1 > r} und {f > r} = ∪n∈N{fn > r}, gilt aufgrund der σ-Additivität

m({fn > r}) → m({f > r}),

so dass der Satz der monotonen Konvergenz zeigt
∫ ∞

0
m({fn > r}dr →

∫ ∞

0
m({f > r})dr.

Da
∫

fndm =

∫ ∞

0
m({fn > r}dr,

folgt sofort
∫

fdm =

∫ ∞

0
m({f > r})dr.

Bemerkung. Für allgemeine Borel-Funktionen f :M → [−∞,∞] gilt ein analoges State-
ment, wenn die Funktion integrierbar ist, d.h. wenn f+ und f− mit f = f+ − f− inte-
grierbar sind. In dem Fall gilt

∫

fdm =

∫ ∞

−∞
m({f > r})dr.
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1.5 Auswahltheoreme messbare mengenwertiger

Abbildungen

Sei µ ∈ P(M) eine Maß und Aµ wie im Abschnitt über die Caratheodory-Konstruktion.
Man kann zeigen, dass Aµ die kleinste µ-generierte, vollständige σ-Algebra ist, so dass
für alle B ∈ Bd mit µ(B) = 0 auch A ∈ Aµ für alle A ⊂ B. Wir sagen, dass jedes A ∈ Aµ

µ-messbar ist.
Der folgende Satz ist einer der Fundamentalsätze der Theorie von messbaren Räumen.

Statt diesen zu beweisen, werden wir lediglich einen Sonderfall behandeln, welcher ohne
Probleme mit Hilfe des bisherigen Stoffes bewiesen werden kann.

Satz 1.16 (Universalle Messbarkeit von Bildern stetiger Funktionen). Seien (M,d) und
(N, d) vollständige, separable, metrische Räume und f : B → N eine stetige Abbildung.
Dann ist für jedes Maß ν ∈ P(N) und jede Borel-Menge B, die Menge f(B) ν-messbar.

Bemerkung. Die Bilder stetiger Funktionen werden analytische Mengen oder Suslin-
Mengen genannt.

Definition 1.17 (mengenwertige Funktion). Sei µ ∈ P(M). Eine mengenwertige Funk-
tion

F :M → 2M

heißt µ-messbar, wenn für alle offenen Mengen U

F−1(U) ∈ Aµ.

Korollar 1.18. Angenommen der Graph von F ist abgeschlossen, d.h. für (xn, yn) →
(x, y) mit yn ∈ F (xn) gilt y ∈ F (x). Dann ist F µ-messbar für alle µ ∈ P(M).

Beweis. Da Γ = {(x, F (x)}x∈M abgeschlossen ist, ist es messbar und somit auch Γ∩M×U
für alle offenen Mengen U . Schließlich gilt

F−1(U) = {x ∈M |F (x) ∩ U 6= ∅}
= p1(Γ ∩M × U), ,

woraus sofort folgt, dass F−1(U) µ-messbar ist.

Theorem 1.19 (Kuratowski–Ryll-Nardzewski). Sei (M,d) und (N, d′) vollständige, se-
parable, metrische Räume und µ ∈ P(M). Angenommen F : M → 2N ist µ-messbar
und F (x) ist abgeschlossen für alle x ∈ M . Dann gibt es eine µ-messbare Funktion
f :M →M , so dass f(x) ∈ F (x).

Zunächst ein einfaches Lemma.

Lemma 1.20. Seien An ∈ Aµ. Dann gibt es eine Folge disjunter Mengen Bn ∈ Aµ mit
Bn ⊂ An, so dass

⋃

n∈N
Bn =

⋃

n∈N
An.
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Beweis des Theorems. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit können wir die Metrik d′

durch min{d′, 12} ersetzen. Insbesondere gilt dann B1(y) = N für alle y ∈ N . Sei {yn}n∈N
dicht in N . Wir konstruieren eine Folge von messbaren Funktion fn :M → N wie folgt:
Für n = 0 definiere

f0 ≡ y0.

Angenommen fn−1 wurde bereits konstuiert. Sei

Ank = {x ∈M | d(fn−1(x), yk) < 2n−1, d(yn, F (x)) < 2−n}
= f−1

n−1(B2n−1(yk)) ∩ F−1(B2−n(yk)).

Da fn−1 und F µ-messbar sind, sind auch die Mengen Ank µ-messbar. Weiterhin gilt

M =
⋃

k∈N
Ank ,

so dass es nach dem vorigen lemma µ-messbare disjunkte Mengen Bn
k ⊂ Ank gibt mit

⋃

k∈N
Bn
k =

⋃

k∈N
Ank .

Setzten wir nun fn(x) = yk für x ∈ Bn
k , so ist es leicht zu sehen, dass fn µ-messbar ist.

Weiterhin gilt
d(fn(x), F (x)) < 2−n

und
d(fn(x), fn+1(x)) < 2−n,

d.h. für alle x ∈M ist die Folge (fn(x))n∈N eine Cauchy-Folge mit Limes in F (x). Somit
ist

f(x) = lim
n→∞

fn(x)

die gesuchte µ-messbare Funktion mit f(x) ∈ F (x).

Korollar 1.21. Seien (M,d) und (N, d′) separable, vollständige, metrische Räume, π
ein Maß auf M ×N und µ = (p1)∗π. Dann gibt es eine µ-messbare Auswahl f :M → N
mit

(x, f(x)) ∈ suppπ

für alle x ∈ suppµ.

1.6 Satz von Lusin

Satz 1.22 (Satz von Lusin). Seien (M,d) und (N, d′) separable, vollständige metrische
Räume, µ eine endliches Maß auf M und f : M → N eine µ-messbare Funktion. Dann
gibt es für alle ǫ > 0 eine kompakte Mengen K ⊂ M mit µ(M\K) < ǫ, so dass die
Einschränkung von f auf K,

f
∣

∣

K
: K → R,

stetig ist.
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Beweis. Sei {yn}n∈N dicht in N und B = {Bq(yn) | q ∈ Q, n ∈ N}. Dann ist B abzählbar
und jede offene Menge V in N ist die Vereinigung von Mengen in B, d.h. B ist eine Basis
der Topology τd′ .

Da f messbar ist, sind auch f−1(Vn) und M\f−1(Vn) messbar für alle Vn ∈ B. Wei-
terhin gibt es aufgrund der Endlichkeit von µ kompakte Mengen Kn ⊂ f−1(Vn) und
K̃n ⊂M\f−1(Vn), so dass

µ(M\(Kn ∪ K̃n)) <
ǫ

2n
.

Somit gilt für die kompakte Menge

K =
⋂

n∈N
(Kn ∪ K̃n)

die Abschätzung
µ(M\K) < ǫ.

Wir behaupten f ist stetig auf K.
Da Kn und K̃n disjunkte, kompakte Mengen sind, sind auch K ∩ Kn und K ∩ K̃n

disjunkt und kompakt in K und es gilt K ∩Kn = K\(K ∩ K̃n), d.h. K ∩Kn ist auch
offen in K. Die Konsturktion zeigt nun, dass

K ∩Kn = (f
∣

∣

K
)−1(Vn),

d.h. das Urbild von Vn bzgl. der Einschränkung f
∣

∣

K
ist offen. Ist nun V ⊂ N offen, so

gilt
V =

⋃

V⊃Vn∈B
Vn,

so dass
(f
∣

∣

K
)−1(V ) = (f

∣

∣

K
)−1(

⋃

V⊃Vn∈B
Vn) =

⋃

V⊃Vn∈B
(f
∣

∣

K
)−1(Vn)

offen in K ist und damit f
∣

∣

K
stetig.

Korollar 1.23. Ist f : M → N µ-messbar für eine endliches Maß µ, dann gibt es eine
Borel-Abbildung f̃ : M → R, so dass µ({f 6= f̃}) = 0 und der Graph von f̃ ist eine
Borel-Menge in M ×N .

Beweis. Sei 0 < ǫm < 1
m und Km wie in der obigen Konstruktion. Es ist leicht zu sehen,

dass man die Mengen K
(m)
n und K̃

(m)
n aufsteigend wählen kann, d.h. K(m)

n ⊂ K
(m+1)
n

und K̃(m)
n ⊂ K̃

(m+1)
n . Damit gilt auch K(m) ⊂ K(m+1) und

µ(M\Ω) = lim
m→∞

µ(M\K(m)) = 0

für Ω = ∪m∈NK(m). Da f
∣

∣

Km stetig ist, ist somit

f̃(x) =

{

f(x) x ∈ Ω

y0 x /∈ Ω

18
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eine Borel-Funktion mit µ({f 6= f̃}) = 0 wobei y0 ∈ N beliebig ist.
Da f auf K(m) stetig ist und K(m) kompakt, ist graph(f

∣

∣

K(m)) abgeschlossen und somit

eine Borel-Menge in M ×N . Schließlich ist hat der Graph von f̃ die folgende Form

graph(f̃) =M\Ω× {y0} ∪
⋃

m∈N
graph(f

∣

∣

K(m)),

d.h. graph(f̃) ist eine Borel-Menge.

Korollar 1.24. Ist π ∈ P(M×N), µ = (p1)∗π und f :M → N eine µ-messbare Auswahl
von suppπ, dann gibt es eine Borel-Abbildung f̃ , so dass

π(graph f\ graph f̃).

Beweis. Sei f̃ wie im vorigen Korollar. Da

graph f\ graph f̃ ⊂ (p1)
−1({f 6= f̃})

und µ({f 6= f̃}) = 0, folgt sofort die Aussage.

1.7 Auswahl zweier disjunkter Borel-Abbildungen

In diesem Abschnitt wird gezeigt, wie dass ein Maß π auf dem Produktraum M×M ent-
weder durch eine Abbildung gegeben ist, oder das es zwei Borel-Abbildungen gibt deren
Bilder strikt separierbar ist auf eine Menge positiven Maßes bzgl. des ersten Marginals
von π.

Satz 1.25 (Auswahl-Dichotomie). Seien (M,d) und (N, d′) separable, vollständige, me-
trischer Räume und π eine Maß auf P(M × N) und µ = (p1)∗π. Dann gilt folgende
Dichotomie:

1. Für jede µ-messbare Auswahl f :M → N von suppπ gilt

π(M ×N\ graph f) = 0,

d.h. π = (id×f)∗µ.

2. Es gibt eine kompakte Menge K ⊂ M mit µ(K) > 0 und zwei stetige Abbildungen
f1, f2 : K → N mit

graph fi ⊂ suppπ > 0, i = 1; 2,

und f1(K) ∩ f2(K) = ∅.

Beweis. Es ist leicht zu sehen, dass höchstens eine der beiden Aussagen wahr ist.
Da suppπ abgeschlossen ist, gibt es eine µ-messbare Auswahl f von suppπ. Angenom-

men die erste Aussage ist nicht wahr. Wir ersetzen zunächst f durch eine Borel-Abbildung
f̃ mit der gleichen Eigenschaft.
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Aus den Annahmen folgt, dass für

A =M ×N\ graph f̃

das Maß πA = π(A∩·) eine nicht-triviales, endliches Maß ist. Somit gibt es eine kompakte
Menge C ⊂ A mit πC(A) > 0. Dann ist πC = π(C ∩ ·) ebenfalls ein nicht-triviales,
endliches Maß mit

πC ⊂ C.

Insbesondere gibt es eine µ′-messbare Auswahl g von πC wobei µ̂ = (p1)∗πC . Es sei
angemerkt, dass f̃ ebenfalls eine Auswahl von

C̃ = suppπ ∩ p1(C)

ist. Im folgenden betrachten wir g und f̃ als eine Auswahl von C̃ welche µ̂-messbar sind.
Aus dem Satz von Lusin folgt, dass es für beliebiges ǫ > 0 kompakte Mengen K,K ′ ⊂

M mit µ̂(M\K), µ̂(M\K ′) ≤ ǫ
2 gibt, so dass f̃ und g stetig aufK bzw.K ′ sind. Weiterhin

gilt
µ̂(M\(K ∩K ′)) ≤ µ̂(M\K) + µ̂(M\K ′) ≤ ǫ,

d.h. f̃ und g sind stetig auf der kompakten Menge K̃ positiven µ̂-Maßes.
Aufgrund der Konstruktion gilt f̃(x) 6= g(x) für alle x ∈ K̃. Die Stetigkeit implziert

nun, dass es ein ǫ > 0 gibt, so dass

f̃(B̄ǫ(x) ∩ K̃) ∩ g(B̄ǫ(x) ∩ K̃) = ∅.

Wählen wir schließlich x0 ∈ supp µ̂ ∩ K̃, so gilt

µ(B̄ǫ(x0) ∩ K̃) ≥ µ̂(B̄ǫ(x0) ∩ K̃) > 0

und f1(x) = f̃(x) und f2(x) = g(x) für x ∈ B̄ǫ(x0)∩ K̃ sind die gesuchten Abbildungen.
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2 Der Raum der

Wahrscheinlichkeitsmaße

2.1 Eine Konvergenz auf dem Raum der

Wahrscheinlichkeitsmaße

Der Raum der Wahrscheinlichkeitsmaße auf (M,d) wird bezeichnen wir P(M). Auf dem
Raum der Wahrscheinlichkeitsmaße definieren wir den folgenden Begriff der schwachen
Konvergenz : Wir sagen eine Folge (µn)n∈N in P(M) konvergiert schwach gegen ein Wahr-
scheinlichkeitsmaß µ, kurz µn ⇀ µ, wenn für alle beschränkten, stetigen Funktionen
f ∈ Cb(M) gilt

∫

fdµn →
∫

fdµ.

Es ist nicht schwer zu sehen, dass wenn immer µn ⇀ µ, dann µnm ⇀ µ für alle
Teilfolgen von (µn)n∈N.

Bemerkung. (1) Aus der Funktionalanalysis ist bekannt, dass der Raum der endlichen Ma-
ße das Dual des Banach-Raums Cb(M) ist und die „schwache Konvergenz“ der schwachen
∗-Konvergenz entspricht. Dies kann mit Hilfe des Riesz-Repräsentationssatzes gezeigt
werden. Kombiniert man dieser Charakterisierung mit dem Satz von Banach-Alaoglu, so
folgt Prokhorovs Theorem (siehe Abschnitt 2.3) für kompakte metrische Räume (M,d).
Wir präsentieren eine direkte Variante, die mit einfacheren Mitteln gezeigt werden kann.

(2) Ein Begriff der Konvergenz impliziert in der Regel keine Topologie. Im nächsten
Abschnitt werden wir zeigen, dass die schwache Topologie metrisierbar ist, d.h. es gibt
eine Metrik auf P(M) deren Konvergenzbegriff mit der schwachen Konvergenz überein-
stimmt.

Zunächst die folgenden technischen Lemmas.

Lemma 2.1. Für alle monotonen Funktionen ϕ : [0, 1] → [0, 1], gibt es eine abzählbare
Menge A ⊂ [0, 1], so dass für alle r ∈ [0, 1]\A

lim
ǫ→0

ϕ(r + ǫ)− ϕ(r) = 0.

Theorem 2.2 (Portmanteau). Sei (µn)n∈N eine Folge von Wahrscheinlichkeitsmaßen
und µ ein Wahrscheinlichkeitsmaß. Die folgenden Aussagen sind äquivalent:

1. µn ⇀ µ.

2. lim supn→∞ µn(C) ≤ µ(C) für alle abgeschlossenen Mengen C ⊂M .
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3. lim infn→∞ µn(U) ≥ µ(U) für alle offenen Mengen U ⊂M .

4. lim inf µn(A) = µ(A) für alle Borel-Mengen A mit µ(∂A) = 0.

Beweis. Angenommen µn ⇀ µ, dann gilt für die Funktionen

gm(x) = min

{

(1− 1

m
d(x,C)), 0

}

das folgende
χC(x) ≤ gm(x) ≤ χCm(x)

wobei

Cm = {x ∈M | d(x,C) < 1

m
}.

Somit erhalten wir

lim sup
n→∞

µn(C) ≤ lim inf
m→∞

lim
n→∞

∫

gmdµn

= lim inf
m→∞

∫

gmdµ

≤ lim
m→∞

µ(Cm) = µ(C).

Da µn(U) = 1− µn(M\U) sowie µ(U) = 1− µ(M\U), gilt

lim inf
n→∞

µn(U) = 1− lim sup
n→∞

µn(M\U)

≥ 1− µ(M\U) = µ(U).

Dies zeigt auch, dass die zweite und dritte Aussage äquivalent ist.
Im allgemeinen gilt nun

µ(intA) ≤ lim inf
n→∞

µn(intA)

≤ lim sup
n→∞

µn(A)

≤ lim sup
n→∞

µn(clA)

≤ µ(clA).

Angenommen µ(∂A) = 0 dann gilt µ(A) = µ(intA) = µ(clA) und der Limes-superior
und der Limes-inferior stimmen überein und sind somit gleich µ(A).

Um den Beweis abzuschließen, zeigen wir noch, dass die letzte Aussage die erste im-
pliziert. Sei f ∈ Cb(M). Aufgrund der Linearität und der Endlichkeit der Maße können
wir annehmen, dass 0 ≤ f ≤ 1.

Definiere eine monotone Funktion ϕ : [0, 1] → [0, 1] wie folgt

ϕ(r) = µ({f > r}).
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2 Der Raum der Wahrscheinlichkeitsmaße

Dann gilt
µ({f = r}) = lim

ǫ→0
ϕ(r + ǫ)− ϕ(r) = 0

für alle r ∈ [0, 1]\A für eine abzählbare Menge A. Somit erhalten wir durch Cavalleris
Prinzip der Integration und den Annahmen das folgende

∫

fdµn =

∫ 1

0
µn(Ar)dr →

∫ 1

0
µ(Ar)dr =

∫

fdµ

wobei wir im mittleren Schritt den Satz der beschränkten Konvergenz auf die Folge
ψn(r) = µn(Ar) und dem Lebesgue-Maß auf [0, 1] angewendet haben.

Korollar 2.3. Die schwache Konvergenz µn ⇀ µ ist äquivalent zu folgender Aussage:
Für alle unterhalbstetigen Funktionen f :M → [0,∞] gilt

∫

fdµ ≤ lim inf
n→∞

∫

fdµn.

Beweis. Zunächst sei angemerkt, dass für jedes offene U die Funktion f = χU unter-
halbstetig ist und somit die Aussage des Lemmas die schwache Konvergenz impliziert.

Angenommen µn ⇀ µ. Da die Mengen {f > r} offen sind für r ∈ [0,∞], gilt

µ({f > r}) ≤ lim inf µn({f > r}),

so dass wir mit Fatous Lemma schließen
∫

fdµ =

∫ ∞

0
µ({f > t})dt

≤ lim inf
n→∞

∫ ∞

0
µn({f > r})dr

= lim inf
n→∞

∫

fdµn.

2.2 Metrik auf dem Raum der Wahrscheinlichkeitsmaße

In diesem Abschnitt werden wir zeigen, dass die schwache Konvergenz durch eine Metrik
induziert wird.

Seien µ und ν zwei Wahrscheinlichkeitsmaße in P(M). Dann definieren wir die Levy-
Prokhorov-Metrik dLP zwischen µ und ν wie folgt

dLP (µ, ν) = inf{ǫ > 0 | ∀A ∈ Bd : µ(A) ≤ ν(Aǫ) + ǫ}.

Lemma 2.4. Der Raum (P(M), dLP ) ist ein metrischer Raum.
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2 Der Raum der Wahrscheinlichkeitsmaße

Beweis. Zunächst zeigen wir, dass dLP symmetrisch ist: Sei A ∈ Bd und d(µ, ν) < ǫ dann
gilt

(M\Aǫ)ǫ ⊂M\A,
so dass

µ(Aǫ) + ǫ = 1 + ǫ− µ(M\Aǫ)
≥ 1− ν((M\Aǫ)ǫ)
≥ 1− ν(M\A) = ν(A).

Somit gilt dLP (ν, µ) < ǫ. Insbesondere ist dLP symmetrisch.
Angenommen, d(µ, ν) = 0. Dann gilt für alle abgeschlossenen C

µ(C) ≤ lim
n→∞

(

ν(C 1
n
) +

1

n

)

= ν(C).

Aufgrund der Symmetrie auch ν(C) ≤ µ(C) womit µ = ν.
Schließlich zeigen wir noch die Dreiecksungleichung: Sei d(µ, ν) < ǫ, d(ν, σ) < δ und

A ∈ Bd, dann gilt
µ(A) ≤ ν(Aǫ) + ǫ ≤ σ(Aǫ+δ) + ǫ+ δ,

so dass d(µ, σ) < ǫ+ δ.

Da µ(A) ≤ µ(clA) für alle Borel-Mengen A gilt, erhalten wir die folgenden vereinfachte
Charakterisierung.

Korollar 2.5. Es gilt

dLP (µ, ν) = inf{ǫ > 0 | ∀abgeschlossenen C : µ(C) ≤ ν(Cǫ) + ǫ}.

Lemma 2.6. Sei (M,d) ein separabler metrischer Raum. Dann gibt es für alle Wahr-
scheinlichkeitsmaße µ und ǫ > 0 ein δ ∈ (0, ǫ), endlich viele x1, . . . , xn ∈ M und ein
Wahrscheinlichkeitsmaß

ν =
n
∑

i=1

aiδxi

mit ai ∈ [0, 1], so dass
dLP (µ, ν) < ǫ

und
µ(M\ ∪ni=1 Bδ(xi)) <

ǫ

2

mit µ(∂Bδ(xi)) = 0 für i = 1, . . . , n.

Beweis. Übung.

Korollar 2.7. Der metrische Raum (P(M), dLP ) ist separabel genau dann, wenn (M,d)
separabel ist.
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2 Der Raum der Wahrscheinlichkeitsmaße

Satz 2.8. Sei (M,d) ein separabler, metrischer Raum, (µn)n∈N eine Folge von Wahr-
scheinlichkeitsmaßen und µ ein Wahrscheinlichkeitsmaß. Die folgenden Aussagen sind
äquivalent:

1. µn ⇀ µ.

2. d(µn, µ) → 0,

d.h. die schwache Konvergenz entspricht der natürlichen Konvergenz des metrischen
Raums (P(M), dLP ).

Beweis. Sei zunächst d(µn, µ) → 0. Dann gilt für alle abgeschlossenen Mengen C und
d(µn, µ) < ǫn → 0 das folgende

lim sup
n→∞

µn(C) ≤ lim
n→∞

(µ(Cǫn) + ǫn) = µ(C).

Dies impliziert µn ⇀ µ.
Umgekehrt nehmen wir an, dass µn ⇀ µ. Da (M,d) separabel ist, erhalten wir für ǫ > 0

ein δ > 0 und endlich viele x1, . . . , xn wie im obigen Lemma. Für jedes I ⊂ {1, . . . ,m}
definiere

BI =
⋃

i∈I
Bδ(xi).

Da µ(∂Bδ(xi)) = 0, gilt ebenfalls µ(∂BI). Da µn ⇀ µ, gibt es somit ein Nǫ > 0, so dass
für n ≥ N0 und alle I ⊂ {1, . . . ,m}

|µn(BI)− µ(BI)| ≤
ǫ

2

|µn(M\ ∪mi=1 Bδ(xi))− µ(M\ ∪mi=1 Bδ(xi))| ≤
ǫ

2
.

Insbesondere gilt

µn(M\ ∪mi=1 Bδ(xi)) ≤ µ(M\ ∪mi=1 Bδ(xi)) +
ǫ

2
≤ ǫ

Für beliebige Borel-Mengen A sei IA definiert als

IA = {i ∈ {1, . . . ,m} |Bδ(xi) ∩A 6= ∅}.

Dann gilt
(BIA)ǫ ⊂ (A ∩BIA)3ǫ ⊂ A3ǫ

und
M\A ⊂M\ ∪mi=1 Bδ(xi).

so dass

µn(A) ≤ µn(BIA) + µn(M\ ∪mi=1 Bδ(xi))

≤ µ(BIA) + ǫ

≤ ν((BIA)ǫ) + 2ǫ ≤ ν(A3ǫ) + 3ǫ.
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2 Der Raum der Wahrscheinlichkeitsmaße

Somit gilt für n ≥ Nǫ

d(µ, µn) ≤ d(µ, ν) + d(ν, µn) ≤ 3ǫ.

Zum Schluss wollen wir noch die Menge der δ-Maße betrachten. Dazu definieren wir
folgende Menge

P(1)(M) = {δx ∈ |x ∈M}
wobei δx(A) = χA(x).

Sei d̃ = {1, d}, dann ist d̃ eine Metrik auf M und die Räume (M,d) und (M, d̃) sind
lokal bi-Lipschitz äquivalent, d.h.

Bd
r (x) = Bd̃

r (x)

für alle x ∈ M und r ∈ (0, 1). Insbesondere, ist id : (M,d) → (M, d̃) eine Homeomor-
phismus.

Lemma 2.9. Die Räume (M, d̃) und (P(1)(M), dLP ) sind abgeschlossen.

2.3 Prokhorovs Theorem

In diesem Abschnitt beweisen wir das zentrale Theorem zur Charakterisierung von kom-
pakten Mengen von Wahrscheinlichkeitsmaßen.

Definition 2.10 (Straffe Maße). Eine Familie von Maßen {µi}i∈I wird (gleichmäßig)
straff genannt, wenn es für jedes ǫ > 0 eine kompakte Menge Kǫ ⊂ M gibt, so dass für
alle i ∈ I gilt

µi(M\Kǫ) < ǫ.

Wir wollen in diesem Abschnitt zeigen, dass der Begriff einer straffen Menge von Wahr-
scheinlichkeitsmaßen äquivalent zur Präkompaktheit dieser Menge ist. Zunächst zeigen
wir, dass Präkompaktheit die gleichmäßige Straffheit impliziert.

Satz 2.11. Sei (M,d) ein vollständiger, separabler, metrischer Raum. Dann ist jede total
beschränkte Menge Γ ⊂ P(M) ist gleichmäßig straff.

Bemerkung. Die Aussage ist falsch für nicht-separable metrische Räume.

Beweis. Sei {xi}i∈N dicht in M . Da Γ total beschränkt ist, finden wir laut Korollar 1.3
eine abzählbare, dichte Menge {µn}n∈N in Γ, so dass es für jedes ǫ > 0 und k ∈ N ein
Nk > 0 gibt mit

Nk

inf
n=1

dLP (µn, µ) ≤ ǫ2−(k+1) für alle µ ∈ Γ.

Für n ∈ {1, . . . , Nk} definiere

Akn = {µ ∈ Γ | dLP (µn, µ) ≤ ǫ2−(k+1)}.
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2 Der Raum der Wahrscheinlichkeitsmaße

Dann gilt

Γ =

Nk
⋃

i=1

Akn.

Da {µn}Nk

n=1 endlich ist und

M =
⋃

i∈N
B2−(k+1)(xi)

gibt es ein Mk > 0, so dass für n ∈ {1, . . . , Nk} gilt

µn(M\ ∪Mk

i=1 B2−(k+1)(xi)) ≤ ǫ2−(k+1).

Insbesondere gilt dann auch

µn(M\ ∪Mk

i=1 B̄2−k(xi)) ≤ ǫ2−k.

Da ǫ > 0, sehen wir, dass

(M\ ∪Mk

i=1 B̄2−k(xi))ǫ2−(k+1) ⊂ (M\ ∪Mk

i=1 B̄2−k(xi))2−(k+1)

⊂M\ ∪Mk

i=1 B2−(k+1)(xi).

Somit gilt für µ ∈ Akn

µ(M\ ∪Mk

i=1 B̄2−k(xi)) ≤ µn(M\ ∪Mk

i=1 B2−(k+1)(xi)) + ǫ2−(k+1) ≤ ǫ2−k.

Da die Vereinigung alle Akn gleich Γ ist, muss dies für alle µ ∈ Γ gelten, d.h.

µ(M\Wk) ≤ ǫ2−k für alle µ ∈ Γ

wobei

Wk =

Mk
⋃

i=1

B̄2−k(xi).

Aus der Definition von Wk folgt nun, dass W = ∩∞
k=1Wk abgeschlossen und total be-

schränkt ist. Insbesondere gilt für alle µ ∈ Γ

µ(M\W ) ≤
∞
∑

k=1

µ(M\Wk) ≤
∞
∑

k=1

ǫ2−k = ǫ.

Da ǫ > 0 beliebig war, haben wir gezeigt, dass Γ gleichmäßig straff ist.

Korollar 2.12. Jedes endliche Maß µ auf einem vollständigen, separablen, metrischen
Raum ist straff und es gilt

µ(A) = sup{µ(K) |K ⊂ A kompakt}.
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Korollar 2.13. Ist (M,d) vollständig und separabel, dann ist jede Cauchy-Folge in
(P(M), dLP ) gleichmäßig straff.

Im folgenden wollen wir die Äquivalenz der totalen Beschränkheit und der gleichmä-
ßigen Straffheit zeigen. Dazu betrachten wir folgenden Hilfssatz.

Lemma 2.14. Sei {xn}n∈N dicht in M und {Ki}i∈N eine aufsteigende Folge von kom-
pakten Mengen. Dann ist das folgende Mengensystem

H = {
⋃

n∈I,i∈J
B̄qn,i

(xn) ∩Ki | qn,i ∈ Q, i ∈ N, I, J ⊂ N endlich}

abzählbar und abgeschlossen bzgl. endlicher Vereinigungen.
Außerdem gilt das folgendes: Angenommen für ein abgeschlossenes F gilt F ⊂ U ∩H

wobei H ∈ H und U ist offen. Dann gibt es ein H0 ∈ H, so dass F ⊂ H0 ⊂ U .

Bemerkung. Ist r < 0 so setzen wir B̄r(x) = ∅.

Beweis. Es ist leicht zu sehen, dass H abzählbar und abgeschlossen bzgl. endlicher Ver-
einigungen ist.

Sei nun F , H und U wie in der Behauptung des Lemmas. Da {Ki}i∈N aufsteigend ist,
gibt es ein i ∈ N, so dass F ⊂ Ki. Insbesondere ist F kompakt. Deshalb gibt es für jedes
r > 0 endlich viele xn, n ∈ I, so dass

F ⊂ ∪n∈IBr(xi) ⊂ ∪n∈IB2r(xi) ⊂ U.

Wählen wir q ∈ [r, 2r) ∩ Q, so erfüllt H0 = ∪n∈IB̄q(xi) ∩ Ki ∈ H die Aussage des
Lemmas.

Theorem 2.15 (Prokhorov). Sei (M,d) ein vollständiger, separabler, metrischer Raum.
Eine Menge Γ ⊂ P(M) ist präkompakt genau dann, wenn sie gleichmäßig straff ist1.

Beweis. Ist die Menge Γ präkompakt, dann Γ nach Satz 2.11 gleichmäßig straff ist. Es
bleibt zu zeigen, dass jede gleichmäßig straffe, Menge präkompakt ist. Dazu reicht es aus
für jede Folge (µn)n∈N in Γ eine konvergente Teilfolge zu finden.

Da Γ gleichmäßig straff ist, gibt es kompakte Mengen K1 ⊂ K2 ⊂ . . . ⊂ M mit
µn(Ki) > 1− 1

i . Sei {xi}n∈N dicht in M und H das Mengensystem des vorige Lemmas.
Sei H1, H2, . . . ein Aufzählung von H. Mittels eines Diagonalverfahrens finden wir eine

Teilfolge (µn′)n′ , so dass für all Hi die Folge (µn′(Hi))n′ konvergiert. Auf H können wir
somit eine Funktion α : H → [0, 1] wie folgt definieren

α(Hi) = lim
n′→∞

µn′(Hi).

1Beweis angelehnt an Sagitov „Weak convergence of probability measures“ April 23, 2015 http://www.

math.chalmers.se/~serik/C-space.pdf
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Sei nun H,H ′ ∈ H, da H ∪H ′ ∈ H gilt stets

α(H ∪H ′) = lim
n′→∞

µn′(H ∪H ′)

≤ lim
n′→∞

[

µn′(H) + µn′(H ′)
]

= α(H) + α(H ′),

Sind H und H ′ disjunkt, so gilt sogar Gleichheit. Insbesondere, ist α endlich subadditiv
für beliebige Mengen und endlich additiv für disjunkte Mengen. Aus der Monotonie der
Maße µn folgt auch die Monotonie von α bzgl. H.

Wir definieren nun eine Funktion γ : τ → [0, 1] wie folgt

γ(U) = sup
H∋H⊂U

α(H).

Wir wollen zeigen, dass γ die Bedingungen von Korollar 1.13 erfüllt sind und es somit
ein Maß µ gibt mit µ(U) = γ(U). In diesem Fall gilt für jedes H ⊂ U

α(H) ≤ lim
n′→∞

µn′(H) ≤ lim inf
n′→∞

µn′(U).

Daraus folgt
µ(U) ≤ lim inf

n′→∞
µn′(U).

Daraus folgt µ(M) ≤ 1. Es bleibt zu zeigen, dass µ(M) ≥ 1, so dass µ ein Wahrscheinlich-
keitsmaß ist und somit (µn′)n′∈N gegen µ konvergiert. Da Ki ∈ H und µn′(Ki) ≥ 1− 1

i ,
gilt

µ(M) ≥ sup
i∈N

α(Ki)

= sup
i∈N

lim
n′→∞

µn′(Ki)

≥ sup
i∈N

1− 1

i
= 1.

Seien U1 und U2 offene Mengen und H ∈ H, so dass H ⊂ U1 ∪ U2 und

γ(U1 ∪ U2) ≤ α(H) + ǫ.

Definiere

F1 = {x ∈ H | d(x,M\U1) ≥ d(x,M\U2)}
F2 = {x ∈ H | d(x,M\U2) ≥ d(x,M\U1)}.

Dann sind F1 und F2 abgeschlossen und es gilt H = F1∪F2 und Fk ⊂ Uk∩H für k = 1; 2.
Das vorige Lemma zeigt, dass es Hk ∈ H mit Fk ⊂ Hk ⊂ Uk gibt. Daraus schließen wir

γ(U1 ∪ U2) ≤ α(H) + ǫ

= lim
n′→∞

µn′(F1 ∪ F2)

≤ lim
n′→∞

[µn′(H1) + µn′(H2)]

= α(H1) + α(H2)

≤ γ(U1) + γ(U2).
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Da ǫ > 0 beliebig war, sehen wir, dass γ endlich additiv ist.
Sei nun H ∈ H, so dass H ⊂ ∪n∈NUn und

γ(
⋃

n∈N
Un) ≤ α(H) + ǫ.

Da H kompakt ist, gibt es ein N , so dass H ⊂ ∪Nn=1Un. Somit folgt aus der endlichen
Additivität

γ(
⋃

n∈N
Un) ≤ α(H) + ǫ

≤ γ(

N
⋃

n=1

Un)

≤
N
∑

n=1

γ(Un) ≤
∑

n∈N
γ(Un)

woraus direkt die abzählbare Additivität von γ folgt.
Es bleibt zu zeigen, dass γ additiv für offene Menge U und V mit Uδ ∩ V = ∅ für ein

δ > 0 ist. Wir zeigen, dass γ sogar additiv auf disjunkten Mengen ist: Seien H,H ′ ∈ H
mit H ⊂ U und H ′ ⊂ U mit

γ(U) ≤ α(H) + ǫ

γ(V ) ≤ α(H ′) + ǫ

für ein beliebiges ǫ > 0. Falls U und V disjunkt sind, sind auch H und H ′ disjunkt und
es gilt

γ(U ∪ V ) ≥ α(H ′ ∪H ′′)

= α(H ′) ∪ α(H ′′)

≥ γ(U) + γ(V )− 2ǫ.

Da ǫ > 0 beliebig war, gilt in Kombination mit der endlichen Subadditivität

γ(U) + γ(V ) ≤ γ(U ∪ V ) ≤ γ(U) + γ(V ),

d.h. die Ungleichungen sind Gleichheiten.

Zusammen mit Korollar 2.7 erhalten wir die beiden folgenden Aussagen.

Korollar 2.16. Der Raum der Wahrscheinlichkeitsmaße (P(M), dLP ) ist vollständig und
separabel genau dann, wenn (M,d) vollständig und separabel ist.

Beweis. Lemma 2.9 zeigt, dass (M,d) homeomorph zum abgeschlossenen Teilraum

P(1)(M) = {δx |x ∈M}
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ist. Somitgenügt es zu zeigen, dass (P(M), dLP ) vollständig und separabel ist, wenn
(M,d) vollständig und separabel ist.

Sei nun (M,d) vollständig und separabel und (µn)n∈N eine Cauchy-Folge in (P(M), dLP ).
Es genügt zu zeigen, dass (µn)n∈N konvergent ist. Nach Korollar 2.13 ist {µn}n∈N gleich-
mäßig straff und der obige Beweis zeigt, dass es eine Teilfolge gibt, welche gegen ein
µ ∈ P(M) konvergiert. Da die Folge (µn)n∈N bereits eine Cauchy-Folge ist, muss diese
ebenfalls gegen µ konvergieren.

Korollar 2.17. Der metrische Raum (M,d) kompakt genau dann, wenn (P(M), dLP )
kompakt ist.

Alternativer Beweis von Prokhorov via Riesz und Banach-Alaoglu.
Der Riesz-Repräsentationssatz besagt, dass für jede kompakte Menge K ⊂M der Dual-
raum zu Cb(K) homeomorph zum Raum der endlichen, reellwertigen2 Maße auf K ist
und jedes nicht-negative lineare Funktion mit Norm c durch ein endliches, reellwertiges
Maß µ mit µ(M) = c gegeben ist. Bemerke weiterhin, dass Cb(K) separabel ist und die
schwache Konvergenz von Maßen der schwach-∗ Konvergenz der Funktionale entspricht.

Der Satz von Banach-Alaoglu besagt, dass die Einheitskugel eines Dualraums X∗

schwach-∗ kompakt ist genau dann, wenn der zugehörige Banachraum X separabel ist.
D.h. Riesz und Banach-Alaoglu zeigen, dass der Raum der endlichen Maße kompakt ist.
Insbesondere, sehen wir, dass Prokhorovs Theorem für kompakte, metrische Räume gilt.

Für allgemeine Räume separable, metrische Räume wählen wir folgende Strategie: Sei
Γ ⊂ P(M) eine gleichmäßig straffe Menge. Dann gibt es eine aufsteigende Folge von
kompakten Mengen Kn ⊂ Kn+1, so dass für alle µ ∈ Γ

µ(M\Kn) <
1

n
.

Sei (µm)m∈∈N eine Folge in Γ. Wir konstruieren eine konvergente Teilfolgen von µm wie
folgt: ”n = 1”: Da K1 kompakt ist, gibt es eine konvergente Teilfolge (µ1

m1
k

)k∈N von

((µm)|K1)m∈N. Es sei angemerkt, dass µ1
m1

k

(M\K1) = 0. Angenommen für n ∈ N haben

wir eine konvergente Folge (µnmn
k
)k∈N konstruiert, so dass µnmn

k
(M\Kn) = 0. Definiere

µ̃nmn
k
= µnmk

+ (µmk
)|Kn+1\Kn

dann gibt es eine konvergente Teilfolge (µn+1

mn+1
k

) von (µ̃n+1

mn+1
k

)k∈N, so dass µmn+1
k

(M\Kn+1) =

0. In jedem Abschnitt sei µn der Limes der Folge (µnmn
k
)n∈N. Es sei angemerkt, dass

µl
mn+1

k

= µn
mn+1

k

|Kl
und somit µl = µn

∣

∣

Kl
für alle l ≤ n.

Schließlich wählen wir (µmn)n∈N und definieren ein Maß

µ =
∑

n∈N
µn|Kn\Kn−1

.

Es ist leicht zu sehen, dass µ(M\Kn) ≤ 1
n .

2d.h. µ : Bd → R ist σ-additiv und µ(∅) = 0.
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Sei f eine beschränkte und stetige Funktion, dann gilt

|
∫

fdµmn −
∫

fdµ| ≤ |
∫

Kl

fdµmn −
∫

Kl

fµ|+ |
∫

M\Kl

fdµmn |+ |
∫

M\Kl

fµ|.

Auf Kl wissen wir bereits, dass µmn

∣

∣

Kl
= µlmn

, n ≥ l, gegen µ
∣

∣

Kl
konvergiert, d.h.

lim
n→∞

|
∫

Kl

fdµmn −
∫

Kl

fµ| = lim
n→∞

|
∫

Kl

fdµlmn
−
∫

Kl

fµ| = 0.

Weiterhin gilt

|
∫

M\Kl

fdµmn |+ |
∫

M\Kl

fµ| ≤ 2

l
‖f‖∞,

so dass

lim
n→∞

|
∫

fdµmn −
∫

fdµ| ≤ 2

l
‖f‖∞.

Da l ∈ N und f beliebig sind, gilt somit für alle f ∈ Cb(M)

∫

fdµmn →
∫

fdµ.

Zum Schluss das folgende Korollar, welches aus dem Beweis des Satzes von Prokhorov
folgt, wenn man µn = µ als Folge wählt.

Korollar 2.18. Für jede µ ∈ P(M) gilt

µ(U) = sup
H∋H⊂U

µ(H)

wobei H wie in Lemma 2.14 definiert ist.

Beweis. Wählen wir µn = µ, dann gilt wie im Beweis vom Satz von Prokhorov

α(H) = lim
n→∞

µn(H) = µ(H)

und
γ(U) = sup

H∋H⊂U
α(H) = sup

H∋H⊂U
µ(H).

Weil (µn)n∈N gegen µ konvergiert, gilt γ(U) = µ(U) woraus die Aussage folgt.
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2 Der Raum der Wahrscheinlichkeitsmaße

2.4 Das Desintegrationstheorem

Seien (Pn)n∈I eine Folge von endlichen Partitionen mit I ⊂ N. Dann definieren wir eine
neue Borel-Partition

∨

n∈N Pn wie folgt
∨

n∈I
Pn = {

⋂

n∈N
En |En ∈ Pn und ∩n∈N En 6= ∅}.

Aus der Definition folgt, dass dies in der Tat eine Partition ist.

Definition 2.19 (Borel-Partition). Ein Partition P wird Borel-Partition vonM genannt,
falls es abzählbar viele endliche Partitionen Pn gibt deren Elemente Borel-Mengen ist und
P =

∨

n∈N Pn.
Es ist leicht zu sehen, dass jede endliche Partition aus Borel-Mengen stets eine Borel-

Partition ist. Allgemeine Borel-Partition sind somit mittel endlicher Borel-Partitionen
„approximierbar“.

Wir verwenden die Definition P1 � P2, wenn P1 ∨ P2 = P2, d.h. wenn es für jedes
A ∈ P2 ein B ∈ P1 gibt, so dass A ⊂ B. Es lässt sich nun zeigen, dass für I1 ⊂ I2 ⊂
· · · ⊂ I∞ ⊂ N gilt

∨

n∈Ik
Pn �

∨

n∈Ik+1

Pn �
∨

n∈I∞
Pn.

Ist nun P =
∨

n∈N Pn mit Pn endlich, dann sind P ′

n =
∨n
i=1 Pi endlich und es gilt P ′

i � P ′

j

falls i ≤ j sowie P =
∨

n∈N P ′

n. Aus diesem Grund nehmen wir im folgenden an, dass
für jede Borel-Partition P durch eine aufsteigende Folge von endlichen Borel-Partitionen
{Pn}n∈N gegeben.

Lemma 2.20. Für jeden separablen metrischen Raum (M,d) ist die Partition {{x} |x ∈
M} eine Borel-Partition.

Beweis. Sei {xn}n∈N dicht inM , dann gibt eine Folge von qm → 0, so dass µ(∂Bqm(xn)) =
0 für alle n,m ∈ N. Wir definieren P ′ wie folgt

P ′ =
∨

n,m∈N
{Bqm(xn),M\Bqm(xn)}.

Nach der Definition ist jedes Element P ′ ∈ P messbar. Da {xn}n∈N dicht in M und
qm → 0 gilt außerdem

diamP ′ = 0,

d.h. P ′ = {x′} für eine x′ ∈M .
Sei x ∈ M , dann gilt stets x ∈ Bqm(xn) oder x ∈ M\Bqm(xn), d.h. es gibt ein

I ⊂ N× N, so dass x ∈ Bqm(xn) genau dann, wenn (n,m) ∈ Ix.
Da {xn}n∈N dicht in M ist, gibt es für jedes m ∈ N ein n ∈ N, so dass (n,m) ∈ Ix,

woraus wir schließen, dass

{x} =
⋂

(n,m)∈Ix
Bqm(xn) ∩

⋂

(n,m)/∈Ix
M\Bqm(xn).

Dies zeigt insbesondere, dass P = {{x} |x ∈M}.
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2 Der Raum der Wahrscheinlichkeitsmaße

Korollar 2.21. Sei π : M → N eine Borel-Funktion zwischen zwei separablen, metri-
schen Räumen. Dann ist

P = {π−1(y) | y ∈ N}
eine Borel-Partition.

Beweis. Sei {yn}n∈N dicht in N und ν = π∗µ. Dann gibt es eine qm → 0, so dass
ν(∂Bqm(yn)) = 0 und

P ′ = {{y} | y ∈ N} =
∨

n,m∈N
{Bqm(yn),M\Bqm(yn)}

und somit
π−1P ′ =

∨

n,m

{π−1(Bqm(yn)), π
−1(M\Bqm(yn))}

eine µ-messbare Partition.
Für y ∈ N sei Iy ⊂ N× N wie im vorigen Beweis. Dann gilt

π−1({y}) = π−1





⋂

(n,m)∈Ix
Bqm(xn) ∩

⋂

(n,m)/∈Ix
M\Bqm(xn)





=
⋂

(n,m)∈Ix
π−1(Bqm(xn)) ∩

⋂

(n,m)/∈Ix
π−1(M\Bqm(xn)).

D.h.
π−1P ′ = {π−1(y) | y ∈ N}.

Im folgenden nehmen wir stets an, dass P = π−1P ′ für eine Borel-Abbildung π :M →
N .

Sei nun µ ein endliches Maß, ν = π∗µ undK eine kompakte Menge. Setzte P ′

0 = {∅, N}
und definiere

ϕKn (y) =

{

µ(K∩π−1(P ))
ν(P ) y ∈ P ∈ P ′

n mit ν(P ) 6= 0

0 sonst.

Bemerkung. Die Funktionen ϕKn können auch als Martingale bzgl. der σ-Algebren Pn =
σ(P ′

n) interpretiert werden, d.h. ϕKn = Eµ(ϕ0|Pn). Da ϕKn beschränkt und in L1(ν) ist,
gibt es nach dem Martingalkonvergenzsatz somit eine L1-Funktion ϕK∞, so dass ϕKn → ϕ∞
fast überall. Im folgenden wollen wir dies direkter zeigen.

Lemma 2.22 (Martingale-Stopsatz). Es gibt eine Menge Ω ⊂ N vollen ν-Maßes, so
dass es eine Borel Funktion ϕK :M → [0, 1] gibt mit ϕKn (y) → ϕK(y) für all z ∈ Ω.
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2 Der Raum der Wahrscheinlichkeitsmaße

Beweis. 3 Für α < β definiere

S(α, β) = {z ∈ N | lim inf
n→∞

ϕKn (z) < α < β < lim sup
n→∞

ϕKn (z)}.

Es ist leicht zu sehen, dass {ϕKn (z)}n∈N divergiert genau dann, wenn es rationale α < β,
so dass z ∈ S(α, β). D.h. es genügt zu zeigen, dass S(α, β) eine messbare µ-Nullmenge
ist.

Zunächst gilt

Nα = {z ∈ N | lim inf
n→∞

ϕKn (z) < α} =
⋂

n∈N

⋃

m≥n
{z ∈M |ϕKm(z) < α}

Nβ = {z ∈ N | lim sup
n∈∞

ϕKn (z) > β} =
⋂

n∈N

⋃

m≥n
{z ∈M |ϕKm(z) > β}.

D.h. S(α, β) ist der Durchschnitt zweier messbaren Mengen und deshalb selbst messbar.
Wir konstruieren induktiv zwei Folgen (ai : N → N)i∈N und (bi : N → N)i∈N wie folgt:

Für z /∈ Nα ∩ Nβ setze ai(z) = bi(z) = 1. Falls z ∈ Nα ∩ Nβ , setze Sei b0(z) ≡ 0 und
definiere ai(z) und bi(z) als

ai(z) = min{n ∈ N |n > bi−1, ϕ
K
n (z) < α}

bi(z) = min{n ∈ N |n > ai, ϕ
K
n (z) > β}.

Somit sind ai und bi messbare Funktionen mit ai < bi < ai+1, so dass

ϕKai(z) < α und ϕKbi (z) > β.

Sei P ai (z) das Partitionselement von Pai(z), welches z enthält. Analog sei P bi (z) definiert.
Aus der Definition folgt, dass ai(z′) = ai(z) für alle z′ ∈ P ai (z). Insbesondere sind die
Mengen

Ai =
⋃

z∈S(α,β)
P ai (z)

Bi =
⋃

z∈S(α,β)
P bi (z).

messbar sind und es gilt stets S(α, β) ⊂ Ai+1 ⊂ Bi ⊂ Ai und

S(α, β) =
⋂

i∈N
Ai =

⋂

i∈N
Bi.

Weiterhin gilt P ai (z)∩P ai (z′) = ∅ oder P ai (z) = P ai (z
′), so dass wir eine Partition PAi

von Ai finden so dass

µ(K ∩Ai) =
∑

Pa
i (z)∈PAi

µ(K ∩ π−1P ai (z))

< α
∑

Pa
i (z)∈PAi

ν(Pai(z)) = αν(Ai).

3Der folgende Beweis ist Viannas „Disintegration into conditional measures: Rokhlin’s theorem“ http:

//w3.impa.br/~viana/out/rokhlin.pdf entnommen.
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2 Der Raum der Wahrscheinlichkeitsmaße

Und analog
µ(K ∩Bi) > βν(Bi).

Somit gilt
βν(Bi) < µ(K ∩Bi) ≤ µ(K ∩Ai) < αν(Ai)

und deshalb
βν(S(α, β)) ≤ αν(S(α, β)),

was nur wahr sein kann, wenn ν(S(α, β)) = 0.

Im folgenden wollen wir (K, y) 7→ ϕKn (y) nicht als Folge von Funktionen von y be-
trachten, sondern als Folge Maßen

B 7→ µy,n(K) = ϕBn (y).

Es lässt sich leicht zeigen, dass µy,n ein Wahrscheinlichkeitsmaß ist. Außerdem gilt

µ(B) =

∫

µy,n(B)dν(y).

Wählen wir nun H wie in Lemma 2.14, so können wir aufgrund der Abzählbarkeit von
H eine Mengen Ω ⊂ N vollen Maßes finden, so dass y 7→ µy,n(H) für alle H ∈ H
konvergiert. Nennen wir diesen Grenzwert y 7→ αy(H), so reicht es wie im Beweis vom
Satz von Prokhorov aus den αy Maße µy zu generieren für die gilt µ(B) =

∫

µy(B)dν(y).

Theorem 2.23 (Rokhlins Desintegrationstheorem). Sei (M,d) und (N, d′) vollständige,
separable, metrische Räume, µ eine endliches Maß auf M und π : M → N eine Borel-
Funktion. Dann gibt es eine Funktion µ(·) : N → P(M), so dass für alle Borel-Mengen
B

y 7→ µy(B)

messbar ist, µy(π−1(y)) = 1 und für ν = π∗µ gilt

µ(B) =

∫

µy(B)dν(y).

Weiterhin ist die Darstellung eindeutig bis auf ein ν-Nullmenge.

Bemerkung. (1) Für id :M →M besagt das Theorem

µ =

∫

δydµ(y).

(2) Ist π ein endliches Maß auf M ×M und p1 die Projektion auf die erste Koordinate,
dann gilt

π =

∫

πydµ(y)

wobei µ = (p1)∗π. Außerdem gilt πy({y}×M) = 1, d.h. πy = δy×µy für ein µy ∈ P(M).
(3) Der Satz gilt auch für allgemeine Borel-Partitionen. In dem Fall zeigt man zunächst,

dass N =M/P ein messbarer Borel-Raum und die natürliche Projektion π :M →M/P
messbar ist. Die Desintegration wird dann über das Maß ν = π∗µ vorgenommen.
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Beweis. Sei P = π−1{{y} | y ∈ N} die Borel-Partition bzgl. der Abbildung π : M → N
und nehme an, dass (Pn)n∈N eine aufsteigende Folge von endlichen Borel-Partitionen mit
P =

∨

n∈N Pn ist.
Sei H wie im Beweis des Prokhorov Theorems wobei Ki die Mengen bzgl. µ sind. Sei

H1, H2 . . . eine Aufzählung H. Das vorige Lemma zeigen, dass es für jedes i ∈ N eine
Menge Ωi volle ν-Maßes gibt, so dass für all y ∈ Ωi die Folge (ϕy,n(Hi))n∈N konvergent
ist. Da H abzählbar ist, hat die Menge Ω = ∩i∈NΩ volles ν-Maß und für all y ∈ Ω und
all H ∈ H gilt ist die Folge (ϕy,n(Hi))n∈N konvergent. Wir ändern nun die Notation
wie folgt: für B ∈ Bd(M) und y ∈ N , sei Pn(y) das Element in Pn, welches y enthält.
Definiere dann µy,n(B) wie folgt

µy,n(B) = ϕBn (y) =

{

µ(B∩π−1(Pn(y)))
ν(Pn(y))

ν(Pn(y)) 6= 0

0 sonst.

Wir verfahren für H ∈ H und y ∈ Ω wie im Beweis vom Satz von Prokhorov, d.h.
definiere zunächst

αy(H) = lim
n∈∞

µy,n(H).

Dann ist H 7→ αy(H) subadditiv und additiv auf disjunkten Mengen von H sind. Setze
dann

γy(U) = sup
H∋H⊂U

αy(H).

Daraus folgt, dass µy definiert auf Bd(M) als

µy(B) = inf
B⊂U

γy(U)

ein Borel-Maß ist. Da µy,n(M) = 1 gilt auch µy(M) = 1. Weiterhin gilt für y ∈ Ω,
Pn(y) ∈ Pn und m ≥ n stets

µy,m(π
−1(Pn(y))) = 1

so dass
µy(π

−1({y})) = µy(π
−1(∩n∈NPn(y))) = 1.

Zusammengefasst heißt das, dass für fixes y ∈ Ω die Folge (µy,n)n∈N gegen µy konver-
giert. Setzen wir µy = µ für y /∈ Ω,dann ist für jede Borel-Menge

y 7→ µy(B)

messbar als Abbildung N → [0, 1}. und man erählt ein Wahrscheinlichkeitsmaß µ̃, ge-
schrieben als

∫

µydν(y), so dass

µ̃(B) =

∫

µy(B)dν(y).
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Es bleibt zu zeigen, dass µ̃ gleich µ ist. Dazu sei U eine offene Menge, dann gilt wegen
µ(U) =

∫

µy,n(U)dν(y) und Fatous Lemma

∫

µy(U)dν(y) ≤
∫

lim inf
n→∞

µy,n(U)dν(y)

= lim inf
n→∞

∫

µy,n(U)dν(y) = µ(U).

Für die umgekehrte Richtung bemerke zunächst, dass

αy(H) = lim
n→∞

µy,n(H) ≤ 1

für allH ∈ H und ν-fast all y ∈ N , so dass aufgrund der Satz der dominierten Konvergenz

µ(H) = lim
n→∞

∫

µy,n(H)dν(y)

=

∫

αy(H)dν(y).

Weiterhin gilt stets
µy(U) = sup

H∋H⊂U
αy(H)

und
µ(U) = sup

H∋H⊂U
µ(H),

so dass

µ(U) = sup
H∋H⊂U

µ(H)

= sup
H∋H⊂U

∫

αy(H)dν(y)

≤
∫

sup
H∋H⊂U

αy(H)dν(y) =

∫

µy(U)dν(y).

Somit stimmen µ und µ̃ =
∫

µydν(y) auf den offenen Mengen überein. Aufgrund der
äußeren Regularität folgt somit µ =

∫

µydν(y).

Eine Funktion ϕ : N → R wird ν-messbar genannt, wenn es eine Borel-Funktion
ψ : N → N und eine Borel-Menge B mit ν(M\B) = 0 gibt, so dass ϕ(y) = ψ(y) für alle
y ∈ B. Ist ν endlich und ϕ von oben und unten beschränkt, so definieren wir das Integral
von ϕ bzgl. ν als

∫

ϕdν :=

∫

ψdν.

Es ist leicht zu sehen, dass der Wert von
∫

ϕdν nicht von der Wahl von ψ abbhängt.
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Lemma 2.24. Seien (M,d) und (N, d′) separable, vollständige, metrische Räume, ν ein
endliches Maß auf N und µ(·) : N → P(M) eine messbare Abbildung. Dann ist für jede
Borel-Menge A ∈M die Funktion

y 7→ µy(A)

ν-messbar.

Beweis. Für abgeschlossene C ist die Abbildung

πC : µ 7→ µ(C)

oberhalbstetig. Insbesondere ist sie messbar. Daraus folgt, dass

y 7→ µy(C) = πC ◦ µy

messbar ist. Analog ist y 7→ µy(U) messbar für jede offene Menge U .
Wir behaupten, dass y 7→ µy(A) ν-messbar ist für alle Borel-Mengen A. Dazu seien

{Un}n∈N und {Vn}n∈N absteigende Folgen von offenen Mengen, die A bzw. M\A enthal-
ten, so dass

µ(A) = lim
n→∞

µ(Un)

µ(M\A) = lim
n→∞

µ(Vn).

Dann gilt

1 = µ(A) + µ(M\A)

= lim
n→∞

lim
m→∞

∫

µy,m(Un) + µy,m(Vn)dν(y)

≥ lim
n→∞

∫

µy(Un) + µy(Vn)dν(y)

=

∫

µy(∩n∈NUn) + µy(∩n∈NVn)dν(y)

≥
∫

µy(M)dν(y) = 1.

Da
1 ≤ µy(∩n∈NUn) + µy(∩n∈NVn)

gibt es somit ein B mit ν(M\B) = 0, so dass für alle y ∈ B

µy((∩n∈NUn) ∩ (∩n∈NVn)) = 0.

Insbesondere gilt dann

0 ≤ µy(∩n∈NUn\A) ≤ µy((∩n∈NUn) ∩ (∩n∈NVn)) = 0,

woraus folgt, dass für alle y ∈ B

µy(A) = µy(∩n∈NUn) = lim
n→∞

µy(Un).
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Damit ist die folgende Funktion

ϕA(y) =

{

µy(A) y ∈ B

0 y /∈ B

eine Borel-Funktion, die auf B mit y 7→ µy(A) übereinstimmt.
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Im folgenden sei c : M ×M → [0,∞) eine unterhalbstetige Funktion. Die Theorie gilt
auch für unterhalbstetige Kostenfunktionen c : M ×M ′ → R ∪ {∞}, wenn es für die
gegebenen Maße µ und ν (oberhalb-)stetige Funktionen a ∈ L1(µ) und b ∈ L1(ν) gibt,
so dass c(x, y) ≥ a(x) + b(y) für alle x ∈ M und y ∈ M ′. In dem Fall zeigt man,
dass das Original-Problem für µ und ν äquivalent zum Problem der nicht-negativen
Kostenfunktion c̃− a− b ist.

3.1 Transportabbildungen

Sei T : M → M eine Borel-Funktionen. Dann ist das Push-Forward-Maß T∗µ definiert
als

T∗µ(A) = µ(T−1A).

Allgemeiner sieht man, dass T∗ die Menge P(M) in sich abbildet.

Lemma 3.1. Es gilt ν = T∗µ genau dann, wenn für alle Borel-Funktionen
∫

f ◦ Tdµ =

∫

fdν.

Seien µ und ν zwei Wahrscheinlichkeitsmaße. Ist weder µ eine Push-Forward-Maß von
ν noch ist ν ein Push-Forward-Maß vn ν. Interpretiert man µ als Haufen von „Sandkör-
nern“ und T also Transportabbildung, so stellt T∗µ „den Sandhaufen“ dar, welchen man
durch den Transport von µ mittels T erhält. A priori ist es nicht klar, ob (µ-fast) jedes
Sandkorn genau einem Sandkorn zugeordnet werden kann. D.h. allgemein muss man ein
gegebenes Sandkorn „verteilen“, d.h. jedem x wird eine Verteilung (Wahrscheinlichkeits-
maß) zugeordnet.

Die obige vage Interpretation kann wie folgt konkretisiert werden.

Lemma 3.2. Angenommen für jedes x ∈ M gibt es ein Wahrscheinlichkeitsmaß µx, so
dass die Funktion

x 7→ µx(U)

messbar ist für alle offenen Mengen U . Dann erhält man für jedes Wahrscheinlichkeits-
maß µ ein Wahrscheinlichkeitsmaß wie folgt

ν(A) =

∫

µx(A)dµ(x).
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Korollar 3.3. Für jede Transportabbildung ist x 7→ δT (x) messbar im obigen Sinne und
es gilt

T∗µ(A) =
∫

δT (x)(A)dµ(x).

Aus diesem Grund sagen wir, dass x 7→ µx eine verallgemeinerte Transportabbildung1

ist.
Es sei angemerkt, dass wenn x 7→ µ0x und x 7→ µ1x verallgemeinerte Transportabbil-

dungen sind, dann ist für jedes λ ∈ [0, 1] die folgende Abbildung µλ(·)

µλ(·) : x 7→ (1− λ)µ0x + λµ1x

ebenfalls eine verallgemeinerte Transportabbildung.

Lemma 3.4. Für λ ∈ (0, 1) ist µλ(·) eine Transportabbildung genau dann, wenn µ0(·) = µ1(·)
eine Transportabbildung ist.

3.2 Kopplungen

Sei nun π ∈ P(M × M) ein Wahrscheinlichkeitsmaß und p1, p2 : M × M → M die
natürlichen Projektionen auf die Faktoren, d.h. p1 : (x, y) 7→ x und p2 : (x, y) 7→ y. Wir
sagen π ist eine Kopplung zwischen µ und ν, wenn µ = (p1)∗π und (p2)∗π. Die Menge
der Kopplungen zwischen µ und ν wird mit Π(µ, ν) bezeichnet. Die Menge Π(µ, ν) ist
stets nicht leer und enthält das Produktmaß µ⊗ ν, wobei

µ⊗ ν(A×B) = µ(A)ν(B)

für alle Borel-Mengen A,B ∈ Bd.
Zunächst lässt sich zeigen, dass die Bedingung der Koppelung äquivalent zum folgenden

ist: Für alle Borel-Mengen A,B ∈ Bd gilt

µ(A) = π(A×M)

ν(B) = π(M ×B).

Seien π1, π2 ∈ Π(µ, ν) und λ ∈ [0, 1], dann gilt

(1− λ)π1 + λπ2 ∈ Π(µ, ν),

d.h. Π(µ, ν) ist konvex bzgl. linearer Interpolation.

Satz 3.5. Seien Γ1 und Γ2 zwei kompakte Mengen in P(M). Dann ist die Menge der
Kopplung zwischen Γ1 und Γ2

Π(Γ1,Γ2) =
⋃

µi∈Γi

Π(µ1, µ2)

kompakt.
1Dieser Begriff ist nicht standard und kann mit eventuell anderen Begriffen kollidieren.
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Beweis. Gilt πn ⇀ π, dann auch (pi)∗πn ⇀ (pi)∗π. Da Γi, i ∈ {1; 2}, ist Π(Γ1,Γ2)
abgeschlossen. Nach Prokhorovs Theorem genügt es zu zeigen, dass Π(Γ1,Γ2) straff ist.
Für ǫ > 0 seien K und K ′ kompakte Mengen, so dass für alle µ ∈ Γ1 und ν ∈ Γ2

µ(K), ν(K ′) ≥ 1− ǫ

2
.

Dann ist K ×K ′ kompakt in M ×M und es gilt für π ∈ Π(Γ1,Γ2)

π(M ×M\K ×K ′) ≤ π((M\K)×M) + π(M × (M\K ′))

≤ ǫ.

Eine Kopplung π zwischen µ und ν ist deterministisch, wenn es eine Borel-Abbildung
T gibt, so dass

π = (id×T )∗µ.
In dem Fall ist π auf dem Graphen {(x, T (x)) |x ∈M} konzentriert und es gilt ν = T∗µ.
In diesem Fall gilt auch

π =

∫

δx ⊗ δT (x)dµ(x),

d.h. jeder deterministische Kopplung ist eine Integral über δx ⊗ δT (x).
Das Produktmaß µ⊗ ν hat die folgende Form

µ⊗ ν =

∫

δx ⊗ νdµ(x) =

∫

µ⊗ δydν(y),

d.h. jedes Produktmaß ist ein Integral über das Produktmaß δx⊗ν. Rokhlins Desintegra-
tionstheorem zeigt nun, dass eine solche Darstellung für alle Kopplungen gilt, d.h. jede
Kopplung ist durch verallgemeinerte Transportabbildungen darstellbar.

Korollar 3.6. Für jede Kopplung Π(µ, ν) gibt es eine verallgemeinerte Transportabbil-
dungen x 7→ µx, so dass

π =

∫

δx ⊗ µxdµ(x).

Die verallgemeinerte Transportabbildung ist eindeutig bis auf eine µ-Nullmenge.

Beweis. Da p1 : M × M → M stetig und somit messbar ist und (p1)∗π = µ gibt es
πx ∈ P(M ×M), so dass

π =

∫

πxdµ(x)

und
πx({x} ×M) = 1

d.h. πx = δx ⊗ µx für ein µx ∈ P(M). Daraus folgt

π =

∫

πxdµ(x) =

∫

δx ⊗ µxdµ(x).
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3 Das Monge-Kantorovich-Problem

3.3 Existenz und Eigenschaften optimaler Kopplungen

Seien µ und ν zwei Wahrscheinlichkeitsmaße und c :M ×M → [0,∞) eine unterhalbst-
etige Kostenfunktion.

Das Monge-Problem versucht nun die Kosten mittels Transportabbildungen zwischen
µ und ν zu minimierten, d.h. zeige, dass

inf
T∗µ=ν

∫

c(x, T (x))dµ(x)

tatsächlich ein Minimum ist. Im allgemeinen gibt es keine Transportabbildung T :M →
M mit T∗µ = ν, so dass das Problem nur auf solche angewandt werden kann. Weiterhin ist
es nicht klar, ob jede minimierende Folge von Transportabbildungen eine konvergierende
Teilfolge hat.

Statt über Transportabbildungen zu minimieren, können wir über verallgemeinerte
Transportabbildungen minimieren, oder äquivalent über Kopplungen zwischen µ und ν,
d.h. finde eine optimale Kopplung πopt ∈ Π(µ, ν), so dass

∫

c(x, y)dπopt(x, y) = C(µ, ν)

wobei

C(µ, ν) := inf
π∈Π(µ,ν)

∫

c(x, y)dπ(x, y).

Dieses Problem wird Kantorovich-Problem genannt. Im zweiten Schritt kann man nun
fragen, ob es eine optimale Kopplung gibt, die deterministisch ist, d.h. durch eine Trans-
portabbildung induziert. In diesem Fall wäre auch das Monge-Problem lösbar.

Theorem 3.7. Das Kantorovich-Problem mit unterhalbstetiger nicht-negativer Kosten-
funktion ist für alle Maße µ und ν lösbar.

Beweis. Da Π(µ, ν) nicht-leer, gibt es eine minimierende Folge (πn)n∈N, so dass

lim
n→∞

∫

c(x, y)dπn(x, y) = C(µ, ν).

Nach Prokhorovs Theorem ist Π(µ, ν) auch kompakt, so dass es eine Teilfolge von (πn)n∈N
konvergiert. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit wählen wir diese Teilfolge und neh-
men an, dass πn → π̃ ∈ Π(µ, ν).

Da c unterhalbstetig und nicht-negativ ist, erhalten wir

C(µ, ν) ≤
∫

c(x, y)dπ̃(x, y) ≤ lim inf

∫

c(x, y)dπn(x, y) = C(µ, ν).

Insbesondere gilt
∫

c(x, y)dπ̃(x, y) = C(µ, ν),

so dass π̃ eine optimale Kopplung ist.

44



3 Das Monge-Kantorovich-Problem

Angenommen π0 und π1 sind optimale Kopplungen zwischen µ und ν. Dann ist auch
jede Kopplung

πλ = (1− λ)π0 + λπ1

eine optimale Kopplung.
Im allgemeinen ist es weder klar, dass es eine eindeutige Lösung des Kantorovich-

Problems gibt. Es gilt jedoch das folgende.

Lemma 3.8. Angenommen für fixes Wahrscheinlichkeitsmaße µ und ν, ist jede optimale
Kopplung πopt deterministisch. Dann ist das Kantorovich- und Monge-Problem eindeutig
lösbar, d.h. es gibt eine eindeutige optimale Kopplung, die auch deterministisch ist.

Beweis. Seien π0, π1 ∈ Π(µ, ν) zwei optimale Kopplungen, so dass

πi =

∫

δx ⊗ δT i(x)dµ(x) für i ∈ {0; 1}.

Dann ist auch

π
1
2 =

∫

δx ⊗
1

2
(δT 0(x) + δT 1(x))dµ(x)

eine optimale Kopplung zwischen µ und ν. Aufgrund der Annahme ist auch π
1
2 determi-

nistische, d.h.
∫

δx ⊗
1

2
(δT 0(x) + δT 1(x))dµ(x) =

∫

δx ⊗ δ
T

1
2 (x)

dµ(x).

Die ist jedoch nur möglich, wenn

µ({T 0 6= T 1}) = 0,

d.h. π0 = π1.

Ist eine Kopplung kein Delta-Maß, so ist sie zerlegbar. Normalisiert man die Teile
einer solche Zerlegung, so kann man zeigen, dass jedes Teil ebenfalls optimal bzgl. seiner
Marginale sein.

Theorem 3.9 (Einschränkungseigenschaft). Sei πopt eine optimale Kopplung zwischen
µ und ν und A ⊂M ×M eine Menge mit πopt(A) 6= 0, dann ist

π′ =
1

π(A)
πA

eine optimale Kopplung zwischen µ′ = (p1)∗π′ und ν ′ = (p2)∗π′.

Bemerkung. Allgemeiner gilt: Sei f :M×M → [0,∞] eine nicht-negative Borel-Funktion
mit 0 <

∫

fdπopt <∞, dann ist π′ definiert als

π′(B) =
1

∫

fdπopt

∫

B
fdπopt für alle B ∈ Bd

eine optimale Kopplung bzgl. seiner Marginale.
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3 Das Monge-Kantorovich-Problem

Beweis. Falls πopt(A) = 1, dann π′ = πopt und die Aussage ist trivial.
Sei nun πopt(A) ∈ (0, 1). Aufgrund der Normalisierung sind µ′ und ν ′ Wahrscheinlich-

keitsmaße. Sei π
′

opt eine optimale Kopplung seiner Marginale µ′ und ν ′. Setze λ = πopt(A)
und

π′′ =
1

1− λ
πM2\A.

Dann lässt sich leicht zeigen, dass

π = λπ′ + (1− λ)π′′

eine Kopplung zwischen µ und ν ist, weshalb folgende Ungleichungskette gilt

C(µ, ν) ≤ λ

∫

c(x, y)dπ
′

opt(x, y) + (1− λ)

∫

c(x, y)dπ′′(x, y)

≤ λ

∫

c(x, y)dπ′(x, y) + (1− λ)

∫

c(x, y)dπ′′(x, y)

= C(µ, ν).

Insbesondere gilt dann
∫

c(x, y)dπ′(x, y) =
∫

c(x, y)dπ
′

opt(x, y),

d.h. π′ ist eine optimale Kopplung.
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4 Kantorovich-Dualität

In diesem Abschnitt nehmen wir stets an, dass (M,d) eine separabler, vollständiger,
metrischer Raum ist und

c :M ×M → [0,∞]

eine unterhalbstetige Kostenfunktion ist.

4.1 c-konkave Funktionen und die verallgemeinerte

Legrendre-Transformation

Definition 4.1 (c-Transformation und c-Konkavität). Sei ζ : M → R ∪ {−∞} mit
ζ 6≡ −∞. Dann ist die c-Transformation ζc von ζ definiert als

ζc(y) = inf
x∈M

c(x, y)− ζ(x).

Für ξ :M → R ∪ {−∞} ist die c̄-Transformation ξc̄ von ξ definiert als

ξc̄(x) = inf
y∈M

c(x, y)− ξ(y).

Eine Funktion ϕ : M → R ∪ {−∞} ist c-konkav, wenn sie die c̄-Transformation einer
Funktion ξ : M → R ∪ {−∞} ist, d.h. ϕ = ξc̄. Analog wird ψ c̄-konkav genannt, wenn
ψ = ζc für eine Funktion ζ :M → R ∪ {−∞}.

Bemerkung. Ist ζ 6≡ −∞, so ist ζc eine Funktion von M nach R ∪ {−∞} und es gilt

ζc(y) = inf
x∈M,ζ(x)>−∞

c(x, y)− ζ(x).

Lemma 4.2. Es gilt ϕ(x) + ϕc(y) ≤ c(x, y).

Beweis. Aus der Definition folgt

ϕ(x) + ϕc(y) = inf
x̃∈M

(c(x̃, y)− ϕ(x̃) + ϕ(x))

≤ c(x, y)− ϕ(x) + ϕ(x) = c(x, y).

Da das Infimum stetiger Funktionen oberhalbstetig ist, erhalten wir auch die folgende
Aussage.
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4 Kantorovich-Dualität

Lemma 4.3. Ist c stetig, dann ist die c-Transformation jeder Funktion ist oberhalbstetig.

Lemma 4.4. Seien ϕ, ϕ̃, ψ, ψ̃ :M → R∪ {−∞} zwei Funktionen auf M . Dann sind die
folgenden Aussagen wahr:

• Wenn ϕ ≤ ϕ̃ und ψ ≤ ψ̃, dann ϕc ≥ (ϕ̃)c und ψc̄ ≥ (ψ̃)c̄.

• ψc̄cc̄ = ψc̄ und ϕcc̄c = ϕc

• ϕ ist c-konkav genau dann, dann wenn ϕ = ϕcc̄. Analog ist ψ c̄-konkave genau
dann, wenn ψ = ψc̄c.

Beweis. Sei ϕ ≤ ψ, dann gilt

ϕc(y) = inf
x∈M

c(x, y)− ϕ(x) ≥ inf
x∈M

c(x, y)− ψ(x) = ψc(y).

Analog gilt ϕc̄ ≥ ψc̄.
Die Funktion ψc̄cc̄ hat die folgende Form

ψc̄cc̄(x) = inf
y∈M

sup
x̃∈M

inf
ỹ∈M

c(x, y)− c(x̃, y) + c(x̃, ỹ)− ψ(ỹ).

Wählt man zunächst y = ỹ, dann gilt

ψc̄cc̄(x) ≤ sup
x̃∈M

inf
ỹ∈M

c(x, ỹ)− c(x̃, ỹ) + c(x̃, ỹ)− ψ(ỹ)

= inf
ỹ∈M

c(x, ỹ)− ψ(ỹ) = ψc̄(x).

Weiterhin gilt

sup
x̃∈M

inf
ỹ∈M

c(x, y)− c(x̃, y) + c(x̃, ỹ)− ψ(ỹ) ≥ inf
ỹ∈M

c(x, y)− c(x, y) + c(x, ỹ)− ψ(ỹ)

= inf
ỹ∈M

c(x, ỹ)− ψ(ỹ) = ψc̄(x)

und somit

ψc̄cc̄(x) = inf
y∈M

sup
x̃∈M

inf
ỹ∈M

c(x, y)− c(x̃, y) + c(x̃, ỹ)− ψ(ỹ)

≥ inf
y∈M

ψc̄(x) = ψc̄(x).

Zusammen ergibt dies ψc̄cc̄ = ψc̄.
Ist ϕ eine c-konkave Funktion, so gibt es eine Funktion ζ : M → R ∪ {−∞}, so dass

ϕ = ζ c̄. Zusammen mit der vorigen Aussage ergibt dies

ϕcc̄ = ζ c̄cc̄ = ζ c̄ = ϕ.

Die Rückrichtigung folgt bereits aus der Definition.
Analog gilt für alle Funktion ϕ und ψ,

ϕcc̄c = ϕc

und ψc̄c = ψ genau dann, wenn ψ c̄-konkav ist.
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4 Kantorovich-Dualität

Ist ϕ eine c-konkave Funktion, dann nennen wir ϕc die c-Dualfunktion von ϕ. Es
ist leicht zu sehen, dass die c-Dualfunktion ϕc eine c-konkaven Funktion c̄-konkave ist.
Weiterhin gilt für alle x, y ∈M

ϕ(x) + ϕc(y) ≤ c(x, y).

Definition 4.5 (c-Superdifferential). Das c-Superdifferential ∂cϕ eine Funktion ist ge-
geben durch

∂cϕ(x) = {y ∈M | ∃λ0 ∈ R∀x′ ∈M : ϕ(x) = c(x, y)− λ0, ϕ(x
′) ≤ c(x′, y)− λ0}.

Wir definieren außerdem ∂cϕ ⊂M ×M als

∂cϕ = {(x, y) ∈M ×M | y ∈ ∂cϕ(x)}.

Analog kann das c̄-Superdifferential ∂ c̄ψ definiert werden.

Lemma 4.6. Ist ϕ c-konkave so gilt

y ∈ ∂cϕ(x) ⇐⇒ x ∈ ∂ c̄ϕc(y)

⇐⇒ ϕ(x) + ϕc(y) = c(x, y).

Beweis. Es gilt stets

ϕ(x′) + ϕc(y′) ≤ c(x′, y′) ∀x′, y′ ∈M

Gilt
ϕ(x) + ϕc(y) = c(x, y)

dann folgt sofort y ∈ ∂cϕ(x) und x ∈ ∂ c̄ϕc(y).
Sei nun y ∈ ∂cϕ(x). Dann gibt es ein λ0, so dass

ϕ(x′) ≤ c(x′, y)− λ0

und
ϕ(x) = c(x, y)− λ0.

Aus der Definition von ϕc folgt nun

ϕc(y) = inf
x′∈M

c(x′, y)− ϕ(x′) = λ0 = c(x, y)− ϕ(x).

Korollar 4.7. Angenommen c ist stetig und ϕ eine c-konkave Funktion. Sind xn → x
und yn → y zwei konvergente Folgen in M mit yn ∈ ∂cϕ(xn) dann gilt y ∈ ∂cϕ(x).
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4 Kantorovich-Dualität

Beweis. Aus den Annahmen folgt

c(xn, yn) = ϕ(xn) + ϕc(yn)

und ϕ und ϕc sind oberhalbstetige Funktionen. Daraus schließen wir

c(x, y) = lim
n→∞

c(xn, yn)

≤ lim sup
n→∞

c(xn, yn)

= lim sup
n→∞

(ϕ(xn) + ϕc(yn)) ≤ ϕ(x) + ϕc(y).

Da stets ϕ(x)+ϕc(y) ≤ c(x, y), muss dies eine Gleichheit sein und somit y ∈ ∂cϕ(x).

Lemma 4.8. Seien ϕ, ψ :M → R ∪ {−∞} zwei Funktionen, so dass für alle x, y ∈M

ϕ(x) + ψ(y) ≤ c(x, y).

Angenommen Γ ⊂M ×M ist eine Menge, so dass für alle (x, y) ∈ Γ

ϕ(x) + ψ(y) = c(x, y)

und ϕ(x) > −∞, ψ(y) > −∞ genau dann, wenn x ∈ p1(Γ) und y ∈ p2(Γ). Dann gibt
es eine c-konkave Funktion ϕ̃, so dass ϕ(x) = ϕ̃(x) und ϕ̃c(y) = ψ(y) für alle x ∈ p1(Γ)
und y ∈ p2(Γ).

Beweis. Für (x, y) ∈ Γ gilt

ϕ(x) = c(x, y)− ψ(y)

= inf
ỹ∈p2(Γ)

c(x, ỹ)− ψ(ỹ).

D.h. ϕ(x) = ψc̄(x) für alle x ∈ p1(Γ). Weiterhin gilt

ψc̄(x′) ≤ c(x′, y)− ψ(ỹ)

und deshalb y ∈ ∂cϕ(x). Sei nun (x̄, ȳ) ∈ Γ dann gilt

ψc̄c(ȳ) = inf
x̃∈M

c(x̃, ȳ)− ψc(x̃)

= inf
x̃∈M

sup
ỹ∈p2(Γ)

c(x̃, ȳ)− c(x̃, ỹ) + ψ(ỹ)

≤ inf
x̃∈M

c(x̃, ȳ)− ϕ(x̃) = ψ(x̄).

Außerdem gilt

ψc̄c(ȳ) ≥ inf
x̃∈M

sup
(x̃,ỹ)∈Γ

c(x̃, ȳ)− c(x̃, ỹ) + ψ(ỹ)

= inf
x̃∈M

sup
(x̃,ỹ)∈Γ

c(x̃, ȳ)− ϕ(x̃) ≥ ψ(ȳ),

d.h. ψ(y) = ψc̄c(y) für alle y ∈ p2(Γ).
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4.2 c-zyklisch monotone Mengen

Definition 4.9 (c-zyklische Monotonie). Eine Menge Γ ⊂ M ×M heißt c-zyklisch mo-
noton, wenn für alle (xi, yi) ∈ Γ, i ∈ {1, . . . , n} und alle Permuationen σ ∈ Sn gilt

n
∑

i=1

c(xi, yi) ≤
∑

c(xi, yσ(i)).

Lemma 4.10. Ist ϕ c-konkave, dann ist ∂cϕ eine c-zyklisch monotone Menge.

Beweis. Es gilt

n
∑

i=1

c(xi, yσ(i)) ≥
n
∑

i=1

ϕ(xi)− ϕc(yσ(i))

=
n
∑

i=1

ϕ(xi)− ϕc(yi)

=

n
∑

i=1

c(xi, yi).

Satz 4.11. Angenommen Γ eine c-zyklisch monotone Menge. Dann gibt es eine c-konkave
Funktion ϕ, so dass Γ ⊂ ∂cϕ.

Beweis. Wähle ein beliebiges Paar (x0, y0) ∈ Γ und definiere

ϕ(x) = inf
m∈N

inf
(xi,yi)∈Γ

{(c(x1, y0)− c(x0, y0)) + (c(x2, y1)− c(x1, y1)) + · · ·+ (c(x, ym)− c(xm, ym))} .

Für x = x0 gilt mit der Wahl m = 1 und (x1, y1) = (x0, y0)

ϕ(x0) ≤ 0.

Aus der c-zyklischen Monotonie folgt aber ϕ(x0) ≥ 0 und deshalb ϕ(x0) = 0.
Um zu sehen, dass ϕ c-konkav ist, definieren eine Funktion ζ : M → R ∪ {−∞}: Für

y /∈ p2(Γ) setze ζ(y) = −∞. Andernfalls definiere

ζ(y) = sup
m∈N

sup
(xi,yi)∈Γ,ym=y

{(c(x0, y0)− c(x1, y0)) + · · ·+ (c(xm−1, ym−1)− c(xm, ym−1)) + c(xm, y))} .

Die c-cyklische Monotonie impliziert, dass ζ(y) ≤ 0 und ζ(y) > −∞ für y ∈ p2(Γ).
Daraus folgt nun

ϕ(x) = inf
y∈p2(Γ)

inf
m∈N

inf
(xi,yi)∈Γ,y=ym

{(c(x1, y0)− c(x0, y0)) + (c(x2, y1)− c(x1, y1)) + · · ·+ (c(x, y)− c(xm, y))}

= inf
y∈M,ζ(y)>−∞

c(x, y)− ζ(y) = ζc(x),
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d.h. ϕ ist eine c-konkave Funktion von M nach R ∪ {−∞}.
Angenommen (x̄, ȳ) ∈ Γ, dann gilt für die Wahl (x̄, ȳ) = (xm, ym)

ϕ(x) ≤ inf
m−1∈N

inf
(xi,yi)∈Γ

{(c(x1, y0)− c(x0, y0)) + · · ·+ (c(x̄, ym−1)− c(xm−1, ym−1)) + (c(x, ȳ)− c(x̄, ȳ))} .

= ϕ(x̄) + c(x, ȳ)− c(x̄, ȳ).

Insbesondere gilt
0 = ϕ(x0) ≤ ϕ(x̄) + c(x0, ȳ)− c(x̄, ȳ),

d.h. ϕ(x̄) > −∞. Weiterhin gilt

c(x̄, ȳ)− ϕ(x̄) ≤ c(x, ȳ)− ϕ(x)

und somit
ϕc(y) = c(x̄, ȳ)− ϕ(x̄).

Daraus schließen wir
(x̄, ȳ) ∈ ∂cϕ.

4.3 Optimale Kopplungen und c-zyklisch monotone Mengen

Definition 4.12 (Träger). Der Träger suppµ eines Maßes µ ∈ P(M) ist definiert als

suppµ = {x ∈M | ∀r > 0 : µ(Br(x)) > 0}.

Lemma 4.13. Der Träger von µ ist abgeschlossen.

Beweis. Sei xn → x und xn ∈ suppµ. Für jedes r > 0 gibt es ein N ∈ N, so dass
xn ∈ B r

2
(x) für n ≥ N . Da B r

2
(xn) ⊂ Br(x) gilt somit

0 < µ(B r
2
(xn)) ≤ µ(Br(x)).

Da r beliebig ist, gilt somit x ∈ suppµ.

Satz 4.14. Ist c stetig und π eine optimale Kopplung zwischen µ und ν, dann ist der
Träger von π eine c-zyklisch monotone Menge.

Beweis. Angenommen die Aussage ist falsch. Dann gibt es Paare (x1, y1), . . . , (xN , yN ) ∈
suppπ, so dass

n
∑

i=1

c(xi, yi) ≤
n
∑

i=1

c(xi, yi+1)

wobei yN+1 = y1. Weiterhin können wir annehmen, dass (xi, yi) 6= (xj , yj) für i 6= j.
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Da c stetig ist gibt es nun Umgebungen Ui von xi und Vi von yi, so dass (Ui × Vi) ∩
(Uj ∩ Vj), π(Ui × Vi) > 0 und für alle (x̃i, ỹi) ∈ Ui × Vi, i = 1; . . . ;N , gilt

N
∑

i=1

c(x̃i, ỹi) >
N
∑

i=1

c(x̃i, ỹi+1)

mit ỹN+1 = ỹ1.
Sei nun πi =

1
mi
πUi×Vi , wobei πA(B) = π(B ∩ A) und mi = π(Ui × Vi). Definiere ein

Produktmaß P auf dem Produktraum Ω = ΠNi=1Ui × Vi wie folgt

P =

N
⊗

i=1

πi.

Die Projektionen auf die Ui komponente seien pUi
. Wir definieren ein reellwertigen Maß

η auf M ×M wie folgt

η = m
N
∑

i=1

{

(pUi
, pVi+1)∗P− (pUi

, pVi)∗P
}

wobei m = minNi=1mi und VN+1 = V1. Zunächst gilt

(p1)∗
(

(pUi
, pUj

)∗P
)

= (pUi
)∗P.

Da (p1)∗ linear ist, gilt somit

(p1)∗η = m
N
∑

i=1

{(pUi
)∗P− (pUi

)∗P} = 0.

Analog gilt auch (p2)∗η = 0. Insbesondere gilt η(M ×M) = 0.
Es gilt

πUi×Vi = mi(pUi
, pVi)∗P,

so dass
(π + η)Ui×Vi ≥ (mi −m)(pUi

, pVi)∗P ≥ 0.

Da {Ui × Vi} disjunkt und ηR mit R =M ×M\(∪Ni=1Ui × Vi), gilt somit

π̃ = π + η = πR +
N
∑

i=1

(π + η)Ui×Vi ≥ 0,

d.h. das reelwertige Maß π̃ ist nicht-negativ und

π̃(M ×M) = π(M ×M) + η(M ×M) = 1
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und

(p1)∗π̃ = µ+ 0

(p2)∗π̃ = ν + 0,

d.h. π̃ ist eine Kopplung zwischen µ und ν.
Schließlich gilt
∫

c(x, y)dη(x, y) =

∫

Ω

[

N
∑

i=1

c(xi, yi+1)− c(xi, yi)

]

dP(x1, y1, . . . , xN , yN ) < 0,

so dass
∫

c(x, y)dπ̃(x, y) <

∫

c(x, y)dπ(x, y)

was der Optimalität von π widerspricht.

4.4 Kantorovich-Dualität für stetige Kostenfunktionen

Lemma 4.15. Angenommen ϕ ist eine c-konkave Funktion, so dass
∫

c(x, y)dπ(x, y) =

∫

ϕdµ+

∫

ϕcdν

und ϕ und ϕc sind µ-messbar bzw. ν-messbar. Dann gilt für π-fast alle (x, y) ∈M ×M

ϕ(x) + ϕc(y) = c(x, y),

d.h. ist ∂cϕ messbar, so gilt
π(∂cϕ) = 1.

Bemerkung. Ist c stetig, so ist ϕ oberhalbstetig und damit Borel-messbar. Insbesondere
sind ϕ und ϕc µ- bzw. ν-messbar.

Beweis. Da ϕ(x) + ϕc(y) ≤ c(x, y), gilt für alle A ⊂M ×M stets
∫

c(x, y)dπ
∣

∣

A
(x, y) ≤

∫

ϕdµ(A) +

∫

ϕcdν(A)

wobei
π
∣

∣

A
(B) = π(A ∩B)

und µ(A) = (p1)∗π
∣

∣

A
und ν(A) = (p2)∗π

∣

∣

A
. Es ist leicht zu sehen, dass µ(A)+µ(M×M\A) =

µ und ν(A) + ν(M×M\A) = ν.
Gäbe es eine Borel-Menge A ⊂M ×M mit π(A) > 0 und ϕ(x)+ϕc(y) < c(x, y), dann

folgt
∫

c(x, y)dπ(x, y) =

∫

c(x, y)dπ
∣

∣

A
(x, y) +

∫

c(x, y)dπ
∣

∣

M×M\A(x, y)

<

∫

ϕdµ(A) +

∫

ϕcdν(A) +

∫

ϕdµ(M×M\A) +
∫

ϕcdν(M×M\A)

woraus sofort die Aussage folgt.
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4 Kantorovich-Dualität

Satz 4.16. Ist ϕ eine c-konkave Funktion und π ∈ Π(µ, ν), so dass
∫

c(x, y)dπ(x, y) =

∫

ϕdµ+

∫

ϕcdν,

dann ist π eine optimale Kopplung. Insbesondere gilt dann für jede optimale Kopplung π̃

ϕ(x) + ϕc(y) = c(x, y)

für π̃-fast alle (x, y) ∈M ×M , d.h. es gibt eine c-zyklische Menge A, so dass π̃(A) = 1.

Beweis. Sei π̃ ∈ Π(µ, ν), dann gilt
∫

c(x, y)dπ(x, y) =

∫

ϕ(x)dµ(x) +

∫

ϕc(y)dν(y)

=

∫

ϕ(x) + ϕc(y)dπ̃(x, y)

≤
∫

c(x, y)dπ̃(x, y),

d.h. π ist optimal.

In den vorigen Abschnitten haben wir folgendes gezeigt für stetige Kostenfunktionen

• Der Träger jeder optimalen Kopplung ist c-zyklisch monoton.

• Für jede c-zyklisch monotone Menge gibt es eine c-konkave Funktion deren c-
Superdifferential diese Menge enthält.

Zusammen mit dem vorigen Satz ergibt dies.

Theorem 4.17 (Kantorovich-Dualität für stetige Kostenfunktionen). Sei c eine stetige
Funktion und π ∈ Π(µ, ν), so dass

∫

c(x, y)dπ(x, y) < ∞. Dann sind die folgenden
Aussagen äquivalent:

i. π ist eine optimale Kopplung

ii. Der Träger von π ist eine c-zyklisch monotone Menge

iii. Es gibt eine c-konkave Funktion ϕ, so dass
∫

c(x, y)dπ(x, y) =

∫

ϕdµ+

∫

ϕcdν.

Insbesondere gilt

inf
π∈Π(µ,ν)

∫

c(x, y)dπ(x, y) = sup
ϕ(x)+ψ(y)≤c(x,y)

∫

ϕdµ+

∫

ψdν.
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4 Kantorovich-Dualität

4.5 Kantorovich-Dualität für allgemeine Kostenfunktionen

Laut Annahme ist c :M ×M → [0,∞) eine unterhalbstetige Kostenfunktion. Definiere

ck(x, y) = inf
(x′,y′)∈M×M

{

min(c(x′, y′), k) + k
[

d(x, x′) + d(y, y′)
]}

.

Es ist leicht zu sehen, dass cl ≤ ck für l ≤ k.

Lemma 4.18. Die Funktionen ck sind k-Lipschitz und 0 ≤ ck ≤ min(c(x, y), k). Ist c
unterhalbstetig so gilt

c(x, y) = lim
k→∞

ck(x, y).

Korollar 4.19. Jede ck-konkave Funktion ϕ ist k-Lipschitz stetig und es gilt

ϕ(x) + ϕck(y) ≤ ck(x, y) ≤ c(x, y).

Theorem 4.20 (Kantorovich-Dualität für unterhalbstetige Kostenfunktionen). Sei π ∈
Π(µ, ν), so dass

∫

c(x, y)dπ(x, y) <∞. Dann sind die folgenden Aussagen äquivalent:

• π ist eine optimale Kopplung

• π ist auf einer c-zyklisch monotonen Menge Γ konzentriert, d.h. es gibt eine Borel-
Menge Γ′ ⊂ Γ, so dass π(Γ′) = 1

• Es gibt eine c-konkave Funktion ϕ, so dass
∫

c(x, y)dπ(x, y) =

∫

ϕdµ+

∫

ϕcdν.

Insbesondere gilt

inf
π∈Π(µ,ν)

∫

c(x, y)dπ(x, y) = sup
ϕ(x)+ψ(y)≤c(x,y)

∫

ϕdµ+

∫

ψdν

wobei man auf der rechten Seite auch annehmen kann, dass ϕ und ψ gleichmäßig stetige
(sogar Lipschitz stetige) Funktionen sind.

Beweis. Gilt die zweite Aussage, so folgen aus den obigen Sätzen die beiden andere.
Es bleibt zu zeigen, dass jede optimale Kopplung auf einer c-zyklisch monotnen Menge
konzentriert ist.

Für jedes k ∈ N wähle eine optimale Kopplung πk ∈ Π(µ, ν) und ck-konkave Duallö-
sungen (ϕk, ϕ

ck
k ). Da Π(µ, ν) kompakt ist, können wir annehmen, dass πk′ → π̃ ∈ Π(µ, ν).

Wir behaupten π̃ ist optimal. Sei l ≤ k, dann gilt
∫

cldπ̃ ≤ lim
k′→∞

∫

cldπk′

≤ lim sup
k′→∞

∫

ck′dπk′

= lim sup
k′→∞

∫

ϕk′dµ+

∫

ϕ
ck′
k′ dν

≤ inf
π′∈Π(µ,ν)

∫

cdπ′.
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Aufgrund der monotonen Konvergenz gilt auch
∫

cdπ̃ = lim
l→∞

∫

cldπ̃,

so dass

inf
π′∈Π(µ,ν)

∫

cdπ′ ≤
∫

cdπ̃ ≤ inf
π′∈Π(µ,ν)

∫

cdπ′,

d.h. π̃ ist optimal. Insbesondere gilt
∫

ϕk′dµ+

∫

ϕ
ck′
k′ dν → inf

π′∈Π(µ,ν)

∫

cdπ′.

Sei nun π optimal. Dann gilt

fk′(x, y) = c(x, y)− ϕk′(x)− ϕ
ck′
k′ (y) ≥ 0

∫

fdπ → 0,

so dass f → 0 in L1(π). Insbesondere können wir eine Teilfolge auswählen, so dass eine
Borel-Menge Γ mit π(Γ) = 1 gibt mit

fk′′(x, y) → 0

für alle (x, y) ∈ Γ. Sei nun (xi, yi) ∈ Γ. Dann gilt

N
∑

i=1

c(xi, yi+1)−
N
∑

i=1

c(xi, yi) ≥ lim
k′′→∞

N
∑

i=1

ϕk′′(xi) + ϕ
ck′′
k′′ (yi) =

N
∑

i=1

c(xi, yi).

D.h. Γ ist c-zyklisch monoton.

4.6 Transportabbildungen und Breniers Lösung des

Mongeproblems

In diesem Abschnitt wollen wir zeigen, wie mit Hilfe der Dualtheorie und der messbaren
Auswahltheorems Transportabbildungen konstruiert werden können.

Satz 4.21. Sei c eine stetige Kostenfunktion, µ, ν ∈ P(M) und (ϕ,ϕc) eine Duallösung
des Transportproblems. Gilt für µ-fast alle x ∈M

#∂cϕ(x) = 1

dann gibt es eine Borel-Abbildung T :M →M , so dass T∗µ = ν und

C(µ, ν) =

∫

c(x, T (x))dµ(x).
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Beweis. Nach Korollar 4.7 istΓ = ∂cϕ abgeschlossen, so dass

F : x 7→ ∂cϕ(x)

messbar ist und F (x) abgeschlossen. Nach Kuratowski–Ryll-Nardzewski gibt es somit
eine µ-messbare Abbildung f : M → M mit f(x) ∈ F (x). Somit gibt es auch eine
Borel-Abbildung T :M →M mit T (x) = f(x) für µ-fast alle x ∈M .

Laut dem Desintegrationstheorem hat jede optimale Kopplung π die Form
∫

δx ⊗ µxdµ(x)

mit
supp δx ⊗ µx ⊂ {x} ×M ∩ ∂cϕ = {x} × ∂cϕ(x)

für µ-fast alle x ∈M . Die Annahme impliziert nun

{x} × ∂cϕ(x) = {x} × T (x)

für µ-fast alle x ∈M und somit µx = δT (x). D.h.

π =

∫

δx ⊗ δT (x)dµ(x) = (id×T )∗µ,

woraus die Behauptung folgt.

Korollar 4.22 (Breniers Lösung des Mongeproblems). Sei M = Rn, c(x, y) = −〈x, y〉
und µ, ν ∈ P(M), so dass ν beschränkten Träger hat. Ist µ absolut stetig bzgl. des
Lebesgue-Maßes auf Rn, dann gibt es eine Borel-Abbildung T :M →M mit T∗µ = ν und

C(µ, ν) =

∫

c(x, T (x))dµ(x) ∈ R.

Beweis. Da µ und ν beschränkte Träger haben, gilt zunächst C(µ, ν) ∈ R. Sei (ϕ,ϕc)
eine Duallösung. Definiere

ψ(y) =

{

ϕc(y) y ∈ supp ν

−∞ y /∈ supp ν.

Dann gilt

ψc̄(x) = inf
y∈M

−〈x, y〉 − ψ(y)

= inf
y∈supp ν

−〈x, y〉 − ψ(y),

d.h. ψc̄ ist eine konkave Funktion mit Werten in R. Insbesondere ist lokal Lipschitz stetig
und somit λn-fast überall differenzierbar. Da µ≪ λn gibt es somit eine Menge Ω ⊂ suppµ
mit µ(Ω) = 1 und ψc̄ ist differenzierbar in allen Punkten x ∈ Ω.
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Sei nun y ∈ ∂cψc̄(x) für x ∈ Ω, dann hat die Funktion

f(x̃) = −〈x̃, y〉 − ψc̄(x̃)− ψc̄c(y)

ein Maximum an der Stelle x und ist differenzierbar in dieser

0 = ∇f(x) = −y −∇ψc̄(x).

D.h.
∇ψc̄(x) = y

woraus folgt, dass
∂cψc̄(x) = {y}.

Der vorige Satz ergibt nun die Existenz der Transportabbildung T .

Im Fall

c1(x, y) =
1

2
‖x− y‖2

gilt analog

ψ̃c̄1(x) = −1

2
‖x‖2 + ψc̄(x)

Und somit
∇ψ̃c̄1(x) = −x+ y.

Die Transportabbildung hat dann die Form

T = id−∇ψ̃c1 .

Schreibt man die Interpolation

expx(tv) = x+ tv

= (1− t)x+ ty

für v = y − t, dann gilt
T (x) = expx(−∇ψ̃(x)).

Eine solche Darstellung gilt auch für allegmeine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Die Ab-
bildung expx : TxM → M generiert hierbei die Geodäten, d.h. γt = expx(tv) ist eine
Geodäte zwischen x und expx(v), siehe folgende Kapitel.

4.7 Stabilität von optimalen Kopplungen bzgl. variabler

Marginale.

In diesem Abschnitt wollen wir zeigen, dass die Kantorovich-Dualität eine Stabilitätsei-
genschaft von optimalen Kopplungen impliziert.
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Satz 4.23 (Stabilitätssatz). Sei c nicht-negativ und stetig. Angenommenµn, νn ∈ P(M)
und πn ∈ Π(µn, νn) optimale Kopplungen zwischen µn and νn, so dass

lim inf
n→∞

∫

c(x, y)dπn(x, y) <∞

und µn ⇀ µ und νn ⇀ ν. Dann gibt es eine Teilfolge (πn′)n′∈N mit πn′ ⇀ π ∈ P(M ×
M). Außerdem ist π eine optimale Kopplung zwischen µ und ν ist mit der folgenden
Eigenschaft

∫

c(x, y)dπ(x, y) = inf
π̃∈Π(µ,ν)

∫

c(x, y)dπ̃(x, y) ≤ lim inf
n→∞

∫

c(x, y)dπn(x, y).

Bemerkung. (1) Ein analoges Resultat gilt, wenn πn optimal bzgl. stetiger Kostenfunk-
tionen cn ist und cn gleichmäßig gegen c konvergiert.

(2) Ist c(x, y) > 0 für x 6= y und c(x, x) = 0 dann ist die einzige optimale Kopplung
zwischen µ und sich selbst die triviale Kopplung. Gilt im obigen Satz ν = µ, dann muss
demnach jede konvergente Teilfolge πn gegen die triviale Kopplung konvergieren.

Beweis. Da A1 = {µn}n∈N∪{µ} und A2 = {νn}n∈N∪{ν} kompakt in (P(M), dLP ) sind,
ist auch Π(A1, A1) kompakt in (P(M ×M), dLP ). Insbesondere gibt es eine Teilfolge von
(πn)n∈N die gegen ein π ∈ Π(A1, A2) schwach konvergiert. Daraus folgt auch, dass für
N > 1, die Maße

πNn =

N
⊗

i=1

πn ∈ P((M ×M)N )

ebenfalls schwach gegen πNn = ⊗N
i=1π konvergieren.

Für ǫ > 0 sei nun

KN
ǫ = {((xi, yi))Ni=1 ∈ (M ×M)N |

N
∑

i=1

c(xi, yi) ≤
N
∑

i=1

c(xi, yi+1) + ǫ}.

Da c stetig ist, ist KN
ǫ abgeschlossen und es gilt πNn (KN

ǫ ) = 1. Aus πNn ⇀ πN folgt dann

1 = lim sup
n→∞

πNn (KN
ǫ ) ≤ πN (KN

ǫ ) ≤ 1.

Da der Träger von πN gleich (π)N gilt somit (π)N ⊂ ∩ǫ>0K
N
ǫ . Lässt man nun N gegen

∞ laufen, so folgt sofort, dass suppπ c-zyklisch monoton ist.
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5 Wasserstein-Räume auf geodätischen

Räumen

5.1 Wasserstein-Räume

In diesem Abschnitt sei (M,d) ein vollständiger, separabler, metrischer Raum. Wir defi-
nieren folgende Kostenfunktionen

cp(x, y) = d(x, y)p

für p ∈ [0,∞). Für p = 0 gilt P0(M) = P(M).
Sei x0 ∈M ein beliebiger Punkt in M . Wir definieren folgende Mengen

Pp(M) = {µ ∈ P(M) |
∫

d(x, x0)
pdµ(x) <∞}.

Da

d(x, x0)
p ≤ (d(x, x̃0) + d(x̃0, x0))

p

≤ Cpd(x, x̃0) + Cpd(x̃0, x0)

für Cp = 2p
′−1 und p′ = max{1, p}, hängt Pp(M) nicht von der Wahl von x0 ab. Weiterhin

gilt Pp(M) ≤ Pp̃(M) für p ≥ p̃ ≥ 0.

Lemma 5.1. Für alle µ, ν ∈ Pp(M) gilt

inf
π∈Π(µ,ν)

∫

d(x, y)pdπ(x, y) <∞.

Beweis. Sei π = µ⊗ ν, dann gilt
∫

cp(x, y)dπ(x, y) ≤ Cp

(∫

d(x, x0)
pdµ(x) +

∫

d(x0, y)
pdν(y)

)

<∞.

Definition 5.2 (Wasserstein-Metrik). Für µ, ν ∈ Pp(M) definieren wir die Wasserstein-
Metrik wp auf Pp(M) wir folgt

wp(µ, ν) =

(

inf
π∈Π(µ,ν)

∫

d(x, y)pdπ(x, y)

) 1
p′

.
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5 Wasserstein-Räume auf geodätischen Räumen

Aufgrund der Hölder-Ungleichung gilt

wp̃(µ, ν) ≤ wp(µ, ν)

für p ≥ p̃ ≥ 1 und
wα(µ, ν) ≤ wβ(µ, ν)

α
β ≤ wp(µ, ν)

α

für α ≤ β ≤ 1 ≤ p.
Der Fall p = 1 hat folgende Besonderheit: Sei f : M → R eine 1-Lipschitz-Funktion,

d.h. es gilt
|f(x)− f(y)| ≤ d(x, y).

Dann gilt für ϕ = f und ψ = −f stets
∫

fdµ−
∫

fdν ≤ sup
ϕ(x)+ψ(y)≤c(x,y)

∫

ϕdµ+

∫

ψdν = w1(µ, ν).

Weiterhin gilt
f(x) ≥ f(y)− d(x, y)

und aufgrund der Stetigkeit von f auch

f(x) = lim
y→x

f(y)− d(x, y).

Daraus erhalten wir folgendes lemma.

Lemma 5.3. Für alle 1-Lipschitz-Funktionen f :M → R gilt

f(x) = − inf
y∈M

d(x, y)− f(y) = −fd(x),

d.h. f ist gleich minus die d-Transformation von sich selbst.

Für allgemeine Lipschitz-Funktione f mit Lipschitz-Konstante C > 0, gilt somit

f

C
(x) = − inf

y∈M
d(x, y)− 1

C
f(x) = −

(

f

C

)d

(x).

Da dα ebenfalls eine Metrik ist, ergibt sich auch das folgende Korollar.

Korollar 5.4. Ist f : M → R Hölder-stetig mit Exponent α ∈ (0, 1] und Konstant 1,
dann gilt f = −fdα .

Für p > 1 ist die Aussage im allgemeine falsch: Angenommen M ist ein geodätischer
Raum (siehe Abschnitt 5.2). Gilt nun

|f(x)− f(y)| ≤ d(x, y)p

so gilt dies auch entlang jeder Geodäte γ, d.h. für fγ = f ◦ γ gilt

|fγ(t)− fγ(s)| ≤ |t− s|p.
Es lässt sich nun leicht zeigen, dass fγ konstant ist und somit

f(γ0) = f(γ1).

Da M geodätische ist, gilt somit f ≡ const.
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Satz 5.5. Der Raum (P(M), wp) ist ein metrischer Raum.

Beweis. Zunächst zeigen wir, dass wp eine Metrik ist: Da d ≥ 0, folgt sofort die Nicht-
Negativität von wp. Ist

∫

d(x, y)pdπ(x, y) = 0,

dann ist der Träger von π in der Diagonal ∆ = {(x, x)}x∈M enthaltung und die Maße
δx ⊗ µx sind µ-fast gleich δx ⊗ δx, d.h. π = (id⊗ id)∗µ und somit (p2)∗π = µ. D.h.
wp(µ, ν) = 0 genau dann, wenn µ = ν.

Sei nun µ, ν, λ ∈ Pp(M) und π ∈ Π(µ, ν) und π̃ ∈ Π(ν, λ). Wenden wir das Desinte-
grationstheorem bzgl. ν and so erhalten wir

π =

∫

νy ⊗ δydν(y)

π̃ =

∫

δy ⊗ ν̃ydν(y)

so dass

π̂ =

∫

νy ⊗ ν̃yν(y)

eine Kopplung zwischen µ und ν ist. Daraus schließen wir

(∫

d(x, z)pdπ̂(x, z)

) 1
p′

=

(∫

d(x, z)pdνy(x)dνy(z)dν(y)

) 1
p′

≤
(∫

(d(x, y) + d(y, z))pdνy(x)dνy(z)dν(y)

) 1
p′

≤
(∫

d(x, y)pdνy(x)dν(y)

) 1
p′

+

(∫

d(y, z)pdνy(z)dν(y)

) 1
p′

.

Sind nun π und π̃ optimal so ergibt sich

wp(µ, λ) ≤
(∫

d(x, z)pdπ̂(x, z)

) 1
p′

≤ wp(µ, ν) + wp(ν, λ).

Lemma 5.6. Ist (µn)n∈N eine Cauchy-Folge in Pp(M), dann ist (µn)n∈N eine Cauchy-
Folge in (P(M), dLP ). Weiterhin gibt es ein µ ∈ Pp(M), so dass µn ⇀ µ und µn → µ in
(Pp, wp), d.h. (Pp(M), wp) ist abgeschlossen.

Beweis. Sei zunächst p ≥ 1. Dann ist (µn)n∈N auch eine Cauchy-Folge in P1(M). Insbe-
sondere gibt für alle ǫ > 0 ein Nǫ, so dass für m,n ≥ Nǫ

w1(µm, µn) ≤ ǫ2.
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5 Wasserstein-Räume auf geodätischen Räumen

Für jedes abgeschlossene C definiere eine 1
ǫ -Lipschitz Funktion wie folgt

ϕC(x) =

(

1− d(x,C)

ǫ

)

.

Es ist leicht zu sehen, dass χC ≤ ϕC ≤ χCǫ und für m,n ∈ N gilt

ǫ+ µn(Cǫ) ≥ ǫ+

∫

ϕCdµn

= ǫ+

∫

ϕCµm +

(∫

ϕCµn −
∫

ϕCµm

)

≥ ǫ+

∫

ϕCµm − w1(µn, µm)

ǫ

≥ ǫ+ µm(C)−
w1(µn, µm)

ǫ
≥ µm(C).

Da C beliebig war, gilt somit
dLP (µn, µm) ≤ ǫ,

d.h. (µn)n∈N ist Cauchy in (P(M), dLP ).
Ist p ∈ (0, 1], so ist dp eine Metrik auch M mit der selben Topologie wie (M,d).

Insbesondere ist dann (µn)n∈N Cauchy bzgl. der Levi-Prokhorov-Metrik generiert durch
dp, d.h. µn ⇀ µ für eine µ ∈ P(M). Daraus folgt jedoch auch, dass (µn)n∈N Cauchy bzgl.
dLP ist.

Da (µn)n∈N Cauchy in (P(M), dLP ) ist, gilt µn ⇀ µ ∈ P(M). Weiterhin gilt
∫

d(x, x0)
pdµ ≤ lim inf

n→∞

∫

d(x, x0)
pdµn(x)

≤ 2p lim inf wp(µN0 , µn)
p + 2p

∫

d(x, x0)
pdµN0(x) <∞,

d.h. µ ∈ Pp(M). Seien nun πmn optimale Kopplungen zwischen µm und µn. Da (µn)n∈N
Cauchy ist, gibt es eine Folge Cm → 0, so dass für n ≥ m

sup
n≥m

wp(µm, µn) ≤ Cm.

Satz 4.23 besagt, nun dass es eine optimale Kopplung πm zwischen µm und µ gibt mit

wp(µm, µ) ≤ lim inf
n′→∞

wp(µm, µn′) ≤ Cm.

Da Cm → 0 gilt auch wp(µm, µ) → 0.

Satz 5.7. Sei µn, µ ∈ Pp(M) und µn ⇀ µ. Dann sind die folgenden Aussagen äquivalent:

i. limn→∞wp(µn, µ) = 0
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ii. limn→∞
∫

d(x, x0)
pdµn(x) =

∫

d(x, x0)
pdµ(x)

iii. lim supn→∞
∫

d(x, x0)
pdµn(x) =

∫

d(x, x0)
pdµ(x)

iv. limR→∞ lim supn→∞
∫

M\BR(x0)
d(x, x0)

pdµn(x) = 0

v. Für alle stetigen Funktionen ϕ mit |ϕ(x)| ≤ C(1 + d(x, x0)
p) gilt

lim
n→∞

∫

ϕdµn =

∫

ϕdµ.

Beweis. ”(i) ⇒ (ii)”: Es gilt

wp(µn, δx0) =

(∫

d(x, x0)
pdµ(x)

) 1
p′

,

so dass
|wp(µn, δx0)− wp(µ, δx0)| ≤ wp(µn, µ) → 0.

”(ii) ⇔ (iii)”: Bemerke, dass aus µn ⇀ µ impliziert
∫

d(x, x0)
pdµ(x) ≤ lim inf

n→∞

∫

d(x, x0)
pdµn(x)

folgt.
”(iv) ⇒ (iii)”: Definiere ϕR = χBR

· d(·, x0)p. Dann ist ϕR beschränt und stetig, so
dass

∫

ϕRdµn →
∫

ϕRdµ.

Gilt nun

lim sup
n→∞

wp(µn, δx0)
p′ = lim

R→∞
lim sup
n→∞

[

∫

ϕRdµn +

∫

M\BR

d(x, x0)
pdµn(x)

]

≤ lim
R→∞

[

∫

ϕRdµ+ lim sup
n→∞

∫

M\BR

d(x, x0)
pdµn(x)

]

= wp(µ, δx0)
p′ .

”(iii) ⇒ (iv)”: Bemerke, dass

lim
R→∞

lim sup
n→∞

[

∫

M\BR

d(x, x0)
pdµn(x)

]

≤ lim
R→∞

lim sup
n→∞

[

−
∫

ϕRdµn + wp(µn, δx0)
p′
]

≤ − lim
R→∞

∫

ϕRdµn + wp(µ, δx0) = 0.

”(v) ⇒ (iv)”: Folgt trivialerweise da x 7→ d(x, x0)
p die Bedingungen der 5. Aussage

erfüllt.
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”(iv) ⇒ (v)”: Sei ϕ eine stetige Funktion mit |ϕ(x)| ≤ C(1 + d(x, x0)
p) und ϕ =

ϕ+ − ϕ−, die Zerlegung in den positiven und negativen Anteil. Zunächst gilt
∫

ϕ±dµn,
∫

ϕ±dµ <∞,

d.h. ϕ ist sowohl µn- als auch µ- integrierbar. Somit gilt
∫

ϕ±dµ ≤ lim inf
n→∞

∫

ϕ±dµn.

Weiterhin gilt für

fR(x) = max{0, 1− d(x,BR(x0))

R
}

mit R ≥ 1
∫

ϕ±dµn ≤
∫

fRϕdµn +

∫

(1− fR)ϕdµn

≤
∫

M
fRϕdµn + 2C

∫

M\BR(x0)
d(x, x0)dµn(x),

so dass

lim sup
n→∞

∫

ϕ±dµn ≤ lim
R→∞

lim
n→∞

∫

fRϕ±dµn + 2C lim
R→∞

lim sup
n→∞

∫

M\BR

d(x, x0)
pdµn

≤ lim
R→∞

∫

fRϕ±dµ

≤ lim
R→∞

∫

B2R

ϕ±dµ =

∫

ϕ±dµ.

Zusammen ergibt dies
∫

ϕ±dµn →
∫

ϕ±dµ

und damit auch
∫

ϕdµn →
∫

ϕdµ.

”(v) ⇒ (i)”: Sei a ∧ b = min{a, b}, dann gilt

d(x, y) ≤ d(x, y) ∧R+ 2d(x, x0)χM\BR
2
(x0)(x) + 2d(x0, y)χM\BR

2
(x0)(y),

und damit

d(x, y)p ≤ 3p
′−1(d(x, y)p ∧Rp + 2pd(x, x0)

pχM\BR
2
(x0)(x) + 2pd(x0, y)

pχM\BR
2
(x0)(y)).
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Sei nun πn eine optimale Kopplung zwischen µn und µ. Dann konvergiert πn gegen die
triviale Kopplung (id× id)∗µ (siehe Satz 4.23) und es gilt

∫

d(x, y)pdπn(x, y) ≤ 3p
′−1

∫

d(x, y)p ∧Rpdπn(x, y)

+3p
′−12p

(∫

d(x, x0)
pdµn(x)

+

∫

d(x0, y)
pdµ(y)

)

.

Nehmen wir nun erst den Limes superior mit n→ ∞, dann konvergieren die erste Term
auf der rechten Seite gegen 0. Schließlich nehmen wir den Limes R → ∞, so dass auch
die anderen beiden Terme gegen 0 konvergieren. Daraus folgt

wp(µn, µ)
p′ =

∫

d(x, y)pdπn(x, y) → 0.

5.2 Geodätische Räume

Definition 5.8 (Geodäte). Eine Abbildung γ : [a, b] → M wird [a, b]-parametrisierte
Geodäte (zwischen γa und γb) genannt, wenn

d(γt, γs) =
|t− s|
|a− b|d(γa, γb).

Gilt [a, b] = [0, d] mit d(γ0, γd) = d, dann nennen wir γ eine Geodäte mit Geschwindigkeit
1.

Sei Geo[a,b](M,d) der Raum der [a, b]-parametrizierten Geodäten. Im folgenden sind
wir hauptsächlich an [0, 1]-parametrisierten Geodäten interessiert. Für jedes t ∈ [0, 1] sei
et : Geo[0,1](M,d) →M die Evaluation von γ an der Stelle t, d.h. et(γ) = γt.

Wir definieren eine Metrik d∞ zwischen zwei Geodäten γ, η ∈ Geo[0,1](M,d) wie folgt:

d∞(γ, η) = sup
t∈[0,1]

d(γt, ηt).

Lemma 5.9. Ist (M,d) vollständig, dann ist auch (Geo[0,1](M,d), d∞) vollständig. Ins-
besondere sind die Evaluationsabbildungen stetig.

Beweis. Ist (γn)n∈N eine Cauchy-Folge, so ist auch (γnt )n∈N eine Cauchy-Folge. Definiere
nun γt = limn→∞ γnt . Dann auch gilt

lim
n→∞

|d(γt, γs)− d(γnt , γ
n
s )| = 0,
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d.h.

d(γt, γs) = lim
n→∞

d(γnt , γ
n
s )

= lim
n→∞

|t− s|d(γn0 , γn1 )

= |t− s|d(γ0, γ1),

d.h. γ ist eine Geodäte.

Korollar 5.10. Ist (M,d) ein vollständiger metrischer Raum und Γ ⊂ M ×M abge-
schlossene, dann ist die Menge (e0, e1)

−1(Γ) abgeschlossen in Geo[0,1](M,d).

Lemma 5.11. Ist (M,d) beschränkt-kompakt, so ist auch Geo[0,1](M,d) beschränkt-kompakt.

Beweis. Sei (γ(n))n∈N eine Folge in Geo[0,1](M,d) mit d(γ(n), γ(0)) ≤ R, dann gilt

γ
(n)
t ∈ B̄

R+d(γ
(0)
0 ,γ

(1)
1 )

(γ
(0)
0 ).

D.h. wir können γ(n) als Funktionen [0, 1] → B̄
R+d(γ

(0)
0 ,γ

(1)
1 )

(γ
(0)
0 ) betrachten. Weiterhin

sind die Funktionen γ(n) : [0, 1] → M Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante klei-

ner gleich 1 und aufgrund der Beschränkt-Kompaktheit ist B̄
R+d(γ

(0)
0 ,γ

(1)
1 )

(γ
(0)
0 ) kom-

pakt. Somit gibt es nach Arzela-Ascoli eine Lipschitz-stetige Funktion η : [0, 1] →
B̄
R+d(γ

(0)
0 ,γ

(1)
1 )

(γ
(0)
0 ) und eine Teilfolge, so dass

ηt = lim
n′→∞

γ
(n′)
t .

Ist η eine Geodäte, so folgt die Aussage. Dazu bemerke, dass für alle t ∈ [0, 1]

lim
n′→∞

d(γ
(n′)
t , γ(n

′)
s ) = d(ηt, ηs),

so dass

d(ηt, ηs) = lim
n′→∞

d(γ
(n′)
t , γ(n

′)
s )

= lim
n′→∞

|t− s|d(γ(n
′)

0 , γ
(n′)
1 ) = |t− s|d(η0, η1).

Definition 5.12 (Geodätischer Raum). Ein metrischer Raum (M,d) wird geodätischer
Raum genannt, wenn für alle x, y ∈ M eine [0, 1]-parametrizierte Geodäte zwischen x
und y existiert, d.h. (e0, e1)−1(x, y) 6= ∅.
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5.3 Geodäten im Wassersteinraum

Wir nennen σ ∈ P(Geo[0,1](M,d)) eine dynamische Kopplung zwischen µ ∈ P(M) und
ν ∈ P(M), wenn

(e0)∗σ = µ

und
(e1)∗σ = ν.

Die dynamische Kopplung ist p-optimal, wenn π = (e0, e1)∗σ p-optimal bzgl. seiner Mar-
ginale ist und

∫

d(x, y)pdπ(x, y) <∞.

Sei OptGeop(M,d) der Raum der p-optimalen dynamische Kopplung und OptGeop(µ0, µ1)
diejenigen σ ∈ OptGeop(M,d) mit (e0)∗σ = µ0 und (e1)∗σ = µ1.

Lemma 5.13. Sei p ∈ [1,∞). Ist σ eine p-optimale dynamische Kopplung, dann ist
(et, es)∗σ eine p-optimale Kopplung bzgl. seiner Marginale für s, t ∈ [0, 1]. Insbesondere
ist t 7→ µt = (et)∗σ eine Geodäte in (Pp(M), wp).

Beweis. Da (et, es)∗σ eine Kopplung zwischen µt und µs ist gilt

wp(µt, µs) ≤
(∫

d(x, y)pd(et, es)∗σ(x, y)

) 1
p

=

(∫

d(γt, γs)
pdσ(γ)

) 1
p

= |t− s|
(∫

d(γ0, γ1)dσ(γ)

) 1
p

= |t− s|wp(µ0, µ1).

Da für s ≤ t

wp(µ0, µ1) ≤ wp(µ0, µs) + wp(µs, µt) + wp(µt, µ1)

≤ (t+ t− s+ s)wp(µ0, µ1) = wp(µ0, µ1)

muss stets Gleichheit in der vorigen Ungleichung gelten, d.h.

wp(µs, µt) = |t− s|wp(µ0, µ1).

Insbesondere ist dann (es, et)∗σ p-optimal.

Satz 5.14. Angenommen (M,d) ist ein beschränkt-kompakter geodätischer Raum. Dann
gibt für alle µ0, µ1 ∈ Pp(M) und alle Kopplungen π ∈ Π(µ0, µ1) eine dynamische Kopp-
lung σ ∈ P(Geo[0,1](M,d)) mit (e0, e1)∗σ = π.
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Beweis. Da (M,d) beschränkt kompakt ist, ist Geo[0,1](M,d) ebenfalls beschränkt-kompakt
und damit separabel. Sei nun (xn, yn) → (x, y) und γn eine Folge von Geodäten zwischen
xn und yn. Angenommen γn → γ. Dann ist γ eine Geodäte zwischen x und y. Somit hat
die Zuweisung

L : (x, y) 7→ (e0, e1)
−1(x, y)

einen abgeschlossenen Graph und ist π-messbar bzgl. jedem Maß π ∈ P(M ×M). Der
messbare Auswahlsatz besagt nun, dass eine π-messbare Abbildung S : M × M →
Geo[0,1](M,d) mit

S(x, y) ∈ L(x, y)
gibt. Offensichtlich ist dann σ = S∗π eine dynamische Kopplung mit (e0, e1)∗σ = π.

Korollar 5.15. Für alle µ0, µ1 ∈ Pp(M) ist OptGeop(µ0, µ1) nicht-leer. Insbesondere ist
(Pp(M), wp) ein geodätischer Raum.

Beweis. Ist π eine p-optimale Kopplung, so ist automatische jede dynamische Kopplung
σ mit (e0, e1)∗σ, die durch den vorigen Satz konstruiert wurde, p-optimal und somit in
OptGeop(µ0, µ1). Daraus folgt nun, dass

t 7→ (et)∗σ

eine Geodäte zwischen µ0 und µ1 ist. Da µ0 und µ1 beliebig sind, ist (Pp(M), wp) eine
geodätischer Raum.

5.4 Nicht-verzweigende geodätische Räume

Definition 5.16. Ein geodätischer Raum wird nicht-verzweigend genannt, wenn für alle
Geodäten γ, η ∈ Geo[0,1](M,d) und t ∈ (0, 1) mit

γ0 = η0, γt = ηt

stets γ ≡ η gilt. Aufgrund der Symmetrie der Metrik gilt dann auch γ ≡ η für alle
Geodäten γ, η ∈ Geo[0,1](M,d) und t ∈ (0, 1) mit

γ1 = η1, γt = ηt

stets γ ≡ η gilt.

Beispiel (Tripod). KOMMT.

Lemma 5.17. Sei (M,d) ein nicht-verzweigender geodätischer Raum und seien γ und η
zwei Geodäten in Geo[0,1](M,d) und p ∈ (1,∞). Ist Γ eine cp-zyklisch monotone Menge
und (γ0, γ1), (η0, η1) ∈ Γ, so dass

γt = ηt

für ein t ∈ (0, 1). Dann gilt γ ≡ η.
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Beweis. Aus den Bedingungen folgt

d(γ0, γ1)
p + d(η0, η1)

p ≤ d(γ0, η1)
p + d(η0, γ1)

p.

Zusammen mit der Dreiecksungleichung und der Annahme γt = ηt ergibt dies

d(γ0, γ1)
p + d(η0, η1)

p ≤ (d(γ0, γt) + d(ηt, η1))
p + (d(η0, ηt) + d(γt, γ1))

p

= (td(γ0, γ1) + (1− t)d(η0, η1))
p + (td(η0, η1) + (1− t)d(γ0, γ1))

p

≤ td(γ0, γ1)
p + (1− t)d(η0, η1)

p + td(η0, η1)
p + (1− t)d(γ0, γ1)

p

= d(γ0, γ1)
p + d(η0, η1)

p.

Somit sind alle Ungleichung Gleichungen und aufgrund der strikten Konvexität von r 7→
rp für p > 1 muss außerdem gelten

d(γ0, η1) = d(γ0, γ1) = d(η0, η1) = d(η0, γ1).

Wir definieren nun

γ̃s =

{

γs s ∈ [0, t]

ηs s ∈ [t, 1]

und

η̃t =

{

ηs s ∈ [0, t]

γs s ∈ [t, 1].

Es lässt sich leicht zeigen, dass γ̃ eine Geodäte zwischen γ0 und η1 ist und η̃ eine Geodäte
zwischen η0 und γ1. Aufgrund der Nicht-Verzweigungseigenschaft folgt jedoch, dass

γ̃ = γ

und
η̃ = η,

d.h. γs = ηs für s ∈ [0, 1], oder äquivalent γ ≡ η.

Korollar 5.18. Ist (M,d) nicht verzweigend und σ eine p-optimale dynamische Kopp-
lungmit p ∈ (1,∞), dann gibt es für alle t ∈ (0, 1) und s ∈ [0, 1] eine Borel-Abbildungen
Tt,s :M →Mmit

(Tt,s)∗µt = µs

und
∫

d(x, Tt,s(x))
pdµt(x) = wp(µt, µs)

p

wobei µt = (et)∗σ.

Beweis. Das vorige Lemma zeigt

et : suppσ → suppµt
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ist injektiv. Damit ist sie messbar invertierbar, d.h. es gibt eine µt-messbare Abbildung
Tt : M → Geo[0,1](M,d), so dass et ◦ Tt(x) = x für x ∈ suppµt (Ist suppσ kompaket, so
ist Tt sogar ein Homeomorphismus). Dann gilt insbesondere

µs = (es)∗σ = (es)∗(Tt)∗µt = (es ◦ Tt)∗µt.

Damit ist Tt,s = es ◦ Tt die gesuchte Abbildung.

5.5 Die schwache Maßkontraktionsbedingung und Existenz

von Transportabbildungen

In diesem Abschnitt wollen wir zeigen, wie eine sehr schwache Kontraktionseigenschaft
eines Referenzmaßes die Existenz von Transportabbildungen zwischen absolut stetigen
Maßen und beliebigen anderen Maßen impliziert1.

Definition 5.19. Das Tripel (M,d,m) wir metrischer Maßraum genannt, wenn m eine
(möglicherweise unendliches) Maß auf M ist, welches lokal beschränkt ist, d.h. für alle
x ∈M und r > 0 gilt

m(Br(x)) > 0.

Beispiele sind gegeben durch den euklidischen Raum (Rn, ‖ · ‖Euklid) und m = λn

das n-dimensionale Lebesgue-Maß. Alternativ ist jede riemannische Mannigfaltigkeit mit
dazugehörigem Volumenmaß eine metrischer Maßraum.

Ist nun (M,d) ein geodätischer Raum so schreiben wir für A ⊂M , x ∈M und t ∈ [0, 1]

At,x = {γt | γ ∈ (e0, e1)
−1(A× {x})}.

Zunächst die folgende Aussage, die man entweder beweist, indem man zeigt, dass
K Teilmenge eines affinen Hyperraums der Dimension n − 1 ist, oder direkt aus den
Wachstumseigenschaften des Lebesgue-Maßes.

Lemma 5.20. Sei K eine kompakte Menge in Rn und x 6= y ∈ Rn. Ist

K × {x, y}

cp-zyklisch monotone so gilt λn(K) = 0.

Beweis. Für jedes ǫ > 0 gibt es ein t0 > 0, so dass für alle t ∈ (0, t0)

Kt,x ∪Kt,y ⊂ Kǫ

und wegen der cp-zyklischen Monotonie gilt

Kt,x ∩Kt,y = ∅.

1Die folgenden Definitionen und
Beweise sind aus Cavelletti–Huesmann „Existence and uniqueness of optimal transport maps“.
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Weiterhin gilt
λn(Kt,x) = (1− t)nλ(K).

Aufgrund der äußeren Regularität des Lebesgue-Maßes gilt nun

λn(K) = lim
ǫ→0

λn(Kǫ)

≥ lim sup
t→0

λn(Kt,x ∪Kt,y)

= lim sup
t→0

λn(Kt,x) + λn(Kt,y)

≥ 2 lim sup
t→0

(1− t)nλn(K) = 2λn(K).

Der gleiche Beweis funktioniert auch für allgemeinere geodätische Maßräume (M,d,m)

Satz 5.21. Angenommen (M,d,m) ist ein nicht-verzweigender, geodätischer Maßraum,
so dass für alle x ∈M und alle kompakten Mengen K gilt, dass

lim inf
t→1

m(Kt,x) >
1

2
m(K).

Ist für x 6= y ∈M und die Menge A×{x, y} cp-zyklisch monotone für eine Borel-Menge
A ⊂M , dann gilt m(A) = 0.

Beweis. Ist m(A) > 0 dann gibt es eine kompakte Menge K ⊂ A mit m(K) > 0. Wäre
A × {x, y} cp-zyklisch monoton, dann ist auch K × {x, y} cp-zyklisch monoton. Da K
kompakt ist, gibt es für jedes ǫ > 0 ein t0 > 0, so dass für alle t ∈ (0, t0)

Kt,x ∪Kt,y ⊂ Kǫ.

Da laut Lemma 5.17 die Mengen Kt,x und Kt,y disjunkt sind für t > 0, gilt somit

m(K) = lim
ǫ→0

m(Kǫ)

≥ lim inf
t→0

m(Kt,x ∪Kt,y)

≥ lim inf
t→0

m(Kt,x) + lim inf
t→0

m(Kt,y)

> m(K)

was ein Widerspruch ist.

Korollar 5.22. Unter den vorigen Annahmen, ist jede p-optimale Kopplung zwischen
Maßenµ0, µ1 ∈ Pp(M) mit µ0 ≪ m und µ1 =

∑n
i=1 λiδxi durch eine Transportabbildung

T :M →M induziert, d.h. π = (id×T )∗µ0.
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Beweis. Setzte Γ = suppπ. Dann gilt

Γ =
n
⋃

i=1

Ai × {xi} ∪
⋃

i 6=j
Ai,j × {xi, xj}.

Wobei
Ai ∩Aj = ∅

für i 6= j und
Ai ∩Aj,k = ∅

für alle i, j, k.
Da Γ cp-zyklisch monoton, folgt aus dem vorigen Satz, dass m(Ai,j) = 0 für i 6= i. Da

µ0 absolut stetig bzgl. m ist, gilt µ0(Ai,j) = 0, d.h.

π(M ×M\
n
⋃

i=1

Ai × {xi}) = 0.

Somit gilt
π(M ×M\ graphT ) = 0

für

T (x) =

{

xi x ∈ Ai

x0 x /∈M\ ∪Ai.
Insbesondere muss dann T∗µ0 = µ1 gelten und und T p-optimal sein.

Der Nachteil der obigen Bedingung ist, dass diese nicht stabil ist, d.h. man kann nicht
erwarten, dass man allgemeine µ1 durch endliche Maße approximiert und ein ähnliches
Wachstum erhält. Aus diesem Grund müssen wir diese sehr Schwache Kontraktionsbe-
dingung durch eine uniforme Bedingung ersetzen.

Definition 5.23. Der geodätische Maßraum (M,d,m) erfüllt die schwache Maßkontrak-
tionseigenschaft (MCP) 1

2
, wenn es für alle x0 ∈ M und R > 0 Funktionen f : (0, 1) →

(0,∞) gibt mit

lim sup
t→0

f(t) >
1

2
,

so dass für alle x ∈ BR(x0) und A ⊂ BR(x0) gilt

m(At,x) ≥ f(t)m(A).

Im folgenden wählen wir ein fixes x0 ∈M .

Wie oben erhalten wir folgenden wichtigen Satz.

Satz 5.24. Angenommen (M,d,m) ist ein nicht-verzweigender, geodätischer Maßraum,
der die schwache Maßkontraktionseigenschaft (MCP) 1

2
erfüllt. Ist für x 6= y ∈ M und

die Menge A × {x, y} cp-zyklisch monotone für eine Borel-Menge A ⊂ M , dann gilt
m(A) = 0.
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Beweis. Ist m(A) > 0 dann gibt es eine kompakte Menge K ⊂ A mit m(K) > 0. Wäre
A × {x, y} cp-zyklisch monoton, dann ist auch K × {x, y} cp-zyklisch monotone. Da K
kompakt ist, gibt es für jedes ǫ > 0 ein t0 > 0, so dass für alle t ∈ (0, t0)

Kt,x ∪Kt,y ⊂ Kǫ.

Da laut Lemma 5.17 die Mengen Kt,x und Kt,y disjunkt sind für t > 0, gilt somit

m(K) = lim
ǫ→0

m(Kǫ)

≥ lim sup
t→0

m(Kt,x ∪Kt,y)

≥ lim sup
t→0

m(Kt,x) + lim sup
t→0

m(Kt,y)

≥ lim sup
t→0

2f(t)m(K) > m(K).

was ein Widerspruch ist.

Sei nun Γ ⊂M ×M , dann definieren wir

Γt = et(e0, e1)
−1(Γ),

d.h. Γt sind alle t-Mittelpunkte zwischen zwei Punkten in Γ. Aus der Definition folgt,
dass Γ0 = p1(Γ). Das folgende Lemma zeigt, dass sich die Maßkontraktionseigenschaft
auch auf

Lemma 5.25. Angenommen (M,d,m) ist ein beschränkt-kompakter geodätischer Maß-
raum der (MCP) 1

2
erfüllt. Sei Γ ⊂M ×M eine kompakte, cp-zyklisch monotone Menge.

Dann gilt
m(Γt) ≥ fR(t)m(Γ0)

für alle R > 0 mit Γ0,Γ1 ⊂ BR(x0).

Beweis. Sei {yi}i∈N dicht in p2(Γ) und ϕ eine cp-konkave Funktion mit Γ ⊂ ∂cpϕ.
Definiere die folgenden Mengen

E
(n)
i = {x ∈ Γ0 | d(x, yi)p − ϕcp(yi) ≤ d(x, yj)

p − ϕcp(yj), j = 1, . . . , n}

und

Γ(n) =
n
⋃

i=1

E
(n)
i × {yi}.

Sei (xk, zk) ∈ Γ(n) für k = 1, . . . ,m. Dann gilt aufgrund der Definition von E(n)
i

d(xk, zk)− ϕcp(zk) ≤ d(xk, zk+1)− ϕcp(zk+1)

mit zm+1 = z1. Summiert man dies auf so ergibt dies

m
∑

k=1

d(xk, zk)− ϕcp(zk) ≤
m
∑

k=1

d(xk, zk+1)− ϕcp(zk+1),
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d.h. Γ(n) ist cp-zyklisch monoton.
Da Γ(n) zyklisch monoton ist, gilt nach Lemma 5.17 für i 6= j und alle Geodäten γ und

η mit γ0 ∈ E
(n)
i , γ1 = yi und η0 ∈ E

(n)
j ,η1 = yj stets γt 6= ηt für t ∈ (0, 1) und deshalb

(E
(n)
i × {yi})t ∩ (E

(n)
j × {yj})t = ∅.

Da (E
(n)
i ∩E(n)

j )×{yi, yj} ⊂ Γ(n) folgt aus Satz 5.24, dass m(E
(n)
i ∩E(n)

j ) = 0 für alle
i 6= j.

Zusammengefasst gilt damit

m(Γ
(n)
t ) = m(

n
⋃

i=1

(E
(n)
i × {yi})t)

=

n
∑

i=1

m((E
(n)
i × {yi})t)

≥ f(t)
n
∑

i=1

m(E
(n)
i ) = f(t)m(Γ0),

da m(E
(n)
i ∩ E(n)

j ) = 0 für i 6= j und Γ0 = ∪ni=1E
(n)
i .

Wir behaupten, für alle ǫ > 0 gibt es ein n ≥ N , so dass

Γ
(n)
t ⊂ (Γt)ǫ

wobei (Γt)ǫ = ∪x∈ΓtBǫ(x) die ǫ-Umgebung von Γt ist.
Angenommen dies ist nicht der Fall, dann gibt es eine Folge von Geodäten γn mit

(γn0 , γ
n
1 ) ∈ Γ(n) und γnt /∈ (Γt)ǫ. Da (M,d) beschränkt-kompakt und Γ(n) ⊂ Γ kompakt ist,

können wir annehmen, dass γn gegen eine Geodäte γ mit Endpunkten in Γ konvergiert.
Dies würde jedoch implizieren, dass γt ∈ Γt und γnt → γt was ein Widerspruch ist, da
(Γt)ǫ eine Umgebung von γt ist.

Aufgrund der Annahme und der σ-Monotonie von m gilt nun

m(Γt) = lim
ǫ→0

m((Γt)ǫ)

≥ lim sup
n→∞

m(Γ
(n)
t )

≥ f(t)m(Γ0)

Theorem 5.26. Angenommen (M,d,m) erfüllt (MCP) 1
2

und µ0, µ1 ∈ Pp(M) sind Ma-
ße mit µ0 ≪ m. Dann ist jede p-optimale Kopplung π durch eine Transportabbildung
induziert.

Beweis. Wir zeigen den Satz durch Widerspruch: Angenommen π ist eine p-optimale
Kopplung, die nicht durch eine Transportabbildung induziert wird. Dann gibt es laut der
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Auswahl-Dichotomy (Satz 1.25) eine kompakte Menge K mit µ0(K) > 0 und zwei stetige
Funktionen f1, f2 : K →M mit f1(K) ∩ f2(K) = ∅ und Γ(i) = graph fi ⊂ suppπ.

Insbesondere sind dann m(K) > 0 und Γ(1) ∪Γ(2) eine kompakte, cp-zyklisch monoton
Menge. Lemma 5.17 impliziert somit, dass

Γ
(1)
t ∩ Γ

(2)
t = ∅

für t ∈ (0, 1). Da Γ(1) ∪ Γ(2) kompakt ist, gibt es für jedes ǫ > 0 ein t0 > 0, so dass für
alle t ∈ (0, t0)

Γ
(1)
t ∪ Γ

(1)
t ⊂ Kǫ.

Daraus folgt schließlich

m(K) = lim
ǫ→0

m(Kǫ)

≥ lim sup
t→0

m(Γ
(1)
t ∪ Γ

(2)
t )

≥ lim sup
t→0

m(Γ
(1)
t ) + lim sup

t→0
m(Γ

(2)
t )

≥ lim sup
t→0

2f(t)m(K) > m(K)

was ein Widerspruch ist.

Korollar 5.27. Unter den Annahmen des vorigen Theorem gibt es zwischen µ0 ≪ m

und µ1 genau eine p-optimale Kopplung π. Außerdem gibt es genau eine Geodäte t 7→ µt
zwischen µ0 und µ1 und es gilt µt ≪ m.

Beweis. Seien π und π′ zwei p-optimale Kopplungen und T und S die zugehörigen Trans-
portabbildungen, dann gilt

π =

∫

δx ⊗ δT (x)dµ0(x)

π′ =
∫

δx ⊗ δS(x)dµ0(x).

Da auch 1
2(π + π′) eine p-optimale Kopplung ist, gibt es eine Transportabbildung R, so

dass
∫

δx ⊗ δR(x)dµ0(x) =

∫

δx ⊗
1

2
(δT (x) + δS(x))dµ0(x),

was nur wahr sein kann, wenn

µ0({T 6= S} ∪ {R 6= T}) = 0

und somit π = π′.
Der zweite Teil folgt analog: Seien t 7→ µ

(i)
t , i = 0; 1, zwei Geodäten zwischen µ0 und

µ1. Dann ist auch t 7→ µ
(λ)
t = (1 − λ)µ

(0)
t + λµ

(1)
t eine Geodäte und die eindeutige p-

optimale Kopplung zwischen µ0 und µλt wird durch eine Transportabbildung induziert.

Wie oben impliziert dies, dass µ(0)t = µ
(1)
t .

77
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Wäre nun µt0 nicht absolut stetig ist ein t0 ∈ (0, 1), dann gäbe es eine cp-zyklisch
monotone Menge Γ ⊂ suppπ, so dass π(Γ) > 0 und m(Γt0) = 0. Dann gilt jedoch
auch µ0(Γ0) > 0 und damit m(Γ0) > 0. Aufgrund der inneren Regularität können wir
annehmen, dass Γ kompakt ist, was nicht möglich ist, da sonst

m(Γt0) ≥ f(t0)m(Γ0) > 0,

d.h. µt ≪ m für alle t ∈ (0, 1).

5.6 Maßkontraktionsbedingung

Für κ ∈ R und t ∈ [0, 1] definiere

σ(t)κ (θ) =























∞ κθ2 > π2

sin(θt
√
κ)

sin(θ
√
κ)

κ > 0, κθ2 ≤ π2

t κ = 0
sinh(θt

√
κ)

sinh(θ
√
−κ) κ < 0.

Die Funktionen t 7→ σ
(t)
κ (θ) sind die Eindeutigen Lösungen der Differentialgleichung

x′′ + κθ2x = 0

mit x(0) = 0 und x(1) = 1.
Weiterhin sei

σ
(t)
K,N (θ) = σ

(t)
K
N

(θ)

und
τ
(t)
K,N = t

1
N σ

(t)
K,N−1(θ)

N−1
N .

Lemma 5.28. Es gilt
σ(t)κ (θ) ≥ σ

(t)
κ′ (θ)

für κ ≥ κ′. Außerdem ist für κ ≤ 0 die Funktion θ 7→ σ
(t)
κ (θ) monoton fallend.

Definition 5.29 (Maßkontraktionsbedingung). Der geodätische Maßraum (M,d,m) er-
füllt die Maßkontraktionsbedingung MCP(K,N) für K ∈ R und N ∈ [1,∞), wenn es für
alle µ0 ∈ Pp(M) mit µ0 ≪ m und y ∈M eine Geodäte t 7→ µt mit µ1 = δy gibt, so dass

∫

ρ
1− 1

N
t dm ≥

∫

τ
(1−t)
K,N (d(x, y))ρ

1− 1
N

0 (x)dm(x)

wobei µt = ρtm+ µst mit µst⊥m.

Lemma 5.30. Die Bedingung MCP(K,N) impliziert die Bedingung MCP(K ′, N ′) für
K ′ ≤ K und N ′ ≥ N .
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Lemma 5.31. Die Bedingung MCP(K,N) impliziert die Bedingung (MCP) 1
2
.

Beweis. Sei µ0 = 1
m(C)m

∣

∣

C
für ein kompakte Menge C, µ1 = δy und t 7→ µt wie in der

Definition der MCP(K,N)-Bedingung.
Aus der Definition entnehmen wir, dass wir K durch min{K, 0} ersetzen können. Wei-

terhin gilt für A ⊂ BR(x0) und x, y ∈ BR(x0)

τ
(1−t)
K,N (d(x, y)) ≥ τ

(1−t)
K,N (2R),

so dass
∫

ρ
1− 1

N
t dm ≥ τ

(1−t)
K,N (2R)

∫

ρ
1− 1

N

0 dm.

Da ρ0 = 1
m(C) , gilt Da r 7→ r1−

1
N konkav ist, gilt

∫

ρ
1− 1

N
t dm ≤ m({ρt > 0}) 1

N .

Weiterhin ist ρ0 ≡ 1
m(C) , so dass

∫

ρ
1− 1

N

0 = m({ρ0 > 0}) 1
N .

Zusammen ergibt dies

m({ρt > 0}) ≥
(

τ
(1−t)
K,N (2R)

)N
m({ρ0 > 0}).

Insbesondere gilt damit
m(Ct,y) ≥ fR(t)m(C)

mit f(t) =
(

τ
(1−t)
K,N (2R)

)N
.

5.7 Beispiel der Maßkontraktionsbedingung anhand von

nicht-negativ gekrümmte Räume

In diesem Abschnitt wollen wir für einen metrischer Raum (M,d) die N -dimensionalen
Hausdorff-Maße konstruieren und zeigen, dass diese (falls nicht-trivial) kompatibel zu
der obigen Maßkontraktionbedingung sind.

Für N ∈ [0,∞), ǫ > 0 und A ⊂M definieren wir

HN
ǫ (A) = cN inf{

∑

i∈N
(diamCi)

N |A ⊂ ∪i∈NCi, diamCi ≤ ǫ}.

Bemerkung. Für N ∈ N ist der Parameter CN so gewählt, dass HN (B1(0)) für B1(0) ⊂
RN dem Volumen der n-dimensionalen Einheitkugel entspricht.
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Aufgrund der Definition folgt, dass für ǫ ≤ ǫ′ und δ > 0

HN
ǫ (A) ≤ HN

ǫ′ (A)

HN+δ
ǫ (A) ≤ ǫδHN (A).

Weiterhin gilt
HN
ǫ (∅) = 0

und
HN
ǫ (∪j∈NAj) ≤

∑

j∈N
HN
ǫ (Aj).

D.h. HN
ǫ ist ein äußeres Maß.

Ist A2ǫ ∩B = ∅, dann gilt sogar

HN
ǫ (A ∪B) = HN

ǫ (A) +HN
ǫ (B).

Definition 5.32 (Hausdorff-Maß). Das N -dimensionale Hausdorff-Maß HN : 2M →
[0,∞] auf dem metrischen Raum (M,d) ist definiert als

HN (A) = lim
ǫ→0

HN
ǫ (A).

Es ist leicht zu sehen, dass HN ein äußeres Maß ist.

Korollar 5.33. Das Hausdorff-Maß ist ein Borel-Maß, d.h. HN eingeschränkt auf Bd ist
ein Maß.

Beweis. Es genügt zu zeigen, dass HN additiv auf offenen Mengen U, V ⊂M mit Uδ∩V =
∅ ist. Dies folgt jedoch sofort aus der Definition

HN (U ∪ V ) = lim
ǫ→0

HN
ǫ (U ∪ V )

= lim
ǫ→0

HN
ǫ (U) +HN

ǫ (V ) = HN (U) +HN (V ).

Lemma 5.34. Angenommen HN (A) < ∞, dann gilt HN ′

(A) = 0 für alle N ′ > N .
Analog folgt aus HN (B) > 0, HN ′′

(B) = ∞ für N ′′ < N

Beweis. Es gilt

HN ′

(A) = lim
ǫ→0

HN ′

ǫ (A)

≤ lim
ǫ→0

ǫN
′−NHN

ǫ (A) = 0

da HN
ǫ (A) gleichmäßig beschränkt ist für hinreicht klein ǫ > 0.
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Für den zweiten Teil folgt aus der Definition

HN (B) = lim
ǫ→0

HN
ǫ (B)

= lim
ǫ→0

ǫN−N ′′HN ′′

ǫ (B) > 0

was nur wahr sein kann wenn

HN ′′

(B) = lim
ǫ→0

HN ′′

ǫ (B) = ∞.

Die Aussage des Lemmas lässt sich nun dafür nutzen eindeutig die Hausdorff-Dimension
einer beschränkten Menge zu ermitteln.

Definition 5.35 (Hausdorff-Dimension). Die Hausdorff-Dimension dimH A einer be-
schränkten Menge A ⊂M ist definiert als

dimH A = inf{N ∈ [0,∞) |HN (A) = 0}
= sup{N ∈ [0,∞) |HN (A) = ∞}

wobei wir die Konvention inf ∅ = ∞ und sup∅ = 0 verwenden.

Im allgemeinen kann die Hausdorff-Dimension auf verschiedenen offenen Mengen un-
gleich sein. Ein einfache Beispiel ist gegeben indem man die Raum

M = {(x, y) ∈ R2 |x ≤ 0, y = 0 oder x ≥ 0}

mit der induzierten Metrik d((x, y), (x′, y′)) = max{|x− x′|, |y − y′|} betrachten. Es gilt
nämlich

dimH B 1
2
((−1, 0)) = 1

und
dimH B 1

2
((1, 0)) = 2.

Im folgenden wollen wir eine Klasse von metrischen Räumen betrachen für die (x, r) 7→
dimH Br(x) konstant ist. Ist dies der Fall so sagen wir, dass die Hausdorff-Dimension von
(M,d) wohldefiniert ist.

Definition 5.36 (nicht-negative Krümmung). Sei α ∈ [1,∞). Der geodätische Raum
(M,d) hat nicht-negative Krümmung (NNK)α, falls für alle Geodäten γ und η mit γ0 = η0
gilt

d(γt, ηt) ≥ tαd(γ1, η1).

Es ist leicht zu sehen, dass (NNK)α die Bedingung (NNK)α′ für α′ ≥ α impliziert, d.h.
die Bedingung (NNK)1 ist die stärkste.

Beispiel. Jeder genormte Raum mit strikt konvexer Norm ist nicht-negativ gekrümmt
mit α = 1.
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Lemma 5.37. Jeder nicht-negativ gekrümmter Raum ist nicht-verzweigend.

Beweis. Angenommen γ und η sind Geodäten in (M,d) mit γt = ηt für t ∈ [0, t0] mit
t0 ∈ (0, 1). Dann gilt für alle s ∈ (t0, 1] und λ = t0

s

λαd(γs, ηs) ≤ d(γt0 , ηt0) = 0

und somit γ ≡ η, d.h. (M,d) ist nicht-verzweigend.

Satz 5.38. Sei (M,d) ein geodätischer Raum mit nicht-negativer Krümmung (NNK)α,
dann gilt für A ⊂M , x ∈M und t ∈ (0, 1)

tαNHN (A) ≤ HN (At,x).

Beweis. Sei
Ft,x :M → 2M

definiert als

Ft,x(z) = e1(e
−1
t (z)) = {γ1 ∈M | ∃γ ∈ Geo(M,d) : γ0 = x, γt = z}

Sei {Vi}i∈N eine Überdeckung von At,x mit diamVi ≤ ǫ, dann gilt für

Ui =
⋃

z∈Vi
Ft,x(z)

diamUi ≤ t−α diamVi ≤ t−αǫ.

und
∑

(diamUi)
N ≤ t−αN

∑

(diamVi)
N .

Daraus folgt sofort
HN
t−αǫ(A) ≤ t−αNHǫ(At,x)

und mit ǫ→ 0
tαNHN (A) ≤ HN (At,x).

Korollar 5.39. Die Hausdorff-Dimension eines nicht-negativ gekrümmten metrischen
Raumes ist wohldefiniert.

Beweis. Sei HN (Br(x)) = 0 und y ∈M , R > 0 gebeliebig. Dann gibt es ein t, so dass

(BR(y))t,x ⊂ Br(x)

woraus folgt

0 ≤ tαNHN (BR(y)) ≤ HN ((BR(y))t,x) ≤ HN (Br(x)) = 0.
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Analog lässt sich zeigen, dass HN (Br(x))) = ∞ für ein x ∈M und r > 0 genau dann,
wenn HN (BR(y)) = ∞ für alle y ∈M , R > 0.

Korollar 5.40. Ist HN (Br(x)) ∈ (0,∞) für ein x ∈M und r > 0 dann gilt

HN (U) ∈ (0,∞)

für alle beschränkten, offenen Mengen U ⊂M .

Wir sagen, dass dasN -dimensionale Hausdorff-Maß nicht-trivial ist, wenn HN (Br(x)) ∈
(0,∞) für alle x ∈M und r > 0.

Definition 5.41 (Bishop-Gromov-Volumenwachstum). Ein metrischer Maßraum (M,d,m)
erfüllt das Biship-Gromov-Volumenwachstum BG(0, Ñ), falls

m(Br(x))

m(BR(x))
≥
( r

R

)Ñ

für alle x ∈M und 0 < r ≤ R.

Korollar 5.42. Ist (M,d) nicht-negativ gekrümmt und HN nicht-trivial, dann erfüllt
(M,d,HN ) die MCP(0, αN)-Bedingung und insbesondere das Bishop-Gromov-Volumenwachstum
BG(0, αN).
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6.1 Hamilton-Jacobi-Halbgruppe

Im folgenden nehmen wir an, dass (M,d) ein beschränkt-kompakter metrischer Raum
ist.

Definition 6.1 (Hamilton-Jacobi-Operator). Wir definieren einen Operator Qt, t ≥ 0,
auf Funktionen f :M → R ∪ {−∞} wie folgt

Qtf(y) = inf
x∈M

{

f(x) +
d(x, y)2

2t

}

.

Bemerkung. (1) Es ist leicht zu sehen, dass ϕc2(y) = 2Q1(−1
2ϕ)(y).

(2) Für p ∈ (1,∞) gibt es einen analogen Operator Qpt f(y) = infx∈M
{

f(x) + d(x,y)p

ptp−1

}

.

Lemma 6.2. Ist f :M → R Lipschitz stetig mit Lipschitz-konstante L so gilt

Qtf(y) = min
x∈B̄Lt(y)

{

f(x) +
d(x, y)2

2t

}

.

Beweis. Sei (xn)n∈N, so dass

Qtf(y) = lim
n→∞

{

f(xn) +
d(y, xn)

2

2t

}

.

Da f(y) ≥ Qtf(y), können wir annehmen, dass auch f(y) ≥ f(xn) +
d(y,xn)2

2t gilt. Somit

0 ≤ f(y)−Qt(y) = lim
n→∞

{

f(y)− f(xn)−
d(y, xn)

2

2t

}

≤ lim
n→∞

{

Ld(y, xn)−
d(y, xn)

2

2t

}

,

d.h. d(y, xn) ≤ Lt. Die Aussage folgt nun aus der Kompaktheit des abgeschlossenen
Balles B̄Lt(y).

Lemma 6.3. Es gilt
Qt+sf = Qt(Qsf).
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Beweis. Da (M,d) geodätisch ist, gilt stets

d(x, y)2

2(t+ s)
= inf

y∈M

{

d(x, y)2

2t
+
d(y, z)2

2s

}

,

so dass

Qt(Qsf)(z) = inf
y∈M

{

inf
x∈M

{

f(x) +
d(x, y)2

2s

}

+
d(y, z)2

2t

}

= inf
x∈M

{

f(x) + inf
y∈M

{

d(x, y)2

2t
+
d(y, z)2

2s

}}

= inf
x∈M

{

f(x) +
d(x, z)2

2(t+ s)

}

= Qt+sf(z).

Definition 6.4 (Distanzfunktionen). Sei f wie beim Hamilton-Jacobi-Operator, dann
definieren wir

D+(y, t) = sup lim sup
n→∞

d(y, xn)

D−(y, t) = inf lim inf
n→∞

d(y, xn)

wobei das Supremum bzw. Infimum jeweils über alle minimierenden Folgen (xn)n∈N mit

Qtf(y) = lim
n→∞

{

f(xn) +
d(y, xn)

2

2t

}

genommen wird.

As der Definition folgt, dass D− ≤ D+. Außerdem gelten folgende Aussagen.

Lemma 6.5. Ist f :M → R stetig, dann ist D+ unterhalbstetig und D− oberhalbstetig,
t 7→ D±(y, t) sind nicht-fallend und für fixes x ∈ M gibt es eine abzählbare Menge
Qy ⊂ [0,∞), so dass t ∈ [0,∞)\Ry gilt D+(y, t) = D−(y, t).

Beweis. Für t < s seien (xn,t)n∈N und (xn,s)n∈N Minimierer bzgl. Qtf(y) bzw. Qs(y).
Dann gilt

f(xn,t) +
d(y, xn,t)

2

2t
≤ f(xn,s) +

d(y, xn,s)
2

2t

und

f(xn,s) +
d(y, xn,s)

2

2s
≤ f(xn,t) +

d(y, xn,t)
2

2s
.

Da 1
t ≥ 1

s folgt sofort
d(y, xn,t) ≤ d(y, xn,s)
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und somitD+(x, t) ≤ D−(x, s). DaD− ≤ D+ folgt sofort, dass t 7→ D±(y, t) nicht-fallend
ist. Daraus folgt auch, dass es eine abzählbare Menge Ry gibt, so dass t 7→ D−(y, t)
rechtsstetig für alle t ∈ [0,∞)\Ry ist und deshalb

D−(y, t) ≤ D+(y, t) ≤ inf
s>t

D−(y, s) = D−(y, t).

Es bleibt zu zeigen, dass D+ oberhalbstetig und D− unterhalbstetig ist.

Satz 6.6. Die Abbildung t 7→ Qtf ist lokal Lipschitz-stetig von [0,∞) nach C(M) solange
D±(x, t) beschränkt ist und es gibt eine abzählbare Menge Ry ⊂ (0,∞), so dass für alle
t ∈ (0,∞)\Ry

d

dt
Qtf(y) = −1

2

[

D±(y, t)
t

]2

.

Beweis. Sei 0 < t < s, (xn,t)n∈N und (xn,s)n∈N wie im vorigen Beweis. Dann gilt

Qsf(y)−Qtf(y) ≤ lim
n→∞

f(xn,t) +
d(y, xn,t)

2

2s
− f(xn,t) +

d(y, xn,t)
2

2t

= lim
n→∞

d(y, xn,t)
2

2

t− s

ts

sowie

Qsf(y)−Qtf(y) ≥ lim
n→∞

f(xn,s) +
d(y, xn,s)

2

2s
− f(xn,s) +

d(y, xn,s)
2

2t

= lim
n→∞

d(y, xn,s)
2

2

t− s

ts
≥ 1

2

D−(y, s)(t− s))

st
.

Daraus folgt für t ∈ (0,∞)\Rx für Rx wie im vorigen Beweis

lim
s→t

Qsf(y)−Qtf(y)

s− t
= −1

2

[

D±(y, t)
t

]2

.

Insbesondere gilt für alle

T < inf{t ∈ [0,∞) |D+(x, t) <∞}

ist t 7→ Qtf(y) Lipschitz-stetig auf [0, T ].

Lemma 6.7. Es gilt

LipQtf(y) ≤
D+(y, t)

t
.

Beweis. Sei y, z ∈M , t ∈ [0,∞) und (xn,t) ein Minimierer für Qtf(y), dann gilt

Qtf(z)−Qtf(y)

d(z, y)
≤ 1

d(z, y)
lim
n→∞

f(xn,t) +
d(z, xn,t)

2

2t
− f(xn,t) +

d(y, xn,t)
2

2t

≤ 1

d(z, y)
lim
n→∞

(d(z, y) + d(y, xn,t))
2

2t
− d(y, xn,t)

2

2t

≤ lim
n→∞

1

t
(d(z, y) + d(y, xn,t)) ≤

(d(z, y) +D+(y, t))

t
.
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Analog gilt
Qtf(y)−Qtf(z)

d(z, y)
≤ (d(z, y) +D+(z, t))

t
.

Da D+ oberhalbtstetig ist, folgt somit

lim sup
z→y

|Qtf(z)−Qtf(y)|
d(z, y)

≤ D+(y, t)

t
.

Korollar 6.8. Es gilt
∂tQtf + (LipQtf)

2 ≤ 0.

Insbesondere gilt für den relaxierten Anstieg |∇Qf |∗ (bzgl. p = 2, siehe unten) gilt

∂tQtf +
1

2
|∇Qtf |2 ≤ 0.

Theorem 6.9. Für alle y ∈M gibt eine abzählbare y ⊂ (0,∞), so dass

∂tQtf +
1

2
|∇Qtf |2 = 0.

Beweis. KOMMT.

6.2 L
2-Gradientenflüsse konvexer Funktionale

Der Raum der L2(m)-Funktionen ist definiert als die Menge (genauer die Menge der
Äquivalenzklassen) alle messbaren Funktionen bzgl. der Norm

‖f‖2L2 =

∫

f2dm.

Man kann zeigen, dass L2(m) ein Hilbertraum ist, d.h. dass ‖ · ‖ eine vollständige Norm
auf L2(m) ist, welche durch das Skalarproductk

(f, g) 7→
∫

f · gdm

induziert ist.
Sei E : L2(m) → R ∪ {∞} ein konvexes, unterhalbstetiges Funktional. Sei D(E) die

Menge aller f ∈ L2(m) mit E(f) <∞. Eine Funktion ℓ ∈ L2(m) ist ein Subgradient von
E an f ∈ L2(m), falls für alle g ∈ L2(m)

∫

ℓ(g − f)dm+ E(f) ≤ E(g).

Sei ∂E(f) die Menge der Subgradienten von E an f und D(∂E) die Menge aller f ∈
L2(m) mit ∂E(f) 6= ∅.

Es ist leicht zu sehen, dass D(∂ konvex und abgeschlossen ist.

87



6 Analysis und Optimaler Transport

Lemma 6.10. Für alle f ∈ D(∂E) gibt es genau ein Element ℓ ∈ ∂E(f) mit

‖ℓ‖L2 = inf
ℓ′∈∂E(f)

‖ℓ′‖L2 .

Theorem 6.11. Für alle konvex, unterhalbstetigen Funktionale E und jedes Element
f0 ∈ clL2(D(E)) gibt es eine Lipschitz-stetige Lösung t 7→ ft, t ≥ 0, des Gradientenfluss-
problems, so dass für fast alle t ∈ (0,∞)

d

dt
ft = −ℓ

wobei ℓ das eindeutige Element in ∂E ist. Außerdem gilt für alle t > 0

d+

dt
ft = − argminℓ∈∂E(ft) ‖ℓ‖L2(m).

und
‖ft − gt‖L2 ≤ ‖f0 − g0‖L2 ,

sowie
d

dt
‖ft − g‖2L2 ≤ E(g)− E(ft).

6.3 Lokale Lipschitz-Konstante und der relaxierte Anstieg

Definition 6.12 (lokale Lipschitz-Konstante). Sei f : M → R eine (lokale) Lipschitz-
stetige Funktion. Dann ist die lokale Lipschitz-Konstante Lip f(x) in x ∈ M definiert
als

Lip f(x) = lim sup
y→x

|f(y)− f(x)|
d(y, x)

.

Bemerkung. Es ist leicht zu sehen, dass Lip f(x) ≤ Lipf = supx 6=y
|f(y)−f(x)|
d(y,x) für alle

x ∈M . Die Umkehrung ist im allgemeinen falsch.

Lemma 6.13. Für jeden geodätischen Raum (M,d) gilt

‖Lip f‖∞ ≤M ⇐⇒ Lipf ≤M.

Beweis. Die Aussage lässt sich leicht zeigen für Lipschitz-Funktionen f : I → R auf
einem abgeschlossenem, zusammenhängendes Intervall I ⊂ R: Da jede Lipschitz-Funktion
f : I → R fast überall differenzierbar ist, gilt für fast alle t ∈ I

|f ′(t)| = Lip f(t).

und für alle a < b ∈ I

f(b)− f(a) =

∫ b

a
f ′(t)dt.
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Somit folgt aus ‖Lip f‖∞ ≤M

|f(b)− f(a)| ≤
∫ b

a
Lip f(t)dt ≤M |b− a|,

d.h. die Lipschitz-Konstante von f ist kleiner gleich M .
Im allgemeinen Falls folgt die Rückrichtung der Aussage direkt aus der Definition, so

das lediglich die Hinrichtung bewiesen werden muss. Dazu sei xn, yn ∈M , so dass

Lipf = lim
n→∞

|f(yn)− f(xn)|
d(yn, xn)

.

Sei γn eine Geodäte zwischen xn und yn, dann gilt für fn = f ◦ γn : [0, 1] → R ebenfalls
‖Lip f‖∞ ≤Md(yn, xn) und somit

|f(yn)− f(xn)|
d(yn, xn)

=
|fn(1)− f(0)|
d(yn, xn)

≤M.

Insbesondere gilt damit Lipf ≤M.

Lemma 6.14. Sind f, g : M → R Lipschitz-stetig und ϕ : R → R eine nicht-fallende,
Lipschitz-stetige C1-Funktion, dann gilt

Lip(f + g)(x) ≤ Lip f(x) + Lip g(x)

und
Lip(ϕ ◦ f)(x) = |ϕ′(f(x))| · Lip f(x).

Da in Rn und auf Riemannschen Mannigfaltigkeiten |∇f | = Lip f gilt, können wir
die lokale Lipschitz-Konstante als Ersatz der Norm des Gradientens, oder besser der
Norm des Differentials, betrachten. Auf glatten Räumen lassen sich mittels partieller
Integrations und Vervollständigung einer Norm nun Sobolev-Räume definieren. Für me-
trische Räume ist dies auch möglich, jedoch muss dazu eine geeignete Definition von
f 7→ 1

2

∫

|∇f |2dm gefunden werden. Aufgrund der Sobolev-Einbettungssätze und deren
Nützlichkeit in der Analysis, sollte das Funktional unterhalbstetig sein. Eine geeignete
Definition ist deshalb folgende, welche nichts anderes ist als die unterhalbstetige Hülle
des Funktionals f 7→ 1

2

∫

(Lip f)2dm.

Definition 6.15 (Cheeger-Energie). Die Cheeger-Energie Ch2 : L2(m) → [0,∞] ist
definiert als

Ch2(f) = inf{lim inf
n→∞

1

2

∫

(Lip fn)
2dm | fn → f in L2(m) mit fn ∈ Lip(M,d)}.

Der folgende Satz zeigt, dass die Cheeger-Energie tatsächlich durch die lokale Lipschitz-
Konstante approximiert wird.

Satz 6.16. Für alle f ∈ D(Ch2) gibt es eine Folge (fn)n∈N von Lipschitz-Funktionen
und eine eindeutige L2(m)-Funktion |∇f |∗, so dass fn → f in L2(m) und Lip f → |∇f |∗
in L2(m).

89



6 Analysis und Optimaler Transport

Behauptung. Die Funktion |∇f |∗, genannt relaxierter Anstieg, ist ein Symbol für die
Norm des Gradienten/Differentials einer Sobolev-Funktion. Im allgemeinen gibt es kein
Objekt ∇f , welches den tatsächlichen Gradienten darstellt.

Korollar 6.17. Sei ϕ : R → R Lipschitz-stetige Funktion und f ∈ D(Ch2), dann gilt

|∇(ϕ ◦ f)|∗ = |ϕ′ ◦ f | · |∇f |∗.

Lemma 6.18. Seien f, g : M → R (lokal) Lipschitz-stetig, ψ : [0,∞) → R eine nicht-
fallende, konvexe Funktion und ϕ : R → R eine C1-Funktion mit 0 ≤ ϕ′ ≤ 1. Dann gilt
für alle x ∈M

ψ(Lip f̃(x)) + ψ(Lip g̃) ≤ ψ(Lip f(x)) + ψ(Lip g(x))

wobei
f̃ = f + ϕ(g − f) und g̃ = g − ϕ(g − f).

Beweis. Seien xn → x und yn → x, so dass

Lip f̃(x) = lim
n→∞

|f̃(xn)− f̃(x)|
d(xn, x)

Lip g̃(x) = lim
n→∞

|g̃(yn)− g̃(x)|
d(yn, x)

.

Da ϕ differenzierbar ist, gibt es ζn zwischen g(x)−f(x) und g(xn)−f(xn) und ξn zwischen
g(x)− f(x) und g(yn)− f(yn) , so dass

f̃(x)− f̃(xn) = f(x)− f(xn) + ϕ(g(x)− f(x))− ϕ(g(xn)− f(xn))

= f(x)− f(xn) + ϕ′(ζn) (g(x)− g(xn)− (f(x)− f(xn)))

sowie

g̃(x)− g̃(xn) = g(x)− g(yn)− (ϕ(g(x)− f(x))− ϕ(g(yn)− f(yn)))

= g(x)− g(yn)− ϕ′(ζn) (g(x)− g(yn)− (f(x)− f(yn))) .

Da f und g stetig sind, gilt g(xn)−f(xn) → g(x)−f(x) sowie g(yn)−f(yn) → g(x)−f(x)
und somit ϕ′(ζn), ϕ′(ξn) → ϕ′(x) = α ∈ [0, 1].

Schließlich gilt

Lip f̃(x) = lim
n→∞

|f̃(x)− f̃(xn)|
d(x, xn)

≤ lim sup
n→∞

(1− ϕ(ζn))
|f(xn)− f(x)|

d(xn, x)
+ ϕ′(ζn)

|g(x)− g(xn)|
d(xn, x)

≤ (1− α) Lip f(x) + αLip g(x)

und analog
Lip g̃(x) ≤ αLip f(x) + (1− α) Lip g(x).
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Da ψ konvex und nicht-fallend ist ist, erhalten wir

ψ(Lip f̃(x)) ≤ (1− α)ψ(Lip f(x)) + αψ(Lip g(x))

und
ψ(Lip g̃(x)) ≤ αψ(Lip f(x)) + (1− α)ψ(Lip g(x)),

woraus direkt die Behauptung folgt.

Korollar 6.19. Sei ϕ : R → R nicht-fallend und kontrahierend, d.h. |ϕ(t)−ϕ(s)| ≤ |t−s|
(und ϕ(0) = 0 falls m(M) = ∞). Dann gilt für alle f, g ∈ D(Ch2)

|∇f̃ |2∗(x) + |∇g̃|2(x) ≤ |∇f |2∗(x) + |∇g|2∗(x) für m-fast alle x ∈M

wobei
f̃ = f + ϕ(g − f) g̃ = g − ϕ(g − f).

6.4 Der Laplace-Operator und der Wärmefluss

Definition 6.20 (Laplace-Operator). Ist f ∈ D(∂Ch2) dann ist der Laplace-Operator
−ℓ, wobei ℓ gleich das Element kleinster L2(m)-Norm in ∂Ch2(f) ist, d.h.

∆f = − argminℓ∈∂Ch2(f) ‖ℓ‖L2 .

Man kann zeigen, dass die Menge der f ∈ D(∂Ch2), so dass ∂Ch2(f) genau ein Element
enthält dicht in D(∂Ch2) ist. Diese Menge sei D(∆)..

Lemma 6.21. Für all g ∈ D(Ch2) und f ∈ D(∂Ch2) gilt

−
∫

g∆fdm ≤
∫

|∇f | · |∇g|dm

mit Gleichheit für g = ϕ(f) und ϕ Lipschitz stetig. In dem Fall gilt dann

−
∫

ϕ(f)∆fdm =

∫

ϕ′(f)|∇f |2dm.

Beweis. Es gilt für ℓ ∈ ∂Ch2(f) gilt

1

2

∫

|∇f |2dm+ ℓ(ǫg) ≤ 1

2

∫

|∇(f + ǫg)|2,

so dass
1

2

∫

|∇f |2dm−
∫

ǫg∆fdm ≤ 1

2

∫

|∇(f + ǫg)|2dm.

Dies ergibt dann

−
∫

g∆fdm ≤ inf
ǫ>0

∫

|∇f | · |∇g|+ ǫ

2
|∇g|2dm =

∫

|∇f | · |∇g|dm.
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Ist g = ϕ(f) so gilt

1

2ǫ

∫

|∇(f + ǫg)|2 − |∇f |2dm =
1

2ǫ

∫

(1 + ǫϕ′(f))2|∇f |2 − |∇f |2dm

=

∫

ϕ′(f)|∇f |2 + ǫ

2
(ϕ′(f))2|∇f |2dm

und damit für alle ℓ ∈ ∂Ch2(f)

∫

ℓ(ϕ(f))dm =

∫

ϕ′(f)|∇f |2dm.

Lemma 6.22. Für f, g ∈ D(∂Ch2) und Lipschitz-Funktionen ϕ mit ϕ(0) = 0 für
m(M) = ∞ gilt

∫

(∆g −∆f)ϕ(g − f)dm ≤ 0.

Beweis. Sei h = ϕ(g − f) dann gilt

ǫ

∫

(∆f −∆g)hdm ≤ −ǫ
∫

∆f · hdm− ǫ

∫

∆g · (−h)dm

≤ Ch2(f + ǫh)− Ch2(f) + Ch2(g − ǫh)− Ch2(g).

Da für hinreichend kleine ǫ≪ 1 die Funktion ǫϕ kontrahierend ist, ist nach Korollar 6.19
die rechte Seite kleiner gleich null.

Lemma 6.23. Ist m lokal beschränkt, so sind Lipschitz-Funktionen mit L2-integrierbarer
lokalen Lipschitz-Konstante dicht in L2(m), d.h. für alle f ∈ L2(m) gibt es fn → f in
L2(m) mit fn ∈ Lip(M,d) und Lip f ∈ L2(m). Insbesondere ist D(Ch2) dicht in L2(m).

DaD(Ch2) dicht in L2(m) ist, ist der L2(m)-Gradientenfluss von Ch2 für alle f ∈ L2(m)
wohldefiniert.

Definition 6.24 (Wäremfluss). Der Wärmefluss mit Anfangeswert f ∈ L2(m) ist eine
Lipschitz-stetige Kurve t 7→ ft mit ft → f , t→ 0, so dass für fast alle t ∈ (0,∞)

d

dt
ft = ∆ft.

Wir sagen t 7→ ft ist eine Lösung des Wärmeflusses.

Korollar 6.25. Die Menge D(∆) ist dicht in D(Ch2) und in L2(m).

Beweis. Da D(∆) ⊂ D(Ch2) ⊂ L2(m), muss lediglich Dichtheit in L2(m) gezeigt werden.
Laut dem Existenzsatz von Gradientenflüsse konvexer Funktionale gilt ft ∈ D(∆) für
alle Lösungen des Wärmeflusses, somit wählen wir eine Lösung des Wärmeflusses t 7→ ft
mit Anfangswert f . Dann gilt ft → f in L2(m) und ft ∈ D(∆).
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Satz 6.26. Sei e : [0,∞) → [0,∞) konvexer Funktion und

E(f) :=

∫

e(f)dm

dann gilt für Lösungen des Wärmeflusses t 7→ ft und t 7→ gt

E(ft − gt) ≤ E(f0 − g0)

und
d

dt
E(ft) = −

∫

e′′(ft)|∇ft|2∗dm.

Beweis. Wir zeigen das Resultat nur für e ∈ C2: Da t 7→ ft und t 7→ gt lokal Lipschitz-
stetig von [0,∞) nach L2(m) sind, ist auch t 7→ e(ft − gt) lokal Lipschitz-stetig und es
gilt für fast alle t ∈ [0,∞)

d

dt
e(ft − gt) = e′(ft − gt)

d

dt
(ft − gt) = e′(ft − gt)(∆ft −∆gt),

so dass
d

dt
E(ft − gt) ≤ 0.

Ist g0 ≡ 0, dann folgt aus dem obigen Lemma

d

dt
E(ft) =

∫

e′(ft)∆ftdm = −
∫

e′′(ft)|∇ft|2dm.

Korollar 6.27 (Masseerhaltung für endliche Referenzmaße). Ist m ein endliches Maß,
dann gilt für jede Lösung t 7→ ft des Wärmeflusses

∫

ftdm =

∫

f0dm.

Beweis. Da m(M) < ∞, kann der obige Satz für die konvexe Funktion e(r) = r ange-
wandt werden und es gilt

d

dt

∫

ftdm = 0,

so dass
∫

ftdm =

∫

f0dm.

Bemerkung. Die Masseerhaltung gilt auch für lokal beschränkte Maße m, die nicht allzu
schnell wachsen, d.h. es gibt ein C, so dass

m(Br(x0)) ≤ CeCr
2
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oder äquivalent: für ein D > 0 gilt
∫

e−Dd(x,x0)
2
dm(x) <∞.

Diese Wachstumsschrank ist bereits aus der Theorie der Diffusionsprozesse bekannt: Man
kann zeigen, dass es Maß auf Rn gibt die schneller als eCr

2
wachsen und deren Wärmefluss

nicht masseerhaltend ist.

Korollar 6.28 (schwaches paraboliosches Maximumsprinzip). Sind t 7→ ft und t 7→ gt
Lösungen des Wärmeflusses mit f0 ≤ g0 + C, dann gilt ft ≤ gt + C für alle t ≥ 0.

Beweis. Da e : r 7→ max{r − C, 0} konvex ist, gilt mit dem obigen Satz

E(ft − gt) ≤ E(f0 − g0) = 0

und somit ft(x) ≤ gt(x) + C für m-fast alle x ∈M .

Korollar 6.29 (Ableitung der Entropie). Für e(r) = r log r und jede Lösung t 7→ ft des
Wärmeflusses gilt

d

dt

∫

ft log ftdm = −
∫ |∇ft|2∗

ft
dm.

Das Funktional

f 7→
∫ |∇f |2∗

f
dm

wird Fisher-Information genannt und spielt eine zentrale Rolle in der Informationstheorie.

Korollar 6.30 (Lp(m)-Kontraktion). Für e(r) = rp, p > 1 und Lösungen t 7→ ft und
t 7→ gt des Wärmeflusses gilt

‖gt − ft‖Lp ≤ ‖f0 − g0‖Lp .

Aus dem Korollar folgt, dass wir den Wärmefluss für alle Lp-Räume mit p > 1 definie-
ren können: Da Ht : L

2(m) → L2(m), definiert als Htf0 = ft, den Raum L2(m)∩Lp(m),
der dicht Lp(m) ist, in sich selbst abbildet und eine Lp(m)-Kontraktion, können wir Ht

eindeutig auf ganz Lp(m) fortsetzen.

6.5 Das Kuwada-Lemma

Satz 6.31 (Kuwada-Lemma). Angenommen (M,d) ist kompakt und t 7→ ft der Wär-
mefluss mit

∫

f0dm = 1 und f0 ≥ 0. Dann ist die Kurve t 7→ µt = ftm absolut stetig in
Pp(M) und es gilt

|µ̇t|2 ≤
∫ |∇ft|2∗

ft
dm für fast alle t ∈ [0,∞).
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Beweis. Da (M,d) kompakt ist, gilt für ϕ = −ψ gilt

w2(µ, ν)
2

2
= sup

ϕ∈Lip(M)

∫

Q1ϕdν −
∫

ϕdµ.

Für 0 < t < s und ℓ = s− t ist τ 7→ ft+τ , τ ∈ [0, ℓ], absolut stetig in L2(m), so dass

τ 7→ Q τ
ℓ
ϕ · ft+τ

auch absolut stetig ist. Da nun

Q τ+h
ℓ

ϕ · ft+τ+h −Q τ
ℓ
ϕ · ft+τ

h
= ft+τ ·

Q τ+h
ℓ

ϕ · ft+τ −Q τ
ℓ
ϕ · ft+τ

h
+Q τ+h

ℓ

ϕ
ft+τ+h − ft+τ

h

folgt für fast alle τ ∈ (0, τ)

d

dτ

(

Q τ
ℓ
ϕ · ft+τ

)

= ft+τ · ∂τQ τ
ℓ
ϕ+Q τ

ℓ
∂τft+τ ,

so dass
∫

Q1ϕdµs −
∫

ϕdµt =

∫

Q1ϕ · fs − ϕ · ftdm

=

∫ ∫ ℓ

0

d

dτ

(

Q τ
ℓ
ϕ · ft+τ

)

dτdm

≤
∫ ∫ ℓ

0
−
|∇Q τ

ℓ
ϕ|2∗

2ℓ
ft+τ +Q τ

ℓ
ϕ ·∆ft+τdτdm.

Weiterhin gilt
∫

Q τ
ℓ
ϕ ·∆ft+τdm ≤

∫

|∇Q τ
ℓ
ϕ|∗|∇ft+τ |∗dm

≤ 1

2ℓ

∫

|∇Q τ
ℓ
ϕ|2∗ft+τdm+

ℓ

2

∫ |∇ft+τ |2
ft+τ

dm.

Schließlich folgt

w2(µs, µt)
2 ≤ 2

[∫

Q1ϕdµs −
∫

ϕdµt

]

≤
∫ ∫ ℓ

0

|∇ft+τ |2
ft+τ

dτdm.

Da

t 7→
∫ |∇ft|2

ft
dm

absolut stetig ist, folgt somit

|µ̇t|2 ≤ lim sup
ℓ→0

∫ ∫ ℓ

0

|∇ft+τ |2
ft+τ

dτdm =

∫ |∇ft|2
ft

dm.
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Satz 6.32. Angenommen (M,d) ist kompakt. Dann gilt für alle Lipschitz-Funktionen
f :M → [ǫ, C] mit

∫

fdm = 1 und µ = fm ∈ P2(M)

|D−Entm|(µ) ≤
∫

|∇
√

f |2∗dm.

Beweis. Sei

L(x, y) =

{

(log f(x)−log f(y))+
d(x,y) x 6= y

|D−f |2
f x = y.

Für fixes x ist die Funktion y 7→ L(x, y) oberhalbstetig. Da f Lipschitz-stetig und von
unten Beschränkt ist L ebenfalls beschränkt.

Sei nun µn → µ in P2(M), so dass

|D−Entm|(µ) = lim
n→∞

Entm(µ)− Entm(µn)

w2(µ, µn)
.

Dann ist µn absolut stetig mit Dichte fn. Weiterhin sei πn eine optimale Kopplung.
Da r 7→ r log r konvex ist, gilt

Entm(µ)− Entm(µn) =

∫

f log f − fn log fndm

≤
∫

log f(f − fn)dm

=

∫

log f(x)dµ(x)−
∫

log f(y)dµn(y)

=

∫

log f(x)− log f(y)dπ(x, y)

≤
∫

L(x, y)d(x, y)dπ(x, y)

≤ w2(µ, µn)

(∫

L2(x, y)dπ(x, y)

) 1
2

= w2(µ, µn)

(∫ (∫

L2(x, y)dµn,x(y)

)

dµ(x)

) 1
2

wobei x 7→ µn,x die Desintegration von π bzgl. µ ist.
Weil

∫ ∫

d(x, y)2dµn,x(y)dµ(x) → 0

gilt ffür µ-fast alle x ∈M
∫

d2(x, y)dµn,x(y) → 0,

so dass aufgrund der Beschränktheit von L2 auch
∫

M\Br(x)
L2(x, y)dµn,x(y) → 0
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für µ-fast alle x ∈M .
Daraus schließen wir

lim sup
n→∞

∫

L2(x, y)dµn,x(y) ≤ lim sup
n→∞

∫

Br

L(x, y)dµn,x(y) + lim sup
n→∞

∫

M\Br(x)
L(x, y)dµn,x(y)

≤ lim sup
r→0

sup
y∈Br(x)

L2(x, y) = L2(x, x)

wobei wir die Oberhalbstetigkeit von y 7→ L(x, y) im letzten Schritt benutzt haben.
In Kombination mit Fatous Lemma ergibt dies

|D−Entm|(µ) = lim
n→∞

Entm(µ)− Entm(µn)

w2(µ, µn)

≤
∫

lim sup
n→∞

(∫ (∫

L2(x, y)dµn,x(y)

)

dµ(x)

) 1
2

dµ(x)

≤
(∫

L2(x, y)dµ(x)

) 1
2

=

(∫ |D−f |2∗
f

dm(x)

)
1
2

.

6.6 Entropiefluss = Wärmefluss

In Rn oder allgemeiner in Riemannschen Mannigfaltigkeit erfüllt der (negative) Gradi-
entenfluss (xt)t∈[0,∞) einer Funktion E : Rn → R folgende Gleichung

ẋt = −∇E(xt).

In allgemeinen metrischen Räumen ist es weder möglich den Gradient ∇E exakt zu
beschreiben noch eine sinnvolle Definition von ẋt zu geben.

Jedoch lässt sich die Gleichung auch anders beschreiben. Ist t 7→ xt eine absolut stetige
Funktion, dann ist die Differentialgleichung des Gradientenflusses äquivalent zu

d

dt
E(xt) = −|∇E|(xt) · |ẋt|

|∇E|2(xt) = |ẋt|,

anstelle von |∇E| kann auch |dE|, die Norm des Diffentials, genommen werden1.
Dieses Gleichungssystem lässt auch in einer (Un-)Gleichung schreiben. Dazu machen

wir folgende Beobachtung: Für alle absolut stetigen Kurven t 7→ yt gilt

d

dt
E(yt) ≥ −|dE| · |ẏt| ≥ −|dE|2(yt)

2
− |ẏt|

2

1Das Differentials dE ist unabhängig der Norm auf dem (Ko-)Tangentialraum definiert, während ∇E

erst durch Legendre-Transformation ermittelt werden muss. Weiterhin ist für allgemeine genormte
Räume und Finslermannigfaltigkeiten zwar d linear, jedoch nicht ∇.
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mit Gleichheit in der zweiten Ungleichung genau dann wenn |dE|2(yt) = |ẏt|2. Somit
reicht zu zeigen, dass t 7→ xt folgende Ungleichung

d

dt
E(xt) ≤ −|dE|2(xt)

2
− |ẋt|

2
.

oder in Integralform

E(xt) ≤ E(xs)−
∫ s

t

[ |dE|2(xr)
2

+
|ẋt|
2

]

dr.

Während t 7→ |ẋt| für absolut stetige Kurven auch in metrischen Räumen definiert ist,
haben wir bisher |dE| bzw. |∇E| nur für Lipschitz- und Sobolev-Funktionen definiert. Da
die Entropie jedoch den Wert ∞ für alle nicht absolut stetigen Maße annimmt und die
nicht absolut stetigen Maße dicht im Raum der Maße sind, wäre LipEntm = |∇Entm| =
∞. Der Grund ist, dass die Richtung des größten Anstiegs stets ∞ ist.

Definition 6.33 (Abstieg). Sei (X, d) ein metrischer Raum und E : X → R∪ {∞} eine
beliebige Funktion. Wir definieren den Abstieg von E als

|D−E|(x) = lim sup
y→x

max{E(x)− E(y), 0}
d(x, y)

.

Die Menge der Punkte x ∈ X mit |D−E|(x) <∞ sei D(|D−E|).

Für glatte und auch Lipschitz-Funktionen E in Rn zeigt der Gradient ∇E in Richtung
des größten Anstiegs und −∇E in Richtung des größten Abstiegs zeigt, d.h. wir hätten
|D−E| = |D−(−E)|. Im folgenden werden wir sehen, dass |D−Entm| <∞ für eine dichte
Menge von Maßen.

Um den Abstieg mit absolut stetigen Funktionen in Verbindung zu bringen brauchen
wir folgende Eigenschaft von K-konvexen Funktionen.

Lemma 6.34. Ist Entm : P2(M) → R ∪ {∞} K-konvex und unterhalbstetig, dann gilt

|D−Entm|(µ) = sup
ν 6=µ

{

max{Entm(µ)− Entm(ν), 0}
w2(µ, ν)

−Kw2(µ, ν)

}

.

Weiterhin gilt für jede absolut stetige Kurve t 7→ µt, t ∈ [0, 1], mit Entm(µ0) <∞,

Entm(µ1) ≤ Entm(µ0) +

∫ 1

0
|D−Entm|(µt) · |µ̇t|dt.

Bemerkung. Das Lemma gilt für allgemeine K-konvexe Funktionale auf geodätischen
Räumen (X, d). Die zweite Eigenschaft wird in der Literatur strong upper gradient ge-
nannt.
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Beweis. Da Entm 6≡ ∞, gilt die erste Aussage für Entm(µ) = ∞. Sei im folgenden
Entm(µ) <∞ und (νn)n∈N eine Folge in P2(M), so dass

C := lim
n→∞

max{Entm(µ)− Entm(νn), 0}
w2(µ, νn)

−Kw2(µ, νn) = sup
ν 6=µ

{

max{Entm(µ)− Entm(ν), 0}
w2(µ, ν)

+Kw2(µ, ν)

}

.

Zunächst gilt stets

0 ≤ |D−Entm|(µ) = lim sup
ν→µ

max{Entm(µ)− Entm(ν), 0}
w2(µ, ν)

≤ lim sup
ν→µ

{

max{Entm(µ)− Entm(ν), 0}
w2(µ, ν)

+Kw2(µ, ν)

}

≤ sup
ν 6=µ

{

max{Entm(µ)− Entm(ν), 0}
w2(µ, ν)

+Kw2(µ, ν)

}

.

Wäre nun Entm(νn′) ≥ Entm(µ) für eine Teilfolge (νn′)n′∈N von (νn)n∈N, so folgt |D−Entm| =
C = 0 und die Aussage gilt.

D.h. wir können annehmen, dass Entm(νn) < Entm(µ) für alle n ∈ N. Sei s 7→ νn,s eine
Geodäte zwischen µ und νn. Die K-Konvexität von Entm ergibt

Entm(νn,s) ≤ (1− s)Entm(µ) + sEntm(νn)−Ks(1− s)w2(µ, νn)
2.

Da sw2(µ, νn) = w2(µ, νn,s) folgt somit

Entm(νn,s)− Entm(µ)

w2(µ, νn,s)
≤ Entm(νn)− Entm(µ)

w2(µ, νn)
−K(1− s)w2(µ, νn)

2.

Für s→ 0 gilt dann νn,s → µ und deshalb

[

max{Entm(µ)− Entm(νn), 0}
w2(µ, νn)

+Kw2(µ, νn)

]

≤ Entm(µ)− Entm(νn,s)

w2(µ, νn,s)

≤ lim sup
ν→µ

max{Entm(µ)− Entm(ν), 0}
w2(µ, ν)

= |D−Entm|(µ) ≤ C.

Da mit n → ∞ die rechte Seite gegen gegen C konvergiert, folgt die erste Aussage aus
der obigen Ungleichung.

Ist nun t 7→ µt absolut stetig so gilt für alle n ∈ N

Entm(µ1)− Entm(µ0) =
n−1
∑

k=0

Entm(µ k+1
n

)− Entm(µ k
n
)

≤
n−1
∑

k=0

|D−Entm(µ k+1
n

)|w2(µ k+1
n

, µ k
n
)−Kw2(µ k+1

n

, µ k
n
)2.
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Da die erste Aussage impliziert, dass |D−Entm| unterhalbstetig ist, ist t 7→ |D−Entm|(µt)
Riemann-integrierbar und es gilt

Entm(µ1)− Entm(µ0) ≤ lim
n→∞

n−1
∑

k=0

|D−Entm(µ k+1
n

)|w2(µ k+1
n

, µ k
n
)−Kw2(µ k+1

n

, µ k
n
)2

≤
∫ 1

0
|D−Entm|(µt) · |µ̇t|dt.

Die obigen Ausagen ermöglichen uns den Gradientenfluss von Entm wie folgt zu defi-
nieren.

Definition 6.35 (Energieverlustungleichung (EDI)). Angenommen Entm ist K-konvex.
Dann erfüllt die absolut stetige t 7→ µt, t ∈ [0,∞) in P2(M) die Energieverlustungleichung
(EDI), falls für fast all t ∈ (0,∞)

d

dt
Entm(µt) ≤ −|D−Entm|2(µt)

2
− |µ̇t|2

2

oder äquivalent

Entm(µt) ≤ Entm(µ0)−
∫ t

0

|D−Entm|2(µr)
2

+
|µ̇r|2
2

dr.

In dem Fall sagen wir die Kurve t 7→ µt ist ein Gradientenfluss der Entropie Entm.

Bevor wir zeigen, dass der Wärmefluss ein Gradientenfluss der Entropie ist, benötigen
wir folgende Aussage.

Lemma 6.36. Angenommen (M,d) ist kompakt und Entm K-konvex. Dann gilt für alle
µ ∈ D(|D−Entm|)

|D−Entm|2(µ) =
∫ |∇f |2

f
dm

wobei µ = fm.

Beweis. Sei t 7→ ft eine Lösung des Wärmeflusses mit f0 = f , dann gilt wegen des
Kuwada-Lemma (Satz 6.31) für µt = ftm

Entm(µ)− Entm(µt) =

∫ t

0

∫ |∇fr|2
fr

dmdr

≥ 1

2

∫ t

0

∫ |∇fr|2
fr

dmdr +
1

2

∫ t

0
|µ̇r|2dr

≥ 1

2

[

1√
t

∫ t

0

(
√

∫ |∇fr|2
fr

dm

)

dr

]2

+
1

2

[

1√
t

∫ t

0
|µ̇r|dr

]2

≥ 1

t

∫ t

0

(
√

∫ |∇fr|2
fr

dm

)

dr · w2(µ, µt),
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so dass aufgrund der Unterhalbstetigkeit der Fisher-Information g 7→
∫ |∇g|2

g dm

∫ |∇f |2
f

dm ≤ lim inf
t→0

∫ t

0

|∇fr|2
fr

dm

≤ lim sup
t→0

[

Entm(µ)− Entm(µt)

w2(µ, µt)

]2

≤ |D−Entm|(µ).

Wegen Satz 6.32 folgt somit für alle Lipschitz-Funktionen f mit ǫ ≤ f ≤ C und
fm ∈ P2(M)

|D−Entm|2(µ) =
∫ |∇f |2

f
dm.

Es sei angemerkt, dass diese Menge von Maßen ist dicht in P2(M).
Da nun

∫ |∇f |2
f

dm = 4Ch2(
√

f)

und können wir eine Folge von Maßen µn = fn mit ǫ ≤ fn ≤ C, so dass
√
fn →

√
f in

L2(m), oder äquivalent fn → f in L1(m) und

4Ch2(
√

fn) → 4Ch2(
√

f).

Weiterhin können wir annehmen, dass
∫

fndm = 1 und somit gilt auch µn → µ in
P(M) = P2(M). Schließlich folgt aus der Unterhalbstetigkeit von |D−Entm|

∫ |∇f |2
f

dm ≤ |D−Entm|2(µ)

≤ lim inf
n→∞

|D−Entm|2(µn)

= lim
n→∞

∫ |∇fn|2
fn

dm =

∫ |∇f |2
f

dm.

Lemma 6.37. Es gilt

|D−Entm|2(
µ+ ν

2
) ≤ 1

2
|D−Entm|2(µ) +

1

2
|D−Entm|2(ν).

Beweis. Da (x, y) 7→ x2/y konvex auf

{(x, y) ∈ R2 | y ≥ 0}

ist und f 7→ |∇f |∗ sublinear, ist auch

f 7→
∫ |∇f |2∗

f
dm

konvex (bzgl. linearer Interpolation) und die Aussage folgt aus der obigen Identifikation.
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Korollar 6.38. Für jeden Anfangswert µ0 = f0m ∈ P2(M) gibt es höchstens eine Lösung
t 7→ µt des Gradientenflussproblems der Entropie Entm.

Beweis. Seien t 7→ µit, i = 1; 2, zwei Lösungen mit µ10 = µ20. Dann gilt für µ
1
2
t =

µ1t+µ
2
t

2

|µ̇
1
2
t |2 ≤

1

2
|µ̇1t |2 +

1

2
|µ̇2t |2

und

Entm(µ
1
2
t ) ≤

1

2
Entm(µ

1
t ) + Entm(µ

2
t )

mit strikter Ungleichung falls µ1t 6= µ2t . Da t 7→ µ
1
2
t absolut stetig ist, gilt stets

Entm(µ
1
2
t ) ≥ Entm(µ0)−

∫ t

0

1

2
|D−Entm|2(µ

1
2
r ) +

1

2
|µ̇

1
2
r |2dr.

Angenommen µ1t 6= µ2t für ein t > 0, dann folgt

Entm(µ
1
2
t ) <

1

2
Entm(µ

1
t ) + Entm(µ

2
t )

≤ Entm(µ0)−
1

2

∫ t

0

[

1

2
|D−Entm|2(µ1r) +

1

2
|D−Entm|2(µ2r)

]

dr

− 1

2

∫ t

0

[

1

2
|µ̇1r |2 +

1

2
|µ̇1r |2

]

dr

≤ Entm(µ0)−
∫ t

0

1

2
|D−Entm|2(µ

1
2
r ) +

1

2
|µ̇

1
2
r |2dr,

was ein Widerspruch ist.

Theorem 6.39. Ist (M,d,m) kompakt und Entm K-konvex in P2(M), so ist jede Lö-
sung t 7→ ft des Wärmeflusses

∫

f0dm = 1 und f0 ≥ 0 die eindeutige Lösungen des
Gradientenflussproblems der Entropie Entm mit Anfangswert µ0 = f0m.

Beweis. Es gilt

Entm(µt) = Entm(µ0)−
∫ t

0

∫ |∇fr|2
fr

dmdr

≤ Entm(µ0)−
1

2

∫ t

0

∫ |∇fr|2
fr

dmdr − 1

2

∫ t

0
|µ̇r|2dr

= Entm(µ0)−
1

2

∫ t

0
|D−Entm|2(µr)dr −

1

2

∫ t

0
|µ̇r|2dr,

d.h. t 7→ µt ist ein Gradientenfluss der Entropie Entm. Da für jedes f0 ∈ L2(m) eine
Lösung des Wärmeflusses existiert, folgt die Eindeutigkeit sofort aus dem vorigen Korol-
lar.
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6.7 Lineare Wärmeflüsse

Wir sagen der Wärmefluss ist linear, falls für alle Lösungen des Wärmeflusses t 7→ ft und
t 7→ gt die (absolut stetige) Kurve

t 7→ ft + gt

ebenfalls eine Lösung des Wärmeflusses ist.

Lemma 6.40. Ist der Wärmefluss auf (M,d,m) linear, so ist Ch2 ein quadratische Form.

Bemerkung. Es lässt sich leicht zeigen, dass für quadratische Cheeger-Energien Ch2,
der Laplace-Operator und der Wärmefluss jeweils linear sind. Im linearen Fall wird die
Cheeger-Energie häufig auch Dirichlet-Energie genannt.

Beweis. Wir müssen zeigen, dass

Ch2

(

f + g

2

)

+ Ch2

(

f + g

2

)

=
1

2
Ch2(f) +

1

2
Ch2(g).

Dazu reicht es dies auf einer dichten Menge zu zeigen. Sei nun t 7→ ft und t 7→ gt Lösungen
des Wärmeflusses. Dann gilt für fast alle t ∈ (0,∞)

d

dt
(ft + gt) = ∆ft +∆gt

= ∆(ft + gt)

wobei wir ausgenutzt haben, dass t 7→ ft + gt eine Lösung des Wärmeflusses ist, dann
gilt für f, g ∈ D(Ch2)

Ch2(f) = lim
t→0

Ch2(ft)

Ch2(g) = lim
t→0

Ch2(gt).

Weiterhin gilt

−
∫

(ft ± gt)∆(ft ± gt) =

∫

|∇(ft ± gt)|2∗dm = 2Ch2(ft ± gt).

sowie für alle t > 0 mit ∆ft +∆gt = ∆(ft + gt)

−
∫

(ft + gt)∆(ft + gt)dm+−
∫

(ft − gt)∆(ft − gt)dm = −2

∫

ft∆ftdm− 2

∫

gt∆gtdm

≤ 4Ch2(ft) + 4Ch2(gt)

so dass

Ch2(
ft + gt

2
) + Ch2(

ft − gt
2

) ≤ 1

2
Ch2(ft) +

1

2
Ch2(gt).

Aufgrund der Unterhalbstetigkeit von Ch2 folgt demnach

Ch2(
f + g

2
) + Ch2(

f − g

2
) ≤ 1

2
Ch2(f) +

1

2
Ch2(g).
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Die gleiche Ungleichung gilt für f̃ = f + g und g̃ = f − g, so dass

1

2
Ch2(f) +

1

2
Ch2(g) =

1

2
Ch2(

f̃ + g̃

2
) +

1

2
Ch2(

f̃ − g̃

2
)

≤ 1

4
Ch2(f̃) +

1

4
Ch2(g̃).

= Ch2(
f + g

2
) + Ch2(

f − g

2
).

Da Ch2 quadratisch ist, können wir eine Bilinearform E : D(Ch2) × D(Ch2) → R auf
D(Ch2) definierten

2E(f, g) = Ch2(f + g)− Ch2(f)− Ch2(g).

Sei nun ℓf ∈ ∂Ch2(f) und ℓg ∈ ∂Ch2(g), dann folgt
∫

(ℓf + ℓg)hdm ≤ Ch2(f + h)− Ch2(f) + Ch2(g + h)− Ch2(g)

= 2E(f + g, h) + 2Ch2(h) = Ch2(f + g + h)− Ch2(h)

und somit ℓf + ℓg ∈ ∂Ch2(f + g). Da für ℓ ∈ ∂Ch2(f + g) und ℓf ∈ ∂Ch2(f) stets
ℓ − ℓf ∈ ∂Ch2(g), ist jedes Element in ∂Ch2(f + g) von der Form ℓf + ℓg. Da alle
Elemente f, g ∈ D(∆) eindeutige Subgradienten bzgl. Ch2 haben, ist demnach D(∆) ein
linearer (möglicherweise nicht vollständiger) Unterraum von L2(m) und

∆(f + g) = ∆f +∆g.

Lemma 6.41. Für alle t, s > 0 gilt

Pt(∆fs) = ∆ft+s.

Insbesondere gilt
∆fs ∈ D(∆)

für fast alle s ∈ (0,∞).

Beweis. Es gilt

∆ft+s = lim
h→0+

Phft+s − ft+s
h

in L2(m)

und

∆fs = lim
h→0+

Phfs − fs
h

in L2(m),

so dass aufgrund der Stetigkeit von Pt : L2(m) → L2(m)

0 = lim
h→0+

Pt

(

Phfs − fs
h

−∆fs

)

= lim
h→0+

[

Phft+s − ft+s
h

− Pt(∆fs)

]

in L2(m)

und somit
Pt(∆fs) = ∆ft+s.
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Ähnlich wie beim relaxierten Anstieg |∇f |∗, welcher mittels Lokalisierung aus Ch2
heraus definiert wird, ist es möglich die Bilinearform E ebenfalls lokal darzustellen, d.h.
für alle f, g ∈ D(Ch2) gibt es eine L1(m)-integrierbare Funktion 〈∇f,∇g〉, so dass

E(f, g) =
∫

〈∇f,∇g〉dm.

Die Abbildung (f, g) 7→ 〈∇f,∇g〉 ist linear in beiden Faktoren und man kann zeigen,
dass auch die Kettenregel gilt.

Lemma 6.42. Für f, g ∈ D(∆) gilt
∫

f∆gdm =

∫

g∆fdm.

Beweis. Da

Ch2(f ± ǫg)− Ch2(f) ≥ ∓ǫ
∫

g∆fdm

und

Ch2(g ± ǫf)− Ch2(g) ≥ ∓ǫ
∫

f∆gdm

folgt
∫

〈∇f,∇g〉dm = lim
ǫ→0

Ch2(f + ǫg)− Ch2(f)

ǫ
= −

∫

g∆fdm

= lim
ǫ→0

Ch2(g + ǫf)− Ch2(g)

ǫ
= −

∫

f∆gdm.

Satz 6.43. Für f, g ∈ L2(m) gilt
∫

Ptf · gdm =

∫

f · Ptgdm.

6.8 Kuwada-Dualität für lineare Wärmeflüsse

Im folgenden sei (M,d,m) ein kompakter metrischer Maßraum mit linearem Wärmefluss.
Wir betrachten den Wärmefluss als Familie von Abbildung {Pt : L2(m) → L2(m)}t≥0,
so dass Pt+s = Pt ◦ Ps. Die Kontraktionseigenschaft und das parabolische Maximum-
sprinzip zeigen, dass Pt auch ein Operator auf Lp(m) bzw. L∞(m) ist, der außerdem
Nicht-negativität erhält. Ist m endlich so erhält er auch die Maße. Im folgenden betrach-
ten wir die Familie {Pt}t≥0 als eine solche masseerhaltende Familie von Operatoren.

Da die absolute stetige Maße mit Dichte in Lp(m) dicht in P(M) sind, ist es auch
möglich Pt auf ganz P(M) zu definieren. Alternativ können wir folgende Konstruktion
verwenden.
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Definition 6.44. Der adjungierte Wärmefluss {Ht : P(M) → P(M)}t≥0 ist definiert als
das eindeutige Maß Htµ ∈ P(M), für das

∫

ϕdHtµ =

∫

Ptϕdµ für alle ϕ ∈ Cb(M).

Es ist leicht zu sehen, dass Ht wohldefiniert ist. Außerdem gilt für µ = fm mit f ∈
L2(m)

Htµ = Ptfm.

Dies folgt aus
∫

ϕdHtµ =

∫

Ptϕ · fdm =

∫

ϕ · Ptfdm

für ϕ ∈ Cb(M) ∩ L2(m) und dem Fakt, dass Cb(M) ∩ L2(m) dicht in Cb(M) ist. Durch
Approximation gilt dies auch für allgemeinere Dichten f ∈ Lp(m).

Aufgrund der Linearität ist es möglich Htµ aus der Evolution der δ-Maße zu ermitteln,
denn es gilt

Htµ =

∫

Htδxdµ(x).

Als Abkürzung schreiben wir Ht,x = Htδx.

Lemma 6.45. Angenommen für alle x, y ∈M gilt

wp(Ht,x, Ht,y) ≤ e−Ktd(x, y)

folgt
wp(Htµ,Htν) ≤ e−Ktwp(µ, ν).

Beweis. Sei π eine p-optimale Kopplung zwischen µ und ν und πt,x,y eine optimale Kopp-
lung zwischen Ht,x und Ht,y. Dann ist

π̃ =

∫

πt,x,ydπ(x, y)

eine Kopplung zwischen Htµ und Htν und es gilt

wp(Htµ,Htν)
p ≤

∫

dp(x, y)dπ̃(x, y)

=

∫ ∫

dp(x̃, ỹ)πt,x,ydπ(x, y)

=

∫

wpp(Htµ,Htν)dπ(x, y)

≤ e−Kt
∫

dp(x, y)dπ(x, y) = e−Ktwp(µ, ν).
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Korollar 6.46. Gilt für p ∈ [1,∞) und alle µ, ν ∈ Pp(M)

wp(Htµ,Htν) ≤ e−Ktwp(µ, ν)

so folgt
wq(Htµ,Htν) ≤ e−Ktwq(µ, ν)

für alle q ≤ p und alle µ, ν ∈ Pq(M).

Beweis. Bemerke

wq(Ht,x, Ht,y) ≤ wp(Ht,x, Ht,y) ≤ e−Ktd(x, y).

Lemma 6.47. Ist der Wärmefluss linear, dann sind folgende Aussagen äquivalent

• für alle µ, ν ∈ P1(M) und alle t ≥ 0 gilt w1(Htµ,Htν) ≤ e−Ktw1(µ, ν)

• für alle f ∈ Lip(M,d) gilt LipPtf ≤ e−KtLipf .

Beweis. Die Kantorovich-Dualität zeigt

w1(Ht,y, Ht,x) = sup
f∈Lip1(M,d)

∫

fdHt,x −
∫

fdHt,y

= sup
f∈Lip1(M,d)

∫

Ptfdδx −
∫

Ptfdδy

= sup
f∈Lip1(M,d)

Ptf(x)− Ptf(y).

Gilt nun
w1(Htµ,Htν) ≤ e−Ktw1(µ, ν)

so folgt für alle f ∈ Lip1(M,d)

|Ptf(x)− Ptf(y)| ≤ e−Ktd(x, y)

und damit LipPtf ≤ e−Kt. Durch Skalierung folgt, dann LipPtf ≤ e−KtLipf für alle
Lipschitz-Funktionen.

Falls hingegen für alle Lipschitz-Funktionen f

LipPtf ≤ e−KtLipf

gilt, so erhalten wir

w1(Htµ,Htν) = sup
f∈Lip1(M,d)

Ptf(x)− Ptf(y)

≤ sup
f̃∈Lip

e−Kt (M,d)

∫

f̃dµ−
∫

f̃dν

= e−Kt sup
f∈Lip(M,d)

∫

fdµ−
∫

fdν = w1(µ, ν).
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Man kann nun zeigen, dass auch folgende Dualität gilt:

Lemma 6.48. Ist der Wärmefluss linear, dann sind folgende Aussagen äquivalent für
alle p, q ∈ [1,∞] mit 1

p +
1
q = 1

• für alle µ, ν ∈ Pp(M) und alle t ≥ 0 gilt wp(Htµ,Htν) ≤ e−Ktwp(µ, ν)

• für alle f ∈ D(Ch2) mit |∇f | ∈ Lp(m) gilt |∇Ptf |p ≤ e−pKtPt(|∇f |p).

Definition 6.49 (Bakry-Émery-Bedinung BE(K,∞)). Ein metrischer Raum mit li-
nearem Wärmefluss erfüllt die Bakry-\’Emery-Bedingung BE(K,∞), falls für alle f ∈
D(Ch2) mit |∇f | ∈ Lp(m) gilt

|∇Ptf |p ≤ e−pKtPt(|∇f |p).

6.9 Evolutionsvarationsungleichung.

In Rn kann gezeigt werden, dass t 7→ xt ein Gradientenfluss einer konvexen Funktion
E : Rn → R, falls für alle y ∈ Rn gilt

d

dt

‖y − xt‖2
2

+ E(xt) ≤ E(y).

Man kann so gar zeigen, dass diese Ungleichung den Gradientenfluss konvexer Funktionen
charakterisiert.

Definition 6.50 (Evolutionsvariationsungleichung). Eine absolut stetig Kurve t 7→ µt
in P2(M) erfüllt die Evolutionsvariationsungleichung (EVI)K der Entropie, falls für alle
ν ∈ P2(M)

d

dt

w2(µt, ν)
2

2
+Kw2(µt, ν)

2 + Entm(µt) ≤ Entm(ν).

Satz 6.51. Existiert für eine dichte Menge an µ ∈ P2(M) eine Kurve t 7→ µt welche die
Evolutionsvariationsungleichung erfüllt, so ist Entm K-konvex.
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